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  مأموریت کاگو
افزایش سطح دسترسی به محتوای ناب، معتبر و ارزشمند از طریق روش‌های روزآمد و خلاقانۀ توسعۀ محتوا 

برای تجربۀ متفاوت خواندن، مطالعه و یادگیری مخاطبان

دانش‌آموزان عزیز، معلمان و مشاوران دل‌سوز و صدالبته اساتید و دانشمندان آ‎یندۀ سرزمینمان!
نزدیک به سی سال است که کاگو، با تمرکز بر تألیف و انتشار کتاب‌های آموزشی، برای شما جویندگان و آموزندگان دانش در ایران می‌کوشد. 
اکنون، که افتخار این را داشته‌ایم که هم‌گام با مخاطبانمان رشد کنیم و بلوغی نسبی را تجربه کنیم، بر آن شده‌ایم اندوخته‌هایمان را در 

این زمینه برای ارائۀ خدمتی تازه روی دایره بریزیم! 

ما در این راه، نخست وظایف خود را در جایگاه ناشر بازخوانی کردیم و یقین یافتیم »مدیریت نشر« مهم‌ترین شاخصۀ هر انتشاراتی‌ست و 
ساده‌انگارانه ا‌ست اگر از مدیریت علمی و آکادمیک نشر چشم بپوشیم. از این‌رو برای کشف، خلق و توسعۀ بهترین رویکردها و شیوه‌های 

مدیریتی‌ از بهترین و دست اول‌ترین منابع و کارآزموده‌ترین اساتید و مشاوران بهره گرفتیم.

سپس مهم‌ترین رسالتمان را پیش چشم آوردیم: »تولید محتوای ناب«!

همه می‌دانیم مؤلفان کتاب‌های کمک‌درسی و ناشران آموزشی سال‌هاست کتاب‌هایشان را با ساختاری ساده‌، معطوف و برگرفته از 
کتاب‌های درسی، منتشر می‌کنند و خوش‌بینیم اگر تصور کنیم در این راه به محتوای تولیدی همکارانشان حداقل نیم‌نگاهی نداشته‌اند. 
ثابت بودن محتوای کمک‌درسی و سختی طراحی درسنامه‌ها و آزمون‌های متنوع از یک‌سو و ایجاد تغییرات ماهیتی در نحوۀ ورود به 

دانشگاه‌ها از سویی دیگر، اخیراً کتاب‌های آموزشی را مهجور و بی‌جان کرده بود.

با همۀ این اوصاف، تجربه نشان داد در دوران همه‌گیری کرونا و پس از آن، کتاب در دسترس‌ترین، ارزان‌ترین و سهل‌‌ترین ابزار آموزش 
و توسعۀ دانش بوده و هست. از این رو، ما بر آن شدیم به سیاق دیگر ناشران کمک‌آموزشی عمل نکنیم و طرحی نو دراندازیم. بنابراین، 
محتوای تولیدی‌مان را بازتعریف کردیم و کوشیدیم این پادشاه بزرگ1 را ناب بیافرینم و آن را توسعه بخشیم. ما در این راه هر آن‌چه با 
تقلید از آثار و ایده‌های دیگران به رشتۀ تحریر درآمد را محتوا ندانستیم، اما گاه نقطه‌ای سیاه بر صفحه‌ای سفید را بسیار غنی و سرشار 

از معنا یافتیم!

سال‌ها همراه با شما امتحانات و حتی گاه کنکورهای دشواری را از سر گذراندیم تا توانستیم »ناب‌بودن« را در جایگاه صفتی شایسته، در 
کنار ارزشمند بودن و اعتبار در مأموریت اصلی کاگو و به تَبع آن در محتوای نشر‌مان بگنجانیم.

منظور ما از کلیدواژۀ ناب، توسعۀ دائمی جریان محتوای با ارزش، خالص و کمال‌یافته است و عبارتِ معتبر به انتخاب و پردازش محتوای 
درست و استاندارد اشاره می‌کند و کلیدواژۀ ارزشمند به معنی کاربردی و ارزش‌آفرین بودن برای مخاطب است.

اکنون افتخار می‌کنیم که توشۀ سالیانمان و حاصل رنج سی‌ساله‌مان را ناب، ارزشمند و معتبر در قالب محصولی نو برای شما به ارمغان 
آوردیم و برای به بار نشاندن این صعود، تجربۀ گذشته و نوآوری را درکوله‌بارمان گذاشته‌ایم.

شعار فعلی ما این است که متخصص تولید محتوای ناب، معتبر و ارزشمند هستیم!
محمدرضا سالکی
مدیر مسئول سازمان انتشاراتی کاگو

”Content is the king“ 1- اشاره به عبارت مشهور

مقدمه ناشر



) TBC( مفاهیم کلیدی     
تمام محتوای کلیدی طبقه‌بندی‌شده هر درس، منطبق با کتاب‌های درسی ، در 
قالب فهرستی آورده شده است. هر TBC یک کد یکتا و سریالی  در کتاب های 
دهم، یازدهم و دوازدهم دارد. محتوای کتاب حاضر بر اساس توالی این کدها آورده 
133 و در بخش  شده‌ است. در بخش درسنامه و سوالات کتاب به صورت 

پاسخنامه به صورت ]  [ نشان داده شده است.  

     TBCپرتکرار
 TBC ،در امتحانات نهایی 4 سال اخیر TBC بسته به تکرار شدن یک
( مشخص شده‌اند که دلالت بر اهمیت آن  133 هایی با علامت ) 

TBC در امتحانات نهایی دارد.

     آزمون تشخیصی )ورودی(
برای هر فصل/درس، یک آزمون تشخیصی به عنوان ورودی فصل طراحی 
شده است. در آزمون تشخیصی به ازای هر TBC ، یک تا سه سوال طراحی 
شده است که کلیت TBC را پوشش می‌دهد. در این آزمون شماره هر 
سوال، با شماره TBC متناظر آن یکسان است. پاسخ‌گویی صحیح به این 

سوالات نشان‌دهنده آشنایی با کلیات مفهومی مطالب آن TBC است.

      علامت بلد بودم / نبودم 
( قرار داده شده است.  در مقابل هر سوال آزمون تشخیصی دو مستطیل  )
شما می‌توانید وضعیت درستی پاسخگویی به هر سوال را علامت  بزنید که بتوانید 
در زمان مطالعه صرفه‌جویی و نقاط ضعف خود را بر اساس tbc مشخص نمایید. 

      زمان مطالعه
برای درسنامه و تمرین های امتحانی و آزمون های هر بخش )با توجه به حجم 
دشواری آن بخش( "حداکثر" زمان مطالعه آورده شده است. همچنین بعد از 
مطالعه زمان فعالیت شما در مستطیل کناری ثبت می‌شود تا تفاوت حداکثر زمان 

قابل انجام و زمان خودتان را متوجه شوید.

     بدفهمی رایج
اشکالات آموزشی پرتکرار و رایج برای دانش‌آموزان در کلاس درس، در قالب 

بدفهمی رایج در درسنامه ارائه شده‌اند.

      سوالات ستاره‌دار
در کنار بعضی سوال‌ها علامت  * وجود دارد. این علامت نشان‌دهنده اهمیت یا 

تکرار بیشتر در امتحانات نهایی اخیر است.

      سوال های ویژه امتحان برای کنکور
در انتهای تمرین های هر فصل / درس سوالات تشریحی مفهومی تر و دشوارتر 
از امتحانات نهایی و تستی آورده شده است که دانش آموز تا حدودی با سوالات 

دشوارتر امتحانات نهایی پیش رو و سوالات کنکور آشنا شود. 

TBC جدول نشانگر      
در انتهای تمرین های امتحانی و سوال های ویژه امتحان، جدولی آورده شده است 
که نشانگر کدهای TBC مربوط به هر سوال است تا در صورت عدم پاسخگویی 

صحیح به هر سوال، به راحتی بتوانید شماره TBC مربوطه را بیابید. 

      جدول بودجه‌بندی امتحانات و پیام مشاوره
از آغاز آزمون های دی و خرداد، جدول بودجه بندی آموزش و  پیش 
پرورش در امتحانات دی ، خرداد و شهریور به همراه پیام مشاوره‌ای برای 
نحوۀ مطالعه و پاسخگویی به سؤالات امتحانات نهایی آورده شده است.

      امتحانات دی و خرداد
در بخش آزمون ها ، 2 آزمون دی ماه )نوبت اول( از مدارس معتبر و 4 آزمون 
خرداد یا شهریور ماه )نوبت دوم(  از آخرین امتحانات نهایی برگزار شده و کاملا 
در قالب امتحانات نهایی هر درس قرار داده شده است. دانش آموز از این طریق 

بیشتر و بهتر با سوالات امتحانات نهایی و شرایط برگه امتحان آشنا می شود.  

     فلش کارت
در انتهای کتاب، فلش کارتی قرار داده شده است که حاوی مهمترین و 
پرتکرارترین مطالب امتحان های نهایی است ، به گونه ای که دانش آموز 

بتواند 4 تا 5 ساعت پیش از امتحان کل کتاب را به خوبی مرور کند. 

     بوک استوری
 TBC در انتهای کتاب بخشی به صورت تصویری/ نموداری از کلیات مفاهیم
و در قالب 4 صفحه چهاررنگ آورده شده است تا دانش آموز بتواند به 

راحتی مهم ترین مطالب کتاب را با صرف کمترین زمان ممکن، مرور کند. 

         کیوآرکد محتوای بیشتر
در فهرست و بوک استوری، کیوآرکدی جهت بارگذاری محتوا و آزمون هایی 
متناسب با آخرین تغییرات امتحانات نهایی و محتوای اضافه تر از کتاب قرار 

داده شده است که در طول سال به روز رسانی خواهد شد. 

      شماره ایندکس )جا انگشتی(
در لبه کتاب، جا انگشتی های چاپی قرار داده شده است که با آن ها 

کدهای tbc را سریع تر بیابید. 

      جدول ارزش محتوایی کتاب
این جدول برای اولین بار برای نمایش ارزش محتواهای داخل کتاب برای 
مخاطبان، معلمان و مشاوران طراحی و ارائه شده است. از این طریق مخاطب 

با حقایق محتوای ارائه شده مواجه شده و راحت تر برنامه ریزی می کند. 

ارزش محتوایی کتاب جدول ‌حقایق 

Content Facts
تعداد صفحه کتاب                                                                             153

تعداد کل TBC ها                                                                             25

تعداد TBC های پرتکرار                                                                             16

تعداد کل سوالات                                                                                415

تعداد سوالات امتحان نهایی                            200

تعداد تیپ سوالات پرتکرار                               76

کل زمان مورد نیاز برای مطالعه    48 ساعت

یک دانش‌آموز متوسط باید چگونه باشد؟

تعداد ساعت مطالعه در هفته                               3

تعداد سؤال مورد نیاز در هفته                      10-15



زمان کافی ندارم

حل آزمون تشخیصی 
)ورودی( )چرا؟( جهت 
شناسایی نقاط ضعف و 

قدرت خود در مفاهیم کلی 
موضوعات درس

مطالعه درسنامه کامل
همه TBC ها

حل تمرین های 
همه TBC ها

علامت زدن سؤالات 
تشخیصی که بلد نیستم 
)چرا؟( جهت آگاهی از 
شماره‌های TBC که 

تسلط ندارم.

حل تمرین های امتحانی  
TBC هایی که 

بلد نبودم

رجوع به سوالات ویژه 
امتحان برای کنکور و حل 

سوالات و تست های 
این بخش

ارزیابی نهایی یادگیری 
خود با حل آزمون های 

دی و خرداد 

انتخاب فصل یا مبحثی 
که باید فراگرفته شود 

)تطبیق با شماره
 TBC ها(

مطالعه  درسنامه
 TBC هایی که بلد نبودم
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ماتریس و کاربردها فصل اول

تعاریف،  یادگیری  با  که  و قابل فهم است  روان  از مباحث  این مبحث  آشنا می‌شوید. خوشبختانه  آن  با  که امسال  از مباحث جدیدی است  مبحث ماتریس‌ها 
کامل را از این مبحث به‌دست آورید. فرمول‌ها، روش‌های حل مسئله و دقت در محاسبات می‌توانید نمرۀ 

کنید: لازم به ذکر است تمرین‌های زیر را مطالعه 
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، ماتریس A را به‌دست آورید.
2 1
1 0
1 2

0 4
1 1
5 3

−















× =
−
−

















A 1. 57 از تساوی  

، مقدار x را بیابید. [ ]−
− −

−
−

















−















=2 1 1
1 1 2
2 2
0 1 1

1
2 0x x
x

2. 57 از تساوی  

A را به‌دست آورید. A7 4− A باشد، ماتریس =
−
−











2 1
3 2

گر 3. 57 ا  

 بی‌شمار جواب دارد؟
x y
mx y

− =
+ = −





2 3
6 9

58 الف( به‌ازای چه مقدار از m دستگاه معادلات  

کنید.  را به کمک ماتریس وارون حل 
x y
x y
− =
+ =





2 3
2 3 13

ب( دستگاه

 را به‌دست آورید.
1 2 1

1 1
1 2

3 3
1

−

−
=x

x
x

1. 59 جواب‌های معادلۀ  

| را به‌دست آورید. |A A−1 3 در این‌صورت حاصل
1 5

5
A

A
A

=
−

−










| |
| |

گر 2. 59 ا  

1 را به‌دست آورید.
3

2 3A B B، دترمینان ماتریس = −
















2 0 0
0 1 0
0 0 1

A و =
















1 4 5
2 1 9
1 3 4

گر 3. 59 ا  
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x x= = −4 3,   ]57 . 2[ 	A =
−









1 1
2 2

  ]57 .1[ 	A B I+ − =
− −

−
− −

















2
2 2 4
2 2 4
4 2 2

  ]56[

x
y

=
=





5
1

ب(  	m = −3 ]58[  الف( 	A A7 4 1 1
3 3

− =
−
−









   ]57 . 3[

| |1
3

32
3

2 3A B = −  ]59 . 3[ 	 | |A A− =1 5  ]59 . 2[ 	x = 1 ، x = 2    ]59 .1[

یس‌ها یس و اعمال روی ماتر  درس اول: ماتر

]حداکثر زمان مطالعه: 480 دقیقه[

یس و اعمال مقدماتی روی آن 56 ماتر

 ماتریس، نامگذاری و اجزای آن
ماتریس: هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی، شامل تعدادی سطر و ستون، یک ماتریس نامیده می‌شود. ماتریس‌ها را با حروف بزرگ نشان می‌دهیم. مثلاً:

Ï»H ·¼Tw ³»j ·¼Tw ³¼w ·¼Tw

Ï»H oõw

³»j oõw

↓ ↓ ↓

=
−









←

←
A

3 2 5
1 4 7

�

Am و می‌خوانیم A ماتریسی از مرتبۀ m در n است. مثلاً ماتریس A در  n× گر ماتریس A دارای m سطر و n ستون باشد، می‌نویسیم مرتبۀ ماتریس: ا
A2 و می‌خوانیم A ماتریسی 2 در 3 است. 3× قسمت بالا دارای دو سطر و سه ستون است. پس می‌نویسیم

کوچک نشان می‌دهیم. برای  درایۀ ماتریس: هر عدد حقیقی واقع در یک ماتریس را درایۀ آن ماتریس می‌نامیم. درایه‌ها را با حروف 
که اندیس سمت چپ جای سطر و اندیس سمت راست جای ستون آن  مشخص‌کردن جایگاه هر درایه دو اندیس در نظر می‌گیریم 
a23 یعنی درایۀ روی سطر  درایه را نشان می‌دهد. پسaij یعنی درایۀ روی سطر iاُم و ستون jاُم. مثلاً در ماتریس A در قسمت فوق

که برابر 7 است. دوم و ستون سوم 
aij را  A نشان می‌دهیم. درایۀ aij m n

=   ×
گر ماتریس A دارای m سطر و n ستون باشد، برای اختصار آن را به‌صورت نمایش ماتریس در حالت کلی: ا

1 تغییر می‌کنند. این ماتریس را با درایه‌هایش به‌صورت زیر نمایش می‌دهیم: ≤ ≤j n 1 و ≤ ≤i m درایۀ عمومی ماتریس A می‌نامیم که

�

A برابر با عدد حقیقی K است. K= [ ] ×1 1 m، در این‌صورت ماتریس n= = 1 گر Am، ا n×  در ماتریس

کنید. A باشد، ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص  i j= +



 ×

2 2
2 2

گر ا

، مقادیر a i jij = +2 2 a11 در درایۀ عمومی A است. برای محاسبۀ
a a
a a

=










11 12

21 22
2 است. پس به‌صورت 2× A یک ماتریس  

. به همین ترتیب برای بقیه درایه‌ها داریم: a11
22 1 1 3= × + = i را جایگزین می‌کنیم. پس j= = 1

a

a

a

i j

i j

12
1 2 2

21
2 1 2

22

2 1 2 6

2 2 1 5

'''''''

'''''''

'''''

= =

= =

× + =

× + =

,

,

'''
i j

A
= =

× + =

⇒ =























2 2 22 2 2 8

3 6
5 8

,

�

56



3

������������

56

ها
برد

کار
 و 

س
ریــ

مات
ل / 

 او
صــل

 ف

کنید. a باشد، در این‌صورت ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص 
i j

i j i j
i j i j

ij =
=

+ >
− <







7

2
A به‌طوری‌که aij=   ×3 2

گر ا

3 است، پس به صورت زیر است: 2×  A یک ماتریس

A
a a
a a
a a

3 2

11 12

21 22

31 32

× =














�

 j = 2 i و = 1 i مقادیر j2 − ، در رابطۀ i j< که a12 از آنجا  . برای محاسبۀ درایۀ a11 7= ، داریم i j= که a11 از آنجا  برای محاسبۀ درایۀ
j را جایگزین  = 1 i و = 2 i مقادیر j+ ، در رابطۀ i j> که a21 از آنجا  . برای محاسبۀ درایه a12

21 2 1= − = − را جایگزین می‌کنیم؛ پس
. به همین ترتیب بقیه درایه‌ها را هم به‌دست می‌آوریم: a21 2 1 3= + = می‌کنیم؛ پس

a

a
A

i j

i j
31

32

3 1 4

3 2 5

7 1
3 7
4 5

''''

''''

>

>

+ =

+ =
⇒ =

−













�

 انواع ماتریس
) می‌نامیم. در یک  ) nn n× گر در ماتریسی، تعداد سطرها با تعداد ستون‌ها برابر و مساوی n باشد، آن را یک ماتریس مربعی از مرتبۀ 1- ماتریس مربعی: ا

a قطر اصلی را تشکیل می‌دهند. مثلاً:‌ a ann , , ,… 22 11 ماتریس مربعی درایه‌های

 ,  , C = [ ] ×7 1 1 �

که تمام درایه‌های غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند. البته درایه‌های روی قطر اصلی می‌توانند صفر باشند  2- ماتریس قطری: ماتریسی مربعی است 
یا نباشند. مثلاً:

A B C= 





=
−















= 





2 0
0 5

3 0 0
0 0 0
0 0 2

0 0
0 0, , �

که تمام درایه‌های روی قطر اصلی آن باهم برابر باشند. مثلاً:  : ماتریسی قطری است  3- ماتریس اسکالر

A B= 





=














2 0
0 2

3 0 0
0 3 0
0 0 3

, �

In یا I نشان می‌دهیم. مثلاً: 4- ماتریس همانی: ماتریسی اسکالر است که همۀ درایه‌های واقع بر قطر اصلی آن برابر یک باشند. آن را با نماد

I I2 3
1 0
0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

= 





=














, �

که فقط دارای یک سطر باشد. مثلاً: 5- ماتریس سطری: ماتریسی است 
A B= [ ] = −[ ]× ×1 2 2 1 51 2 1 3, �

که فقط دارای یک ستون باشد. مثلاً: 6- ماتریس ستونی: ماتریسی است 

A B= −






=
−











×

×

2
3

1
4
72 1

3 1

, �

O نشان می‌دهیم. مثلاً: : ماتریسی است که همۀ درایه‌های آن صفر باشند. آن را با نماد 7- ماتریس صفر
O2 3

0 0 0
0 0 0× = 





�

m را به‌دست آورید. n+ A، یک ماتریس قطری باشد، مقدار
m

n

n

=
+

− +

−

















2 2 0
0 1 1

1 0 52

گر ماتریس ا

که A یک ماتریس قطری است، همۀ درایه‌های غیر واقع بر قطر اصلی آن باید برابر صفر باشد، پس داریم:  از آنجا 
m m
n n

n n n

+ = ⇒ = −
+ = ⇒ = −

− = ⇒ = ⇒ = ±













2 0 2
1 0 1

1 0 1 12 2

IÀïJH¼] ¥HoT{H → = −n 1 �

m n+ = − + − = −( ) ( )2 1 3 بنابراین:�
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 تساوی ماتریس‌ها
: B را برابر می‌گوییم هرگاه درایه‌های آنها نظیر به نظیر باهم برابر باشند. به عبارت دیگر bij m n

=   ×
A و aij m n

=   ×
دو ماتریس هم‌مرتبۀ

∀ ∈ = ⇔   =  i j a b a bij ij ij ij, � , �

) را بیابید. )x y z+ + A در این‌صورت حاصل B= B و
x y

=
+

−










3 2
2 1

،A
x y
z

=
−









2 5
1

گر ]صفحۀ 20[ ا

 
A B

x y
z

x y
= ⇒

−







 =

+
−











2 5
1

3 2
2 1

�

⇒
= −
− =
+ =











  → = ⇒ = =

⇒ +
z
x y
x y

x x y
x

2
2 3
2 5

4 8 2 1¾õMHn »j Íµ] ,
( yy z+ = + − =) 2 1 2 1 �

 مجموع و تفاضل ماتریس‌ها
جمع و تفاضل دو ماتریس در صورتی تعریف می‌شود که هم‌مرتبه باشند. برای جمع یا تفاضل دو ماتریس هم‌مرتبۀ A و B کافی است درایه‌های دو ماتریس 

کنیم که حاصل جمع یا تفاضل A و B، ماتریسی است که هم‌مرتبۀ A و B است. به عبارت دیگر می‌توان نوشت: را نظیر‌به‌نظیر باهم جمع یا از هم کم 

A a B b A B a b a bij m n ij m n ij ij ij ij m
=   =   ⇒ ± =   ±   = ± × ×

,
××n

�

A را به‌دست آورید. B− A و B+ B باشند، ماتریس‌های =
−
−











0 1 4 7
1 2 3 9

A و =
−

−











2 1 3 2

2 5 1 4
گر ا

 
A B+ =

+ − + + + −

+ + − + + −









 =

−

+ −






2 0 1 1 3 4 2 7

2 1 5 2 1 3 4 9

2 0 7 5

2 1 7 2 5

( )

( )




 �

A B− =
− − − − − −

− − − − − −









 =

− −

− −

2 0 1 1 3 4 2 7

2 1 5 2 1 3 4 9

2 2 1 9

2 1 3 4 13

( )

( ) 





 �

 ضرب عدد در ماتریس
برای ضرب یک عدد حقیقی در یک ماتریس، آن عدد را در تمام درایه‌های آن ماتریس ضرب می‌کنیم. به عبارت دیگر می‌توان نوشت:

A a r rA r a raij m n ij m n ij m n
=   ∈ ⇒ =   =  × × ×

, � �

A A=
−

−








 ⇒ =

−
−











2 1 3
4 3 5

2
4 2 6
8 6 10

مثلاً:�

) در ماتریس A به‌دست می‌آید. مثلاً: )−1 که از ضرب ) نشان می‌دهیم  )−A گر A ماتریسی دلخواه باشد، قرینۀ آن را با قرینۀ یک ماتریس: ا

A A=
−

−








 ⇒ − =

− −
− −











2 3 5
3 7 9

2 3 5
3 7 9

�

3 را به‌دست آورید. 2A I− a تعریف شده باشد، ماتریس
i j i j
i j i j
i j i j

ij =
+ =
× <
− >






A به‌صورت aij=   ×3 3

گر ا

 ابتدا ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص می‌کنیم:

A
a a a
a a a
a a a

3 3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 1 1 2 1 3
2 1 2 2× =

















=
+ × ×
− + 22 3
3 1 3 2 3 3

2 2 3
1 4 6
2 1 6

×
− − +

















=
















�

در ادامه داریم:

3 2 3
2 2 3
1 4 6
2 1 6

2
1 0 0
0 1 0
0 0 1

6 6 9
3 12 18
6

A I− = ×
















−
















=
33 18

2 0 0
0 2 0
0 0 2

















−
















=
















4 6 9
3 10 18
6 3 16

�
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 خواص جمع ماتریس‌ها و ضرب عدد در ماتریس

گر B، A و C ماتریس‌هایی هم‌مرتبه و r و s اعدادی حقیقی باشند، آنگاه خواص زیر همگی برقرارند: ا
1(A B B A+ = + خاصیت جابه‌جایی � 2(A B C A B C+ + = + +( ) ( ) خاصیت شرکت‌پذیری�

3(A O O A A+ = + = خاصیت عضو خنثی برای عمل جمع ماتریس‌ها 4(A A A A O+ − = − + =( ) ( ) خاصیت عضو قرینه�

5( r A B rA rB( )± = ± � 6( ( )r s A rA sA± = ± �

7( rA rB r A B= ≠ ⇒ =, 0 � 8(A B rA rB= ⇒ = �

r A B rA rB( )± = ± کنید:� کلی ثابت  ، در حالت  r ∈� B و bij m n
=   ×

A و aij m n
=   ×

گر  ]صفحۀ 16[ ا

r A B r a bij ij( )± =   ±  ( ) � 

= ± r a bij ij تعریف جمع )تفاضل(                                                       �

= ± r a bij ij( ) تعریف ضرب عدد در ماتریس                                     �

= ± ra rbij ij                � توزیع‌پذیری ضرب نسبت به جمع در �

=   ±  ra rbij ij تعریف جمع )تفاضل(                                                �

=   ±  r a r bij ij تعریف ضرب عدد در ماتریس                               �

= ±rA rB �

گی‌های آن یس‌ها و ویژ 57 ضرب ماتر
 ضرب ماتریس‌های سطری در ستونی

 A B× گر A ماتریسی سطری و B ماتریسی ستونی باشد، به‌طوری که تعداد ستون‌های ماتریس A با تعداد سطرهای ماتریس B برابر باشند، در این‌صورت ا
که در  کنیم  کرده و حاصل این ضرب‌ها را باهم جمع  کافی است هر درایۀ ماتریس A را در درایۀ نظیرش در ماتریس B ضرب  تعریف می‌شود و برای ضرب 

1 یا عددی حقیقی حاصل می‌شود. 1× این‌صورت ماتریسی
مثلاً:

A a a a a b

b
b
b

b

n

n

=   =























1 2 3

1

2

3�
�

,  = + + + +a b a b a b a bn n1 1 2 2 3 3 � �

حاصل‌ضرب‌های زیر را به‌دست آورید.

)ج 2 3 5 4

3
1
2
3 4 1

−[ ] ×
−

−



















=

×

)ب 1 2 3
4
2
5

−[ ] ×
















2 )الف= 3
7
2

−[ ] ×
−







 =

 
)الف 2 3

7
2

2 7 3 2 14 6 201 3
2 1

−[ ] ×
−







 = × − + − × = − − = −×

×
( ) ( ) �

)ب 1 2 3
4
2
5

1 4 2 2 3 5 4 4 15 71 3

3 1

−[ ] ×
















= × + × + − × = + − = −×

×

( ) �

)ج 2 3 5 4

3
1
2
3

2 3 3 1 5 2 4 31 4

4 1

−[ ] ×
−

−



















= × + − × − + × + × − =×

×

( ) ( ) ( ) 66 3 10 12 7+ + − = �

57
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ــم
هــــــ

زد
دوا

 / 
)3

ه )
ـــــــ

دسـ
نــــ

 ه

 ضرب ماتریس در ماتریس
گام‌های زیر عمل می‌کنیم: برای ضرب دو ماتریس طبق 

گام اول: بررسی امکان ضرب دو ماتریس
که تعداد ستون‌های ماتریس A برابر تعداد سطرهای ماتریس B باشد: A در صورتی تعریف می‌شود  B× برای دو ماتریس A و B، حاصل

A Bm p p n× ×× �
گام دوم: یافتن مرتبۀ جواب

:m n× A ماتریسی است مانند C از مرتبۀ B× p باشد، در این‌صورت n× m و B ماتریسی p× گر A ماتریسی ا
A B Cm p p n m n× × ×× = �

کدام‌یک از ضرب‌های زیر قابل تعریف است؟ در صورت تعریف، مرتبۀ آن را بیابید.

A B3 2 2 5× ×× Aالف( B2 3 2 4× ×× Aب( B5 3 3 7× ×× ج(

A امکان‌پذیر است و داریم: B×  الف( تعداد ستون‌های ماتریس A برابر 2 و تعداد سطرهای ماتریس B نیز عدد 2 است، پس

A B C3 2 2 5 3 5× × ×× = �
A امکان‌پذیر نیست. B× ب( تعداد ستون‌های ماتریس A برابر 3 و تعداد سطرهای ماتریس B برابر 2 است. پس

A تعریف می‌شود و داریم: B× ج( مشابه )الف( حاصل
A B C5 3 3 7 5 7× × ×× = �

گام سوم: محاسبۀ درایه‌ها در ماتریس حاصل‌ضرب
 B اُمj در ستون A اُمi از ضرب سطر Cijیعنی C اُم ماتریسj اُم و ستونi باشد، در این‌صورت درایۀ روی سطر C ماتریسی مانند A B× گر حاصل ا

به‌دست می‌آید. یعنی:
C A i B jij = ×( ) ( )³ÔH oõw ³ÔH ·¼Tw �

کنید. A را محاسبه  B× B باشد، حاصل = −
















2 3
1 2
4 5

A و =
−









1 2 1
3 2 1

گر ا

2 مانند C است: 2× A امکان‌پذیر است و حاصل آن یک ماتریس B× 3 است، 2× 2 و B ماتریسی 3× که A ماتریسی  از آنجا 

A B C
c c
c c2 3 3 2 2 2
11 12

21 22
× × ×× = =









 �

کنون درایه‌های ماتریس C را محاسبه می‌کنیم: ا

c A B11 1 2 1
2
1
4

= × = −[ ] −
















( ) ( )Ï»H oõw Ï»H ·¼Tw = × + × − + − × = − − = −1 2 2 1 1 4 2 2 4 4( ) ( ) �

c A B12 1 2 1
3
2
5

= × = −[ ]
















( ) ( )Ï»H oõw ³»j ·¼Tw = × + × + − × = + − =1 3 2 2 1 5 3 4 5 2( ) �

c A B21 3 2 1
2
1
4

= × = [ ] −
















( ) ( )³»j oõw Ï»H ·¼Tw = × + × − + × = − + =3 2 2 1 1 4 6 2 4 8( ) �

c A B22 3 2 1
3
2
5

= × = [ ]
















( ) ( )³»j oõw ³»j ·¼Tw = × + × + × = + + =3 3 2 2 1 5 9 4 5 18 �

⇒ =
−







C

4 2
8 18

�
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ها
برد

کار
 و 

س
ریــ

مات
ل / 

 او
صــل

 ف
 خلاصۀ ضرب دو ماتریس

A )در صورت امکان‌پذیر بودن(، سطرهای ماتریس A و ستون‌های ماتریس B را در نظر می‌گیریم. حال سطر اول ماتریس A را به  B× برای محاسبۀ
ترتیب در ستون‌های ماتریس B ضرب می‌کنیم تا سطر اول ماتریس حاصل‌ضرب به‌دست آید. در ادامه همین‌کار را برای سطرهای دیگر ماتریس A انجام 

می‌دهیم تا بقیۀ سطرهای ماتریس حاصل‌ضرب نیز به‌دست آیند. مثلاً:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

1 2 3

1 1 2 4 1 1 2 2 1 3 2 1
3 1 1 4 3 1

=
× + × × − + × − × − + ×

× + − × × − + −− × − × − + − ×










×1 2 3 3 1 1 2 3
4 5 6

) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

=
− −

− − −










×

9 5 1
1 1 10 2 3

�

حاصل‌ضرب‌های زیر رابه‌دست آورید.

)الف
3 1 2
4 1 1
1 2 2

1 2 1
2 1 1
3 2 0

−
















−















= )ب                                                                
1
1
2

2 3 4−















[ ] = �

 

=
× + × + × × + × + × × − + × + ×

× + − × + × × + −
3 1 1 2 2 3 3 2 1 1 2 2 3 1 1 1 2 0
4 1 1 2 1 3 4 2 1

( )
( ) ( )) ( ) ( )

( )
× + × × − + − × + ×

× + × + × × + × + × × − + × +
1 1 2 4 1 1 1 1 0

1 1 2 2 2 3 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 22 0 3 3×

















×

=
−
−

















×

11 11 2
5 9 5
11 8 1 3 3

�

=
× × ×

− × − × − ×
× × ×

















×

1 2 1 3 1 4
1 2 1 3 1 4
2 2 2 3 2 4 3 3

= − − −
















×

2 3 4
2 3 4
4 6 8 3 3

�

A ماتریس قطری باشد. B× که حاصل‌ضرب B مقادیر a و b را طوری به‌دست آورید 
a

=
−









2 1
2

A و
b

=
−











4 2
1

گر ا

A را محاسبه می‌کنیم: B×  ابتدا ماتریس
A B

b a
a

b b a
× =

−








 ×

−







 =

− +
− − −











4 2
1

2 1
2

12 4 2
2 2

�

A قطری است، پس همۀ درایه‌های غیر واقع بر قطر اصلی آن باید برابر صفر باشد؛ بنابراین: B× ماتریس
− + = ⇒ =

− = ⇒ =




4 2 0 2
2 2 0 1

a a
b b

�

ویژگی‌های ضرب ماتریس‌ها
1- در حالت کلی ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی ندارد؛ یعنی:

A B B A× ≠ × �
، عضو خنثی برای عمل ضرب ماتریس‌های مربعی از مرتبۀ n است؛ یعنی: ( )I nn 2- ماتریس واحد یا همانی مرتبۀ

A I I A A A I I A An n n n n n n n× × ×× = × = × = × =IÄ �
3- ضرب ماتریس‌ها نسبت به جمع ماتریس‌ها، خاصیت توزیع‌پذیری یا پخشی دارد؛ یعنی:

A B C A B A C× + = × + ×( ) ( ) ( ) �
4- ضرب ماتریس‌ها خاصیت شرکت‌پذیری دارد؛ یعنی:

A B C A B C× × = × ×( ) ( ) �
در تمامی موارد فوق اعمال جمع و ضرب ماتریس‌ها تعریف شده است.
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مقدار x را به‌دست آورید. x x x
x

2 1
3 1 1
4 0 2
1 2 0

0
0−[ ]

−
−















 −

















= در معادلۀ ماتریسی

کنیم:  حاصل‌ضرب ماتریس‌ها خاصیت شرکت‌پذیری دارد؛ یعنی ABC را می‌توانیم به دو روش محاسبه 
کنیم. روش اول: ابتدا AB را یافته، سپس حاصل AB را در C ضرب 
کنیم. روش دوم: ابتدا BC را یافته، سپس A را در حاصل BC ضرب 

طبق روش اول داریم:
x x x

x

A

B

2 1
3 1 1
4 0 2
1 2 0

0

1 3

3 3

−[ ]
−

−














 −











×

×

� �� ��
� ��� ���







×

C�

3 1

�

A B x x x x x x x x
D

× = + − − + − − +[ ] = − − − −[ ]×3 8 1 0 2 4 0 11 1 2 31 3

� ����� �����
�

D C x x x x
x

x
D

C

× = − − − −[ ]
−

















= − −×

×

11 1 2 3
0

01 3

3 1

2
� ����� �����

�

22 3 2 22
1 1

2x x x x+



 = −



×

�

⇒ − = ⇒ − =2 2 0 2 1 02x x x x( ) ⇒ = =x x0 1, �

گر حاصل‌ضرب دو عبارت جبری برابر صفر شود، حداقل یکی از آنها برابر صفر است. گاهی دانش‌آموزان  گذشته آموختیم ا  در سال‌های 
گر حاصل‌ضرب دو ماتریس A و B برابر صفر شود، حداقل یکی از دو ماتریس A و  ضرب دو ماتریس را مانند ضرب عبارت‌های جبری در نظر می‌گیرند و ا

گر حاصل‌ضرب دو ماتریس A و B برابر صفر شود، ممکن است هیچ‌کدام از دو ماتریس صفر نباشد. که ا B را برابر صفر در نظر می‌گیرند، در حالی 
B« را  O= A یا O= گرفت A، آنگاه می‌توان نتیجه  B O× = گر برای دو ماتریس A و B داشته باشیم گزارۀ »ا  درستی یا نادرستی 

کنید. مشخص 
راه حل نادرست: درست است. از آنجا که ضرب دو ماتریس برابر صفر شده، حداقل یکی از دو ماتریس برابر صفر است.

B باشد. مانند: O≠ A و O≠ A ولی B O× = راه حل درست: نادرست است. یعنی ممکن است

A B× =








 ×

















=










×
×

×

2 0 2
3 0 3

0 0 0
1 2 3
0 0 0

0 0 0
0 0 02 3

3 3
2 3

== O �

گر ا می‌دانیم  غیرصفر  حقیقی  عددهای  مورد  در  مثلاً  می‌دهند.  تعمیم  ماتریس‌ها  ضرب  به  را  عددها  ضرب  قوانین  دانش‌آموزان  گاهی   
AB، آنگاه AC= گر برای ماتریسی غیرصفر داشته باشیم، ا که  . در نتیجه دانش‌آموزان به اشتباه چنین استنباط می‌کنند  b c= ، آنگاه ab ac=

B باشد. C≠ B که این نتیجه‌گیری نادرست است و ممکن است C=
کنید. B« را مشخص  C= AB، آنگاه می‌توان نتیجه گرفت AC= گر گزارۀ »در ضرب ماتریس‌ها ا  درستی یا نادرستی 

.B C= راه حل نادرست: درست است. ماتریس A را از طرفین تساوی حذف می‌کنیم، پس داریم
B باشد. مانند: C≠ AB، ولی AC= راه حل درست: نادرست است. یعنی ممکن است

A C

A C

× =


















 =











2 0
0 0

3 0
0 5

6 0
0 0

������

A B

A B

× =


















 =











2 0
0 0

3 0
0 2

6 0
0 0

������

 ماتریس‌های تعویض‌پذیر
.A B B A× = × گوییم هرگاه ماتریس‌های مربع و هم‌مرتبۀ A و B را تعویض‌پذیر 

B تعویض‌پذیر باشند، مقادیر a و b را به‌دست آورید.
b

=
−











3
2 1

A و
a

=
−











1
1 2

گر ماتریس‌های ا

 
A B B A× = × ⇒

−








 −









 =

−








 −











1
1 2

3
2 1

3
2 1

1
1 2

a b b a
�

⇒
+ −

− + −








 =

− +
−









 ⇒

− + =
− = −





b a a
b

b ab
a

b
a

2 3
4 5

3 6
3 2 2

4 3
2 2 5

⇒ = − =a b3
2

1, �
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ها
برد

کار
 و 

س
ریــ

مات
ل / 

 او
صــل

 ف
 توان‌های طبیعی ماتریس

گر A یک ماتریس مربعی باشد، آنگاه توان‌های طبیعی A به‌صورت زیر تعریف می‌شوند: ا

A A A A A A A A A A An n1 2 3 2 1= = × = × = × −, , , ,… �
گر A یک ماتریس مربعی باشد، آنگاه: : ا ( )n < 5 محاسبۀ توان‌های کوچک یک ماتریس

A A A A A A A A A2 3 2 4 2 2= × = × = ×, , �

β را بیابید. α و A باشد، مقادیر A I2 = +α β A و =
−









2 1
5 4

گر ماتریس ا

 
A A I A A A I2 = + ⇒ × = +α β α β ⇒

−









−







 =

−







 +











2 1
5 4

2 1
5 4

2 1
5 4

1 0
0 1

α β �

⇒








 =

−







 +











9 2
10 21

2
5 4

0
0

α α
α α

β
β

⇒








 =

− +
+











9 2
10 21

2
5 4
α β α
α α β

�

�

⇒
=

− + = ⇒ − + = ⇒ =




α
α β β β
2

2 9 4 9 13
�

A، ماتریسA4 را به‌دست آورید. =
−
−
−

















3 3 4
2 3 4
0 1 1

گر ا

A2 را می‌یابیم:  ابتدا ماتریس

A A A2
3 3 4
2 3 4
0 1 1

3 3 4
2 3 4
0 1 1

3 4 4
0= × =

−
−
−

















−
−
−

















=
−
−11 0

2 2 3− −

















�

A4 را محاسبه می‌کنیم: کنون ماتریس ا

A A A4 2 2
3 4 4
0 1 0
2 2 3

3 4 4
0 1 0
2 2 3

1 0
= × =

−
−

− −

















−
−

− −

















=
00

0 1 0
0 0 1

3

















= I �

A4 یک ماتریس واحد یا همانی است. پس ماتریس

 بررسی اتحادهای جبری در ماتریس‌ها
AB، اتحادهای جبری در مورد آنها برقرار نیست. به‌عنوان مثال داریم: BA≠ گر A و B دو ماتریس مربعی و هم‌مرتبه باشند، از آنجا که الف( ا

1( ( ) ( )( )A B A B A B A AB BA B A AB B+ = + + = + + + ≠ + +2 2 2 2 22 �

2( ( ) ( )( )A B A B A B A AB BA B A AB B− = − − = − − + ≠ − +2 2 2 2 22 �

3( ( )( )A B A B A AB BA B A B− + = + − − ≠ −2 2 2 2 �

4( ( ) ( )( )AB AB AB A B2 2 2= ≠ �

A را به‌دست آورید. B AB BA2 2+ + + B ماتریس =
−
− −

−

















1 4 2
5 4 3
7 1 5

A و =
− −
−

− −

















3 4 2
5 2 3
7 1 3

گر ا

A B AB BA A B2 2 2+ + + = +( ) � 

A B+ =
− −
−

− −

















+
−
− −

−

















=
3 4 2
5 2 3
7 1 3

1 4 2
5 4 3
7 1 5

2 0 0
0 2 00
0 0 2

2
















= I ⇒ + = =( ) ( )A B I I2 22 4 �

. I In = گر I ماتریسی همانی و n عددی طبیعی باشد، آنگاه  ا
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AB، آنگاه اتحادهای جبری برای آنها برقرار است.  BA= (*) گر A و B دو ماتریس مربعی هم‌مرتبه و تعویض‌پذیر باشند ب( ا

2( ( )( )A B A B A B− + = −2 21( ( )A B A AB B+ = + +2 2 22
اثبات:

1( ( ) ( )( )
(*)A B A B A B A AB BA B A AB AB B A AB B+ = + + = + + + + + + = + +2 2 2 2 2 2 22'' �

2( ( )( )
(*)A B A B A AB BA B A AB AB B A B− + = + − − + − − = −2 2 2 2 2 2'' �

AI، تمام اتحادهای جبری برای ماتریس‌های A و I برقرار است. مثلاً:    IA= گر A یک ماتریس مربعی باشد، از آنجا که ج( ا

3( ( )( )A I A A I A I+ − + = +2 32( ( )( )A I A I A I+ − = −21( ( )A I A A I± = ± +2 2 2

β را به‌دست آورید. α و A، مقادیر A I3 = +α β ) و داشته باشیم )A I O− =2 گر ا

کنیم.  A2 را یافته و سپس در A ضرب  A3 کافی است  برای محاسبۀ
AI با استفاده از اتحادها داریم: IA= از آنجا که

( ) (*)A I O A A I O A A I− = ⇒ − + = ⇒ = −2 2 22 2 �
حال طرفین این رابطه را در ماتریس A ضرب می‌کنیم. پس داریم:

A A A A I A A A× = × − ⇒ = −2 3 22 2( ) (*) ( ) → = − − ⇒ = − − = −A A I A A A I A A I3 32 2 4 2 3 2 �

A A I

A A I

3

3

3 2
3 2

= −

= +






⇒ = = −

ÆoÎ :
,

α β
α β �

( )n > 4  محاسبۀ توان‌های بزرگ یک ماتریس
An به‌دست آید. A3( را می‌یابیم تا الگویی برای محاسبۀ A2 )و در صورت لزوم برای یافتن توان‌های بزرگ یک ماتریس مانند A، معمولاً ماتریس

A13 را به‌دست آورید. A باشد، ماتریس =
−
−











2 1
3 2

گر ا

A2 را می‌یابیم:  ابتدا ماتریس
A I2 2 1

3 2
2 1
3 2

1 0
0 1

=
−
−











−
−









 =









 = �

⇒ =  → = ⇒ =  →A I A I A I A2 2 6 6 126 ·H¼U ¾M ¸ÃÎoö nj Joò ¸ÃÎoö( ) ( )  = =
−
−









A A13 2 1

3 2
�

A10 را بیابید. A باشد، آنگاه =
−











1 3

3 1
گر ا

A2 را می‌یابیم:  ابتدا ماتریس
A2

1 3

3 1

1 3

3 1

2 2 3

2 3 2
=

−











−











=
− −

−













�

A3 را نیز می‌یابیم: A2 نمی‌‌توانیم الگویی به‌دست آوریم، پس ماتریس از ماتریس

A A A3 2 1 3

3 1

2 2 3

2 3 2

8 0
0 8

8
1 0
0 1

= × =
−











− −

−













=
−

−








 = −









 �

⇒ = −  → = −A I A I3 3 3 38 83 ·H¼U ¾M ¸ÃÎoö ( ) ( ) �

A I A AA9 3 108 512= −  → = −( ) nj Joò ¸ÃÎoö = −
−











=
−

− −













512
1 3

3 1

512 512 3

512 3 512
�
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A باشد، آنگاه ماتریسA9 را بیابید. =
















1 1 1
0 0 0
1 1 1

گر ا

A2 را می‌یابیم:  ابتدا ماتریس
A2

1 1 1
0 0 0
1 1 1

1 1 1
0 0 0
1 1 1

2 2 2
0 0 0
2 2 2

=
































=
















⇒ =A A2 2 1( ) �

A3 را نیز می‌یابیم: برای یافتن الگوی مناسب
A A A A A AA2 3 2 1 22 2 2 2 2 2=  → = =nj Joò ¸ÃÎoö ( ) ( ) ( ) �

A3 و به کمک استقراء ریاضی داریم: A2 و Aبا مقایسۀ ماتریس A

A A

A A

2 1

3 2

9 8 8

8 8 8

2 1

2 2

2 2
1 1 1
0 0 0
1 1 1

2 2 2
0 0 0

2

=

=

= =
















=

( )

( )
�

88 8 82 2

































�

A1401 را بیابید. A باشد، آنگاه =
−









2 1
1 0

گر ا

A3 را می‌یابیم: A2 و  ماتریس‌های
A 1 2 1

1 0
=

−







 �

A 2 2 1
1 0

2 1
1 0

3 2
2 1

=
−









−







 =

−
−









 �

A A A3 2 2 1
1 0

3 2
2 1

4 3
3 2

= × =
−









−
−









 =

−
−









 �

که درایه سطر اول و ستون اول یک واحد از توان بیشتر است.  A3 و به کمک استقراء ریاضی نتیجه می‌گیریم  A2 و ،A با مقایسۀ ماتریس‌های
درایه سطر اول و ستون دوم قرینۀ توان و ....... هستند. پس:

A
n n
n n

An =
+ −

− +








 ⇒ =

−
−











1
1

1402 1401
1401 1400

1401 �

 برای به توان رساندن یک ماتریس قطری، کافی است درایه‌های روی قطر اصلی را به توان برسانیم. مثلاً:
a
b
c

a

b

c

n n

n

n

0 0
0 0
0 0

0 0

0 0

0 0

















=



















�

درست                   نادرست کنید.� الف درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص 
]نهایی - دی 99[                       11  ضرب ماتریس‌ها دارای خاصیت جابه‌جایی است. �
22                      �.A B= rA آنگاه داریم: rB= گر A و B دو ماتریس هم‌مرتبه و r یک عدد حقیقی دلخواه و مخالف صفر باشد و  ا

]نهایی - خارج 2/99 بار تکرار[ � 
]نهایی - دی 99[                       33 B است. � C=

ً
AB، آنگاه لزوما AC= گر برای ماتریس‌های متمایز B، A و C داشته باشیم  ا

]خارج 99 )اندکی تغییر(/2 بار تکرار[                       44 �.B O= A یا O= A، آنگاه B O× = 3 و 3× گر A و B دو ماتریس  ا
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کنید. ب جاهای خالی را با عبارت مناسب پر 

]نهایی - شهریور 3/1400 با رتکرار[55  ماتریس مربعی که تمام درایه‌های غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند، ماتریس  نامیده می‌شود.�
]نهایی - دی 97[66 گر ماتریسی قطری باشد و تمام درایه‌های روی قطر اصلی آن باهم برابر باشند، آن را یک ماتریس  می‌نامیم.�  ا

AB، آنگاه درایۀ واقع در سطر دوم و ستون سوم از ماتریس C مساوی  77 C= که B به‌طوری  =
− −









1 2 3
1 1 4

،A = −
















7 9
1 2
2 0

گر  ا

]نهایی - خارج 3/99 بار تکرار[ است.�
]نهایی - شهریور 1400/اندکی تغییر[88 ) همواره برقرار است.� )A B A AB B+ = + +2 2 22 باشند آنگاه عبارت 3 و  3× گر A و B ماتریس‌های  ا

کنید. ج گزینه درست را با علامت  مشخص 

کدام است؟99  A A2 4− a تعریف شده است. مجموع درایه‌های ماتریس
i j
i jij =

=
≠





1
2

A به‌صورت aij=   ×3 3
 ماتریس

21 )4 	18 )3 	15 )2 	12 )1

کدام است؟ 101  A3 A باشد، درایه‌های سطر اول =
−

−

















2 1 1
0 1 2
2 1 0

گر  ا

4 4 2− −[ ] )4 	 4 4 2−[ ] )3 	 −[ ]4 4 2 )2 	 4 4 2−[ ] )1

د به سؤال‌های زیر پاسخ دهید.

کنید.111 a باشد، ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص 
i j i j
i j i j
i j i j

ij =
+ =
− >
× <







2
3 با درایه‌های 3× A یک ماتریس aij=   گر  ا

]نهایی - دی 3/1400 بار تکرار[121 x را به‌دست آورید. � y z+ +2 3 A در این‌صورت حاصل B= B و
x y

=
+

−










3 2
2 1

،A
x
z

=










2 5
1

گر  ا

]نهایی - خارج 4/98 بار تکرار[131 کدام است؟ �  m n+ ،2A B I+ = B و
n
m

=
−









1
0

،A =










1 2
0 2

گر  ا

141( )r s A rA sA+ = + کنید:� کلی ثابت  r باشد، در حالت  s, ∈� ،A aij m n
=   ×

گر  ا

B را به‌دست آورید.151 A× A و B× B2 به‌صورت زیر معرفی شده باشند، ابتدا A و B را با درایه‌هایشان نوشته و سپس 3× A3 و 2× گر  ا

a
i i j
i j i j
j i i j

b
i i j
i j i j
i j i j

ij ij=
− =

− >
− <

=
+ =

+ >
− + <
















2 21 1

2
,


�

]شهریور 3/1400 بار تکرار[ 161 A ماتریسی قطری باشد.� B× B مقادیر a و b را طوری به‌دست آورید که حاصل‌ضرب =
−









1 2
3 2

A و
a

b
=

−










4
1

گر  ا

 ماتریس A را بیابید.171
1 0
1 1

1 2 0
0 1 2−









 × =

−







A  از تساوی

]نهایی - دی 2/99 بار تکرار[181 کنید. � x را حل  O3
1 0
1 4

3
1[ ] −









 −









 =  معادلۀ ماتریسی

کنید.191 x را حل 
x

2 1
1 1 0
2 1 1
1 2 0

0
3

0[ ]














 −

















=  معادلۀ ماتریسی

]ملایر - مدرسه محمد ملایری - دی 1400[202 x را بیابید.� y
x

2
3
2−[ ]

−

















B تعویض‌پذیر باشند، حاصل =










4 3
3 4

A و
x y

=
−









2 1

گر ماتریس‌های  ا
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]نهایی - شهریور 99[212 I2 ماتریس همانی است(.� A برقرار باشد، ) mA nI2

2= + که رابطۀ A باشد، مقادیر m و n را طوری بیابید  =










0 4
2 1

گر  ا

222A B O2 − = که داشته باشیم: بیابید  را چنان   b و   a B باشند، مقادیر 
a b

a b
=

+
−

− +

















2 2
2 2 1
2 1 4

A و = −
















1 0 2
0 1 1
2 1 0

گر ماتریس‌های ا   

]نهایی - دی 98[ O ماتریس صفر است.(  � (

A را بیابید.232 B2 2+ A باشد، ماتریس B+ =










3 2
1 4

AB و BA+ =
−









2 1
3 2

گر ‌A و B دو ماتریس مربعی هم‌مرتبه باشند و  ا

) برقرار باشد، نشان‌ دهید این دو ماتریس 242 )( )A B A B A B− + = −2 2 گر A و B دو ماتریس مربعی و هم‌مرتبه باشند و بین این دو ماتریس رابطۀ  ا
تعویض‌پذیرند.

A، مقادیر m و n را بیابید.252 mA nI4 = + ) و داشته باشیم )A I O+ =2 گر  ا

]نهایی - دی 98[262 A7 را به‌دست آورید.  � A، ماتریس =
−











0 2
1 0

گر  ا

A33 را به‌دست آورید. 272 a باشند، آنگاه ماتریس
i j
i jij =

− + =
+ ≠





1 4
0 4

A و aij=   ×3 3
گر  ا

A باشد، آنگاه ماتریسA9 را به‌دست آورید.282 =
−

− −
−

















1 1 1
1 1 1
1 1 1

گر  ا

A را به‌دست آورید.292 A8 7− A، آنگاه ماتریس =










1 1
0 1

گر  ا

A را به‌دست آورید.303 Bn n+ BA حاصل B= AB و A= گر A و B دو ماتریس مربعی و هم‌مرتبه باشند، به‌طوری‌که  ا

A را به‌دست 313 A B4 − × کرده و سپس A را با درایه‌هایشان مشخص  B× A4 و B، ابتدا =
−















1 2 3
0 1 5

2 8 0

A و = −

















1 0 0
0 1 0

0 0 2

گر  ا

]نهایی - خارج 98 / 1 بار تکرار[ آورید. �

�
12345678910111213141516171819202122232425262728293031سؤال تمرین

575757575656575757565656565656کد مفاهیم کلیدی
57

56
57

56
57575756

57
56
57

56
57

56
57

56
575757575756

57
56
57

56
57 � 

یس و دترمینان   درس دوم: وارون ماتر

]حداکثر زمان مطالعه: 720 دقیقه[

گی‌های آن 59 دترمینان  و ویژ
 تعریف دترمینان

باشد  ‌n مرتبۀ  از  مربعی  ماتریسی   A گر  ا می‌شود.  نامیده  ماتریس  آن  دترمینان  که  داد  نسبت  حقیقی  عدد  یک  می‌توان  مربعی  ماتریس  هر  به 
)det نمایش می‌دهیم و برای ماتریس‌هایی با مرتبه‌های مختلف به‌صورت  ) | |A A= ، در این صورت دترمینان ماتریس ‌A را با نماد ( )1 3≤ ≤n

زیر محاسبه می‌کنیم.
A k A k= ⇒ =×[ ] | |1 1 �:1 1× دترمینان ماتریس‌های

:2 2× دترمینان ماتریس‌های
A

a b
c d

A ad bc=








 ⇒ = −| | � � �

حاصل‌ضرب درایه‌های قطر اصلی حاصل‌ضرب درایه‌های قطر فرعی

59
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دترمینان ماتریس‌های زیر را به‌دست آورید. 

A =
−









2 3
4 5

Bالف( =
−











sin cos
cos sin

α α
α α

ب(

 الف(
| | ( ) ( )A =

−
= − × − × = − − = −

2 3
4 5

2 5 3 4 10 12 22 �

| |
sin cos
cos sin

sin sin cos ( cos )B =
−

= × − × −
α α
α α

α α α α = + =sin cos2 2 1α α ب(�

| را به‌دست آورید. |A A، در این صورت
A

A
=

−









| |
| |

1 1
3

گر ا

 از طرفین فرض، دترمینان می‌گیریم:
A

A
A

A A A=
−







 ⇒ = − × − ×

| |
| |

| | (| | ) | | ( )
1 1

3
1 3 1 �

⇒ = − − ⇒ − − =| | | | | | | A | | |A A A A2 23 2 3 0 ⇒ − + = ⇒ = = −(| A | )(| | ) | | | |3 1 0 3 1A A AIÄ �

3 3×  دترمینان ماتریس‌های
روش اول:‌ بسط دترمینان

که حاصل در همۀ حالت‌ها یکسان خواهد بود. به‌عنوان  3 می‌توان دترمینان A را برحسب هر سطر یا ستون دلخواه به‌دست آورد  3× برای هر ماتریس
مثال دترمینان ماتریس A را یک بار برحسب سطر اول و یک بار برحسب سطر دوم به‌دست می‌آوریم:

A
a a a
a a a
a a a

=
















11 12 13

21 22 23

31 32 33

�

| برحسب سطر اول: |A محاسبۀ
ýme pH ®ÅIe ·I¹Ã¶oUj ýme pH ®ÅIe ·I¹Ã¶oUj ýme pH ®ÅIe ·I¹Ã¶oUUj

 uÄoUI¶  ·¼Tw »  oõw  uÄoUI¶  ·¼Tw »  oõw uÄoUI¶ 1 1 2 1  A A A 33 1 ·¼Tw »  oõw

| | ( ) ( )A a a a
a a a= × − + × −+ +

11
1 1

12
122 23

32 33
1 1

� �� ��
22

13
1 321 23

31 33
21 22
31 32

1a a
a a a a a

a a

� �� �� � �� ��

+ × − +( )

�

| برحسب ستون دوم: |A محاسبۀ
ýme pH ®ÅIe ·I¹Ã¶oUj ýme pH ®ÅIe ·I¹Ã¶oUj ýme pH ®ÅIe ·I¹Ã¶oUUj

 uÄoUI¶  ·¼Tw »  oõw  uÄoUI¶  ·¼Tw »  oõw uÄoUI¶ 2 1 2 2 2A A A   ·¼Tw »  oõw3

| | ( ) ( )A a
a a
a a

a= × − + × −+ +
12

1 2
22

2 221 23

31 33
1 1

� �� ��
aa a
a a

a
a a
a a

11 13

31 33

11 13

21 23
32

3 21

� �� �� ��� ��

+ × − +( )

�

که بیشترین تعداد صفر را دارد.   برای محاسبۀ راحت‌تر دترمینان یک ماتریس،‌ رابطه را برحسب سطر یا ستونی می‌نویسیم 

دترمینان هر یک از ماتریس‌های زیر را بر حسب یک سطر یا یک ستون دلخواه به‌دست آورید. 

A = −
−

















3 1 2
1 2 1
2 1 1

Bالف( = −
















1 2 1
2 2 0
3 1 5

ب( 	

 الف( دترمینان A را برحسب سطر اول محاسبه می‌کنیم:

A = −
−

















3 1 2
1 2 1
2 1 1

�

| | ( ) ( ) ( )A = × −
−

−
+ × −

−
+ × −

−
+ + +3 1
2 1
1 1

1 1
1 1
2 1

2 1
1 2
2 1

1 1 1 2 1 3 �

= × × − + × − × + + × × − −3 1 2 1 1 1 1 2 2 1 1 4( ) ( ) ( ) ( ) = − − = −3 3 10 10 �
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ب( چون در سطر دوم یک صفر و در ستون سوم نیز یک صفر وجود دارد، می‌توانیم دترمینان B را برحسب سطر دوم یا ستون سوم بنویسیم. 

برحسب ستون سوم داریم:

B = −
















1 2 1
2 2 0
3 1 5

�

| | ( ) ( )B = × −
−

+ + × −
−

+ +1 1
2 2
3 1

0 5 1
1 2
2 2

1 3 3 3 = × × + + + × × − −1 1 2 6 0 5 1 2 4( ) ( ) = + − = −8 0 30 22 �

 را به‌دست آورید.
x
x

x

0 1
1 1 0
3 0 2

0+
+

= ریشه‌های معادلۀ

 چون در ستون دوم دو صفر وجود دارد، دترمینان را برحسب ستون دوم می‌نویسیم:
x
x

x
x

x
x

0 1
1 1 0
3 0 2

0 0 1 1
1

3 2
0 02 2+

+
= ⇒ + + × −

+
+ =+( ) ( ) �

⇒ + + − = ⇒
+ = ⇒ = −

+ − = ⇒ = = −






( )( )x x x

x x

x x x x
1 2 3 0

1 0 1

2 3 0 1 3
2

2 IÄ
�

روش دوم: دستور ساروس

کنارش می‌نویسیم: A را در نظر می‌گیریم. ستون اول و دوم ماتریس را در 
a b c
d e f
g h i

=
















ماتریس

�
درایه‌های روی خط 1 )قطر اصلی( را در هم ضرب کرده و این کار را برای خط 2 و 3 نیز انجام می‌دهیم. سپس سه‌عدد به‌دست آمده را با هم جمع می‌کنیم. 

کرده و مجموع آنها را می‌یابیم. دترمینان A برابر است با:‌ در ادامه همین اعمال را برای خطوط 4 )قطر فرعی(، 5 و 6 تکرار 

| | ( ) ( )A aei bfg cdh ceg afh bdi= + + − + +
1 2 3 4 5 6

�
3 قابل استفاده است.  3×  روش ساروس فقط برای ماتریس‌های

A را با استفاده از دستور ساروس به‌دست آورید. =
− −

















2 3 4
1 2 3
1 2 1

دترمینان ماتریس

 
| | ( ( ) ( )) ( ( ) ( ) )A = × × + × × − + × × − − × × − + × × − + × ×2 2 1 3 3 1 4 1 2 4 2 1 2 3 2 3 1 1 �

= − − − − − + = − − − = − + =( ) ( ) ( )4 9 8 8 12 3 13 17 13 17 4 �

 برخی از ویژگی‌های دترمینان
1- دترمینان هر ماتریس قطری برابر است با حاصل‌ضرب درایه‌های روی قطر اصلی آن. 

A
a
b
c

A abc=
















⇒ =
0 0

0 0
0 0

| | �

| را بیابید. |A a11 باشد، در این صورت 4= 3 و اسکالر و 3× گر A ماتریسی ]صفحه 30[ ا

، داریم: a11 4= ، ماتریسی است قطری که همۀ درایه‌های روی قطر اصلی آن با هم برابرند. از آنجا که  ماتریس اسکالر

A =
















⇒ = × × =
4 0 0
0 4 0
0 0 4

4 4 4 64| A | �
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| | | | | |AB A B= گر A و B دو ماتریس مربعی و هم‌مرتبه باشند،‌ آنگاه:� 2- ا

| را به‌دست آورید. |AB B باشد، حاصل =
−

















3 0 0
0 2 0
0 0 2

A و = −
−

















1 1 2
2 1 2
1 3 2

گر ا

 دترمینان ماتریس A را به کمک دستور ساروس می‌یابیم: 

| | ( ) ( )A = − − − + + = − − = −2 2 12 2 6 4 12 12 24 �

از طرفی B یک ماتریس قطری است و داریم:

B B=
−

















⇒ = × × − = −
3 0 0
0 2 0
0 0 2

3 2 2 12| | ( ) �

| | | | | | ( ) ( )AB A B= = − × − =24 12 288 در ادامه داریم: �

| | | |A An n= گر A یک ماتریس مربعی و n عددی طبیعی باشد، آنگاه: � 3- ا

| را بیابید. |A3 A باشد، حاصل = −
− −

















1 3 1
2 1 2
1 2 2

گر ا

1 دترمینان ماتریس ‌A را به کمک دستور ساروس می‌یابیم: 3 1
2 1 2
1 2 2

1 3
2 1
1 2

2 6 4 1 4 12 0 7 7−
− −

−
−

⇒ = − + − + − = + =| | ( ) ( )A �

| | | A |A3 3 37 343= = = در ادامه داریم:�

| | | |kA k A
A nn n'''''× گر A یک ماتریس مربعی از مرتبۀ n و k یک عدد حقیقی باشد، آنگاه: � 4- ا

|مثلاً: | | |

| | | |

kA k A

kA k A

A

A

'''''

'''''

2 2

3 3

2

3

×

×









�

| را به‌دست آورید. A |2 | باشد، در این صورت حاصل |A = 3 و4− 3× گر A ماتریسی ا

 
| | | | | A | ( )2 2 8 8 4 323 3 3A A

A
''''''× = = × − = − �

|| را بیابید. A | A | | در این صورت حاصل A | = 5 3 و 3× گر A ماتریسی ا

 
| | A | A | | A | | A |
5

3 3 45 5 5 5 5 6253 3
�

= = × = =×''''''
A

�

| را به‌دست آورید. A |− 1
2

4 A، آنگاه حاصل =
−

−

















1 1 1
2 1 3
2 4 0

گر ا

1 ابتدا دترمینان ماتریس A را به کمک دستور ساروس می‌یابیم: 1 1
2 1 3
2 4 0

1 1
2 1
2 4

0 6 8 2 12 0 14 10 4
−

−

−

−
⇒ = + + − − + + = − =| A | ( ) ( ) �

در ادامه داریم:
| A | ( ) | A |− − = − × = −×1
2

1
2

1
8

4 324 3 4 43 3''''''
A

�
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| را به‌دست آورید. |BA B در این صورت =
−
−

















2
1
3

A و = −[ ]1 2 3 گر ]صفحه 30[ ا

B را می‌یابیم: A×  ابتدا ماتریس

B A× =
−
−

















−[ ] =
− −
− −

−

















×

×

2
1
3

1 2 3
2 4 6
1 2 3
3 6 93 1

1 3 �

| را محاسبه می‌کنیم: BA حال به کمک دستور ساروس|
− −
− −

−

− −
− − ⇒ = − − − − − − − =

2 4 6
1 2 3
3 6 9

2 4
1 2
3 6

36 36 36 36 36 36 0| | ( ) ( )BA �

گی‌های آن  یس و ویژ 58 وارون ماتر

 وارون یک ماتریس 
A. در این صورت B را  B B A I× = × = که برای هر ماتریس مربعی مانند A، وارون ماتریس A )در صورت وجود( ماتریسی است مانند B به‌طوری 

A−1 نشان می‌دهیم. پس داریم:  وارون A می‌نامیم و با
A A A A I× = × =− −1 1 �

A است. =










7 4
2 1

B وارون ماتریس =
−

−










1 4
2 7

]صفحه 22[ نشان دهید ماتریس

.AB BA I= = کافی است نشان دهیم  با توجه به تعریف ماتریس وارون 

AB I=










−
−









 =









 =

7 4
2 1

1 4
2 7

1 0
0 1

�

BA I=
−

−


















 =









 =

1 4
2 7

7 4
2 1

1 0
0 1

�

2 2×  وارون ماتریس‌های

A−1از رابطۀ زیر به‌دست می‌آید: A در این صورت وارون ماتریس A یعنی
a b
c d

=








 گر ا

A
A

d b
c a

− =
−

−










1 1
| |

�

کرده و درایه‌های ماتریس  A−1 کافی است در ماتریس A، درایه‌های قطر اصلی را جابه‌جا و درایه‌های قطر فرعی را قرینه  طبق این رابطه برای محاسبۀ
کنیم. تقسیم  | |A حاصل را بر

 بررسی وارون‌پذیری یک ماتریس 
. | |A ≠ 0 A−1 وجود داشته باشد(، آن است که دترمینان A مخالف صفر باشد؛ یعنی شرط لازم و کافی برای اینکه ماتریس مربعی A وارون‌پذیر باشد )

A را به‌دست آورید. =










10 2
4 1

]صفحه 23[ وارون ماتریس

 ابتدا دترمینان A را محاسبه می‌کنیم: 
| |A = = − =

10 2
4 1

10 8 2 �
| پس A وارون‌پذیر است و داریم: |A ≠ 0 چون

A− =
−

−








 =

−

−















1 1
2
1 2
4 10

1
2

1

2 5
�
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ــم
هــــــ

زد
دوا

 / 
)3

ه )
ـــــــ

دسـ
نــــ

 ه

2 را بیابید. 31 1A B− −− B حاصل عبارت = −
−







1 3
2 3 A و = 





4 3
2 2 گر ا

 
| | , | |A B= = − = = −

− = − = −4 3
2 2 8 6 2 1 3

2 3 3 6 3 �

| پس A و B هر دو وارون‌پذیرند و داریم:  |B ≠ 0 | و |A ≠ 0 چون
A B− −= −

−






=
−







1 11
2
2 3
2 4

1
3
3 3
2 1, �

2 3 2 1
2

2 3
2 4 3 1

3
3 3
2 1

1 1A B− −− = × × −
−







− ×
−

× 





( ) = −
−







+ 





= 





2 3
2 4

3 3
2 1

5 0
0 5 �

A وارون‌پذیر نباشد. m
m= −

− +






2 2
1 2 1 که ماتریس مقدار m را طوری بیابید 

 چون ماتریس A وارون‌پذیر نیست؛ پس دترمینان آن برابر صفر است و داریم:
m

m
m m m

−
− +

= ⇒ − + − × − = ⇒ + − − + =
2 2
1 2 1

0 2 2 1 2 1 0 2 4 2 2 02(m )( m ) ( ) �

⇒ − = ⇒ − = ⇒ = =2 3 0 2 3 0 0 3
2

2m m m m m( m ) , �

 یکتایی وارون ماتریس
وارون هر ماتریس مربعی در صورت وجود منحصر‌به‌فرد است.

.B C= اثبات: فرض می‌کنیم ماتریس‌های B و C هر دو وارون A باشند، ثابت می‌کنیم
AB BA I= = طبق فرض B وارون A است. پس داریم:�
AC CA I= = طبق فرض، C نیز وارون A است. پس داریم:�
B IB= = = = =(CA)B C(AB) CI C �.B C= حال ثابت می‌کنیم

 ویژگی‌های ماتریس وارون
(A )− − =1 1 A 1( وارون وارون هر ماتریس برابر خود آن ماتریس است. یعنی:�

| A |
| A |

− =1 1 2( دترمینان وارون یک ماتریس برابر است با عکس دترمینان آن ماتریس؛ یعنی:�

2 را بیابید. 3A I− −A باشد، ماتریس =










1 1 2
4 7

گر ا

A−1 را می‌یابیم:  ابتدا وارون ماتریس

A A− − −
−

= 





⇒ = 





⇒ =
−

−
−







1 1 1
11 2

4 7
1 2
4 7

1
7 8

7 2
4 1(A ) ⇒ =

−
−

−






= −
−







A 1
1
7 2
4 1

7 2
4 1 �

⇒ − = −
−







− 





2 3 2 7 2
4 1 3 1 0

0 1A I = −
−







− 





= −
−







14 4
8 2

3 0
0 3

17 4
8 5 �

| را بیابید. || |A A−1 3 4 آنگاه حاصل
16

4
A

A
A

=
−











| |
| |

گر ا

| را می‌یابیم: |A  ابتدا

4
16

4
4

16
4

A
A

A
A

A
A

=
−









 ⇒ =

−
| |

| |
| |

| |
| |

A A A A2 2 4 16 4 16 642 2× → = × − × − ⇒ = +| | | A | | A | ( ) | | | | �

⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =| | | | (| | ) | |A A A A2 216 64 0 8 0 8 �
در ادامه داریم:

| || |
| |

A A
A
A A− = =1 3 3 31 1

8
A

A2 2 1
8

1
8

8 82 3 2 3× × = × =( ) | | ( ) �
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