
تقدیم به 

تو و بغل دست� های خوبت!

چه  آنلاین چه آفلاین!



سلام

حتم� خودتان از اهمیت درس ��اض� در نمرۀ کنکور و معدل امتحان نهایی باخب��د! 

پس وقتتان را با این حرف های تکراری نمی گیرم، یک راست میرم سر اصل مطلب،  یعن� 

ویژ�� های کتابی که در دست دا��د:

۱ این کتاب با توجه �امل و دقیق به کتاب درس� ��اض� ۳  نوشته شده و شامل 

تمام ن�ات، مفاهیم، نمونه تم��ن و مثال های  کتاب درس� است. (ا�ر تونستید یک 

مورد خلاف این پیدا کنید، جایزه دا��د.)

۲ در همۀ فصل ها سع� شده است تعداد تم��ن ها، حجم توضیح ها و  حجم 

�لى فصل مناسب ت��ن مقدار ممکن باشد. می دانیم شما در سال دوازدهم خیلى 

وقت ندا��د که �ار  اضاف� بکنید. (اما باور کنید که در هر �اری بلاخره یک حداقل 

میزان قابل قبول تلاش  لازم است.)

ن�اهمان  آزمون)  (ضمیمه  جمع بندی  آزمون های  و  درس  هر  تم��ن های  در   ۳

به امتحان نهایی بوده است  اما  در عین حال  فرض را بر آن گرفته ایم که ممکن 

است امتحان نهایی دشوارتر و مفهومی تر شود. پس  هدفمان این است که برای 

امتحان با هر درجه سخت� آماده شوید.

۴ سؤالات با علامت  سخت ت��ن سؤال های هر درس هستند. ا�ر به کم تر از ۲۰

 راض� نمی شوید، بعد از تسلط روی سؤال های دیگر به سراغ آن ها بروید. 

۵ حواستان باشد ��اض� را وقت� درست یاد می گی��د که خودتان سؤال ها را 

حل کنید، خود خودتان! 

۶ توضیحات و درس نامه ها و سؤال امتحان� هر درس، تکمیل کنندۀ یکدیگرند. 

از هر کدام که غفلت کنید قسمت� از درس را از دست می دهید.

مهم،  نکته های  کتاب،  از  استفاده  اول  بار  در  حتم�  می کنم  پیشنهاد   ۷

 ... سؤال هایی به نظرتان سخت است، سؤال هایی را که نتوانستید حل کنید و 

مشخص  که  مواردی  از  مطالب  جمع بندی  و  مرور  زمان  در  تا  کنید  مشخص  را 

کرده اید استفاده کنید.

۸  امسال امتحان تش��ح� دا��د، پس نحوۀ نوشتن پاسخ کتبی برایتان بسیار مهم 

است (یا باید باشد) پاسخ نامۀ این کتاب با توجه به این موضوع به شیوه ای نوشته 

شده که راهنمای پاسخ به امتحانات کتبی باشد. یادتان باشد از روش های میانبر و 

تست� نمی توانید استفاده کنید. در ضمن توجه کنید کجا ها قرار است فرمول ها و 

روابط را بنویسید.

و تلاش کرده ام که  این کتاب گذاشته ام  برای نوشتن  نیرویی که  و  با همۀ دقت 

برای  خوبی  خیلى  پیشنهادهای  می توانید  شما  که   مطمئنم  شود،  خوبی  کتاب 

بهترشدن کتاب بدهید. منتظر شنیدن نظراتتان هستم.

��اد  یا  کم  می کنید  فکر  که  را  چه  هر  پاسخ ها،  و  سؤال ها  درس نامه ها،  مورد  در 

است  یا ا�ر تغییر کند بهتر می شود برایم بنویسید. ا�ر توانستید نظر معلم هایتان 

را  هم در مورد کتاب بپرسید و برایم بنویسید.  بهتر از دیروز، موفق تر از گذشته و 

سرحال تر از همیشه باشید. 

و در آخر، از تمامی ع��زان� که در بهبود کتاب به ما کمک کرده اند به ویژه سر�ار 

خانم جالینوس� بسیار سپاس گزارم. 

مقدمه مؤلف
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�ـــــ�   �ـــــ�

�ـ�ا�� ��� ���� ای  ۱ ���

۱۰

۱

����� دوازد�� �����. ����ای ����

در دو ��ل ����� �� ���� آ��� ����. د���� ���� را �� ��ا��� �� ��� ������ ای از زو� ��ی ����، ���دار ������، ���دار ������� �� �� ����� ���ی ����� د���. 
د���� دا��� ���� ���� ������ ���د��ی از x �� ���� �� ازای آن �� ����� �� �ــ�د و ��د ���� ���� ������ ���د�� ���� �� y. ��� از ا��اع ��ا��� �� در �ــ�ل ��ی 

د�� و ��زد�� ������� ��ا�� ������� ای ��د.

���� ������� ای���� ������� ای

x �� ��د  و ��ان �ــ�ی an ¹¹ 0 ا�ــ�اد ����ــ� و  a a a an , , , , 2 1 0 �ــ� در آن f x a x a x a x a x an
n

n
n( ) == ++ ++ ++ ++ ++--

--
1

1
2

2
1 0 �ــ� ���ــ� �ــ� �����

 �� ��� k x x x( ) = + -2
2 10 h و x x( ) = - +2 3 g و x x( ) = 3 و f x( ) = 5 ���ــ� ��رگ �ــ� �� ��ــ��ی ��� ���ــ� �ــ� ���ــ� ������� ای ا�ــ�. ��ــ�

x در ���� �� ����� در��  q ��ا�� ������� ای ���ــ���. �ــ� ��رگ ���� ��ان x x( ) sin= + 3 p و x x( ) = + 2 ، t x x( ) = 2 ���ــ� ������� ای ا�� و�� ���

، g و h از در��۱ و k از در�� ۲ ا��. ������� ای. در ���ل ��ی ���  f از در�� ���

f �� ���� ������� ای ���� و در��  x( ) =0 �� ���� ������� ای از در�� ��� ا��. ا�� ���� ���� a ¹0 f �� ��ط  x a( ) = ���� ���� 
f ����� ���ه ا��. �� ��ر ����:  x( ) =0 ����

در�� ���� ������� ای���� ������� ای ����� ����

f x( ) ����� ���ه ����0=

f x a a( ) ,= ¹0������

f x a x a x an
n

n
n( ) ...= + + +-

-
1

1

0

an ¹0 �� ��ط 
���n

 ��ام �� از ���� ��ی ز�� ������� ای ا��؟

f x x x x( ) sin== ++ --2 f x
x x(x) == ++ --
2

1
3 f x x x( ) == -- ++

2

33 3

1

2

) دارد و  �� ������� ای ���ــ�، ��ن  )x-1 ������� ای ���ــ�، ��ن x در ����  �� ���� �� ����� ���،  ������� ای ا�ــ� و�� 
sin ا��. x ����

ا��.  �� n ��د ����، ��د ���� ��� ��ا��  ا�� و ا  دا��� ��� ��ا�� ������� ای ��ا��

��� ���� ای ��ی ���وف

(یک تابع چندجمله ای از درجۀ صفر) یک تابع ثابت است. a ¹¹ 0 f با شرط x a( ) ==  تابع 
  .R af == { } حتماً یادمان هست که بردش برابر است با



۱۱ ��� اول: ����

(از درجۀ ۱) یک تابع خطی  a ¹¹ 0 f با شرط x ax b( ) == ++  تابع

.Rf == است که بردش برابر است با

  
) یک سهمی است که بردش برابر است با: )a¹¹ 0 f x ax bx c( ) == ++ ++2  تابع درجۀ۲، 

R af = -¥ -( , ]D
4

joM ´µÄq¨I¶= -¥( , ]

R af = - + ¥[ , )D
4

joM ´µÃ¹Ã¶= ¥+[ ),

f آ��� �� ����. x x( ) = 3 ا�� �� ���� ���� ��د�� �� در ��ل د�� و ��زد�� �� آن �� آ��� ����. ا���ل �� ����
 ا����ل ���دار ���� را در ��ل ��� ��د ������. در ر�� ���دار ���� در�� ��م �� ا�� روش �� ���ز دار��:

���ل�������رت �������م �����

ا����ل ا���
y f x= ( )

¯

y f x a= +( )

 ��x وا�� در را���ی ���ر ( )-a ���دار را �� ا��ازۀ
ا����ل �� د���.

(در ���ل ��� ا����ل �� ا��ازۀ ۱ وا�� و در ���ل ����� 
) وا��) )-2 ا����ل �� ا��ازۀ

Þ

Þ

ا����ل ����
y f x= ( )

¯

y f x b= +( )

���دار �� ا��ازۀ b وا�� در را���ی ���ر y�� ا����ل �� د���.
) وا��) )-1 (در ���ل ��� ۲ وا�� و در ���ل �����

Þ

Þ

����ن ���� �� 

��x ر���

f x( )

¯

-f x( )

.���� �� ����� ��x دار ���� را ���� �� ���ر���Þ



�����  دوازد�� �����. ����ای ����۱۲

���ل�������رت �������م �����

����ن ���� �� 

��y ر���

f x( )

¯

f x( )-

.���� �� ����� ��y دار ���� را ���� �� ���ر���Þ

����ن ���� �� 

���أ �����ت

f x( )

¯

- -f x( )

Þ��ــ�دار ���� را ��ــ�� �� ��ــ�أ  �����ت ����ــ� �� ����.

���� در�� ��م���� در�� ��م

 ا��. ) �� ���� در�� ��م ا��. دا��� و ��د ���� در�� ��م ��ا�� a ¹0 f (�� ��ط x ax bx cx d( ) = + + +3 2 ����

f(x)=x۳ ����ر�� ���دار

x
y

- -
- -
2 1 0 1 2

8 1 0 1 8
f را �� ���� ���� ر�� �� ����:   x x( ) = 3 ���دار ����

���دار ���� �� ��رت رو�� رو ا��:
. ���ن ��ر �� در ��� �� ����� دا��� و ��د ���� ��ا�� ا�� ��

y ر�� ����. x= 3 y را �� ا����ده از روش ��ی ����� ���دار ���� m kx a b= + +( )3 ��� �� ��ا��� ���دار ���� ��ی �� ���

f ر�� ����. x x( ) == 3  ���دار ���� ��ی ز�� را �� ا����ده از ���دار ����

g x x( ) ( )== -- 1 3 g x x( ) == --3
1 g x x( ) == -- 3

g x x( ) ( )== -- ++ 2
3 g x x( ) ( )== -- ++ ++1 2

3 g x x( ) ( )== ++ 2
3

f ر�� �� ����. x x( ) = 3 f را �� ���� و ��� �� ��ام از ���دار�� را �� ا����ل ����� از روی ���دار x x( ) = 3  اول ���دار ����

g x x( ) = - 3 �ــ� ��
��ا�� ا�� ��

y و f x= - ( )

��ای ر�ــ� ��ــ�دارش 

���ــ� ��ــ�دار  ���ــ� 

f را  x x( ) = 3

 ��x ــ�� �� ��ــ�ر��

:���� �����

g x x( ) = -3
���ــ�1

��ا�� ا�� ��
y و  f x= -( ) 1

ر�ــ�  �ــ�ای  �� دا��ــ� 
 ���� ، f x( ) -1 ��ــ�دار
���دار ���� f را �� وا�� 
در را�ــ��ی ��ــ�ر y�ــ� 
�� ����� ا���ــ�ل د���:

SLvº  ¾¹Äo¤

IÀ n¼d¶  ¾M  x¾ ®¾¾¾Þ



۱۳ ��� اول: ����

Þ

���� 

g x x( ) ( )= -1 3

��ا�� ا�� ��
y f x= -( )1

�ــ�ای  �� دا��ــ�  و 
���ــ� ��ــ�دار  ر�ــ� 

���ــ�   f x( )-1
��ــ�دار f را ۱ وا�ــ� 
x در را�ــ��ی ���ر
�� �� �ــ�� را�� 

ا����ل د���:

���� 

g x x( ) ( )= + 2
3

��ا�� ا�� ��

y و  f x= +( )2
ر�ــ�  �ــ�ای  �� دا��ــ� 

f x( )+ 2 ���دار ����

f x( ) ���� ���دار ����

 ��x را در را���ی ���ر

۲ وا�� �� �ــ�� �� 
ا����ل د���:

Þ

g x x( ) ( )= - + +1 2
3 ���ــ�

 . y f x= - + +( )1 2 ��ا�ــ� ا�ــ� ��

f را اول ۱ وا��  x( ) �� ���� ���دار

 �� ��� �� ��x در را�ــ��ی ���ر

 ( f x( )+1 (���ــ� د��ــ�  ا���ــ�ل 

x�ــ�  �ــ� ��ــ�ر  را ��ــ��  آن  ��ــ�  و 

و   ( - +( )x 1
3 (���ــ� ���ــ�  ����ــ� 

��ــ� در را�ــ��ی ���ر y�ــ�، ۲ وا�� 

�ــ� �ــ�� �ــ�� ا���ــ�ل د��ــ� (����

:( - + +( )x 1 2
3

g ��ا�ــ�  x x( ) ( )= - +2  ���ــ�3

. �ــ� ����  y f x= - +( )2 ا�ــ� ��

را از روی  f x( )+ 2 اول ��ــ�دار ���ــ�

f ر�� ����، ���� ���دار  x( ) ���دار

f را در را�ــ��ی ��ــ�ر x�ــ� ۲ وا�ــ� �� 

��� �� ا����ل د��� و ��� ���دار

���ــ�  ���ــ�،  ر�ــ�  را  f x( )- + 2

را ��ــ�� ��  f x( )+ 2 ����ــ� ��ــ�دار

���ر y�� ر�� ����:

x2 y از ��اردی ا�� �� در ا����ن ����� ��رد ���� ��اح ا��. ��ا���ن ���� ��وه �� x= 3 y و x= 2  ��ر�� و���� ���دار دو ����

x3- را �� �� ��ا��� �� ���� ��� ����� ����. x2- و x3 و���� و

y=x۳و y=x۲ و y=x ر�� ���دار ���� ��ی��

. x x x3 2> > xn ��رگ �� �� ��د، �� ��ای x��ی ��رگ �� از ۱ دار��: x �� �� ���ار n ����� ��د، ����  �� دا��� ��ای1<

) �� ��ر��. , )1 1 x3 ���وی ۱ ا��، �� �� �� ���دار از ���� x2 و ،x ار��� x =1  در

. x x x3 2< < xn ���� �� �� ��د، �� ��ای x��ی ��� ��� و ۱ دار��: 0 �� �� ���ار n ����� ��د ���� 1< <x  ��ای

Þ Þ Þ

Þ Þ



�����  دوازد�� �����. ����ای ����۱۴

) �� ��ر��. , )0 0 x3 ���وی ��� ا��، �� �� �� ���دار از ���� x2 و ،x ار��� x =0  در

x2 ���وی ۱ ا��. x3 ���وی1- ا�� و�� ���ار x و ، ���ار x = -1  در

�� �� را روی ���دار �� ������.  �� �� ���� �� ���ت ��� ���دار �� �� ���� را ر�� ����، �� ��ا��� ا�� و�� ��� ا

x3 �� ��ر ���� �� ��ا��� �������: x2 و �� در ��رد

x3 را ��  ��ر د��� �� ������: x2 و ������ و���� ���دار دو ����

  ( , )1 +¥ x2 ا��.  ��زۀ x3 ����� از ���دار ���دار

( , )-¥ 0 ) و , )0 1 x2 ا��.  ��زۀ x3 ����� �� از ���دار ���دار

 در ����ی ���� ز�� ���رت ����� ��ار د���.

(نهایی دی ۹۹) y ��ار دارد.  x== 2 ، ............... ���دار ���� y x== 3 ) ���دار ���� , )0 1  در ��زۀ

............... ���� ����ک دار��. y x== 2 y و x== 3  ���دار دو ����

y ��ار دارد.  x== -- 2 ، ............... ���دار ���� y x== -- 3 ) ���دار ���� , )1 ++ ¥¥  در ��زۀ
   �����   

  دو  
����� 

���دار��ی دو ���� را ������:

��ال ��ی �� ����  ��� ���� ��ال ��ی �� ���� �� ���� ���� ����ن ���.

، ��و ��اغ ا�ن ��. ��ال ��ی �� ����  ��� ���� ��ال ��ی �� ����. ا�� �� �� �� از ۲۰ را�� �����، ��� از ���� ��ی ��ال ��ی د���

 در��� �� ��در��� ��اره ��ی ��� را ���� ����.

دا��� و ��د ��ا�� ������� ای در�� ��د، �� �� ���وی ا��.- ۱

(نهایی شهریور ۱۴۰۰)- ۲  ا��.  دا��� ��ا�� ������� ای ��ا��

 ا��.- ۳ ��د ��ا�� ������� ای ��ا��

(نهایی خرداد ۱۴۰۱)- ۴ f �� ���� در�� دوم ا��.  x x x( ) == --2 2 ����

f �� ���� ������� ای از در����� ا��.- ۵ x( ) == 0 ����

k �� ���� ������� ای ا��.- ۶ f x kÎÎ == , ( ) ����

(نهایی دی ۱۴۰۱)- ۷ y �� ���� ������� ای از در�� ��م ا��.  x x== -- ++2 1 3 1
2( ) ����

f �� ���� ������� ای در�� ��م ا��.- ۸ x x x( ) ( ) ( )== -- -- ++8 1 2 1
3 3 ����

(نهایی دی ۱۴۰۱)- ۹ y ا��.  x== 3 ) ����� �� از ���دار ���� , )0 1 y در ��زۀ x== 2 ���دار ����

(نهایی شهریور ۱۴۰۲)- ۱۰ ، �� ���� ������� ای ا��.  y x x== -- ++3 1
3 pp ����

f �� ���� ������� ای ا��.- ۱۱ x x x x x( ) sin ( cos )== ++ ++2 22 ����

x >1x =10 1< <xx =0x <0

x x3 2>x x3 2=x x3 2<x x3 2=x x3 2<



۱۵ ��� اول: ����

 ���دار ���� ��ی ��� را ر�� ����.

۱۲ -y x== ++ --( )1 1
3۱۳ -y == --(x )1 3۱۴ -y x== -- ++ ++( )2 1

3۱۵ -y x== -- ++( )
2

1
3

�� ��ا�ت ��� ���� ���� د���.
(نهایی خرداد ۱۴۰۳)- ۱۶ f را ر�� ����.  x x( ) ( )== -- ++2 1

3 y ���دار ���� x== 3 �� ��� ا����ل ���دار ����

g را ر�� ����.- ۱۷ x x x x( ) == -- ++ --3 2
6 12 11 f ���دار ���� x x( ) == 3 �� ا����ده از ���دار

y �����، ����� �� ��ام را ���ا ����.- ۱۸ x== -- 3 �� y x== 3 ���دار��ی ز�� ا����ل ����� ���دار ����

ا��)        ب)          پ)         ت) 

y ا��.- ۱۹ x== -- 2 y ���ی ���دار ���� x== -- 3 y را ر�� ���� و ������ در �� ��زه ���� ���دار x== -- 3 y و x== -- 2 ���دار ����

g �� د�� آ��. �����ت ���� ����� ���دار��ی f و g  را ���ا ����.- ۲۰ x( ) را ا���ا ۲ وا�� �� ��� �� و ��� ۲ وا�� �� ����� ا����ل �� د��� �� ���� f x x( ) == 3 ����

k .���� �� ��� --1 را ������.- ۲۱ f را ۲ وا�� �� ��� �� و k وا�� �� ��� ����� ا����ل �� د���. دو ���دار ������ را در ���� ای �� ��ض x x( ) == 3 ���دار ����

g ���ر x�ــ� را در ��ام ���� - ۲۲ x a x b c( ) ( )== -- ++3 f ���ــ�، ���دار ���� x a x b c( ) ( )== ++ ++3 �ــ� ��ــ�دار رو�� رو ����� �� ���� ا

��� �� ���؟

f را ���ا ����.- ۲۳ ( )--1 f ����، ���ار x ax bx cx d( ) == ++ ++ ++3 2 �� ��� رو�� رو ���دار ���� ا

��ا�� ���دی و ��و��   ۲ ���
�� ���دار��ی ز�� ���ه ����.

�� ����� ا�� ����  در ���دار   �� ���د��ن x، ���ار y �� ���د �� ��د. ا

��ــ�اً ��ــ�دی ا�ــ�  (اکيداً يعنى همواره و هميشــه). ���ــ�، �� ����ــ� ا

x x f x f x
1 2 1 2

< Þ <( ) ( ) ���� ���دی دار��:  در ���� ا

 ، x اً ���دی ���� (�� ��� ا�� �� ���� و�� �� �� ز��د��ن��� در ���دار   �� ���د��ن x ، ���ار y �� ���د �� ��د و �� ���� �� ����. ا�� ���� ���دی ا�� ا�� ا

x x f x f x
1 2 1 2

< Þ £( ) ( ) در ���� ���دی دار��:  .(���� �� ���� y ار���

x x f x f x
1 2 1 2

< Þ >( ) ( ) ���� ��و�� دار��:   در ���� ا ���اً ��و��.  �� ���د��ن x، ���ار y �� �� ��د. �� ا�� ���� �� ����� ا در ���دار 

x x f x f x
1 2 1 2

< Þ ³( ) ( ) ���اً  ��و�� ����. در ���� ��و�� دار��:  �� ���د��ن x ، ���ار y �� �� ��د �� ���� �� ����. ا�� ���� ��و�� ا�� ا�� ا در ���دار 

x x f x f x
1 2
x x
1 2
x x

1 2
f x

1 2
f x< Þx x< Þx x

1 2
< Þ

1 2
x x
1 2
x x< Þx x
1 2
x x £

1 2
£

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
f x

1 2
f x( )f x

1 2
f x در ���� ���دی دار��:  .(���� �� ���� 

x x f x f x
1 2
x x
1 2
x x

1 2
f x

1 2
f x< Þx x< Þx x

1 2
< Þ

1 2
x x
1 2
x x< Þx x
1 2
x x >

1 2
>

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
f x

1 2
f x( )f x

1 2
f x ���� ��و�� دار��:   در ���� ا  .

x x f x f x
1 2
x x
1 2
x x

1 2
f x

1 2
f x< Þx x< Þx x

1 2
< Þ

1 2
x x
1 2
x x< Þx x
1 2
x x ³

1 2
³

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
f x

1 2
f x( )f x

1 2
f x در ���� ��و�� دار��: . در ���� ��و�� دار��: . در ���� ��و�� دار��: 



�����  دوازد�� �����. ����ای ����۱۶

��ده ��ش ا�� ��: 
f ����ن ا��.  x( ) ���� ���دی ��� �����ات x و در ���� ���دی و ا

f ����� ������ ا��. x( ) ���� ��و�� ��� �����ات x و در ���� ��و�� و ا

���� ��و��) ���وی ��ار��، ا�� در ����� ���� ���دی (�� ��و��) ���وی دار��. ���� ���دی (�� ا  در ����� ���� ا

��� ������ �� ���دار ���� رو�� رو ���ه ����:

���� ���دی ا�ــ�، ا�� در �� ���� ��  ] ا , )b + ¥ ���� ��و�� و در ��زۀ ] ا , ]a b ���� ���دی، در ��زۀ ) ا , ]-¥ a ���� در ��زۀ

���دی ا�� و �� ��و��.

���� ����� ���� ��� را در ��ول ز�� ������:

�� ا��ا�� x، ���ار y �� �� ��د �� ���� 
.���� ��

�� ا��ا�� x، ���ار y ز��د �� ��د �� ���� 
.���� ��

�� ا��ا�� x، ���ار y ���اره ز��د �� ��د.�ــ� ا��ا�ــ� x، ��ــ�ار y ��ــ�اره �� �� �ــ�د.

������ ا�� ��ر ��� ���ی ����:

همواره يکسان است.) y دی ���� (�� ��و�� ����) �� ����� ����ا ا��. (يکنوا يعنى جهت تغييرات��� ����� �� ���� ����ا: ا

���� ����ا ا��. ����  ��و�� ����) �� ����� ا ���� ���دی ���� (�� ا �� ����� ا ���� ����ا: ا ���� ا

�� ����� �� ���دی ���� و �� ��و�� (���� در ���� ��زه �� ���دی و در ���� ��زه �� ��و�� ����) �� ����� �������ا �� ������ا ا��. ���� �������ا: ا

�� ����� �� ���دی ���� و �� ��و��، ���� ���� ���� ا��. ���� �� ���دی �� ��و��: ا

) �� ���دی ا��  ) y x= 2  �� ���دی و �� ��و�� ���� �������ا (������ا) و �� ���دی و �� ��و�� ���� ���� ����، ���

) �� ���دی ا�� و �� ��و��. ) y = 2 و �� ��و�� و

 ��ال ��ی در�� ـ ��در�� �� ��ی ���� در ��رد ����ا�� ���� از ��ال ��ی ����ر ���اول ����� ا��. ��ا���ن ���� ����� ��� از ������ روش �� در 

ا�� ��رد ر�� ���دار ���� ا��.

 ��و��، ���دی، ��و�� �� �������ا ا��.
ً
���ا  ���دی، ا

ً
���ا  ����� ���� �� �� از ���� ��ی ز�� ا



۱۷ ��� اول: ����

ا�ــ�  ��ــ�    �ــ�  ���ــ�،   �����ــ�  �ــ�   را  �ــ�   ا ا�ــ�.  ��ــ�دی  ��ــ��  ا ���ــ�  �ــ�  �� �ــ�د  ز�ــ�د   y ��ــ�ار   x �ــ�ن  ز�ــ�د  �ــ�  در    

���ــ�  ���ــ�  �ــ�  (��ــ�  ���ــ�  ��ــ�دی  ��ــ��   ا و�ــ�  ا�ــ�  ��ــ�دی  �ــ�   ���ــ�ن ا��،   b و   a ��ل �ــ�ی  �ــ�  ���ــ�  دو  �ــ�ض  �ــ�  ��ــ�وت  ا�ــ�  �ــ�  ��ــ� 

��ــ�   ،a �ــ�  ��د�ــ�  ���ــ�  دو  �ــ�  ا �ــ�ن  ا�ــ�.  ������ــ�ا   �� در  ���ــ�  ا�ــ�  ا�ــ�  ��و�ــ�  ��ــ��  ا �ــ��� ��  از  �ــ�ام  �ــ�  در   دار�ــ�).  ��ا�ــ�  �ــ�ض  �ــ�  ���ــ�  دو 

��و�ــ�.  �ــ�  و  ا�ــ�  ��ــ�دی  �ــ�  ���ــ�  �ــ�  �ــ�،  �ــ�  و  �� �ــ�د  ز�ــ�د  �ــ�   y ��ــ�ار   x ا��ا�ــ�  �ــ�  ���ــ�،  ا���ــ�ب  آن  را�ــ�  �ــ��  در  ��ــ�  و  �ــ�  �ــ��  در 

�� دو ���� ��� �� ��ل ���� و د���ی �� ��ل ���� ا����ب ���� ��ض ���� �� �� ��د. در  ���� �� ��ام از ���� ��ی ����� ���دی ا��، ا�� ا  �� ���  ا��. ا

���� ���دی ا��، ��ن ���ار y ���اره در ���� از �� �� را�� ز��د �� ��د.  ��ن ��� از ���� �� ���دی و د���ی ��و�� ا�� �� ���� �������ا ا��.  �� ���� ا

 ��� ���� در ��رد ����ا�� ����:
���� ����ا ���� ����ا �� ���، ا�� ��� ا�� ����� در�� ����.  �� ���� ا

���� ����ا ���� ���� �� �� �� ��� ��� ا�� ��ز �� ��� ا�� ����� در�� ����، ���� ���� ا�� ����� �� �� �� ���� و�� ����ا �����.  �� ����� ا  ا
 ����� ���� �� �� �� را ��ر��ل د����.

 ��x ا�ی ���ر�� �� �� ،���� �� �� �� ����� �� ��� �� ���ار x دا��� ����� ���� �� �� �� ا��. ا �� در �� ���� �� ازای �� ���ار y ��ا ���� �� �� ��: ا
��� در �� ���� ��� �� ���. (�� ا���) ���دار ���� را ��ا

���� ����ا ����. �� ����� �� �� �� ����� ���� ا  ا

���دار و ����ا�� ��ا�� ���وف و ���اول



�����  دوازد�� �����. ����ای ����۱۸

���دار و ����ا�� ��ا�� ���وف و ���اول

 در��� �� ��در��� ���رات ز�� را ���� ���� و در ����ی ���� ���� ای ������� �� ���رت در�� ����. 

(نهایی دی ٩٧ و خرداد ۹۹)  ���� ���� در �� ��زه، �� ���دی و �� ��و�� ����ب �� ��د. 

(نهایی خرداد ۹۸) y در دا��� ����� ��د ............... (���دی ـ ��و��) ا��.  x== ++( )1 3 ���� 

(نهایی شهریور ۹۸) y در دا��� ������ ���دی ا��.  x== -- ++3
2 ���� 

(نهایی شهریور ۹۹)  ����ا ���اره ............... �����. 
ً
���ا  ��ا�� ا

(نهایی شهریور ۱۴۰۰)  ��و�� ا��.
ً
���ا f در دا��� اش ا x x( ) == ����� �� ���� 

 در��
y �ــ� ا�ــ�ازۀ ۱ وا�� در  x= 3 y ا����ل ����ــ� ��ــ�دار ���� x= +( )1 3  (��ــ�دی) ��ــ�دار ���ــ�
y x= +( )1 3 y ����� ا�� ���دی، ���� x= 3 را���ی ���ر x�� �� ��� �� ا��: �� ��ن

�� ���دی ا��.

y �� ا��ازۀ ۲ وا�� در را�ــ��ی  x= - 3 y ا����ل ����� ��ــ�دار ���� x= - +3
2  ��در�ــ�، ���ــ�

y �� ��و�� ا��. x= - +3
2 y ��و�� ا�� �� ���� x= - 3 ���ر y�� ا��، �� ��ن ����

�� �� �� 

���� ���دی ا��.  y �� ��رت  ا��، �� ا�� ���� در دا��� ������ ا x=  ��در��، ���دار ����

] ر�� ���� و ����� ���� ���� در ��ام ��زه �� ���دی �� ��و�� ا��. , ]--2 2pp pp f را در ��زۀ x x( ) sin==  ���دار ����

y را از ��ل ��� ��د ������. (يادتان هست؟!)، ��: x= sin  ر�� ���دار ����



۱۹ ��� اول: ����

p (���� ر�� دا��ۀ �������) در �� ��ول ���� �� ����:
2 ��� ��� �����ات ���� را در �� ��ام از ��زه ��ی �� ��ل

2p3

2

ppp
2

۰- p
2

-p-3
2

p-2px

y���دی��و����و�����دی���دی��و����و�����دی x== sin

���ود��دن دا��� ���� ��ای ����ا��ن ����

y �� ���دار  ����ا ����، ��ن ���� در ��زۀ x= 2 در ���� ���� �� ����ا ������، �� ��ا��� ��زه ���� را �� ���� در آن �� ����ا ا�� ���� ����. ��� ����

y ����� ����، ���� ���� ����ا ��ا��� دا��. x x= £2
0, �� y x x= ³2

0, �� ���� را �� ��� ���� ���دی ا��؛ �� ا ] ا , )0 + ¥ ���� ��و�� و در ��زۀ ) ا , ]-¥ 0

f را در ��رگ ���� دا��� ���� ����� ���� ��: x x x( ) | | | |== -- ++ --1 3 ���� 

 ���دی ����.  ��و�� ����.  ���دی ����.  ���� ����.
ً
���ا  ��و�� ����.  ا

ً
���ا  ا

 اول ���دار ���� را ر�� �� ����:

(
0

4

1

2

3

2

4

4
(�� روش ���� ����

��� �� ���� �� ���دار، دا��� ���� را ��ای �� ��ام از ��ط �� �� ������:

] ���� ���� ا��، �� ���� ا�� ��زه را ��ای ���� ��ی ��و�� و ���دی در ��� ������. , ]1 3 ���� ���� �� در ��زۀ

���� ��و��  ) :ا , ]-¥ 1 ���� ���دی  ] :ا , )3 + ¥ ) :��و��  , ]-¥ 3

] :���دی  , )1 + ¥  ����: [ , ]1 3   

 �وش ���� ���� ��ای ر�� ���دار ��ا�� ���� ��ر����

در ���� ��ی ���� ��ر���� �� ���� x �� ��ان ۱ ����� (�� در دا�� و �� در ��ر� ��ر����) ��ای ر�� ���دار ���� ��ا�� ز�� را ا���م �� د���:
 ر��� ���رت ��ی دا�� ��ر���� را ���ا �� ����.

 ر��� �� را �� ����� �� ������.
 �� ��د ���� �� از ���� ���� ر��� و �� ��د ��رگ �� از ��رگ ���� ر��� در ��� �� �����.

 �����ت ���م ا�� ���ط (ر��� �� و دو ��د ���� �� و ��رگ ��) را ���ا �� ����.
 ���ط را روی د����ه �����ت ���� و �� ����� از �� �� را�� �� �� و�� �� ����.

y ا���م د���: x x x= - + +2 2| | | | �� ���ان ���ل ������ ا�� ۵ ����� را در ��رد ���دار ����

Þ ر��� ��  = = -x x0 2, -2 0, - -3 2 0 1, , ,

-
-

-
-

3

8

2

6

0

2

1

4

 ���دی ����، ��ا�� ���ار a را ���ا ����.
ً
���ا ] ا , )a ++ ¥¥ f در ��زۀ x x x x( ) | | | |== ++ -- ++ --1 2 ���� ��  ا

 ��ای ��ر�� ���دی �� ��و��  ��دن ����، ���دار آن را �� ا����ده از ���� ���� ر�� �� ����.
y x x x= + - + -| | | |1 2

x ر��� �� x= = Þ
-

1 2
1

4

1

2

2

3

3

6
,

] ا��؛ �� ��ا�� ���ار a ��ا�� ۱ ا��.  , )1 +¥ ���� ���دی ���� ��زۀ ، ��رگ ���� ��زه ای �� ���� در آن ا ��� �� ���� �� ���دار



�����  دوازد�� �����. ����ای ����۲۰

 در��� �� ��در��� ��اره ��ی ��� را ���� ���� و در ����ی ���� ���رت ����� ������� �� ��اره در�� ����. 

f ����؛ ���� f ���دی ا��.- ۲۴ x f x( ) ( )1 2<< x و در ����� x1 2<< ،f ���دا � � ����� x x2 �� ��ای ��  «1 ا

����� و��د ��ارد �� �� ���دی ���� و �� ��و��.- ۲۵

 ����ا ا��.- ۲۶
ً
���� f ؛ آن ��ه���� �� �� �� ���� �� f x( ) �� ا

(نهایی دی ۱۴۰۳)- ۲۷  ����ا ا��. 
ً
���ا �� ����� �� �� �� ����، آن ��ه ا ا

(نهایی خرداد ۱۴۰۱)- ۲۸  ���دی ا��. 
ً
���ا ، ���� ا f x x( ) == 3 ����

(نهایی شهریور ۱۴۰۴)- ۲۹ y در دا��� اش �� ���دی و �� ��و�� ا��.  == 7 ����

(نهایی خرداد ۱۴۰۱)- ۳۰ �� ���ر ���� و��د دارد �� �� ���دی و �� ��و�� ا��. 

(نهایی شهریور ۱۴۰۲)- ۳۱ y در دا��� اش ����ا��.  x== 1 ����

(نهایی شهریور ۱۴۰۳)- ۳۲ ���� ............... �� ���دی و �� ��و�� ا��. 

 ............... ا��.- ۳۳
ً
 ����ا ����

ً
���ا f در دا��� ����� ��د ............... ا��.- ۳۴���� ا x x( ) == --++

2 1
2 1 ����

f در دا��� ����� ��د ............... ا��.- ۳۵ x x( ) log ( )== ++ ++2
3

1 2 f در دا��� ������ ............... ا��.- ۳۶���� x
x

( ) == 1 ����

�� ��ا�ت ��� ���� ���� د���.

ا� رسم غافل نشوید! در سؤال های ��ر ا� رسم نمودا� برای جواب دادن به سؤال استفاده می کنیم.

���دار �� ��ام از ���� ��ی ��� را ر�ــ� ����. �ــ�� ����� ���� ���� در ��ام ��زه �� ���دی �� ��و�� ا�ــ� و آ�� ���� در �� ����ا (�� ا���� ����ا) ��� �� ��؟ 
دا��� و ��د ���� را ��� ���� ����.

۳۷ -f x
x x
x x

( ) ==
++ ££
-- >>

ìì
íí
îî

1 0

1 0
۳۸ -g x

x x
x

x x
( ) ==

-- ££
<< ££

++ <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2 1 0

2 0 1

2 1

۳۹ -h x x x( ) == -- ++2 2 2۴۰ -k( )x x== -- ++2 1

۴۱ -t x x
x( ) == ++ 2۴۲ -p x x( ) sin [ , ]== --2 1 0 2pp

���دار ���� ��ی ��� را ر�� ���� و ������ ����� ا��؟ ���دی، ��و��، ا���� ���دی، ا���� ��و�� �� �������ا؟

۴۳ -f x x x( ) | |== ++۴۴ -g x x x( ) | |== --

۴۵ -h x x x( ) [ ]== --۴۶ -k( ) [ ]x x x== ++

(نهایی شهریور ۱۴۰۳)- ۴۷ y را ر�� ���� و ���دی �� ��و��  ��دن آن را ���� ����.  x== -- ++3
2 ���دار ����

f را ر�� ��ده و ��� ����� ���� ا�� ���� در �� ��زه ���� ���دی �� ��و�� و �� ���� ا��.- ۴۸ x
x x

x
x x

( ) ==
££ --

-- ££ ££
-- -- >>

ìì

íí
ïï

îîïï

2

2

2

4 2 1

2 1

����

f را ر�� ��ده و ��رگ ���� ��زه ای �� ���� در آن ��و�� ا�� را ���� ����.- ۴۹ x
x x

x
x x

( ) ==
-- ++ << --

-- ££ <<
³³

ìì
íí
ïï

îîïï

2 1 3

4 3 2

2
2

����

۵۰ - «B» را ا����ب ����. (��� از ��ــ�� ��ی �ــ��ن «B» ــ�� ���� از �ــ��ن�� «A» در �ــ�ول ز�� ��ای �� �� از ��ــ�� ��ی �ــ��ن ،f �ــ� ���ــ� �ــ� ��ــ�دار ���ــ�

(نهایی خرداد ۱۴۰۴) ا���� ا��.) 

AB

 ���دی ا��
ً
���ا ا��) ���� در ا�� ��زه ا

 ��و�� ا��.
ً
���ا ب) ���� در ا�� ��زه ا

پ) ���� در ا�� ��زه ���� ا��.

( , )−−∞∞ −− 4 (۱
( , )2 ++∞∞ (۲
( , )−− ++∞∞1 (۳
( , ]−−4 2 (۴

 ������ا ����.- ۵۱  ���دی ���� ا�� در
ً
���ا ) ا , )1 ++ ¥¥ ) و , )--¥¥ 1 ���دار ����� را ر�� ���� �� در ��زۀ



۱۵۱ ��� ����:  ا����ل

��ام ��، �� ا��از از ������ داده  ��ه ا��؟

M¾     ������ ا��اد �����- ۹۱۷ pHoÎH¾¾ ®®¾¾¾¾ ������ ا��اد ����، ������ ا��اد اول   

M¾    ������ ا��اد �����- ۹۱۸ pHoÎH¾¾ ®®¾¾¾¾ ������ ا��اد ����، ������ ا��اد ���� 

M¾     ������ ا��اد ����- ۹۱۹ pHoÎH¾¾ ®®¾¾¾¾ ������ ا��اد ����� ����، ������ ا��اد �����   

M¾ ������ ��ر���ن ��ر��- ۹۲۰ pHoÎH¾¾ ®®¾¾¾¾ ������ ��ر���ن ����ت، ������ ��ر���ن اداری و د���ی، ������ ���� ��   

M¾   ������ ����ان ا��ا��- ۹۲۱ pHoÎH¾¾ ®®¾¾¾¾ ������ ����ان ��� ��، ������ ����ان ��� �����   

��ارۀ ��� را ���� ����.

(نهایی خرداد ۱۴۰۲)- ۹۲۲ C �����، آن ��ه B ،A و C �� ا��از روی ������ ا��اد ����� ا��. == �� A ������ ا��اد ����� اول و B ������ ا��اد ����� ���� و ............... ا

�� ��ال ��ی ��� ���� ���� د���.
A ���� ���م ا��از��ی ������ A را �������.- ۹۲۳ a b c== { , , } �� ا

��ام ���� در�� و ��ام ��در�� ا��؟ ����� د���.- ۹۲۴

، ا�� ������ �� ��  ا��از روی S در�� ��ده ا��. A A A Sn1 2∪ ∪�∪ == A ز�������� ���� از ���ی ����� ای S ����� و A An , , , 2 1 �� ا��) ا

��ر��. ب) �� دو ������ �� ا��از روی ������ S، �� �� ����ز

A �� ا��از روی S ����� ���� ا�� ��� ��ام از ا�� �������� ر� �����. A An , , , 2 1 �� پ) ا

P B P A P Ai i
i

n
( ) ( ) (B | )==

==
åå

1
A �� ا��از روی S ����� و B ������ د���ا�� از S ���� دار��:  A An , , , 2 1 �� ت) ����ن ا����ل ��: ا

 از نمودار درختی غافل نشوید!

�� ا�� �� د��� �� ����� �� ا����ل ۵ در��، ۴ در�� - ۹۲۵ ����� �� ��� از ۳۰ در�� ��دک و ����ان، ۴۰ در�� ��ر���ل و ۳۰ در�� ������ ����� ��ه ا��. ا

و ۲ در�� دارای �� ژن ��ب ����� و �� ��� �� ���دف از ا�� ��� ا����ب ���� �� ��ام ا����ل ژن ��ب دارد؟

در ��ف A، ۵ ���ۀ آ�� و ۳ ���ۀ ���� و ۴ ���ۀ ��� و در ��ف B، ۴ ���ۀ آ�� و ۸ ���ۀ ���� دار��. ��� از ��ف �� را �� ���دف ا����ب �� ���� و �� ���ه �� ���دف - ۹۲۶

از آن ���ون �� آور��. �� ��ام ا����ل ��� ا��؟

1 ا��. �� ���دف - ۹۲۷
4

،B ��� 1 و ��ای
2

،A ��� و��د دارد. ا����ل ا�� �� ��� آن �� از ۱۰ ��ل ����� ���� ��ای B ��� و ۲�� از A ��� در �� ���� ۳ ����و���پ از

(نهایی دی ۱۴۰۴) �� ����و���پ از ���� ���ون �� آور��. �� �� ا������ ��� ا�� ����و���پ ��� از ۱۰ ��ل ا��؟ 

��ض ���� ����� �� ���ر ����� از ۴۰ در�� ��د و ۶۰ در�� زن ����� و ا����ل ���� �� ����ری ��ص در ا�� دو ��وه �� ����� ۳ در�� و ۵ در�� ����. - ۹۲۸

(نهایی دی ۹۸) �� ��دی �� ���دف از ا�� ����� ا����ب ��د �� �� ا������ �� ����ری ��رد ��� ���� ا��؟   ا

�� ��دی - ۹۲۹ ��ض ���� ����� �� ���ر ����� از ۴۵ در�� ��د و ۵۵ در�� زن ���� و ���� �� ����ری و��و�� �� ����� در ا�� دو د��� ۴ در�� و ۶ در�� ����. ا

(نهایی دی ۱۴۰۲) �� ���دف از ا�� ����� ا����ب ��د، �� �� ا������ �� ����ری ��رد ��� ���� ا��؟ 

ا����ل ا����ب ر��� ��ی ر����، ����� و ا����� ��ای �� دا�� آ��ز ��ل د�� �� ����� ۰/۱، ۰/۶ و ۰/۳ ا��. ا����ل ����� در آز��ن ورودی دا����ه ��ای ا�� �� ر��� - ۹۳۰

�� ����� ۰/۹، ۰/۲ و ۰/۵ ا��. ا����ل ���ل ��ن در آز��ن ورودی دا����ه ��ای �� دا�� آ��ز ��ل د�� �� �� ���دف ��� از ا�� �� ر��� را ا����ب �� ��� �� ��ر ا��؟

�� ��� دا�� آ��زان - ۹۳۱ ��ر�ــ� A �ــ� ��ا�� ��ر�ــ� B دا�� آ��ز دارد. ۳۵ در�� دا�� آ��زان ��ر�� A و ۱۵ در�� دا�� آ��زان ��ر�� B ����� ���ی ۱۸ دار��، ا

(نهایی خرداد ۱۴۰۲ و شهریور ۱۴۰۴) �� دو ��ر�� در �� ����� ���� ����� و �� ���دف ��� از آن �� را ا����ب ����: 

ا��) �� �� ا������ ��د ا������ از ��ر�� A و �� �� ا������ از ��ر�� B ا��؟

ب) �� �� ا������ ��د ا������، ����� ���ی ۱۸ دارد؟

�� ۳۰ در�� ا��اد ا�� ����� ���ی ۴۰- ۹۳۲ �ــ� در�� از ا��اد ���ی ۴۰ �ــ�ل از �� ����� و �� در�� از �ــ��� ا��اد آن ����� �� ���� ����ری ��ص ���� ��ــ���. ا

(کتاب راهنمای معلم) ��ل دا��� �����، ��� در�� ا��اد ا�� ����� �� ����ری ����ر ���� �����؟ 

�� ر��� ورز�� ۳۰ در�� - ۹۳۳ در �� ��ر�ــ� دورۀ دوم ����ــ�� ��� دا�� آ��زان ���� د��، �� �ــ�م آن �� ���� ��زد�� و �� ��ــ� آن �� ���� دوازد�� �����. ا

از دا�� آ��زان ���� د��، ۲۵ در�� از دا�� آ��زان ���� ��زد�� و ۲۰ در�� از دا�� آ��زان ���� دوازد�� �����ل ���ــ� و �� ��� �� ���دف از دا�� آ��زان ا�� ��ر�ــ� 

(کتاب راهنمای معلم) ا����ب ��د، �� �� ا������ ر��� ورز�� ��د ��رد ��� �����ل ا��؟ 



����� دوازد�� ����� . ����ای ����۱۵۲

�� ���م ���ه ��ی �� دو ���� را در �� ���� ��م - ۹۳۴ دو ���� دار�� �� در او�� ۴ ���ۀ ���� و ۸ ���ۀ ���� و در دو�� ۶ ���ۀ ���� و ۲ ���ۀ ���� ��ار دارد. ا

(کتاب راهنمای معلم) ������ و �� ��� �� ���دف از ���� ��م ��ر� ����: 

ا��) �� �� ا������ ���ۀ ��ر� ��ه ��� در ���� اول ��ده و �� �� ا������ ��� در ���� دوم ��ده ا��؟

ب) �� ���� �� ���� (ا��) و ����ن ا����ل ��، �� �� ا������ ���ۀ ��رد ��� ���� ا��؟

���� در �� ��ــ���� �� �ــ�ال ���� ���� ا�ــ� در ��زۀ ر����، اد���ت، ا����ت ����� �� ورزش ���� ���� ��ده ا��. ��ار - ۹۳۵

�� ا����ل  ا�ــ� ا���ا ����� ����ن �ــ�� رو�� رو �� ���دف در ��� از ����� ��ی ��ــ�� �ــ�ه ��ار ���د �� ��� ��ال �� ���� ��د. ا

����ه ��ن ���� در ��ال ��ی ر���� ۵۰ در��، در ��ال ��ی اد���ت ۶۰ در��، در ��ال ��ی ا����ت ����� ۴۰   در�� و در ��ال ��ی 

ورز�� ۸۰ در�� ����، �� ��ام ا����ل ���� در ا�� ������ ����ه �� ��د؟ 

دو ��ف ����ن دار��. ��ف اول ���� ۶ ���ۀ ��� و ۴ ���ۀ آ�� و ��ف دوم ���� ۵ ���ۀ ��� و ۷ ���ۀ آ�� ا��. از ��ف اول ���ه ای ا����ب ��ده و در ��ف - ۹۳۶

دوم ��ار �� د���. ��� �� ���ه �� ���دف از ��ف دوم ا����ب �� ����. �� �� ا������ ا�� ���ه ��� ا��؟

دو ��ف ����ن دار��. ��ف اول ���� ۵ ���ۀ ���� و ۶ ���ۀ زرد و ��ف دوم ���� ۴ ���ۀ ���� و ۷ ���ۀ زرد ا��. از ��ف اول �� ���دف �� ���ه ا����ب �� ���� - ۹۳۷

(نهایی دی ۱۴۰۳) و در ��ف دوم ��ار �� د���. ��� �� ���ه از ��ف دوم ا����ب �� ����. �� �� ا������ ا�� ���ه زرد ا��؟ 

�ــ� ��ف ���ــ�ن دار��. ��ف اول �ــ��� ۵ ���ۀ ���� و ۳ ���ۀ آ�� و ��ف دوم �ــ��� ۴ ���ۀ آ�� و ��ف �ــ�م �ــ��� ۶ ���ۀ ���� ا�ــ�. �� ��ــ� ��ــ�� ��� از - ۹۳۸

��ف �� را ا����ب ��ده و از آن ���ه ���ون �� آور��. ا����ل آن �� ���ه آ�� ����، �� ��ر ا��؟    (نهایی دی ۹۹)

�� ��ف ����ن دار��. در او��� ��ف ۱۵ ���ه ��ار دارد �� ۳��ی آن �� ���� ا��. در ��ف دوم ��� ���ۀ ����ی و��د ��ارد و در ��ف ��م ۱۲ ���ه دار�� �� ۶��ی آن �� ���� - ۹۳۹

(نهایی خرداد ۱۴۰۳) ا��. �� ��� ���� �� ��ف را ا����ب ��ده و �� ���ه از آن ��ر� �� ����. �� �� ا������ ا�� ���ه ���� ا��؟  

�� ��ف ����ن دار��. ��ف اول ���� ۵ ���ۀ ��� و ۴ ���ۀ آ�� ا��. ��ف دوم ���� ۷ ���ۀ ��� و ۳ ���ۀ آ�� ا��. ��ف ��م ���� ۶ ���ۀ ��� و ۴ ���ۀ ���� ا��. �� - ۹۴۰

(نهایی خرداد ۹۸) ��� ���� ��� از ��ف �� را ا����ب و �� ���ه از آن ���ون �� آور��. �� �� ا������ ا�� ���ه آ�� ا��؟  

���ر ��ف ���ــ�ن دار��. در او��� ��ف ۱۰ ���ه ��ار دارد �� ۶��ی آن �� ���� ا�ــ�. در ���� دوم ��� ���ه �� ������. در ��ف �ــ�م ۱۲ ���ه ��ار دارد �� ۴��ی - ۹۴۱

آن �� ���� ��ــ��� و در ��ف ���رم ��� ���ۀ ����ی و��د ��ارد. �� ��ــ� ��ــ�� ��� از ��ف �� را ا����ب ��ده و از آن �� ���ه ���ون �� آور��، ا����ل ا�� �� ���ۀ 

ا������ ���� ����، �� ��ر ا��؟

�� ��ــ� از ���� �� را �� - ۹۴۲ دو ���ــ� دار�ــ�، در ��ــ� ۸ ���ــ� �����ــ� دار�ــ� �� ۲��ی آن �� ����ب ا�� و در د���ی ۸۸ ���ــ� ������ دار�� �� ۴ ����ــ�ن ����ب ا��. ا

���دف ا����ب ���� و �� ���� از آن ��ر�  ����، ا����ل ا�� �� ا�� ���� ���� ���� �� ��ر ا��؟

دو ���� ����ن دار��. درون ��� از آن �� ۱۰ ��� ��ار دارد �� ۴�� از آن �� ����ب ا�� و درون ���� د��� ۲۰ ��� ��ار دارد �� ۵�� از آن �� ����ب ا��. �� ���دف ���� ای - ۹۴۳

(نهایی خرداد ۱۴۰۴) ا����ب ��ده و �� ��� از آن �� ���دف ���ون �� آور��. �� ��ر ا����ل دارد ��� ا������ ���� ����؟ 

دو ���� دار��. درون ��� از آن �� ۹ ��� ���� و ۳ ��� ����ب ��ار دارد و درون ���� د��� ۱۵ ��� ��ار دارد �� ۵��ی آن �� ����ب ا��. �� ���دف ���� ای ا����ب ��ده - ۹۴۴

(نهایی شهریور ۱۴۰۲) و �� ��� از آن ���ون �� آور��، �� ��ر ا����ل دارد ��� ��رد ��� ���� ����؟ 

�� «رو» �����، ۲ ��� د��� را �� �� ����ب �� ����. در ا�� آز���� ا����ل ا�� �� - ۹۴۵ �� «���» �����، ۳ ��� د��� را �� ����ب �� ���� و ا �� ��� را ����ب �� ����. ا

(نهایی شهریور ۱۴۰۳)  دو ��� «رو» ���� ��د �� ��ر ا��؟ 
ً
د����

۹۴۶ - ��� �� 
ً
�� ��� ����� ۳ ��� د��� را �� �� ����ب �� ����. در ا�� آز���� ا����ل ا�� �� د���� �� رو ����� آز���� را ���م �� ���� و ا �� ��� را ����ب �� ����؛ ا

رو ���� ��د، �� ��ر ا��؟  (نهایی دی ۹۷)





�����  دوازد�� �����. ����ای ����۱۵۴

��� ��� اول ��� ���� ����

 ا��. در�� ا��، دا��� و ��د ��ا�� ������� ای در�� ��د ��ا�� ۱
در�� ۲

] ا��. , )0 +¥ y ��ا�� x= 2 ��در��، ��� ��د ���� ۳

در�� ۴
f ������� ای ����. x( ) ��در��، ���� ����0= ۵

k �� ���� ������� ای ا��. ¹0 f �� ��ط x k( ) = ��در��، ���� ۶
در�� ۷

�ــ� ����ــ� ���� را �ــ�ده ���� �ــ� �� ���ــ� در�� دوم  ��در�ــ�، �ــ�ن ا ۸

f x x x x x( ) ( ) ( )= - - + = - + -8 1 2 1 36 18 9
3 3 2 �� ر���: 

��در��آره در��۹ ۱۰

در��، ��ن �� ��ده ��دن ����� دار��:  ۱۱

f x x x x x x( ) sin cos= + +2 22

= + + =x x x x x(sin cos )2 2

1

2 3� ��� ���   

y را ر�ــ� �� ���ــ� و ��ــ�  x= 3  اول ��ــ�دار ���ــ�
x3 ا���م د��� �� ��  ��ر���� را �� ���� روی ���دار
���دار ���� ��ی داده ��ه ����� ���� �� ����:

y x= + -( )1 1
3 ۱۲

در  وا�ــ�   ( )-1 ا���ــ�ل  ۱
��x را���ی ���ر

در  وا�ــ�   ( )-1 ا���ــ�ل و   ۲
��y را���ی ���ر

y x= -( )1 3 ۱۳
��x وا�� در را���ی ���ر ( )+1 ا����ل

۱ ۲

y x= - + +( )2 1
3 ۱۴

��y ۲ ���رن ���� �� ���ر  ��x وا�� در را���ی ���ر ( )-2 ۱ ا����ل
��y وا�� در را���ی ���ر ( )+1 ۳ ا����ل

۱ ۲ ۳

y x= - +( )
2

1
3 ۱۵

��x وا�� در را���ی ���ر ( )-1 ۱ ا����ل
��x ۲ ا����ط �� ���� ۲ در را���ی ���ر

��y ۳ ���رن ���� �� ���ر

۱ ۲ ۳
، �����ات را روی ���دار  f x x( ) ( )= - +2 1

3 �� ���ــ� �� ����� ���� ۱۶

y ا���م �� د���: x= 3 ����

keH» ÏI£TºH

IÀ n¼d¶  ÁITwHn  nj

( )+¾ ®¾¾¾¾¾2
x

keH» ÏI£TºH

IÀ n¼d¶  ÁITwHn  nj

( )+¾ ®¾¾¾¾¾1
y



۱۵۵ ���� ���� ������ ��� اول

، ا���ا �����  g x x x x( ) = - + -3 2
6 12 11 ��ای ر�ــ� ���دار ����  ۱۷

) ��ده  )a b a a b ab b- = - + -3 3 2 2 3
3 3 ���� g(x)، را �� ا�ــ���ده از ا���د

g x x x x x( ) ( )= - + - - = - -3 2 3
6 12 8 3 2 3  :���� ��

را   g x x( ) ( )= - -2 3
3 ���ــ� ��ــ�دار  �ــ�� 

ر�ــ�  f x x( ) = 3 �ــ� ا�ــ���ده از ��ــ�دار ����
:���� ��

keH» â½pHkºH ¾M ÏI£TºH

IÀ n¼d¶ ÁITwHn nj 

( )+¾ ®¾¾¾¾¾¾2
x    

keH» â½pHkºH ¾M ÏI£TºH

IÀ n¼d¶ ÁITwHn nj 

( )-¾ ®¾¾¾¾¾¾3
y    

) ����� ��ه ا��؛ ��  , )1 2 در �ــ�� (ا��) ���أ �����ت �� ���� ۱۸

���� ���� را ۱ وا�� �� ��� را�� و ۲ وا�� �� ��� ا����ل د���:

y x y x y x= ¾ ®¾¾¾ = - ¾ ®¾¾¾ = - +3 2 3
1 1 2

SwHn ¾M keH»1 ¯IM ¾M keH»2( ) ( )

) ����� ��ه ا��؛ �� ���� ���� , )-2 1 در ��� (ب) ���أ �����ت �� ����
y را ۲ وا�� �� ��� �� و ۱ وا�� �� ��� ا����ل د���: x= 3

y x y x y x= ¾ ®¾¾¾ = + ¾ ®¾¾¾ = + +3 3 3
2 2 1

Oa ¾M keH»2 ¯IM ¾M keH»1( ) ( )

y ا�� و ����� ���أ �����ت ��  x= - 3 در ��� (پ) او� ���دار ���� ���دار
y را ۱ وا�� �� ���  x= - 3 ) ����� �ــ�ه ا��؛ �� ���� ���� , )-1 2 ����

�� و ۲ وا�� �� ��� ا����ل د���:
y x y x= - ¾ ®¾¾¾¾ = - +3 3

1
Oa ¾M keH»1 ( )

¯IM ¾M keH»2¾ ®¾¾¾ = - + +y x( )1 2
3

y ا�� و ����� ���أ �����ت  x= - 3 در ��� (ت) او� ���دار ���� ���دار ����
y را ۳ وا�� ��  x= - 3 ) ����� �ــ�ه ا�ــ�؛ �ــ� ���ــ� ���ــ� , )3 1- �ــ� ���ــ�

��� را�� و ۱ وا�� �� ����� ا����ل د���: 

y x y x= - ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = - -3 33SwHn Sµw ¾M keH»3 ( )
¸ÃÄIQ ¾M keH»1¾ ®¾¾¾¾ = - - -y x( )3 1

3

���ــ�  �ــ� ��ــ�دار �ــ� دو ���ــ� را ر�ــ�  ا ۱۹
:�� ����� ��

�ــ��ی   y x= - 3 ��ــ�دار  Ü <x 0 �ــ�زۀ  در 
y ا��. x= - 2 ���دار 

Ü < < <0 1 0x x» در ��زۀ
y ا��. x= - y ���ی ���دار 2 x= - 3 ���دار 

����ــ�    y x= - 3 ��ــ�دار  Ü <1 x �ــ�زۀ  در 
y ا��.  x= - 2 ���دار 

x ��ــ��ک ا��  =1 x و =0 ��ــ�دار دو ���ــ� در
(��ض ��ی ���وی دار��).

ا����ل ��ی ���� ��ه را ا���م �� د���: ۲۰

f x x y xx x( ) ( )= ¾ ®¾¾¾¾¾ = +® +
3 2

2 1

3
2

Oa Sµw ¾MkeH»

¸ÃÄIQ Sµw ¾MkeH»2

2 2

3
2 2y y y x® -¾ ®¾¾¾¾¾ = + -( )

g را ���ا �� ����: x x( ) ( )= + -2 2
3 f و x x( ) = 3 ��� ��� ����رد

( )x x x x x x+ - = Þ + + + - =2 2 6 12 8 2
3 3 3 2 3

Þ + + = ¾ ®¾ + + =¸
6 12 6 0 2 1 0

2 6 2x x x x

Þ + = Þ = -( )x x1 0 1
2

) ا��. , )- -1 1 �� �����ت ���� ����رد
اول ا����ل ��ی داده ��ه را ا���م �� د���: ۲۱

f x x y x k( ) ( )= ¾ ®¾¾ = + ¾3 2

1

3
2

¾M  keH» 

Oa  Sµw

¾M  keH» 

¸ÃÄIQ  Sµw
®®¾¾ = + -y x k

2

3
2( )

1- ����ک �����: ��� دو ���دار ���� در ���� ای �� ��ض
f x x x xy( ) = ¾ ®¾¾ - = Þ = -=-3 1 3

1 1 Þ - -( , )1 1

:���� y x k= + -( )2 3 ) ���� روی ���دار  , )- -1 1 ���� ��

- = - + - Þ - = - Þ =1 1 2 1 1 2
3( ) k k k

�ــ� ���ــ� �ــ� ��ــ�دار ��ــ�� ا�ــ� ��  ۲۲

f ا����ل ����� ���� x a x b c( ) ( )= + +3 ���ــ�
 ��x ا��ازۀ ۱ وا�� در را���ی ���ر �� y ax= 3

و ۱ وا�ــ� در را�ــ��ی ��ــ�ر y�� ا�ــ�؛ �� ���� 
f ���ــ�، ���ــ� x a x( ) ( )= - +1 1

3 �ــ� �ــ��
. از �ــ�ف د��ــ� ��ــ�دار از ��ــ�أ  c b و1= = -1

)�����ت �� ��رد، ��: , ) ( )00 0 0 1 1 0 1 1
3Þ = - + Þ = - + Þ =a a a

x�ــ� ��ــ�ر  �ــ�  و  �� ����ــ��  را   g x a x b c( ) ( )= - +3 ���ــ� ����ــ�  �ــ�� 
g��� �� د���: x x xy( ) ( ) ( )= + + ¾ ®¾¾ + + ==

1 1 1 1 0
3 0 3

Þ + = - Þ + = - Þ = - Þ -( ) ( , )x x x1 1 1 1 2 20
3

jn¼ioM  â¾õ£º 

���ــ� �ــ�  ���ــ�ط  داده �ــ�ه  ��ــ�دار  ۲۳

y ا�ــ�. �ــ�ن ��ــ�دار �ــ���  a x x= -( )
1

3

y ا�ــ� �ــ� �ــ� ����ــ� ���رن  x= 3 ��ــ�دار ���ــ�
��ــ�� �� ���ر x�� و ا����ل �� ���دار داده ��ه 
( , )1 0 ����� �ــ�ه ا�ــ�، �� �� ���ــ� �� ����

 .���� y a x= -( )1 3 ���� ����� اش �� �ــ��
) روی ���دار ��ار دارد، ��: , )0 2 ��� ��ن ����

( , ) ( )0 2 2 0 1 2
3Þ = - Þ = -a a :��

f را ���ا �� ����: ( )-1 ��� ، f x x( ) ( )= - -2 1
3 �� دار��

f ( ) ( ) ( )( )- = - - - = - - =1 2 1 1 2 8 16
3



�����  دوازد�� �����. ����ای ����۱۵۶

��ــ�� ���دی ا�ــ�، �ــ� ����  در�ــ�، �ــ�ارۀ داده �ــ�ه ����ــ� ���ــ� ا ۲۴

���دی ��� ���.
��در��، ���� ���� �� ���دی ا�� و �� ��و��. ۲۵

�� �� �� ا�ــ� ا�� �� ���دی ا�ــ� و �� ��و��. y x= 1 ��در�ــ�، ��� ۲۶

��در��، ��� ����  �� �� �� ا��، ا�� ����ا ����. ۲۷

در�� در��، ��ن ���� ا��.۲۸ ۲۹
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ا��ــ�م  �ــ�  ����ــ�.  را   y x= 1 ���ــ� ��ــ�دار 

t x x( ) = +1 2 ����� ��ی ز��، ���دار ����

را ر�� �� ����.
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( , )0 + ¥ ) و , )-¥ 0 ، ���� در �� �������ا ا�� و در ��زۀ ��� �� ���� �� ���دار

 ا��. -{ }1  و ��د ��ا�� -{ }0 ���� ��و�� ا��. دا��� ��ا�� ا

p x x( ) sin [ , ]= -2 1 0 2p ۴۲

y را ر�ــ� �� ���ــ�  x= sin ��ــ�دار ���ــ�

���ــ� ��ــ�دار  �ــ�  ز�ــ�  ����� �ــ�ی  �ــ�  و 

p �� ر���: x x( ) sin= -2 1
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