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درس ۱: استدلال ریاضی 

مثال نقض و اثبات مستقيم

كدام يک از گزاره های زير مثال نقض ندارد؟- ۱
۲) ميانگين اعداد طبيعی ۱ تا n همواره عددی طبيعی است. 2 اول است.  3

n + ،n ۱) به ازای هر عدد طبيعی
a نيز زوج است. b- a زوج باشد، b+ ۴) اگر ۳) مربع هر عدد حقيقی، بزرگ تر يا مساوی با آن عدد است. 

(برگرفته از كتاب درسى)- ۲ 2 به ازای همۀ عددهای طبيعی n عددی اول است.» از .............. استفاده می كنيم.  1
2
n

++ برای ............... گزارۀ «عدد
۴) رد ـ برهان  خلف ۳) رد ـ مثال نقض  ۲) اثبات ـ برهان خلف  ۱) اثبات ـ روش مستقيم 

(ق.م)- ۳ 2 عددی اول است.» را نقض می كند؟  1
n ++ كدام عدد كليت حكم «اگر n يک عدد طبيعی زوج باشد،

۶  (۴  ۵ (۳  ۴ (۲  ۲ (۱
برای رد كردن گزارۀ «حاصل ضرب دو عدد اول به علاوۀ يک، همواره عددی زوج است.»، كدام گزينه يک مثال نقض مناسب است؟- ۴

۴) گزاره درست است و مثال نقض ندارد. ۳) ۷ و ۲  ۲) ۷ و ۵  ۱) ۷ و ۴ 
x نيز اول است.» نقض می شود؟- ۵ 3 اول باشد، 2x ++ به ازای كدام مقدار x گزارۀ «اگر

۹ (۴  ۶ (۳  ۵ (۲  ۳ (۱
گزارۀ «عدد ۱، عددی فرد است ولی اول نيست.» يک مثال نقض برای كدام يک از گزينه های زير است؟- ۶

۲) تمام اعداد اول، فردند. ۱) بعضی از اعداد اول، فرد نيستند.  
۴) تمام اعداد فرد، اول اند. ۳) بعضی از اعداد فرد، اول نيستند.  

كدام گزينه هم زمان مثال نقضی برای هر دو گزارۀ: «مجموع دو عدد گنگ مثبت همواره گنگ است.» و «حاصل ضرب دو عدد گنگ مثبت همواره گنگ است.» - ۷
به حساب می آيد؟

2 2+ 2 و 2- (۴   1 2- 1 و 2+ (۳   2 1- 2 و 1+ (۲   - 2 2 و (۱
x هم گنگ است.» به حساب می آيد؟- ۸ x2

4 5++ ++ كدام گزينه مثال نقض، برای گزارۀ «اگر x گنگ باشد آن گاه
2 1- (۴  2 2- (۳  2 1+ (۲  4 1- (۱

(برگرفته از كتاب درسى)- ۹ كدام گزينه را نمی توان به صورت مستقيم اثبات كرد؟ 
۲) مجموع سه عدد متوالی مضرب ۳ است. ۱) مجموع دو عدد متوالی فرد است.  
۴) مجموع پنج عدد متوالی مضرب ۵ است. ۳) مجموع چهار عدد متوالی مضرب ۴ است. 

(برگرفته از كتاب درسى)- ۱۰ برای كدام يک از گزاره های زير مثال نقض وجود ندارد؟ 
۲) مجموع پنج عدد متوالی همواره پنج برابر كوچک ترين عدد است. ۱) مجموع پنج عدد متوالی همواره فرد است. 

۴) ميانگين پنج عدد طبيعی متوالی، عدد وسطی است. ۳) ميانگين پنج عدد طبيعی متوالی همواره فرد است. 
برای كدام يک از گزاره های زير نمی توان مثال نقض پيدا كرد؟- ۱۱

۲) اختلاف مربعات دو عدد زوج متمايز مضرب ۸ است. ۱) مجموع مربعات دو عدد زوج متمايز مضرب ۸ است. 
۴) اختلاف مربعات دو عدد فرد متمايز مضرب ۸ است. ۳) مجموع مربعات دو عدد فرد متمايز مضرب ۸ است. 

اگر k حاصل ضرب دو عدد طبيعی متوالی باشد، می توان ثابت كرد ............... مربع كامل است.- ۱۲
2 4k + (۴  4 1k + (۳  2 1k + (۲  k + 4 (۱

كدام گزينه مثال نقض دارد؟- ۱۳
4 است.  1q + 4 عددی به شكل 3k + ۱) حاصل ضرب دو عدد به فرم

5 است. 4q + 5 عددی به شكل 3k + ۲) مربع عددی به فرم
6 است. 2q + 6 عددی به فرم 5¢ +k 6 و 4k + ۳) حاصل ضرب دو عدد به فرم های
7 است. 1q + 7 عددی به فرم 6¢ +k 7 و 5k + ۴) حاصل ضرب دو عدد به فرم های

» چند مثال نقض دارد؟- ۱۴ 2 22n n++ ££ ++( )! :n گزارۀ «به ازای همۀ عددهای طبيعی
۴) بيشتر از ۳  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

(رياضى 92)- ۱۵ كدام عدد كليت حكم «هر عدد طبيعی را می توان به صورت مجموع چند عدد متوالی نوشت.» را نقض می كند؟ 
۵۸ (۴  ۶۶  (۳  ۶۴ (۲  ۶۱ (۱
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8 مربع كامل باشد، كدام گزينه در مورد k درست است؟- ۱۶ 1k ++ اگر
۴) حاصل ضرب دو عدد متوالی تقسيم بر  ۳) ميانگين دو عدد متوالی  ۲) حاصل جمع دو عدد متوالی  ۱) حاصل ضرب دو عدد متوالی 

۲
n همواره بر ............... بخش پذير است و اگر n فرد باشد اين عدد همواره بر ............... بخش پذير است.- ۱۷ n3 -- می توان ثابت كرد عدد

۴) ۱۲ ـ ۲۴ ۳) ۱۲ ـ ۱۸  ۲) ۶ ـ ۲۴  ۱) ۶ ـ ۱۸ 
n مضرب ۱۲ باشد، باقی ماندۀ n بر ۴ برابر كدام يک از عددهای زير نمی تواند باشد؟- ۱۸ n3 -- اگر

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 
اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها

n باشد، بايد - ۱۹ k== ++2 n عددی فرد است.» همۀ حالت های ممكن را در نظر می گيريم. در حالتی كه1 n2
5 7-- ++ ،n برای اثبات حكم «برای هر عدد طبيعی

(برگرفته از كتاب درسى) نشان دهيم كدام يک از گزينه های زير همواره فرد است؟ 
4 6 7

2k k- + (۴  4 6 3
2k k- + (۳  4 10 7

2k k- + (۲  4 10 3
2k k- + (۱

n2 مضرب ۳ است.» به روش در نظر گرفتن همۀ حالت ها، برای n چند حالت مختلف بايد در نظر بگيريم؟- ۲۰
1-- برای اثبات حكم: «اگر n مضرب ۳ نباشد،

۲ (۲   ۱ (۱
۴) با اين روش نمی توان اين حكم را ثابت كرد.   ۳ (۳

در كدام گزينه با روش اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها می توان ثابت كرد عبارت داده شده همواره زوج است؟- ۲۱
n n2

3 2+ + (۴   n n2
4 2+ + (۳   n n2

3 1+ + (۲   n n2
4 1+ + (۱

(برگرفته از كتاب درسى)- ۲۲ كدام يک از گزاره های زير مثال نقض ندارد؟ 

a زوج است. b2 2+ ۲) اگر a و b دو عدد صحيح باشند و ab عددی فرد باشد a فرد است.  b2 2+ ۱) اگر a و b دو عدد صحيح باشند و ab عددی زوج باشد

a زوج است. b2 2+ عددی فرد باشد a b+ ۴) اگر a و b دو عدد صحيح باشند و  a فرد است.  b2 2+ عددی زوج باشد a b+ ۳) اگر a و b دو عدد صحيح باشند و 

(برگرفته از كتاب درسى)- ۲۳ n زوج باشد، n چند مقدار مختلف می تواند داشته باشد؟  n2 2
1

4

( )++ اگر n عددی طبيعی و كوچک تر مساوی ۶ باشد و
۵ (۴  ۴ (۳  ۳ (۲  ۲ (۱

n عددی زوج است؟- ۲۴ n( )++ 1

3
n عدد ££ به ازای چند عدد طبيعی20

۱۶ (۴  ۱۵ (۳  ۱۴ (۲  ۱۳ (۱
1 فرد است؟- ۲۵ 2 3++ ++ ++ ++ n } حاصل , , , }31 32 60 به ازای چند مقدار n از مجموعۀ

۱۶ (۴  ۱۵ (۳  ۱۴ (۲  ۱۳ (۱
n به ازای هر عدد طبيعی n، عددی فردی است يک بار n را زوج و بار ديگر فرد، فرض می كنيم. در اين صورت از كدام - ۲۶ n2

5 3++ -- برای اين كه ثابت كنيم
(برگرفته از كتاب درسى) هم ارزی استفاده كرده ايم؟ 

( ) ( ) ( )p q r p r q rÚ Þ º Þ Ù Þ (۲  ( ) ( ) ( )p q r p r q rÚ Þ º Þ Ú Þ (۱
( ) ( ) ( )p q r p r q rÙ Þ º Þ Ù Þ (۴  ( ) ( ) ( )p q r p r q rÙ Þ º Þ Ú Þ (۳

1 زوج است. در اين صورت A چند عضو دارد؟- ۲۷ 2
2 2 2++ ++ ++ n n، آن گاه AÎÎ S و A يک زيرمجموعه از S است به شرط آن كه اگر == { , , , }5 6 10 می دانيم

۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
n زوج باشد، كدام گزينه درست است؟- ۲۸ an b2 2++ ++ اگر به ازای هر عدد طبيعی n عبارت

a (۴ و b هر دو فردند. a (۳ و b هر دو زوج اند.  a (۲ زوج و b فرد است.  a (۱ فرد و b زوج است. 
اگر a مربع كامل باشد، يكی از عددهای a و ............... همواره بر ۵ بخش پذير است.- ۲۹

a2 2- (۴   a2 2+ (۳   a2 1+ (۲   a2 1- (۱
} مضرب ۴ است. n برابر كدام يک از عددهای زير می تواند باشد؟- ۳۰ , , , }1 2  n تعداد زيرمجموعه های دوعضوی مجموعۀ

۱۴۰۴ (۴  ۱۴۰۳ (۳  ۱۴۰۲ (۲  ۱۴۰۱ (۱
برهان خلف

(قبل از پاسخ گويى به تست هاى اين بخش يك بار نكات مربوط به اعداد گنگ و گويا را مرور كنيد.)

(رياضى 86)- ۳۱ اثبات كدام گزاره احتياج به برهان خلف ندارد؟  
5 گنگ است. ۱) عدد

۲) از يک نقطه فقط يک خط موازی خط مفروض می توان رسم كرد.
۳) در يک صفحه از نقطۀ مفروض فقط يک خط می  توان بر خط مفروض عمود كرد.

۴) مربع هر عدد طبيعی فرد از مضرب ۸ يک واحد بيشتر است.

(قبل از پاسخ گويى به تست هاى اين بخش يك بار نكات مربوط به اعداد گنگ و گويا را مرور كنيد.)
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3 زوج باشد آن گاه n فرد است» به روش برهان خلف، فرض می كنيم:- ۳۲ 5n ++ برای اثبات اين كه «اگر
3 می رسيم. 5n + n (۲ زوج بوده و به فردبودن 3 فرد بوده و به زوج بودن n می رسيم.  5n + (۱
3 می رسيم. 5n + n (۴ زوج بوده و به زوج بودن زوج بوده و به زوج بودن n می رسيم.  3 5n +  (۳

(برگرفته از كتاب درسى)- ۳۳ كدام يک از گزاره های زير را نمی توان با برهان خلف ثابت كرد؟ 
۲) حاصل ضرب هر عدد گويای ناصفر در يک عدد گنگ، عددی گنگ است. ۱) حاصل جمع يک عدد گويا و يک عدد گنگ، عددی گنگ است. 

x نيز گنگ است. y+ ۴) اگر x و y دو عدد گنگ باشد، ۳) معكوس هر عدد گنگ نيز عددی گنگ است. 
(برگرفته از كتاب درسى)- ۳۴   ............... aa bb++ 2 aa ............... و bb-- aa گويا باشد، bb++ bb دو عدد گنگ ولی aa و اگر

۲) گنگ است ـ گويا است. ۱) گنگ است ـ گنگ است.  
۴) ممكن است گنگ يا گويا باشد ـ گنگ است. ۳) گنگ است ـ ممكن است گنگ يا گويا باشد. 

(ق. م)- ۳۵ a و b عددهايی گنگ و r عددی گويا است. كدام يک از عددهای زير گنگ است؟ 
 ra (۴   a2 (۳   a b- (۲   a r+ (۱

۳۶ - ( )( )( )a b a b a b1 1 2 2 3 3-- -- -- b3 نيز همان سه عدد ولی به ترتيب ديگری باشند، در اين صورت گزارۀ « b2 و ، b1 عددهايی صحيح و a3 و a2 ، a1 اگر
(برگرفته از كتاب درسى) همواره ............... است.» گزاره ای ............... 

۲) زوج ـ نادرست است كه درستی آن را می توان با مثال نقض رد كرد. ۱) زوج ـ درست است كه درستی آن را می توان با برهان خلف ثابت كرد. 
۴) فرد ـ درست است و درستی آن را می توان به روش اشباع ثابت كرد. ۳) فرد ـ درست است و درستی آن را می توان با برهان خلف ثابت كرد. 

و - ۳۷  « ab bc cd da++ ++ ++ » و   « ab bc ca++ ++ » از عبارت های  ، چندتا  --1 يا باشند   ۱ يا  به طوری كه هر كدام  باشند،  متغير  a شش  و   b  ،c  ،d  ،e  ،f اگر 
» می تواند برابر صفر باشد؟ ab bc cd de ef fa++ ++ ++ ++ ++ »

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 
اثبات های بازگشتی/ گزاره های هم ارز

كدام گزينه درست نيست؟- ۳۸
8 اول است. Û ۲) ۵ زوج است. Û صفر مضرب ۴ است.  ۱) صفر زوج است.

x x3
1 1= Û = (۴    x x2

1 1= Û = (۳

 هستند.)- ۳۹ a ارزش ............... دارد. (b و a هر دو عضو b a b<< ÛÛ <<2 2 a ارزش ............... و تركيب دوشرطی b a b== ÛÛ ==3 3 تركيب دوشرطی
(برگرفته از كتاب درسى) ۲) درست ـ نادرست  ۱) درست ـ درست  

۴) نادرست ـ نادرست ۳) نادرست ـ درست  
در كدام گزينه، گزاره ها هم ارز هستند؟- ۴۰

a ab2 = a و b= (۴   a b3 3= a و b= (۳   a b2 2= a و b= (۲  | | | |a b= a و b= (۱

» ............... است.- ۴۱ | |x x>> ÛÛ >>1 1
2 » ............... و گزارۀ « | |x x<< ÛÛ ++ <<0 1 0

2 گزارۀ «
۴) نادرست ـ نادرست ۳) نادرست ـ درست  ۲) درست ـ نادرست  ۱) درست ـ درست 

كدام دو گزارۀ زير هم ارز نيستند؟- ۴۲

» اگر a و b دو عدد نامنفی باشند. ( )a b- ³2
0 » و « a b ab+ ³2 » (۱

n2 مضرب ۴ باشد» و «n مضرب ۴ باشد» اگر n عددی طبيعی باشد. » (۲
۳) «نقطۀ C روی عمودمنصف پاره خط AB است» و «فاصلۀ نقطۀ C از دو سر پاره خط AB يكسان است».

( )a b a b+ + + ³2 2 2
0 a و b ab2 2

0+ + ³ (۴
) همواره صفر - ۴۳ )a b

2 2
2++ a و b b a2 2++ ، ( )a b-- 2 a در اين صورت چندتا از عبارت های b a b2 2 2++ == ++( ) اگر a و b دو عدد حقيقی باشند به طوری كه

است؟
۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

(برگرفته از كتاب درسى)- ۴۴ ؟  1 1 1
a b a b++

== ++ ، مقادير حقيقی و ناصفر a و b چنان وجود دارند كه ( , )a b به ازای چند زوج مرتب مانند

۴) بيشتر از ۲  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 
در مسائل مربوط به اثبات بازگشتى بايد رابطه را آن قدر ساده كنيم تا در نهايت به يك رابطة بديهى برسيم.

(برگرفته از كتاب درسى)- ۴۵  ( a >> 0 b و >> 0 كدام يک از نامساوی های زير، نادرست است؟ (

  ab
b
a- ³ 2 (۴   a ab b2 2

0+ + ³ (۳   a b ab+ ³2 (۲   a a+ ³1
2 (۱

در مسائل مربوط به اثبات بازگشتى بايد رابطه را آن قدر ساده كنيم تا در نهايت به يك رابطة بديهى برسيم.
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x طرفين را در ۲ ضرب می كنيم، در اين صورت در نهايت به كدام نامساوی بديهی زير می رسيم؟- ۴۶ y xy x y2 2
1++ ++ ³³ ++ ++ در اثبات نامساوی

(برگرفته از كتاب درسى)  ( ) ( ) ( )x y x y+ + + + + ³2 2 2
1 1 0 (۲   ( ) ( ) ( )x y x y- + - + - ³2 2 2

1 1 0 (۱

( )x y+ + ³1 0
2 (۴    ( )x y+ - ³1 0

2 (۳

a به روش استدلال بازگشتی، به كدام رابطۀ بديهی زير - ۴۷ b ab b a3 3³³ ++ --( ) ، در اثبات نامساوی a b>> اگر a و b دو عدد حقيقی باشند به طوری كه
می رسيم؟

 ( )a b- ³2
0 (۴   a b ab2 2+ ³ (۳   a b2 2

0+ ³ (۲   ( )a b+ ³2
0 (۱

| با استدلال بازگشتی، به كدام رابطۀ همواره درست می رسيم؟- ۴۸ | | | | |a b a b-- ££ -- در اثبات نامساوی

 | | ( )a b a b- = -2 2 (۴   ab ab£ | | (۳   ( )a b- ³2
0 (۲   | |ab ³0 (۱

» با استفاده از گزاره های هم ارز به كدام نامساوی بديهی می رسيم؟- ۴۹ a
b

b
a a b2 2

1 1++ ³³ ++ a باشند: b, >> 0 برای اثبات درستی گزارۀ «اگر

( )a b+ ³2
0 (۲   ( )a b- ³2

0 (۱

( )a b a b+ + + ³2 2 2
0 (۴   ( ) ( )a b a b- + + ³2 2

0 (۳

) به روش بازگشتی، در پايان به كدام نامساوی بديهی می رسيم؟- ۵۰ )( )( )( ) ( )x y z t x y z t xz yt-- -- ++ ++ ££ -- 2 برای اثبات نامساوی

 ( )xt yz- ³2
0 (۲    ( )xy zt- ³2

0 (۱

 ( )xt yz+ ³2
0 (۴    ( )xy zt+ ³2

0 (۳

۵۱ -( b >> 0 a و >> 0 ) از طريق اثبات بازگشتی، كدام گزينه با نامساوی داده شده هم ارز است؟ ( )( )a b a b++ ++ ³³1 1
4 در اثبات نامساوی

( ) ( )a b- + - ³1 1 0
2 2 (۴   a b2 2

0+ ³ (۳   ( )a b+ ³2
0 (۲   ( )a b- ³2

0 (۱

» است؟- ۵۲ ( ) ( ) ( )x y y z x z
2 2 2 2 2 2

0
2 2 2-- ++ -- ++ -- ³³ كدام يک از نامساوی های زير هم ارز گزارۀ «

x y z xyz y z x2 2 2+ + ³ + + + (۲   x y z xy yz+ + ³ + (۱

x y z xy yz zx2 2 2+ + ³ + + (۴   x y z xy yz zx+ + ³ + + (۳

(برگرفته از كتاب درسى)- ۵۳ ) هم ارز باشد، X كدام است؟  )a b X++ ++ ³³
2

0
2 a  با گزارۀ b ab2 2

0++ ++ ³³ اگر گزارۀ

2 22 2a b+ (۴  a b2 2+ (۳  b
2

4
(۲  3

4

2b (۱

(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز)- ۵۴ x برای عدد حقيقی و مثبت x به روش بازگشتی، به كدام رابطۀ بديهی می رسيم؟  x
x

x x
++ ³³

++
1 4

1
در اثبات نامساوی

 ( )x x- ³2
0 (۴   ( )x x - ³1 0

2 (۳   x - ³1 0 (۲   x2 0³ (۱
۵۵ - ( )nÎÎ كدام يک از رابطه های دوشرطی زير نادرست است؟

n2 نيز مضرب ۳ است و برعكس. ۱) اگر n مضرب ۳ باشد،

4 مربع كامل است و برعكس. 1n + ۲) اگر n حاصل ضرب دو عدد متوالی باشد،

3 زوج است و برعكس. 1n + n2 فرد باشد، 2+ ۳) اگر

3 زوج است و برعكس. 1
n - ۴) اگر n فرد باشد،

۵۶ -( | | | |, )x a x³³ >> 0 x به كدام نامساوی بديهی می رسيم؟ a x a x-- ++ ++ ££ 2 در اثبات نامساوی

| |a - ³1 0 (۴   ( )a - ³1 0
2 (۳   a2 0³ (۲   1 0³ (۱

4 به روش بازگشتی، به كدام رابطۀ بديهی می رسيم؟- ۵۷ 1 2 2
2 2x y xy x y++ ++ ³³ ++ ++ برای اثبات نامساوی

 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 0
2 2 2x x y y- + - + - ³ (۲   ( ) ( ) ( )x x y y- + - + - ³1 2 1 0

2 2 2 (۱

 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 0
2 2 2x x y y- + - + - ³ (۴   ( ) ( ) ( )2 1 2 2 1 0

2 2 2x x y y- + - + - ³ (۳

z باشند، m حداكثر برابر چند می تواند - ۵۸ >> 0 y و >> 0 x و >> 0 ) اگر )( ) mx
y

y
z

z
x
y
x

z
y

x
z++ ++ ++ ++ ³³ با استفاده از اثبات بازگشتی می توانيم ثابت كنيم:

باشد تا مطمئن شويم رابطه همواره برقرار است؟
۱۲ (۴  ۹ (۳  ۶ (۲  ۳ (۱
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آزمون درس اول
(برگرفته از كتاب درسى)- ۵۹ كدام گزاره را نمی توان با مثال نقض رد كرد؟ 

۱) مجموع هر دو عدد فرد متوالی همواره بر ۴ بخش پذير است.
. x y x y+ = +  ،y و x ۲) برای هر دو عدد حقيقی

2 اول است. 1
n - ۳) برای هر عدد طبيعی بزرگ تر از يک، عدد

۴) ميانگين ۴ عدد متمايز حقيقی همواره بزرگ تر و يا مساوی دوتای آن ها است.
كدام يک از اعداد زير مثال نقضی است برای گزارۀ «اگر مجموع ارقام يک عدد بر ۶ بخش پذير باشد، آن گاه خود عدد نيز بر ۶ بخش پذير است»؟- ۶۰

۴) گزاره مثال نقض ندارد.  ۹۱۱۱ (۳  ۲۳۱۱ (۲  ۵۱۲۴ (۱
مجموع پنج عدد زوج متوالی همواره مضرب كدام است؟- ۶۱

۶ (۴  ۵ (۳  ۴ (۲  ۳ (۱
(برگرفته از كتاب درسى)- ۶۲ n زوج است؟  n2 2

1

4

( )++ 1 عدد 20££ ££n به ازای چند عدد طبيعی

۱۲ (۴  ۱۱ (۳  ۱۰ (۲  ۹ (۱
(برگرفته از كتاب درسى)- ۶۳  ............... a ab2 + ab ............... و a گويا باشند، b+ b دو عدد گنگ غيرقرينه و a و اگر

۲) ممكن است گويا يا گنگ باشد ـ گنگ است. ۱) گنگ است ـ گنگ است.  
۴) ممكن است گويا يا گنگ باشد ـ ممكن است گويا يا گنگ باشد. ۳)  گنگ است ـ ممكن است گويا يا گنگ باشد. 

(ق.م)- ۶۴ x2 است» هم ارز كدام گزاره است؟   4>> x باشد، آن گاه >> 2 گزارۀ «اگر

x ³ 2 x2 آن گاه 4³ ۲) اگر   x < 2 x2 آن گاه 4< ۱) اگر
x > 2 x2 آن گاه 4> ۴) اگر   x £ 2 x2 آن گاه 4£ ۳) اگر

» در نهايت به كدام نامساوی بديهی می رسيم كه ارزش آن با ارزش اين گزاره برابر است؟- ۶۵ a a++ ³³1
2 a باشد، >> 0 در اثبات گزارۀ «اگر

(برگرفته از كتاب درسى)  ( )a - ³1 0
2 (۴  ( )a + ³1 0

2 (۳  a2 1 0- > (۲  a2 1 0+ > (۱
1 از طريق اثبات بازگشتی، رابطۀ درست به دست آمده كدام است؟- ۶۶ 1 4

4 4 4 4a b a b
++ ³³

++
در اثبات نامساوی

 ( )a b4 4 2
0+ ³ (۲    a b8 8

0+ ³ (۱

 ( ) ( ) ( )a b a b a b- + + ³2 2 2 2 2
0 (۴   ( ) ( ) ( )a b a b a b+ - - ³2 2 2 2 4 4 2

0 (۳
a ............... است.- ۶۷ b++ an زوج باشد، n ............... و bn2

1++ ++ اگر a و b عددهايی صحيح و n عددی طبيعی باشد و

۴) فرد ـ فرد ۳) فرد ـ زوج  ۲) زوج ـ فرد  ۱) زوج ـ زوج 

۶۸ -( x y>> xy به كمک اثبات بازگشتی به كدام رابطۀ بديهی می رسيم؟ (x و y دو عدد حقيقی مثبت هستند به طوری كه
y
x x y

2 2

3-- ³³ --( ) در اثبات رابطۀ

 ( )3 0
2x y- ³ (۴   ( )x y- ³3 0

2 (۳   ( )x y- ³2 0
2 (۲   ( )x y- ³2

0 (۱

درس ۲: بخش پذیری در اعداد صحیح 

ويژگی های بخش پذيری 

 سؤال هاى آغازين اين بخش اگرچه ممكن است ساده به نظر برسند اما سؤال هاى مفهومى هستند و يادگرفتنشان ضرورى است.

(برگرفته از كتاب درسى)- ۶۹ اگر b ،a و c سه عدد طبيعی باشند، كدام گزينه درست نيست؟ 
 a b a c a| | | bcÙ Þ (۲    a b| | |Ù Þb c a c (۱
a b a c a b c| | |Ù Þ + (۴    a bc a a b| | |cÞ Ú (۳

(برگرفته از كتاب درسى)- ۷۰ چندتا از رابطه های زير درست است؟ 

a b c a b a| | |c++ ÞÞ ÚÚ bcالف) b c| | |a a aÞÞ ÙÙ aب) b a c b c| |ÞÞ ++ ++ پ)
۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

(ق.م)- ۷۱ ، آن گاه:  a b a−− | اگر
 a b b− | (۴   a b| (۳   b a b| − (۲   a a b| − (۱

، كدام نتيجه گيری درست نيست؟- ۷۲ a b c++ |2 a و b a c++ ++| اگر
 a b b+ |2 (۴   a b a+ |2 (۳   a b b c+ +|2 (۲   a b a c+ -| (۱

 سؤال هاى آغازين اين بخش اگرچه ممكن است ساده به نظر برسند اما سؤال هاى مفهومى هستند و يادگرفتنشان ضرورى است.



نسخۀ کاغذی کتاب شامل بانک تست هندسۀ کنکور

در نسخۀ كاغذی كتاب، حدود ۱۸۰۰ تست موضوعی و طبقه بندی شده وجود دارد. در هر موضوع تست ها را از آسان به سخت چيده ايم. 

برايتان مشخص  با آدرس  تمام مفاهيم كتاب درسی، تست های كنكور های اخير و آزمون های آزمايشی خيلی سبز را پوشش داده ايم و 

كرده ايم. همچنين برای سه فصل اول كه مربوط به سال دوازدهم است، در پايان هر فصل يک آزمون برايتان طرح كرده ايم.

نسخۀ EBOOK پاسخ های تشریحی

در اين قسمت، پاسخ های كاملاً تشريحی، گام بندی شده و آموزنده را برايتان آماده كرده ايم. در اين پاسخ ها از روش های خلاقانه (تيزبازی ها)، 

نكات، شفاف سازی ها، تله ها و .... استفاده كرديم تا پاسخ ها بيشتر و بيشتر آموزنده و قابل فهم باشند.

نسخۀ EBOOK درس نامه 

درس نامه هايی كاملاً خود آموز، با مثال هايی كاربردی و هماهنگ با بانک تست برايتان گذاشته ايم تا با مطالعۀ آن ها بتوانيد به راحتی تمام 

تست های بانک تست را جواب بدهيد. اين درس نامه ها تمام مفاهيم هندسۀ كنكور را پوشش می دهند.

نسخه های EBOOK را می توانيد با اسکن QR CODE دريافت کنيد و از محتوای بی نظير آن ها لذت ببريد.

.



۵   ........................................................................ فصل اول  ماتریس و کاربردها 

۶   ................................................................ درس اول: ماتریس و اعمال روی ماتریس ها 

۱۵ درس دوم: وارون ماتریس و دترمینان .........................................................................  

۳۴   .............................................................. فصل دوم  آشنایی با مقاطع مخروطی 

۳۵   .......................................................................................... درس اول: مکان هندسی 

۳۵   ..................................................................................................... درس دوم: دایره 

۴۱   ................................................................................................... درس سوم: بیضی 

۴۷   ................................................................................................. درس چهارم: سهمی 

۵۳ فصل سوم  بردارها .........................................................................................  

۵۴   ....................................................................................  3 درس اول: معرفی فضای 

۶۱ درس دوم: ضرب داخلی دو بردار ................................................................................  

۶۸   .............................................................................. درس سوم: ضرب خارجی دو بردار 

۷۳ فصل چهارم  ترسیم های هندسی و استدلال ..........................................................  

 ۸۱   ......................................................... فصل پنجم  قضیۀ تالس، تشابه و کاربردها 

۹۵   ................................................................................. فصل ششم  چندضلعی ها 

۱۰۸   ............................................................................... فصل هفتم  تجسم فضایی 

۱۱۷   ........................................................................................... فصل هشتم دایره 

۱۲۹ فصل نهم  تبدیل های هندسی و کاربردها ..........................................................  

۱۳۸   ..................................................................... فصل دهم  روابط طولی در مثلث 

۱۴۸   ............................................................................................. پاسخنامۀ کلیدی   
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ماتریس و 
كاربردها

مباحث مهم و پرسؤال اعمال روى ماتريس ها ـ دترمينان ـ وارون ماتريس

مباحث پیش نیاز كمى معادلۀ خط و مهارت محاسبه با چهار عمل اصلى

فصل های مرتبط با کتاب درسی فصل 1 كتاب درسى هندسۀ سال دوازدهم

حرف آخر اين فصل كاملاً مستقل است و يك تست مستقيماً در كنكور دارد كه با تمرين 

كافى مى توان آن را پاسخ داد.

به فصل ماتریس و کاربردها خوش آمدید.
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درس ۱: ماتریس و اعمال روی ماتریس ها 

معرفی ماتریس

، كدام گزي نه صحيح نيست؟- ۱ A == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 2 3

1 2 0

4 1 2

در ماتريس

 ( , , )i aii= =1 2 3 2 (۴   a
31

3= (۳   a
32

1= (۲   a
21

1= - (۱

، كدام گزينه صحيح است؟- ۲ A ==
--

éé

ëë

êê
êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú
úú

1 2 3

1 3 7

7 1 2

5 2 9

در ماتريس

 a
12

1= - (۴   a
31

3= (۳   a
42

2= (۲ 3 است.  4´ ۱) مرتبۀ ماتريس

a كدام است؟- ۳ a a44 32 12-- ++ در ماتريس رو به رو حاصل

A ==
--

éé

ëë

êê
êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú
úú

1 2 3 5

0 1 2 1

7 6 0 4

5 2 0 3

 ۱ (۱
 ۲ (۲

  -1(۳
 -2 (۴

ai2 مربوط به ............... و حداكثر مقدار i برابر ............... است.- ۴ A تمام درايه های به صورت aij== ´́[ ]3 5 در ماتريس

۴) سطر دوم ـ ۳ ۳) ستون دوم ـ ۵  ۲) سطر دوم ـ ۵  ۱) ستون دوم ـ ۳ 
) از تعداد سطرهای آن ۵ تا بيشتر باشد، ستون سوم آن چند درايه دارد؟- ۵ ) ( n )3 1 5 2n ++ ´́ -- اگر تعداد ستون های ماتريس A از مرتبۀ

۱۸ (۴  ۱۳ (۳  ۵ (۲  ۴ (۱

a كدام است؟- ۶ b c++ ++ A، مقدار
b

b a c
c

==

-- ++

-- ++
-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 4 3

3 8 2 7

3 1 0

3 a و aij ji== -- در ماتريس A می دانيم

۲ (۴  ۱ (۳   -2 (۲   -1(۱

a كدام است؟- ۷ a a21
2

12 332-- ++ A، حداقل مقدار عبارت x y
x

==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 1

3 2

4 0 5

در ماتريس

۴ (۴  ۶ (۳  ۷ (۲  ۸ (۱

تعریف ماتریس با درایۀ عمومی

A كدام است؟- ۸ i j== ++ ´́[ ]2
2
3 3 مجموع درايه های سطر اول ماتريس

۲۰ (۴  ۱۹ (۳  ۱۸ (۲  ۱۷ (۱
A اگر درايۀ واقع بر سطر سوم و ستون سوم ماتريس، صفر باشد، مجموع درايه های اين ماتريس كدام است؟- ۹ i j== -- ´́[m ]2 3 3 در ماتريس

۱۵ (۴  ۱۴ (۳  ۱۳ (۲  ۱۲ (۱

a مجموع درايه های سطر دوم كدام است؟- ۱۰
i j i j
ij i jij==
++ ³³

<<
ìì
íí
îî

A و aij== ´́[ ]3 3 در ماتريس

۱۴ (۴  ۱۳ (۳  ۱۲ (۲  ۱۱ (۱
A را به صورت زير نمايش دهيم، مجموع درايه های سطر دوم ماتريس B و ستون اول ماتريس C كدام است؟- ۱۱ i j== ++ ´́[ ]2

3 3 اگر ماتريس

A B
C

==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2

5

11 12

 ۲۲ (۱
 ۲۳ (۲
 ۲۴ (۳
۲۵ (۴

A برابر كدام گزينه است؟- ۱۲ ==
--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0 7

3 4
ماتريس

 [i ]2 3

2 2
- ´j (۴   [ ]j i3 2

2 2
- ´ (۳   [i ]2

2 2- ´j (۲   [ ]j i2
2 2- ´ (۱
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كدام تعريف برای تعريف درايۀ عمومی ماتريس رو به رو صحيح است؟- ۱۳
 A ==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 3 4

2 4 5

3 3 9

 

a

i j i j

j i j
i i j

ij =

+ <

=
>

ì

í
ï

î
ï

2 (۴   a
i j i j

i i j
j i j

ij =

- + <

=
>

ì

í
ï

î
ï

2 1

2 (۳   a
i j i j

i j i jij =
+ <

+ ³

ì
í
ï

îï

2
2 (۲   a

i j i j
ij i jij =
+ <

³
ì
í
î

(۱

A اگر مجموع درايه های سطر دوم برابر ۳۴ باشد، آن گاه مجموع درايه های ستون سوم اين ماتريس كدام است؟- ۱۴ i j n n== ++ ´́[ ]3 در ماتريس
۴۸ (۴  ۴۲ (۳  ۳۶ (۲  ۳۰ (۱

an2 كدام است؟- ۱۵ 10 درايۀ سطر چهارم و ستون پنجم است. در اين ماتريس
9

A درايۀ سطر دوم و ستون آخر، i j n n== ++ ++ ´́[ ]2 4 در ماتريس
 ۲۰ (۴  ۱۷ (۳  ۱۵ (۲  ۱۴(۱

A كدام است؟- ۱۶ i j== -- ´́[sin( )]5 5 مجموع درايه های ماتريس
 25 5sin (۴   5 5sin (۳   5 2sin (۲ ۱) صفر 

ماتریس های مربعی

A كدام است؟- ۱۷ i ij== --[ ]2 اگر ماتريس A، يک ماتريس مربعی با دو ستون باشد، مجموع درايه های آن با توجه به تعريف
۲ (۴  ۱ (۳ ۲) صفر    -1(۱

A مربعی باشد، حاصل جمع درايه های روی قطر فرعی كدام است؟- ۱۸ n i j== ++ -- -- ´́ --[ ]( n) (n )2 5 1 اگر ماتريس
۹ (۴  ۱۰ (۳  ۱۱ (۲  ۱۲ (۱

a تعريف شده باشند، مجموع درايه های بالای قطر اصلی كدام است؟- ۱۹
i j i j
ij i j
i j i j

ij==
++ <<
-- ==
-- >>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

1

2

A به صورت aij== ´́[ ]3 3 اگر درايه های ماتريس

۱۳ (۴  ۱۲ (۳  ۱۱ (۲  ۱۰ (۱
A، مجموع درايه های بالای قطر اصلی چند برابر مجموع درايه های پايين قطر اصلی است؟- ۲۰ i j== ++ ´́[ ]3 3

4 4 در ماتريس
۱۶ (۴  ۴ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

a به دست می آيند. اگر مجموع درايه های بالای قطر اصلی سه برابر مجموع درايه های - ۲۱
mi j i j

i i j
i j i j

ij ==

++ <<

==
-- >>

ìì

íí
ïï

îî
ïï
4

2 A درايه ها از دستور aij== ´́[ ]3 3 در ماتريس

زير قطر اصلی باشد، m كدام است؟
-2 (۴  ۲ (۳  ۱ (۲   -1(۱

ماتریس های سطری و ستونی، قطری، اسکالر و صفر

a41 كدام است؟- ۲۲ A ستونی باشد، ni j n n== -- ´́ --[ ]( ) ( )2 3 5 اگر ماتريس
۹ (۴  ۸ (۳  ۷ (۲  ۶ (۱

A يک ماتريس قطری باشد، مجموع درايه های قطر اصلی ماتريس كدام است؟- ۲۳
x x

x x
==

++ --

-- --

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

3 2

3 4

1 1

1 1
اگر ماتريس

۴) صفر  ۱ (۳  ۲ (۲  ۳ (۱
n ستون است.  اگر ماتريس A سطری باشد، كدام ماتريس قطری است؟- ۲۴ ++ 2 n سطر و -- 4 ماتريس A دارای

n n- -é

ë
ê

ù

û
ú

2 5

0 4
(۴   

3 4

2 1

n
n n

-
+ -

é

ë
ê

ù

û
ú (۳   

n
n n

+
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

2 0

4 2
(۲   

n
n

+
-

é

ë
ê

ù

û
ú

2 1

0 4
(۱

B ماتريس مربعی باشد، كدام گزينه ماتريس صفر است؟- ۲۵ m4´́ A ماتريس ستونی و m n3 ´́ اگر

n m
n m

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

2 3

2 3
(۴   

n m
n m

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

1 4

1 4
(۳   

n m
n m

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

4 2

3 3
(۲   

m n
n m

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 3
(۱

a به دست آيد، حاصل جمع درايه های روی قطر فرعی كدام است؟- ۲۶
a b i j
a b i j
a b i j

ij==
-- <<
-- ++ ==

-- -- >>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

3 2

2 1

5

A از رابطۀ aij== ´́[ ]5 5 اگر درايه های ماتريس اسكالر

۱۰ (۴  ۴ (۳  ۲ (۲ ۱) صفر 
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تساوی دو ماتریس

Bm با هم برابر باشند، مجموع درايه های ستون دوم ماتريس B كدام است؟- ۲۷ n´́ A و m

n

==

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 1

2

1
2

اگر دو ماتريس

۸ (۴  ۷ (۳  ۶ (۲  ۵ (۱

x كدام است؟- ۲۸ y++  برابر باشند، مقدار
x y

x y
--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 2
2

 و
0 2

1
3y y--

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

اگر دو ماتريس

۴) هيچ مقداری برای x و y نمی توان يافت.  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

a كدام است؟- ۲۹ b c d++ ++ ++  با هم برابر باشند، حاصل
2 0 3

1 2

a b c d
d c b

++ ++
++

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú  و

3 0 1

1 2b c
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú اگر دو ماتريس

۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

اعمال مقدماتی روی ماتریس ها

a كدام است؟- ۳۰ b-- A باشد، آن گاه مقدار B I++ == 2 B و
a b b

b
==

++ --
-- ++

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

3 3 5
A و ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 0
اگر

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) هيچ مقداری برای a و b پيدا نمی شود. 

A، آن گاه مجموع درايه های ماتريس B كدام است؟- ۳۱ B-- ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

0 3
A و B++ ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 0

2 1
اگر برای دو ماتريس A و B داشته باشيم:

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

A كدام است؟- ۳۲ B++ B باشد، مجموع درايه های سطر دوم ماتريس ij== -- ´́[ ]2 3 3 ،A i j== ++ ´́[ ]2
3 3 اگر

۲۵ (۴  ۲۴ (۳  ۲۳ (۲  ۲۲ (۱

C تعريف كنيم، مجموع درايه های روی قطر اصلی C كدام است؟- ۳۳ A B== --3 B و ماتريس C را به صورت == -- -- ´́[j i ]3 4 4 ،A i j== ++ ´́[ ]2
4 4 اگر

۱۳۴ (۴  ۱۳۳ (۳  ۱۳۲ (۲  ۱۳۱ (۱
A ماتريس همانی است، مجموع درايه های ماتريس C كدام است؟- ۳۴ B C++ --2 C3 و بدانيم ماتريس 3´́ B و j== -- ´́[ ]1 3 3 ،A i== ++ ´́[ ]1 3 3 اگر

۴۲ (۴  ۴۱ (۳  ۴۰ (۲  ۳۹ (۱

I كدام است؟- ۳۵ A-- 2 3، مجموع درايه های قطر فرعی ماتريس
0 1

1 3
A ni j n n++ ++ ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú´́[ ] از رابطۀ ماتريسی

۳ (۴  ۴ (۳  ۵ (۲  ۶ (۱

ضرب ماتریس ها

A، مرتبۀ ماتريس A كدام است؟- ۳۶ == ´́ ´́´́ ´́ ´́[ ] [ ] [ ]· · ·3 4 4 5 5 2 در حاصل ضرب

5 2´ (۴   4 5´ (۳   2 3´ (۲   3 2´ (۱

C، كدام ضرب قابل تعريف است؟- ۳۷ == ´́[ ]· 4 3 B و [ ]== ´́· 3 3 ،A == ´́[ ]· 2 3 اگر

۴) هيچ كدام   BAC (۳  ACB (۲  ABC (۱

AB باشد، x كدام است؟- ۳۸ == ++1 B و
x

==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

5

0

،A == --[ ]3 1 0 اگر

۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

، اختلاف درايۀ سطر اول و ستون دوم ماتريس های AB و BA كدام است؟- ۳۹ B ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1 0

2 4 3
A و == --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 5

1 0

2 1

اگر

۱۵ (۴  ۱۴ (۳  ۱۳ (۲  ۱۲ (۱

a كدام است؟- ۴۰ b-- B و ماتريس AB قطری باشد، آن گاه حاصل ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 2
،A

a
b

==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4

1
اگر

 -7 (۴  ۷ (۳  ۱ (۲   -1 (۱
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b است، كدام - ۴۱
i j i j

i j
i j

ij ==
-- <<

==
>>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2

2

0

a و
i j

i j i jij ==
<<

-- ³³
ìì
íí
îî

0

2
B كه bij== ´́[ ]3 3 A و aij== ´́[ ]3 3 A، با فرض  B´́ حاصل ضرب درايه های قطر اصلیِ ماتريس 

است؟
۴) صفر   -1(۳   -2 (۲   -3 (۱

(خارج 98)- ۴۲  يک ماتريس قطری است؟ 
x

y

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ´́

--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 4

2 3 1

2 2

1 0

1

به ازای كدام مقدار x و y، ماتريس

x y= = -1 5, (۴   x y= = -2 5, (۳   x y= = -2 7, (۲   x y= = -1 7, (۱

x كدام است؟- ۴۳ y z++ ++ B و AB ماتريسی اسكالر باشد، حاصل
y x

x==
--

--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1

0 0

1 1 1

،A
y z y

z
z

==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 0 4

0 0

اگر

AB (۴ نمی تواند اسكالر باشد. ۳) صفر   ۱ (۲   -1(۱

] كدام است؟- ۴۴ ]x x
x

x
3 1

3 2 1

0 1

1 1 3

1 0--
--

--
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

== مجموع مقادير x از معادلۀ

 -1(۴  ۱ (۳   - 1

2
(۲   1

2
(۱

A، آن گاه مجموع درايه های ماتريس A كدام است؟- ۴۵
a b
c d

e f
.[ ]2 3 7

4

12

21

==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

اگر

۱۴ (۴  ۱۲ (۳  ۱۱ (۲  ۱۰ (۱

(سراسرى 98)- ۴۶ ، عدد غيرصفر x ، كدام است؟  [ ]x x
x
x2 1

3 1 1

4 0 2

1 2 0

2

1

0--
--

--
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

== از رابطۀ ماتريسی

 3
5

(۴   4
9

(۳   3
8

(۲   2
9

(۱

و فرعی - ۴۷ اصلی  درايه های قطر  x، مجموع  مقدار  ازای كدام  به  باشد،   D ABC== C و ==
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 1 0

1 0 1

0 1 0

،B
x

x
x

==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1
1 1

1 1
، A == --

-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 0

1 1 1

0 2 1

اگر

(سراسرى نوبت اول 1402) ماتريس D برابر هستند؟ 
۶ (۴  ۵ (۳   -3 (۲   -4 (۱

b كدام است؟- ۴۸ a c1 2 4++ ++ ، حاصل مقدار

1

2

3

4

2 2 0 8

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

éé

ëë

êê
êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú
úú

´́ ==
--

éé

ëë

êê
êê
êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
A

a a a a

b b b b
c c c c

úúúú
úú
úú
úú

در رابطۀ ماتريسی

۱۵ (۴  ۱۶ (۳  ۱۷ (۲  ۱۸ (۱

-- برقرار باشد، m كدام است؟- ۴۹ ++ -- ==aa bb 3 ] باشند و رابطۀ ]1 2 1

1

0 2

3
4

--
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==

x

x

x
m bb جواب های معادلۀ aa» اگر

-37 (۴   -13 (۳  ۳۷ (۲  ۱۳ (۱

Cij درایۀ خاص 

C باشد، در اين صورت درايۀ سطر دوم و ستون سوم ماتريس C كدام است؟- ۵۰ BA== B و j== -- ´́[ ]1 3 2 ،A i== ++ ´́[ ]1 2 3 فرض كنيد
۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

، مقدار xy كدام است؟- ۵۱ c y22 2== c11 و 4== C بدانيم AB== B و در ماتريس y==
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

5 1

2

1 4

،A
x

==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

2 0 3
اگر

 -10 (۴  ۱۰ (۳   -5 (۲  ۵ (۱
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(سراسرى 1400)- ۵۲ ، مجموع درايه های سطر سوم ماتريس A كدام است؟  A ==
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

1 0 1

0 1 0

0 1 1

7 8 4

3 2 5

6 9 3

0 1 1

1 0 0

0 1 1

úúúú
úú
úú

فرض كنيد

۱۳ (۴  ۱۲ (۳  ۵ (۲  ۳ (۱

(خارج 99)- ۵۳ A4 كدام است؟  A باشد، درايه های سطر اول ماتريس ==
--
--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3 3 4

2 3 4

0 1 1

اگر

 1 0 1[ ] (۴   0 0 1[ ] (۳   1 0 0[ ] (۲   0 1 0[ ] (۱

(سراسرى 99)- ۵۴ A3 كدام است؟  A باشد، درايه های سطر اول ماتريس == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 1 5

3 0 4

1 0 2

اگر

30 6 86[ ] (۴   24 8 86[ ] (۳   30 6 78[ ] (۲   30 6 64[ ] (۱

(سراسرى خارج 1401)- ۵۵ A3 كدام است؟  A باشد، درايه های سطر اول ماتريس ==
--
--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3 3 4

2 3 4

0 1 1

اگر

 9 5 7-[ ] (۴   1 0 2-[ ] (۳   9 12 16[ ] (۲   1 1 0-[ ] (۱

(سراسرى نوبت اول 1403)- ۵۶ A3 كدام است؟  A باشد، سطر سوم ماتريس ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 1

0 2 0

2 1 1

اگر

 7 5 2-[ ] (۴   7 5 5-[ ] (۳   -[ ]10 1 7 (۲   -[ ]10 1 5 (۱

(سراسرى 97)- ۵۷ C2 كدام است؟  C، مجموع درايه های قطر اصلی ماتريس
A
B

==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú B و ==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1

6

1

2
1 4

1

24

1

8

1

4
1

، A ==
éé

ëë

êê
êê

ùù

ûû

úú
úú

1 3 6 24

1

3
1 2 8

اگر

۲۴ (۴  ۲۰ (۳  ۱۸ (۲  ۱۶ (۱

خواص ضرب ماتریس ها

AB با كدام ماتريس برابر است؟- ۵۸ B-- 2 ماتريس
 ( )BA I- (۴   ( )A B B- (۳   B A I( )- (۲   B A B( )- (۱

B ،A و C سه ماتريس مربعی مرتبۀ ۴ و I ماتريس همانی مرتبۀ ۴ است. كدام گزينه در حالت كلی صحيح نيست؟- ۵۹

 BA B B I A+ = +( ) (۲    AB AC A B C+ = +( ) (۱

 AB CA A B C- = -( ) (۴    AB CB A C B- = -( ) (۳

) كدام است؟- ۶۰ )( )A B A B++ -- 2 BA باشد، حاصل A== -- AB و B== 2 اگر
A (۴   2 2B A+ (۳  B (۲   A B- 2 (۱

A كدام است؟- ۶۱ B BA2 2-- AB باشد، حاصل BA I-- == 2 اگر
 4B (۴   4A (۳   2B (۲   2A (۱

AB كدام است؟- ۶۲ B A++ -- B باشد، ماتريس I-- ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0

3 4
A و I++ ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 1

2 0
اگر

 
-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

5 3

1 1
(۴   

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

6 3

2 0
(۳   

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

5 4

2 1
(۲   

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

6 4

2 0
(۱

) كدام است؟- ۶۳ )( )AB B C CA++ --3 2 BC، ماتريس حاصل عبارت I== A و B و C ماتريس های مرتبۀ ۲ باشند و ij== -- ´́[ ]3 2 2 اگر

 
4 4

4 8-
é

ë
ê

ù

û
ú (۴   

3 3

3 6-
é

ë
ê

ù

û
ú (۳   

2 2

2 4-
é

ë
ê

ù

û
ú (۲   

1 1

1 2-
é

ë
ê

ù

û
ú (۱

A كدام است؟- ۶۴ BC B AB( )-- ++ 2 C، مجموع درايه های سطر سوم ماتريس i j== ++ -- ´́[ ]2
3 33 B و ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0 4

1 5 2
، A == --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2

1 0

3 1

اگر

۴۰۱ (۴  ۴۰۲ (۳  ۴۰۳ (۲  ۴۰۴ (۱
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۶۵ - A B A B
0 3

6 1

3

2

2 2

4
4

3
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú --

--

éé

ëë

êê
êê

ùù

ûû

úú
úú

AB باشد، حاصل ضرب درايه های غيرواقع بر قطر اصلی ماتريس  ==
éé

ëë

êê
êê

ùù

ûû

úú
úú

3 2

1

2

1

3

اگر A و B دو ماتريس مربعی مرتبۀ ۲ و

(سراسرى نوبت اول 1403) كدام است؟ 
 -9 (۴  ۹ (۳   -3 (۲  ۳ (۱

به توان رساندن ماتریس ها

A كدام است؟- ۶۶ A2 -- A باشد، آن گاه ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

0 2
اگر ماتريس

 
1 0

0 1

é

ë
ê

ù

û
ú (۴   

0 3

0 0

é

ë
ê

ù

û
ú (۳   

2 3

0 2

é

ë
ê

ù

û
ú (۲   

2 0

0 2

é

ë
ê

ù

û
ú (۱

A2 كدام است؟- ۶۷ a تعريف شده است. مجموع درايه های
i j
i jij==

³³
-- <<

ìì
íí
îî

2

1
A به صورت aij== ´́[ ]3 3 ماتريس

۱۲ (۴  ۹ (۳  ۶ (۲  ۳ (۱

) كدام است؟- ۶۸ )( )AC BC A B2 2++ ++ C باشد، مجموع درايه های ماتريس ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 0

0 3
A و B++ ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 3

0 1
اگر

۱۲۹ (۴  ۱۲۸ (۳  ۱۲۷ (۲  ۱۲۶ (۱

b كدام است؟- ۶۹ a-- A ماتريس صفر باشد، B2 -- B و
a b

a b
==

++
--

-- ++

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 2

2 2 1

2 1 4

، A == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 2

0 1 1

2 1 0

اگر

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲  ۵ (۱

 باشد؟- ۷۰
9 0 0

0 9 0

3 1 9

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

A2 برابر با A وجود دارد، به طوری كه ماتريس
a
b a
c b a

==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 0
0 چند ماتريس به صورت

۴) صفر  ۸ (۳  ۴ (۲  ۲ (۱

A3 كدام است؟- ۷۱ A باشد، مجموع درايه های روی قطر اصلی == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 3 1

0 1 4

0 0 3

اگر

۳۶ (۴  ۳۵ (۳  ۳۴ (۲  ۳۳ (۱
A4 كدام است؟- ۷۲ 2-- است. مجموع درايه های ستون سوم ماتريس مجموع درايه های سطر دوم ماتريس اسكالر A از مرتبۀ ۴ است، برابر

۱۷ (۴  ۱۶ (۳  ۱۵ (۲  ۱۴ (۱

A70 با كدام ماتريس برابر است؟- ۷۳ A، آن گاه == ´́[ ]1
3 3 3 اگر

A20 (۴   A I20
2+ (۳   A I20 + (۲   A I20 - (۱

A5 كدام است؟- ۷۴ A باشد، مجموع درايه های ماتريس A2 == A و n n== ´́[ ]1
4

اگر

۸ (۴  ۴ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

محاسبۀ توان ماتریس های متناوب و خاص

A201 كدام است؟- ۷۵ A باشد، I2 == اگر

 -A (۴  A (۳   -I (۲  I (۱
A18 كدام است؟- ۷۶ A باشد، I2 2== اگر

 256I (۴   512I (۳   256A (۲   512A (۱
A17 كدام است؟- ۷۷ A باشد، A2 == -- اگر

 -I (۴   I (۳   -A (۲  A (۱

) كدام است؟- ۷۸ )A I2 3-- A باشد، آن گاه O3 == اگر

 3 2A I+ (۴   3 2A I- (۳   3A I+ (۲   3A I- (۱
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A7 كدام است؟- ۷۹ A باشد، A2 2== -- اگر

 32 2A (۴   -32 2A (۳   64 2A (۲   -64 2A (۱

An كدام می  تواند باشد؟- ۸۰ ، آن گاه حاصل ضرب درايه های ستون اول A ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 0

1 2
اگر

 19 2
37´ (۴   19 2

39´ (۳   21 2
37´ (۲   21 2

39´ (۱

A كدام است؟- ۸۱ A5 6++ ، مجموع درايه های A ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0 2

3 0
اگر

 -568 (۴   -528 (۳   -468 (۲   -428 (۱

n ،An كدام است؟- ۸۲ ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 27

0 1
A و ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 3

0 1
اگر

۱۲ (۴  ۹ (۳  ۶ (۲  ۳ (۱

BAn باشد، n كدام است؟- ۸۳ ==
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

80 80

16 16
B و ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 2

1 0
، A ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1
1 1

اگر

۳ (۴  ۴ (۳  ۵ (۲  ۶ (۱

A12 كدام است؟- ۸۴ A باشد، مجموع درايه های ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 1

0 0 0

1 1 1

اگر

 3 2
13´ (۴   3 2

12´ (۳   3 2
11´ (۲   3 2

10´ (۱

A كدام است؟- ۸۵ A A6 8 10++ ++ ، آن گاه مجموع درايه های ماتريس A ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1
1 1

اگر

۵۶ (۴  ۳۲ (۳  ۲۸ (۲  ۱۶ (۱

x كدام است؟ - ۸۶ == 15
 A به ازای A A I12 11 3++ -- ++ x داريم. مجموع درايه های ماتريس k¹¹ pp

2 A را با شرط
x x

x x
==

--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

cot sin

sin cot

1

1
ماتريس

۸ (۴  ۴ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

A كدام است؟- ۸۷ A70 30++ A، حاصل ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

cos sin
sin cos

qq qq
qq qq

اگر

 A I+ 2 (۴   A I+ (۳   2A (۲   2I (۱

A5 كدام است؟- ۸۸ ، مجموع درايه های A ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

1 2
اگر

۴۹۰ (۴  ۴۸۸ (۳  ۴۸۶ (۲  ۴۸۴ (۱

) كدام است؟- ۸۹ )( )( )A I A A I A A I2 2 3 2 2-- ++ ++ -- ++ A باشد، مجموع درايه های ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0 2

3 0
اگر

 -436 (۴   -434 (۳   -432 (۲   -430 (۱

A4 كدام است؟- ۹۰ ، حاصل جمع درايه های ماتريس A ==
--

-- --
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 1
1 1 1
1 1 1

در ماتريس

۹ (۴  ۲۴۳ (۳  ۲۷ (۲  ۸۱ (۱

2 كدام است؟- ۹۱ 3
2 3 5A A A A++ ++ ++  باشد، مجموع درايه های

0 0 0

1 0 0

3 2 0

--
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

اگر ماتريس A به صورت

۸ (۴  ۶ (۳  ۴ (۲  ۲ (۱

A3 كدام است؟- ۹۲ A باشد، مجموع درايه های ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 2

0 1 3

0 0 1

اگر

۱۴ (۴  ۱۶ (۳  ۱۸ (۲  ۲۰ (۱
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A6 كدام است؟ - ۹۳ A باشد، مجموع درايه های ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 2

0 1 3

0 0 1

اگر

۸۷ (۴  ۸۶ (۳  ۸۵ (۲  ۸۴ (۱

) كدام است؟- ۹۴ )2 2A B-- B2 باشد، سطر اول ماتريس

9 0 3

4 8 5

4 1 11

==
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

AB و ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 7 4

9 6 5

9 7 4

، A2

1 8 4

4 3 8

2 8 3

==
--
--

-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

،BA ==
-- --
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 3 4

3 7 7

5 1 0

اگر

10 24 3- -[ ] (۴   10 24 3-[ ] (۳   11 24 3[ ] (۲   11 24 3-[ ] (۱

) كدام - ۹۵ )( )A B A B++ -- 3 AB باشد، ستون سوم ماتريس ==
-- --

-- --
-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 4 2

0 6 2

8 2 4

A2 و

4 0 0

0 4 0

0 0 4

==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

، B2

3 9 1

4 8 5

12 3 1

==
-- --

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

اگر A اسكالر مرتبۀ ۳ و
است؟

 
1

11

15-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(۴   
1

11

15

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(۳   
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

11

15

(۲   
-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

11

15

(۱

A21 كدام است؟- ۹۶ A باشد، مجموع درايه های ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 1
1 1 1
1 1 1

اگر

3
22 (۴   321 (۳   320 (۲   319 (۱

A2024 كدام است؟- ۹۷ ، آن گاه مجموع درايه های ماتريس A == -- -- --
-- -- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 1
1 1 1
1 1 1

اگر

 -3 (۴  ۳ (۳   -2 (۲  ۲ (۱

A باشد، m كدام است؟- ۹۸ A mI O8 6
3-- -- == A باشد و ==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4 3

4 4
اگر

۶۴ (۴  ۳۲ (۳  ۱۶ (۲  ۸ (۱

B، برای a چند عدد طبيعی يک رقمی وجود دارد؟- ۹۹ BAB B A( )4 64== A و داشته باشيم ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 2
2 2

B و
a

==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1

0 1
اگر

۹ (۴  ۵ (۳  ۴ (۲ ۱) صفر 

An برابر كدام گزينه می تواند باشد؟- ۱۰۰ ، مجموع درايه های A ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 3

0 1
اگر

 -176 (۴   -174 (۳   -172 (۲   -170 (۱

A كدام عدد نمی تواند باشد؟- ۱۰۱ A A An1 2 3´́ ´́ ´́ ´́ A تعريف كنيم، مجموع درايه های
n

n ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1

0 1
2 را به صورت 2´́ اگر دنبالۀ ماتريس های

۶۷ (۴  ۴۷ (۳  ۳۸ (۲  ۳۰ (۱

۱۰۲ - ( )nÎÎ A كدام است؟ A An n n2 2 1 2 2++ ++++ ++ A باشد، مجموع درايه های ==
-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 0

0 1 0

2 3 1

اگر

۱۰ (۴  ۹ (۳  ۸ (۲  ۷ (۱
) كدام است؟- ۱۰۳ )2

8A I++ A باشد، حاصل O2 == اگر

 I A+ 64 (۴   I A+ 32 (۳   I A+16 (۲   I A+ 8 (۱

A كدام است؟- ۱۰۴ A I( )2
6-- A، حاصل O3 == اگر برای ماتريس A بدانيم 

 2 11
2A A- (۴   A A-12 2 (۳   2 7

2A A- (۲   A A- 7
2 (۱

) كدام است؟- ۱۰۵ )A I-- 10 ، مجموع درايه های سطر دوم ماتريس A ==
--

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

1 2
اگر

-1(۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 
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A4 كدام است؟- ۱۰۶ BA باشد، ماتريس B3 2== AB و A== اگر

 B A2 (۴  I (۳   AB2 (۲   A2 (۱

) كدام است؟- ۱۰۷ )A I-- 2
4 A باشد، حاصل A2

3== اگر

 8 5I A- (۴   8 3I A- (۳   16 5I A- (۲   16 3I A- (۱

A كدام است؟- ۱۰۸ A I3 5( )++ ، ماتريس A A2 == اگر برای ماتريس A بدانيم 

 64A (۴   32A (۳   16A (۲   8A (۱

B3 كدام است؟- ۱۰۹ B باشد، آن گاه حاصل A I== ++2 A و A2
3== اگر

 118A I+ (۴   116A I+ (۳   114A I+ (۲   112A I+ (۱

A كدام است؟- ۱۱۰ A7 8++ A باشد، مجموع درايه های ==
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éé

ëë
êê

ùù

ûû
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2 1

1 0
اگر

۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
B2 كدام است؟- ۱۱۱ A باشد، حاصل A I2

3== -- B و A I== --2 3 و 3´́ اگر A و B ماتريس های

8 4A I+ (۴   8 4A I- (۳   8 3A I+ (۲   8 3A I- (۱
A26 كدام است؟- ۱۱۲ A باشد، A A A I O4 3 2++ ++ ++ ++ == اگر

 A4 (۴   A3 (۳   A2 (۲   A6 (۱
) برقرار است؟- ۱۱۳ )A I A In++ == ++ A باشد، به ازای كدام n، رابطۀ A A I O3 2

4 6 4++ ++ ++ == اگر

۱۸ (۴  ۱۷ (۳  ۱۶ (۲  ۱۵ (۱
B باشد، كدام رابطه درست است؟- ۱۱۴ I A== -- 3 A و A2 2== اگر A و B ماتريس های مربعی و هم مرتبه،

 A B= 2 (۴   AB BA= (۳   AB I2 = (۲   AB B= 2 (۱
AB باشد، K كدام است؟- ۱۱۵ KB A3 3== AB و BA O++ ==4 اگر

 -8 (۴   -16 (۳   -32 (۲   -64 (۱

a كدام است؟- ۱۱۶ b-- A باشد، A
a

b
19 2

3
== 3 و 4

2A A== اگر بدانيم

۱۹ (۴  ۱۸ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

ماتریس های تعویض پذیر و اتحادها

a كدام است؟- ۱۱۷ b++ B تعويض پذير باشند،
b
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êê

ùù

ûû
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2

3 2
A و

a
==
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êê

ùù

ûû
úú

1 2

0
اگر ماتريس های 

 -4 (۴   -3 (۳   -2 (۲   -1(۱

2x كدام است؟- ۱۱۸ y z-- ++  تعويض پذير باشند و مجموع درايه های دو ماتريس برابر باشند،
3 2

4

--éé
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êê
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úúy

 و
x z

-- --
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2 1
اگر ماتريس های

 -4 (۴   -3 (۳   -2 (۲   -1(۱

x كدام است؟- ۱۱۹ y
x

2

3

2--[[ ]]
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

 تعويض پذير باشند، حاصل
4 3

2 3--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú  و

x y
2 1--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú اگر ضرب ماتريس های

۱ (۴  ۲ (۳  ۳ (۲  ۴ (۱

x كدام است؟- ۱۲۰ y++ ، حاصل ( )A B A B BA++ == ++ ++2 2 2 2 B و
y

==
--
--

éé
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êê

ùù

ûû
úú

2 5

1 3
،A

x
==

++éé

ëë
êê

ùù
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úú

3 1
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اگر

 -4 (۴   -3 (۳   -2 (۲   -1(۱
) برابر كدام گزينه است؟- ۱۲۱ ) ( )A B A B AB++ -- -- ++2 2

4 اگر B و A دو ماتريس هم مرتبه و تعويض پذير باشند، حاصل

 8BA (۴   6BA (۳   4BA (۲   O (۱

۱۲۲ - ( , , )A I A I A I2 3 2
2

1

2
4++ -- -- A و I ماتريس همانی مرتبۀ ۴ باشد، A با چه تعداد از ماتريس های روبه رو تعويض پذير است؟  i j== -- ´́[sin( )]2

4 4 اگر
۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 
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رابطۀ کیلی ـ همیلتون

(سراسرى 84)- ۱۲۳ ) كدام است؟  , )aa bb A باشد، دو تايی A I2
2== ++aa bb A و ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

5 4
اگر

 ( , )4 13 (۴   ( , )4 11 (۳   ( , )2 13 (۲   ( , )11 2 (۱

a كدام است؟- ۱۲۴ b++ A، مقدار aI bA2 ++ == A و ==
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3 4
اگر

۱۵ (۴  ۱۰ (۳  ۵ (۲   -5 (۱

A برقرار است؟- ۱۲۵ I2
7== A رابطۀ

a
==
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3 1
به ازای كدام مقدار a، برای ماتريس

۲ (۴   -2 (۳  ۱ (۲   -1(۱

a كدام است؟- ۱۲۶ b++ A، مقدار aA bI3 == ++ A و ==
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اگر

۱۹ (۴  ۹ (۳  ۵ (۲   -1(۱

) كدام است؟- ۱۲۷ , )m n A، آن گاه دو تايی مرتب A mA nI3 2-- == ++ A و ==
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 ( , )13 3- (۴   ( , )19 5- (۳   ( , )13 3 (۲   ( , )19 5 (۱
A31 كدام است؟- ۱۲۸ A باشد، A I2 == -- 3 و 3´́ اگر A ماتريس

 I A- (۴   A I- (۳   -A (۲  A (۱
a كدام است؟- ۱۲۹ b++ A، مقدار aA bI5 == ++ A باشد و I A2

3 2== -- اگر
 -2 (۴   -1(۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

Aباشد، n كدام است؟- ۱۳۰ A In == --13 8 A و I A2 == -- اگر A ماتريس مربعی،
۸ (۴  ۷ (۳  ۶ (۲  ۵ (۱

درس ۲: وارون ماتریس و دترمینان 

تعریف وارون ماتریس

A--1 كدام است؟- ۱۳۱ A باشد، آن گاه مجموع درايه های ==
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A باشد، وارون ماتريس B كدام است؟- ۱۳۳ B I++ == 2 A و ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

1 0
اگر ماتريس

 1
2

1 1

2 2

-é

ë
ê

ù

û
ú (۴   1

4

1 1

2 2

-é

ë
ê

ù

û
ú (۳   1

2

2 2

1 1-
é

ë
ê

ù

û
ú (۲   1

4

2 2

1 1-
é

ë
ê

ù

û
ú (۱
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3

1
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B باشد، وارون ماتريس AB كدام است؟- ۱۳۵ ==
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 2

2 2
A و ==

-- --
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 1
اگر

 1
10

4 2

7 1

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú (۴   1

10

4 2

7 1

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú (۳   1

5

4 2

7 1

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú (۲   1

5

4 2

7 1

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú (۱

23 كدام است؟- ۱۳۶ 2
1( )A B++ -- ، حاصل B ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 3

1 2
A و ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

0 3
اگر

 
7 8

2 1

-
- -

é

ë
ê

ù

û
ú (۴   

- -é

ë
ê

ù

û
ú

7 8

2 1
(۳   

-é

ë
ê

ù

û
ú

7 8

2 1
(۲   

7 8

2 1

-é

ë
ê

ù

û
ú (۱



نسخۀ کاغذی کتاب شامل بانک تست حسابان و ریاضیات پایۀ کنکور

در نسخۀ كاغذی كتاب، بيش از ۳۶۰۰ تست موضوعی و طبقه بندی شده وجود دارد. در هر موضوع، تست ها را از آسان به سخت چيده ايم. 

تمام مفاهيم كتاب درسی، تست های كنكور های اخير و آزمون های آزمايشی خيلی سبز را پوشش داده ايم و با آدرس برايتان مشخص كرده ايم. 

حتی سؤال های شبيه ساز كنكور را هم با آدرس «مثل كنكور» برايتان آورده ايم تا خيالتان از سؤال های كنكوری راحت باشد.

نسخۀ EBOOK پاسخ های تشریحی

در اين قسمت، پاسخ های كاملاً تشريحی و آموزنده را برايتان آماده كرده ايم. در اين پاسخ ها از روش های خلاقانه، نكات، تله ها و .... استفاده 

كرديم تا پاسخ ها بيشتر و بيشتر آموزنده و قابل فهم باشند.

نسخۀ EBOOK درس نامه 

درس نامه هايی كاملاً خودآموز، با مثال هايی كاربردی و هماهنگ با بانک تست برايتان گذاشته ايم تا با مطالعۀ آن ها بتوانيد به راحتی تمام 

تست های بانک تست را جواب بدهيد. اين درس نامه ها تمام مفاهيم حسابان و رياضيات پايۀ كنكور را پوشش می دهند.

نسخه های EBOOK را می توانيد با اسکن QR CODE دريافت کنيد و از محتوای بی نظير آن ها لذت ببريد.
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فصل
اول

فصل تابع مهم ترين فصل كتاب شماست! اين فصل تقريباً در تمام فصل هاى بعد به كارتان مى آيد.
معمولاً در كنكور 3 يا 4 تست دارد اما علاوه بر اين تست ها از مفاهيم مختلفش در سؤال هاى 

فصل هاى ديگر هم استفاده مى شود.
مباحث مهم و پرسؤال انتقال نمودارها، تابع مركب، تابع وارون و تقسيم چندجمله اى ها

مباحث پیش نیاز معادلۀ درجه2، تعيين علامت، قدرمطلق و جزء صحيح

 1 و فصل  يازدهم  2 حسابان  رياضى دهم، فصل   5 فصل های مرتبط با کتاب درسی فصل 

حسابان دوازدهم
حرف آخر حتماً نمودار توابع مهم را بلد باشيد. خيلى وقت ها مشكل گشا هستند!

به فصل تابع خوش آمدید.

تـابـع
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درس ۱: رابطه و بازنمایی های یک رابطه

براى شروع، دوتا تست از رابطه حل كنيد.

R چند عضو دارد؟- ۱ x y x y x A y B== ≥≥ ∈∈ ∈∈{( , ) | , , }2 B، رابطۀ == { , , }4 5 6 A و == { , }2 3 اگر
۶ (۴  ۵ (۳  ۴ (۲  ۳ (۱

(رياضى 88)- ۲ R چند عضو دارد؟  x y x y x y== ∈∈ ++ =={( , ) | , ,| | | | } 2 رابطۀ
۴ (۴  ۶ (۳  ۷ (۲  ۸ (۱

تشخیص تابع بودن

(كتاب درسى)- ۳ كدام يک از روابط زير، يک تابع است؟ 
۱) رابطه ای كه به هر عدد طبيعی كم تر از ۴، مقسوم عليه های آن را نسبت می دهد.

۲) رابطه ای كه به اعداد ۴ و ۷، ريشه های دوم آن ها را نسبت می دهد.
۳) رابطه ای كه به اعداد ۲، ۳ و ۴، مربع آن ها را نسبت می دهد.

۴) رابطه ای كه به هر دانش آموز يک كلاس، دوستانش را نسبت می دهد.
c كدام است؟ - ۴ f به صورت مقابل باشد، a b a c a b== ++ −− −− −−{( , ),( , )}1 6 اگر نمودار تابع

۲ (۲   ۱ (۱
۴ (۴   ۳ (۳

كدام گزينه، نمايش يک تابع است؟- ۵

 (۴   (۳   | |y x= (۲   ( )( )y x− + =1 2 0 (۱

(تجربى خارج 85)- ۶ )} به  ازای كدام مقدار m، يک تابع است؟  , ),( , ),( , ),( , ),( , )}3 2 1 2 3 2 4
2m m m m−− ++ رابطۀ

m ۴) هيچ مقدار  ۲ (۳  −1(۲  −2 (۱
a كدام است؟- ۷ b3 3++ f يک تابع باشد، حاصل a b a b b== ++ −− ++ −−{( , ),( , ),( , ),( , )}2 2 3 1 2 2 10 1

6 اگر رابطۀ
۸۵ (۴  ۸۰ (۳  ۷۵ (۲  ۷۰ (۱

مثال نقض

كدام رابطۀ زير نمايش جبری يک تابع است؟- ۸
| | | |y x= (۴  | |y x= +2 1 (۳  y x2 = (۲  y x3 2= (۱

در كدام گزينه، y تابعی از x است؟- ۹
y y x3 − = (۴  sin cosy x x= + (۳  y x x4 2

1 2+ + = (۲  [ ]y x= +1(۱
كدام رابطه يک تابع است؟- ۱۰

xy x2
1− = (۴  | |y x− + =1 0 (۳  y y x+ = +3 3

1 (۲  y y x3 2
3 0− + = (۱

در كدام رابطۀ زير، y تابعی از x نيست؟- ۱۱
x
y

y
x

+ = 2 (۲   y y y x+ − − =4 4 1
2 | | (۱

x y y2 4 2
4 4 0+ − + = (۴   1 2 2

2− + − + =y y y x (۳
در كدام رابطه، y تابعی از x نيست؟- ۱۲

y y x− =2 3 (۴  y y x+ =2 3 (۳  − + =2y y x| | (۲  2 3y y x+ =| | (۱
، y تابعی (غيرتهی) برحسب x باشد، k كدام است؟- ۱۳ 9 6 8 0

2 2x x y y k−− ++ ++ ++ == اگر در رابطۀ
۱۷ (۴  ۱۵ (۳  ۱۲ (۲  ۱۰ (۱

تعداد توابع از يك مجموعة nعضوى به يك مجموعة mعضوى برابر است با ...

B می توان نوشت؟- ۱۴ a b c== { , , } A به مجموعۀ == { , , , }1 2 3 4 چند تابع از مجموعۀ
4
3 (۴  34 (۳  4! (۲  3! (۱

) نباشد؟- ۱۵ , )4 c ) باشد ولی شامل , )2 a B چند تابع می توان نوشت به طوری كه شامل زوج مرتب a b c== { , , } A به مجموعۀ == { , , , , }1 2 3 4 5 از مجموعۀ
۲۷ (۴  ۴۸ (۳  ۵۴ (۲  ۷۲ (۱

براى شروع، دوتا تست از رابطه حل كنيد.

مثال نقض

تعداد توابع از يك مجموعة nعضوى به يك مجموعة mعضوى برابر است با ...
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با توجه به مجموعه های A و B، چند تابع از A به B می  توانيم نمايش بدهيم به طوری كه برد تابع حداقل ۲ عضو داشته باشد؟- ۱۶
۵۴ (۱
۵۶ (۲
۵۸ (۳
 ۶۰ (۴

نوشتن ضابطۀ جبری یک تابع

(كتاب درسى)- ۱۷ f كدام است؟  ( )6 تابع f، رابطه ای است كه به تعداد اضلاع هر nضلعی، مجموع زوايای داخلی اش را برحسب تعداد رئوس متناظر می كند،
900

 (۴  720 (۳  540 (۲  360 (۱
۱۸ - V( )r يک تانكر گاز از يک استوانه به ارتفاع ۴ متر و دو نيم كره به شعاع r در دو انتهای استوانه تشكيل شده است. اگر تابع حجم تانكر برحسب شعاع را با

V كدام است؟ r
r
( )

4
2pp

نشان دهيم،

2 6

3

r + (۴  2 3

3

r + (۳  r + 6
3

(۲  r + 3
3 (۱

در شكل روبه رو، مستطيل رنگی را حول محور xها دوران می دهيم. اگر حجم شكل حاصل تابعی از عرض نقطۀ - ۱۹

A باشد، ضابطۀ اين تابع كدام است؟

V y y( ) = π 2 (۲   V y y( ) = π (۱

 V y y( ) = π 4 (۴   V y
y

( ) = π (۳

) نشان می دهد؟- ۲۰ )S طول يک مستطيل ۴ برابر عرض آن است، كدام رابطۀ رياضی، عرض مستطيل را برحسب مساحت آن

2

1

2( )S
−

(۴  S
−1
2

2
(۳  S

1

2

2
(۲  2

1

2S (۱

y در حال حركت است. مساحت مستطيل موجود - ۲۱ x== −−4 2 M بر روی سهمی x y( , ) در شكل مقابل، نقطۀ

در شكل برحسب تابعی از x كدام است؟

 f x x x( ) = −4
2 3 (۲   f x x x( ) = −4

2 (۱

f x x x( ) = −8 2
3 (۴   f x x x( ) = −8 2

2 3 (۳

در شكل روبه رو، مساحت مثلث محاط شده در نيم دايره، تابعی از x است. ضابطۀ اين تابع كدام است؟ - ۲۲

S x x( ) = −1

2
1

2 (۲   S x x( ) ( )= −1

2
1

2 (۱

S x x( ) = −1 2 (۴   S x x( ) = −1 2 (۳

خط هايی به شيب a، كه محور xها را با طول ۲ قطع می كنند و در ناحيۀ چهارم، با محورهای مختصات تشكيل يک مثلث می دهند، در نظر بگيريد. ضابطۀ - ۲۳
تابعی كه مساحت اين مثلث را برحسب a بيان می كند، كدام است؟

S a a( ) = 4 (۴  S a a( ) = 2 (۳  S a a( ) = −4 (۲  S a a( ) = −2 (۱
قائم الزاويۀ - ۲۴ مثلث  قطع می كند. مساحت  اول  ربع  در  را  ) محورها  , )3 5 نقطۀ از  گذرا  مطابق شكل خطی 

ايجاد شده، برحسب طول نقطۀ برخورد با محور xها كدام است؟

5

3

2x
x −

(۲   5

2 3

2x
x( )−

(۱

 5

4 3

2x
x( )−

(۴   10

3

2x
x −

(۳

f را از مبدأ مختصات، برحسب طول آن بيان می كند، كدام است؟- ۲۵ x x x( ) ( | | )== −−1

2
ضابطۀ تابعی كه فاصلۀ هر نقطه واقع بر تابع

d x x x
x x

( ) = ≥
− <







0
0

 (۴  d x x x x
x x

( ) = + >
− ≤







2
0

0

(۳  d x
x x

x x x
( ) =

≥

− <







0

0
2

(۲  d x
x x x

x x x
( ) =

+ ≥

− <







2

2

0

0

(۱
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AH را بر محور x وارد كرده ايم. ضابطۀ تابعی كه فاصلۀ H از- ۲۶ y عمود x x== >>1
0; مطابق شكل از نقطۀ A واقع بر تابع

OA را به طول نقطۀ A وابسته می كند، كدام است؟

h x x

x
( ) =

+1 4

(۲   h x x

x
( ) =

+1 2

(۱

 h x
x

( ) =
+

1

1
4

(۴   h x
x

( ) =
+

1

1
2

(۳

شعاع نيم دايرۀ زير برابر با ۶ است. ضابطۀ تابعی كه مساحت مستطيل را برحسب قطر آن بيان كند، كدام است؟- ۲۷

 S x x x( ) ( )( )= − −1

3
36 144

2 2 (۲  S x x x( ) ( )( )= + −1

3
36 144

2 2 (۱

S x x x( ) ( )( )= − −2

3
36 144

2 2 (۴  S x x x( ) ( )( )= − +2

3
36 144

2 2 (۳

مقدار تابع در یک نقطه

f كدام است؟- ۲۸ g
g

( ) ( )
( )

1 4

0

++ f و نمودار g به صورت مقابل باشد، حاصل == -- --{( , ),( , ),( , ),( , )}1 2 1 4 2 3 0 1 اگر
۱ (۱
۲ (۲
۴ (۳

۴) صفر 
f كدام است؟- ۲۹ f m( ( )) f باشد، f f f( ( )) ( ) ( )-- -- -- ++ -- ==6 6 2 1 9 f و m m m m== -- ++ -- -- -- --{( , ),( , ),( , ),( , )}1 2 1 2 3 6 2 1 اگر

۴) وجود ندارد.  -6 (۳  ۱ (۲  ۵ (۱
f كدام است؟- ۳۰ ( )−−3 ، مقدار f ( )1 5== f داشته باشيم a a a a a a a== ++ ++ −−{( , ),( , ),( , ),( , )}3 4 1 4 2 2

2 2 4 اگر در تابع
۴ (۴  ۳۰ (۳  ۵ (۲ ۱) صفر 

f باشد، مجموع مقادير ممكن برای a كدام است؟- ۳۱ f a( ( )) == 4 f و == {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}1 4 5 1 7 4 4 2 6 7 اگر
۱۱ (۴  ۱۰ (۳  ۹  ( ۲  ۸ (۱

x ها باشد! مثبت باشد. چى؟! f پايين محور f منفى باشد، يعنى نمودار x( )

f است؟ - ۳۲ x( ) << 0 ،x به  ازای چند مقدار صحيح ،f با توجه به نمودار تابع
۲ (۱
۳ (۲
۴ (۳
۵ (۴

f برقرار هستند؟- ۳۳ x( ) >> 0 x و << 0 شكل مقابل، نمودار تابع f است. در كدام بازه هر دو رابطۀ
 ( , )−∞ − 3 (۱
( , )−3 0 (۲
( , )0 5 (۳

( , )5 +∞ (۴
(مثل كنكور)- ۳۴ f چند جواب دارد؟  f x( ( )) == 0 نمودار تابع f رسم شده است. معادلۀ

 ۵ (۱
۴ (۲
۳ (۳
۶ (۴

f به جاى تمام xها، a قرار مى دهيم. a( ) در نمايش ضابطه اى براى محاسبة

f كدام است؟- ۳۵ m( )++ 1 f باشد، m( ) == 1 ، اگر f x x
x

( ) ==
++

2

1
2

در تابع با ضابطۀ
4

5
(۴  1

2
(۳ ۲) صفر   −1(۱

(تجربى 88)- ۳۶ f كدام است؟  f( ( ))−−144 ، مقدار f x x x( ) | |== ++ 2 اگر
۱۲ (۴  ۸ (۳  ۶ (۲ ۱) تعريف نشده 

، a كدام است؟- ۳۷ f f a( ( )) == 5

3
f و x x

x( ) == ++
++
3

1
اگر

4

3
(۴  ۲ (۳  ۱ (۲  2

3
(۱

x ها باشد! مثبت باشد. چى؟! f پايين محور f منفى باشد، يعنى نمودار x( )f x( )f x

f به جاى تمام xها، a قرار مى دهيم. a( )f a( )f a در نمايش ضابطه اى براى محاسبة
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براى به دست آوردن محل برخورد يك تابع با محور xها بايد y را صفر بدهيم با محور yها بايد x را صفر بدهيم.

f با محورهای مختصات را به هم وصل می كنيم. مساحت شكل حاصل چند واحد است؟- ۳۸ x x x
x

( ) == −− −−
++

2

2

2 24

3
نقاط برخورد تابع

۸۰ (۴  ۶۰ (۳  ۵۰ (۲  ۴۰ (۱
a كدام است؟- ۳۹ b++ y را در نقطه ای به طول ۲ قطع می كند. مقدار x== ++2 2 4−− و خط y محور yها را در x ax b== ++ ++2 تابع

۵ (۴  −1(۳  ۱ (۲  −5 (۱
a كدام است؟- ۴۰ b−− y يكديگر را در نقطه ای به طول ۳ روی محور xها قطع می كنند. مقدار x b== ++ y و خط x bx a== ++ ++3 تابع

−15 (۴  −21 (۳  ۱۵ (۲  ۲۱ (۱
f نيمساز ربع اول را در نقطۀ A و نيمساز ربع چهارم را در نقطۀ B قطع می كند. طول پاره خطAB كدام است؟ (A و B مبدأ مختصات - ۴۱ x x x( ) == −−3

2 تابع
نيستند.)

2 3 (۴  2 2 (۳  10 (۲  3 1+ (۱
را خواستند، به جاى همة x ها،  قرار مى دهيم! f ( ) وقتى ضابطة تابع f را داريم و  

f كدام است؟- ۴۲ x f x( ) ( )2
2 1−− ++ f باشد، ضابطۀ تابع x x

x( ) ==
−− 1 اگر

2 1

1
2

x
x

−
−

(۴  2 1

1
2

x
x
+

−
(۳  2

1
2

x
x −

(۲  1

1
2− x

(۱

f برابر كدام است؟- ۴۳ x f x( ) ( )++ −− −−2 2 1 f باشد، حاصل x x( ) == 2 اگر

3f x( ) (۴  2f x( ) (۳  f x( ) (۲ ۱) صفر 
= را حل كنيم.  a f را مى خواستيم، بايد اول معادلة a( ) f بود و ما k( ) = اگر

f كدام است؟- ۴۴ ( )3 f باشد، x x x( )2 1 3 5
2++ == −− ++ اگر

۹ (۴  ۳ (۳  ۷ (۲  ۵ (۱
(مثل كنكور)- ۴۵ f برابر كدام است؟  x( ) f باشد،  x x( )2 1 4 1

2−− == −− اگر
x x2 2+ (۴  x x2 2− (۳  x x2 + (۲  x x2 − (۱

گاهى بهتر است كه قبل از جاى گذارى، ضابطة تابع را ساده كنيم.

f كدام است؟- ۴۶ f( ) ( )1 2 1 9
4++ ++ −− ، حاصل f x x x( ) == −− ++2

2 3 در تابع

۱۰ (۴  ۹ (۳  ۸ (۲  ۷ (۱
f كدام است؟- ۴۷ ( )23 f باشد، حاصل x x x x( )++ == ++ ++1 3 3

3 2 اگر
3 2
3 (۴  4

3 (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
f كدام است؟- ۴۸ ( )1

2 1−−
، حاصل f x x

x x
( )

( )
== −−

−− ++

3

2

1

1 3
در تابع

2 1
3 + (۴  2 1

3 − (۳  2 1+ (۲  2 (۱

f كدام است؟- ۴۹ x( ) f باشد، ضابطۀ x x x
x

( )−− == ++ ++1 1
6

2

2
اگر

x2 4− (۴  x2 4+ (۳  x2 8− (۲  x2 8+ (۱

2 كدام است؟- ۵۰ 2f ( f باشد، حاصل( x x x
x

( )++ == ++2 83

3
اگر

 −16 (۴   −8 (۳  ۱۶ (۲  ۸ (۱
f كدام است؟- ۵۱ ( )1

3
f باشد، مقدار x x(sin ) cos== ++2 2 اگر

26

9
(۴  22

9
(۳  8

3
(۲  7

3
(۱

f كدام است؟- ۵۲ x( )
1 f باشد، ضابطۀ x x(tan ) cos== 4 اگر

( )x
x

2

2

2

1+
(۴  ( )x

x

2

2

21+ (۳  x
x

4

4
1+

(۲  x
x

4

4

1+ (۱

f كدام است؟- ۵۳ ( / )0 5 ، آن گاه xf x f x( ) ( )1

2

1

2

1

1
2++ −−

++
== اگر

−4 (۴  ۴ (۳  −1(۲  ۱ (۱

f كدام است؟- ۵۴ ( / )0 1 ، آن گاه f x
x x x

( )
1

1
4++

==
++

اگر

1 5/ (۴  1 75/ (۳  ۲ (۲  2 25/ (۱

براى به دست آوردن محل برخورد يك تابع با محور xها بايد y را صفر بدهيم با محور yها بايد x را صفر بدهيم.

را خواستند، به جاى همة x ها،  قرار مى دهيم! f ( ) fوقتى ضابطة تابع fوقتى ضابطة تابع f را داريم و

را حل كنيم.  = a f را مى خواستيم، بايد اول معادلة a( )f a( )f a بود و ما f k( )f k( )f kf k=f k اگراگر

گاهى بهتر است كه قبل از جاى گذارى، ضابطة تابع را ساده كنيم.گاهى بهتر است كه قبل از جاى گذارى، ضابطة تابع را ساده كنيم.
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f كدام است؟- ۵۵ ( )−−2 ، آن گاه f x x x
f x x( )
( )

2
23

1 4

−− −−
−− −−

== اگر
1 2/ (۴  0 6/ (۳  0 8/ (۲  ۱ (۱

f كدام است؟- ۵۶ ( / )0 5 ، آن گاه f x x
x

x x( )
2

2

22

1

1

2
2 3

++
++

== ++ ++ اگر

۴ (۴  3 5/ (۳  ۳ (۲   4 5/ (۱
f كدام است؟- ۵۷ f( ) ( )4 1−− ، آن گاه حاصل f x f x x x( ) ( )++ −− ++ == −−2 1 2

4 اگر
۱۴ (۴  ۱۳ (۳  ۱۲ (۲  ۱۱ (۱

f يا شبيه آن را داشتيد، اول بايد مقدارش را پيدا كنيد و بعد سؤال را ادامه دهيد. ( )1 اگر در ضابطة تابع،

f كدام است؟- ۵۸ ( )2 ، مقدار f x x f( ) ( )== ++5 2 1
2  داشته باشيم اگر در تابع f با دامنۀ

۱۲ (۴  ۲۰ (۳  ۱۰ (۲  ۱۵ (۱
f كدام است؟- ۵۹ ( )2 f باشد، مقدار x x f f( ) ( ) ( )== −− −−2 2 1 3

2 اگر
5 5/ (۴  4 5/ (۳  3 5/ (۲  2 5/ (۱

f كدام است؟- ۶۰ ( )2 f باشد، مقدار x xf x x x( ) ( )++ −− == ++4 3 اگر
1 8/ (۴  1 6/ (۳  1 4/ (۲  1 2/ (۱

f كدام است؟- ۶۱ af( ) ( )1

2
7 2−− == f باشد، مقدار a در تساوی x f x x( ) ( )−− ==2

1
4

2 اگر
−3 (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  −2 (۱

f كدام است؟- ۶۲ x( ) f باشد، ضابطۀ تابع x f x x x( ) ( )−− ++ −− == ++2 3 2 2 4
2 اگر

− + −x x
2

2
6 4 (۴  x x

2

2
6 4− − (۳  − + +x x

2

2
6 4 (۲  x x

2

2
6 4− + (۱

درس ۲: دامنۀ توابع

مفهوم دامنه و برد

 نيست؟- ۶۳  است و برد در كدام گزينه دامنه برابر

 (۴   (۳   (۲   (۱

D كدام است؟ - ۶۴ Rf f Df دامنۀ اين تابع باشد، Rf برد و نمودار تابع قطعه ای f داده شده است. اگر
[ , ]−4 4 (۱
[ , ]−2 2 (۲

[ , ) ( , ]−4 2 2 4 (۳
[ , ] [ , ]− −4 2 2 4 (۴

} باشد، مجموع اعضای دامنۀ اين تابع كدام است؟- ۶۵ , , }−−1 1 2 f به صورت مجموعۀ x x( ) ==
++
2

2 اگر برد تابع
−6 (۴  −5 (۳  −4 (۲  −3 (۱

2 است. چند مقدار طبيعی برای n وجود دارد؟- ۶۶ 12n −− 60 و 6−− n تعداد اعضای دامنه و برد يک تابع به ترتيب
۳ (۴  ۴ (۳  ۸ (۲  ۹ (۱

B می توان نوشت به طوری كه تعداد اعضای دامنه و برد آن برابر باشد؟- ۶۷ m n p q r== { , , , , } } به , , }a b c چند تابع از مجموعۀ

۱۲۵ (۴  5
3

!
!

(۳  ۲۴ (۲  ۶۰ (۱

a كدام است؟- ۶۸ b c++ ++ ، مقدار
f a b c

f x x x

:{ , , } { , , , }

( )

−− →→ −− −−

== ++







3 2 4 1

2
2

در تابع

۱۰ (۴  ۹ (۳  ۸ (۲  ۷ (۱
دامنۀ توابع کسری و رادیکالی

، شامل چند عدد صحيح نمی شود؟- ۶۹ f x x
x

x
x( ) | |== ++

−−
++2

1
2

دامنۀ تابع

۵ (۴  ۴ (۳  ۳ (۲  ۲ (۱

f يا شبيه آن را داشتيد، اول بايد مقدارش را پيدا كنيد و بعد سؤال را ادامه دهيد. ( )1 اگر در ضابطة تابع،اگر در ضابطة تابع،



به بستۀ فيزيک كنكور ۳۶۰ خوش آمديد. اين بسته شامل دو بخش است:

نسخۀ كاغذی اين كتاب شامل ۳۰۲۳ تست منتخب فيزيک، پوشش كامل كتاب درسی و كنكورهای سراسری است. اين 

تست ها به ترتيب مباحث كتاب درس نامه طبقه بندی و مرتب شده است.

كتاب درس نامه و پاسخ های تشريحی را در يک فايل كتاب درس نامه و پاسخ های تشريحی را در يک فايل pdf قرار داديم و شما می توانيد بدون پرداخت حتی ۱ ريال آن را از 

QR-code پشت جلد كتاب تست دانلود كنيد و حالش را ببريد!

نحوۀ استفاده از اين بسته آسان است:

اول درس نامۀ درس مورد نظر را از فايل pdf بخوانيد.

دوم تست های مرتبط با آن درس را بزنيد.

سوم پاسخ های تشريحی را با پاسخ های خودتان مطابقت دهيد.

براتون آرزوی موفقيت های بزرگ داريم  
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بخش ۱  انـدازه گیـری

درس ۱: فیزیک علمی تجربی و آزمون پذیر

كتاب رو با تستى دربارة تغيير مدل اتمى در طول زمان شروع مى كنيم. با خوندن درس نامة درس (1) به راحتى به اين تست جواب مى دين. 

(برگرفته از كتاب درسى)- ۱ مدل اتمی بور نتيجۀ بازنگری مدل ............... است. هم چنين با بازنگری مدل بور، مدل ............... ارائه شد. 

۴) هسته ای، سياره ای ۳) سياره ای، هسته ای  ۲) سياره ای، ابرالكترونی  ۱) هسته ای، ابر الكترونی 

درس ۲: مدل سازی در فیزیک

حالا وقتشه كه دو نمونه مدل سازى ببينين، تا ياد بگيرين كه توى مدل سازى پديده هاى مختلف، كدوم عوامل مهمن و كدوم عوامل قابل چشم پوشى.

چند مورد از موارد زير در مدل سازی آرمانی حركت پرتابی توپ بسكتبال قابل چشم پوشی است؟  (آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز)- ۲
الف) مقاومت هوا و اثر وزش باد  

ب) نيروی گرانشی وارد بر توپ
پ) تغيير نيروی گرانش به دليل تغيير ارتفاع توپ

ت) چرخش توپ در هنگام حركت 
ث) اندازه و شكل توپ 

 ۳ (۲   ۲ (۱
 ۵ (۴   ۴ (۳

است؟ - ۳ كرده  مدل سازی  بهتر  را  زمين  طرف  به  برگ  سقوط  حركت  گزينه  كدام  می كند.  سقوط  تندشونده  صورت  به  كه  می دهد  نشان  را  برگ  يک  زير  شكل 
(برگرفته از كتاب راهنماى معلم)  نيرو ی مقاومت هوای وارد بر برگ است.) 



fd  وزن برگ و


W )
 
 

  (۲    (۱

  (۴    (۳
 

درس ۳: کمیت و یکا

تست زير شما رو با مفهوم كميت و يكاى تعريف شده براى اون آشنا مى كنه.

وجب يكی از يكاهای قديمی طول است. يک وجب برابر فاصلۀ نوک انگشت شست تا نوک انگشت كوچک دست - ۴
(برگرفته از كتاب درسى) بازشده است. مزيت و ايراد اين يكا به ترتيب از راست به چپ كدام است؟ 

۱) قابليت بازتوليد دارد، تغييرپذير است. 
۲) تغييرناپذير است، قابليت بازتوليد دارد.
۳) قابليت بازتوليد دارد، تغييرناپذير است. 

۴) تغييرناپذير است، قابليت بازتوليد ندارد. 
تشخيص اين كه كدوم كميت اصليه و كدوم كميت فرعيه كارى نداره. 7تا كميت اصلى رو حفظ باشيد، همة كميت ها به جز اين 7تا فرعى اند.

(تجربى خارج 98)- ۵ كدام كميت ها، همگی از كميت های اصلی هستند؟ 

۴) دما، جريان الكتريكی، جرم ۳) جريان الكتريكی، جرم، نيرو  ۲) فشار، زمان، سرعت  ۱) دما، نيرو، فشار 
(رياضى نوبت اول 1402، برگرفته از كتاب درسى)- ۶ كدام يكاها، همگی مربوط به كميت های اصلی هستند؟ 

۴) ژول، آمپر و كندلا (شمع) ۳) كيلوگرم، كولن و كندلا (شمع)  ۲) كيلوگرم، آمپر و مول  ۱) ژول، كولن و مول 

كتاب رو با تستى دربارة تغيير مدل اتمى در طول زمان شروع مى كنيم. با خوندن درس نامة درس (كتاب رو با تستى دربارة تغيير مدل اتمى در طول زمان شروع مى كنيم. با خوندن درس نامة درس (1) به راحتى به اين تست جواب مى دين. 

حالا وقتشه كه دو نمونه مدل سازى ببينين، تا ياد بگيرين كه توى مدل سازى پديده هاى مختلف، كدوم عوامل مهمن و كدوم عوامل قابل چشم پوشى.

تست زير شما رو با مفهوم كميت و يكاى تعريف شده براى اون آشنا مى كنه.

تشخيص اين كه كدوم كميت اصليه و كدوم كميت فرعيه كارى نداره. 7تا كميت اصلى رو حفظ باشيد، همة كميت ها به جز اين 7تا فرعى اند.
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(تجربى 98)- ۷ در كدام يک از موارد زير، همۀ كميت ها فرعی هستند؟ 

۴) شدت روشنايی، مقدار ماده، زمان ۳) چگالی، جريان الكتريكی، حجم  ۲) چگالی، تندی، انرژی  ۱) جرم، زمان، فشار 
حالا وقت تشخيص كميت هاى نرده اى و برداريه. اگه درس نامه رو خونده باشيد، مى دونيد كه كميت هاى بردارى كه شما بايد در حد كنكور سراسرى بلد باشيد 8تاست، 

به جز اين ها، بقية كميت ها نرده اى اند.

(رياضى 97)- ۸ كدام كميت ها همگی فرعی و نرده ای هستند؟ 
۲) انرژی جنبشی، شار مغناطيسی، شتاب ۱) نيرو، جرم، گرمای ويژه  
۴) انرژی جنبشی، شار مغناطيسی، فشار ۳) فشار، جرم، ميدان مغناطيسی  

(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز)- ۹ در كدام يک از گزينه های زير، كميت اصلی يا كميت برداری وجود ندارد؟ 
۲) كار، ميدان الكتريكی، چگالی، فشار ۱) جريان الكتريكی، شتاب گرانشی، سرعت، زمان 

۴) نيروی محركۀ الكتريكی، بار الكتريكی، فشار، انرژی پتانسيل الكتريكی ۳) تندی، توان صوتی، شدت روشنايی، اختلاف پتانسيل الكتريكی 
موضوع تست هاى بعدى سازگارى يكاها است. اين جا بايد بتونيد يكاى كميت هاى فرعى رو برحسب يكاى كميت هاى اصلى به دست بيارين.

(رياضى خارج 1400)- ۱۰ يكای فرعی فشار كدام است؟ 
 Nms. (۴   kg m

s
.
2 (۳   kg

m s. 2 (۲  Pa (۱

(تجربى كنكور مجدد 1401)- ۱۱ يكای فرعی انرژی، كدام است؟ 

 kg ms
2. (۴   kg ms

. 2
(۳   kg m

s
. 2

2 (۲   kg m
s

2

2
. (۱

(تجربى 1401)- ۱۲ kg است؟ 
A s. 2 يكای فرعی كدام كميت،

۴) نيروی محركۀ القايی ۳) ميدان الكتريكی  ۲) شار مغناطيسی  ۱) ميدان مغناطيسی 

mgx اگر m جرم، x ارتفاع و g شتاب گرانشی زمين باشد، كميت مجهول A برحسب يكاهای اصلی كدام و از جنس چه كميتی است؟- ۱۳ A++ 1

2
در رابطۀ

، انرژی kg m
s
. 2

2  (۴ ، توان  kg m
s
. 2

2 (۳ ، توان  kg ms
. 2

(۲ ، انرژی  kg ms
. 2

(۱

درس ۴: تبدیل یکا و نمادگذاری علمی

ابتدا تبديل زنجيره اى يكاهايى رو بررسى مى كنيم كه براتون ناآشنا هستن و براى تبديلشون به اطلاعاتى نياز داريد كه در صورت تست داده مى شه و لازم نيست كه اين 

اطلاعات رو حفظ باشين.
(برگرفته از كتاب درسى)- ۱۴  ( ª¹woÎ Ìnl   1 6000== Ìnl 1 و 104== cm ۴۸ فرسنگ تقريباً برابر با چند سانتی متر است؟ (

 3 10
6´ (۴   3 5 10

6/ ´ (۳   30 10
6´ (۲   25 10

6´ (۱
(برگرفته از كتاب درسى)- ۱۵ 3 خروار گندم انبار شده است. مقدار اين گندم برحسب مثقال برابر كدام گزينه است؟  5/ در يک سوله

 ( , , ,ÏI£X¶ oÃw oÃw ¥nIa ¥nIa qÄoLU  ¸¶ qÄ            16 1 10 1 4 1== == == ooLU  ¸¶ nH»oi  100 1== )

 103 10
4´ (۴   224 10

4´ (۳   2 24 10
5/ ´ (۲   1 03 10

5/ ´ (۱

حالا بايد با پيشوندهاى يكاها و يكاهاى پيشونددار آشنا بشيد و تبديل زنجيره اى اين يكاها رو بررسى كنيد.

(برگرفته از كتاب درسى)- ۱۶ 10 است. اين مقدار برحسب ميلی گرم كدام است؟  4-- kg جرم يک گيرۀ كاغذ تقريباً
 10 2- (۴   10 1- (۳   102 (۲   101 (۱

۱۷ - ( cmHg Pa)1 1360== ) تقريباً چه قدر است؟ )cmHg 20kPa باشد، اين فشار برحسب سانتی متر جيوه اگر فشار در يک نقطه روی يک رشته كوه
 11 8/ (۴   13 7/ (۳   14 7/ (۲  ۱۲ (۱

در تست هاى بعدى هم يكاهاى ناآشنا (كه در صورت تست اطلاعاتش داده مى شه)، هم يكاهاى پيشونددار و هم يكاهاى آشنا (مثل دقيقه و سال كه بايد اطلاعات اونا 

رو بلد باشيم) رو داريم و بايد تبديل زنجيره اى اونا رو بررسى كنيم.

يكی از بزرگ ترين الماس های موجود در ايران، دريای نور به جرم ۱۸۲ قيراط است. جرم اين الماس در SI چه قدر است؟ (هر قيراط معادل ۲۰۰ ميلی گرم است.)- ۱۸
(رياضى خارج 1401، مشابه رياضى خارج 98 و برگرفته از كتاب درسى)  

 3 64 10
2/ ´ - (۴   9 1 10

2/ ´ - (۳   9 1/ (۲   36 4/ (۱
ارتفاع هواپيمايی كه در فاصلۀ ۳۰۰۰۰ پا از سطح آزاد درياها در حال پرواز است، به ترتيب برحسب متر و يارد كدام است؟ (هر پا ۱۲ اينچ، هر يارد ۳ پا و هر اينچ - ۱۹

(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز) 2 سانتی متر است.)  5/ تقريباً
۱۰۰۰۰ ،۹۰۰ (۴  ۱۰۰۰۰ ،۹۰۰۰ (۳  ۱۰۰۰ ،۹۰۰۰ (۲  ۱۰۰۰ ،۹۰۰ (۱

(رياضى 1401)- ۲۰ تندی ۲۱۶ كيلومتر بر ساعت، معادل چند مايل بر دقيقه است؟ (يک مايل را ۱۸۰۰ متر فرض كنيد.) 
 2 5/ (۴  ۲ (۳   3 6/ (۲  ۳ (۱

حالا وقت تشخيص كميت هاى نرده اى و برداريه. اگه درس نامه رو خونده باشيد، مى دونيد كه كميت هاى بردارى كه شما بايد در حد كنكور سراسرى بلد باشيد 8تاست، 

به جز اين ها، بقية كميت ها نرده اى اند.

موضوع تست هاى بعدى سازگارى يكاها است. اين جا بايد بتونيد يكاى كميت هاى فرعى رو برحسب يكاى كميت هاى اصلى به دست بيارين.

ابتدا تبديل زنجيره اى يكاهايى رو بررسى مى كنيم كه براتون ناآشنا هستن و براى تبديلشون به اطلاعاتى نياز داريد كه در صورت تست داده مى شه و لازم نيست كه اين 

اطلاعات رو حفظ باشين.

حالا بايد با پيشوندهاى يكاها و يكاهاى پيشونددار آشنا بشيد و تبديل زنجيره اى اين يكاها رو بررسى كنيد.

در تست هاى بعدى هم يكاهاى ناآشنا (كه در صورت تست اطلاعاتش داده مى شه)، هم يكاهاى پيشونددار و هم يكاهاى آشنا (مثل دقيقه و سال كه بايد اطلاعات اونا 

رو بلد باشيم) رو داريم و بايد تبديل زنجيره اى اونا رو بررسى كنيم.
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(برگرفته از كتاب درسى)- ۲۱ 104 و هر فرسنگ ۶۰۰۰ ذرع است.)  cm 120km است. اين طول برحسب فرسنگ تقريباً كدام است؟ (هر ذرع طول جزيرۀ قشم حدود
۶۹۰ (۴  ۱۹۰ (۳  ۶۹ (۲  ۱۹ (۱

با تندی ۱۸ گره حركت می كند. تندی كشتی برحسب كيلومتر بر ساعت و مايل بر ساعت به ترتيب كدام است؟ (هر گرۀ دريايی را برابر- ۲۲ يک كشتی حمل كالا 
(برگرفته از كتاب درسى و مشابه آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز) 0 و هر مايل دريايی را برابر ۱۸۰۰ متر فرض كنيد.)  5/ /m s

 4 5/ ، 32 4/ (۴  ۱۸ ،۲۵ (۳  ۱۸ ، 32 4/ (۲   4 5/ ،۲۵ (۱

(برگرفته از كتاب درسى)- ۲۳ 1 است.)  5 10
11/ ´́ m 1 باشد، اين فاصله چند يكای نجومی(AU) است؟ (فاصلۀ زمين تا خورشيد 2/ Tm اگر فاصلۀ زمين تا زحل برابر

 ۸۰ (۴  ۱۸ (۳  ۸ (۲   1 8/ (۱
است؟ - ۲۴ گزينه  كدام  برابر  دقيقه)  بر  نجومی  (يكای   AU / min برحسب زمين  چرخش  تندی  است.   30km / s تقريباً خورشيد  دور  به  زمين  چرخش  تندی 

(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز) (يكای نجومی، فاصلۀ متوسط زمين تا خورشيد و تقريباً ۱۵۰ ميليون كيلومتر است.) 

 3 10
5´ - (۴   1

3
10

6´ - (۳   1 2 10
6/ ´ - (۲   12 10

6´ - (۱

يكی از يكاهای پركاربرد انرژی كه در صنايع برق از آن استفاده می شود، كيلووات ساعت(kW.h) است. اگر انرژی مصرفی توسط يک دستگاه الكتريكی برابر با- ۲۵
1kW باشد، اين مقدار انرژی برابر با چند ژول است؟ h.

 36 10
4´ (۴   3 6 10

6/ ´ (۳   3 6/ (۲  ۳۶۰۰ (۱

. حالا مى خوايم تبديل اين جور يكاها رو بررسى كنيم. m3 توان بعضى يكاها بيشتر از يكه، مثل

كدام يک از تبديل يكاهای زير نادرست است؟- ۲۶

 3 10 0 3
3 2 2´ =N m N cm/ / / (۲    5 5000

3 3g cm kg m/ /= (۱

 125 7 5
3cm s L/ / / min= (۴    10 3 6

2 2m s km/ / / min= (۳

بيشتر وقتا توى تست هاى فيزيك بايد يكاهاى متناسب با خواستة تست رو در فرمول قرار بديم. مثلاً اگر در يك تست تندى رو برحسب متر بر ثانيه بخوان، بايد در رابطة 

تندى، فاصله رو برحسب متر و زمان رو برحسب ثانيه قرار بديم.

pp و هر هكتار برابر ۱۰ هزار متر مربع است.)- ۲۷ == 3 6400km در نظر بگيريم، مساحت آن تقريباً چند هكتار است؟ ( اگر زمين را كره ای يكنواخت به شعاع

(برگرفته از كتاب درسى)   5 10
14´ (۴   7 7 10

14/ ´ (۳   5 10
10´ (۲   7 7 10

10/ ´ (۱
0 و - ۲۸ 5/ /m s يک كشتی مسافربری فاصلۀ ۴۰۰۰ مايلی بين دو بندر را با تندی ۱۲۰ گره می پيمايد. مدت زمان حركت كشتی چند ثانيه است؟ (تقريباً هر گره دريايی

(برگرفته از كتاب درسى) 1800m است.)  هر مايل در دريا برابر

 1 2 10
5/ ´ (۴   1 2 10

4/ ´ (۳   4 8 10
5/ ´ (۲   4 8 10

4/ ´ (۱

توى چندتا تست بعدى ياد مى گيرين جواب آخر رو به صورت نمادگذارى علمى بنويسين!

(تجربى 1402)- ۲۹ 160 است. اين مقدار بار برحسب كولن و برحسب نمادگذاری علمی، كدام است؟  10
10´́ -- mmC بار الكتريكی جسمی

 1 60 10
14/ ´ - (۴   1 60 10

2/ ´ - (۳   1 6 10
8/ ´ - (۲   1 6 10

20/ ´ - (۱

) به ترتيب برحسب كيلوگرم و نانومتر و با نمادگذاری علمی كدام اند؟- ۳۰ mm)7 10
3´́ -- ) و قطر ميانگين يک گويچۀ (�لبول) قرمز / g)0 15 جرم يک زنبور عسل

(برگرفته از كتاب درسى)   7 10
3´ ،1 5 10

4/ ´ - (۴   7 10
3´ ،1 5 10

2/ ´ - (۳   7 10
6´ ،1 5 10

4/ ´ - (۲   7 10
6´ ،1 5 10

2/ ´ - (۱
400mm را پر از آب می كنيم. حجم آب برحسب ليتر به صورت نمادگذاری علمی در كدام گزينه درست بيان شده - ۳۱ 20 و ارتفاع cm ظرف استوانه ای شكلی به قطر

 ( / )pp == 3 14 است؟

 1 256 10
1/ ´ (۴   1 256 10

1/ ´ - (۳   1256 10
3´ - (۲   1256 10

3´ (۱

در 2 تست بعدى با مفهوم «آهنگ كميت» آشنا مى شين.

3 رشد می كند. آهنگ رشد اين گياه برحسب ميكرومتر بر ثانيه تقريباً - ۳۲ 7/ m سريع ترين رشد گياه متعلق به گياهی موسوم به هِسپِرويوُكا است كه در مدت ۱۴ روز،
(برگرفته از كتاب درسى) چه  قدر است؟ 

 183 6/ (۴   30 6/ (۳   18 36/ (۲   3 06/ (۱

125 خارج می شود. اين آهنگ برحسب ليتر بر دقيقه كدام است و در مدت ۱ ساعت چند - ۳۳ 3cm s/ از شيلنگ شكل روبه رو، آب با آهنگ
(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز) متر مكعب آب از شيلنگ خارج می شود؟ 

  0 45/ ، 7 5/ (۲    4 5/ ، 7 5/ (۱
  0 45/ ،۷۵ (۴    4 5/ ،۷۵ (۳

. حالا مى خوايم تبديل اين جور يكاها رو بررسى كنيم. m3 توان بعضى يكاها بيشتر از يكه، مثل

بيشتر وقتا توى تست هاى فيزيك بايد يكاهاى متناسب با خواستة تست رو در فرمول قرار بديم. مثلاً اگر در يك تست تندى رو برحسب متر بر ثانيه بخوان، بايد در رابطة 

تندى، فاصله رو برحسب متر و زمان رو برحسب ثانيه قرار بديم.

توى چندتا تست بعدى ياد مى گيرين جواب آخر رو به صورت نمادگذارى علمى بنويسين!

در 2 تست بعدى با مفهوم «آهنگ كميت» آشنا مى شين.
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درس ۵: دقت وسیله های اندازه گیری

دقتِ گزارشى كه ما از نتيجة اندازه گيرى ارائه مى ديم، به عوامل مختلفى بستگى داره. با يك تست مفهومى، دقت اندازه گيرى رو شروع مى كنيم.

(برگرفته از كتاب درسى)- ۳۴ چه تعداد از عوامل زير، نقش مهمی در افزايش دقت اندازه گيری يک كميت فيزيكی دارند؟ 
ب) مهارت شخص آزمايشگر در نحوۀ خواندن نتيجۀ اندازه گيری الف) دقت و حساسيت وسيلۀ اندازه گيری 

ت) استفاده از ابزار اندازه گيری ديجيتال به جای ابزار مدرج پ) انتخاب يكاهای كوچک تر برای بيان نتيجۀ اندازه گيری 
ث) تعداد دفعات اندازه گيری

۵ (۴  ۴ (۳  ۳ (۲  ۲ (۱
مى ريم سراغ نمونه هاى عددى دقت وسيلة اندازه گيرى، ابتدا دقت اندازه گيرى وسيله هاى مدرج!

در شكل های زير، دقت وسيله های اندازه گيری (الف) و (ب) به ترتيب برحسب سانتی متر و ميلی متر، چه قدر است؟- ۳۵
(تركيب تجربى 99 و تجربى خارج 1400، برگرفته از كتاب درسى)    0 1/ ،۱ (۱

  0 1/ ،0 5/ (۲
 ۱ ،۱ (۳

۱ ،0 5/ (۴
      

شكل روبه رو صفحۀ تندی سنج يک خودرو را نشان می دهد. دقت اين تندی سنج برحسب متر بر - ۳۶
(برگرفته از كتاب درسى) ثانيه و مايل بر ساعت به ترتيب از راست به چپ كدام است؟ 

 ۱۰ ، 5
9

(۲   ۱۰ ، 9
5

(۱

 ۲۰ ، 5
9

(۴   ۲۰ ، 9
5

(۳

حالا دقت اندازه گيرى وسيله هاى رقمى (ديجيتال) رو بررسى مى كنيم.

وسيله های نشان داده شده در شكل های (الف) و (ب) به ترتيب از راست به چپ ............... و ............... هستند و دقت ريزسنج ............... ميكرومتر است.- ۳۷
(آزمون هاى آزمايشى خيلى سبز، مشابه رياضى 1400)  

۱) ريزسنج، كوليس، ۱ 
۲) كوليس، ريزسنج، ۱۰ 

  10 3- ۳) ريزسنج، كوليس،
 10 2- ۴) كوليس، ريزسنج،

         
با حل تست زير ياد مى گيريد كه چه  طورى بفهميد كدوم وسيلة اندازه گيرى دقيق تره.

با توجه به شكل های زير دقيق ترين ولت سنج كدام است؟- ۳۸
 ۱ (۱
 ۲ (۲
 ۳ (۳

۴) هر سه ولت سنج دقت يكسانی دارند.               

تست بعدى دربارة مهارت شخص آزمايشگر در نحوة خواندن نتيجة اندازه گيريه.

و - ۳۹ دارد  بيشتری  دقت   ............... شخص  توسط  گزارش شده  اندازه گيری  نتيجۀ  مقابل  شكل  در 
(برگرفته از كتاب درسى) شخص ............... طول جسم را بيشتر از مقدار واقعی گزارش می كند. 

 A ،B (۱
 A ،C (۲
 C ،B (۳
B ،C (۴

 

دقتِ گزارشى كه ما از نتيجة اندازه گيرى ارائه مى ديم، به عوامل مختلفى بستگى داره. با يك تست مفهومى، دقت اندازه گيرى رو شروع مى كنيم.

مى ريم سراغ نمونه هاى عددى دقت وسيلة اندازه گيرى، ابتدا دقت اندازه گيرى وسيله هاى مدرج!

حالا دقت اندازه گيرى وسيله هاى رقمى (ديجيتال) رو بررسى مى كنيم.

با حل تست زير ياد مى گيريد كه چه  طورى بفهميد كدوم وسيلة اندازه گيرى دقيق تره.

تست بعدى دربارة مهارت شخص آزمايشگر در نحوة خواندن نتيجة اندازه گيريه.
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هر كدام از گزينه ها را بررسی می كنيم: . ۱  .

n مثال نقضی برای اين گزينه است: = 5
 n n= Þ + =5 2 3 35 اول نيست  

 1 2
1

2
+ + + =

+
 n n n( ) می دانيم: می دانيم: 

n ميانگين ۱ تا =

+

= +
n n

n
n

( )1
2 1

2
بنابراين: 

كه به ازای عددهای زوج، عددی طبيعی نمی شود.
) مثال نقضی برای اين گزاره است. برای مثال: , )0 1 هر عدد حقيقی در بازۀ

 n = Þ <1

2

1

2

1

2

2( )  
a زوج باشد، a و b يا هر دو فردند و يا هر دو زوج اند كه در هر دو  b+ اگر

a نيز زوج است: b- حالت
a Þ و b هر دو فرد = + = ¢ +a k b k2 1 2 1,  

 Þ - = - ¢ = - ¢ = ¢¢a b k k k k k2 2 2 2( ) زوج  
a Þ و b هر دو زوج = = ¢a q b q2 2,  
 Þ - = - ¢ = - ¢ = ¢¢a b q q q q q2 2 2 2( ) زوج  

گفتيم برای رد يک گزاره از مثال نقض استفاده می كنيم. گزاره ای كه گفته . ۲ گفتيم برای رد يک گزاره از مثال نقض استفاده می كنيم. گزاره ای كه گفته . 
 2 1 2 1

2 32
5

+ = + n عدد = 5 اگر ولی  است  n درست  =1 2 3 4, , , ازای به 
اول نبوده و به ۶۴۱ می خورد!

اين حدس در رياضيات به حدس فرما معروف است كه بعدتر اويلر نشان داد اين 
n رد می شود. = 5 حدس نادرست است و به ازای

گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم.گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم.. ۳
n = Þ + =2 2 1 5

2 اول است. 
n = Þ + =4 2 1 17

4 اول است. 
n = Þ + =6 2 1 65

6 اول نيست. 
2 اول نيست اما در گزاره آمده n عدد طبيعی  1 33

5 + = ، اگر چه n = 5 در مورد
n مثال نقض اين گزاره نيست. = 5 زوج است و با توجه به اين كه ۵ زوج نيست،

در . ۴ داده شده  عدد  دو  هر  پس   «.... اول  عدد  دو  «حاصل ضرب  در گفته  داده شده  عدد  دو  هر  پس   «.... اول  عدد  دو  «حاصل ضرب  گفته 
رد می شه)رد می شه) گزينه ها حتماً بايد اول باشند (

 5 7 1 36´ + = ضرب دو عدد ۵ و ۷ را اگر با يک جمع كنيم حاصل در 
می شود كه زوج است.

 7 2 1 15´ + = حاصل ضرب دو عدد ۲ و ۷ را اگر با يک جمع كنيم حاصل در 
می شود كه فرد است و مثال نقضی برای گزارۀ داده شده است.

p بايد دو شرط داشته . ۵ qÞ گفتيم يک مثال نقض برای گزارۀ شرطیگفتيم يک مثال نقض برای گزارۀ شرطی
باشد: p (۱ درست باشد و q (۲ نادرست باشد؛ يعنی الان بايد x جوری باشد 
3 اول باشد ولی x اول نباشد. بررسی كنيم در كدام گزينه اين اتفاق  2x + كه
را بررسی می كنيم. در  و  می افتد. چون x نبايد اول باشد، پس فقط 
3 می شود كه عددی اول است  2 29x + = x باشد، = 9 می بينيم كه اگرمی بينيم كه اگر

ولی خود x يعنی عدد ۹ اول نيست.
3 می شود كه اصلاً اول نيست و شرط اول  2 20x + = x باشد = 6 اگر در 

يعنی درست بودن p برقرار نمی شود.
درست است، چون ۲ عدد اولی است كه فرد نيست، پس مثال . ۶

نقض ندارد.
۲ مثال نقض اين گزاره است، زيرا عدد اولی است كه فرد نيست.

درست است. برای مثال، ۹ عدد فردی است كه اول نيست.
۱ مثال نقض اين گزاره است، چون ۱ عدد فردی است كه اول نيست.

- مثبت نيست.. ۷ 2 گزارۀ اول را نقض نمی كند، چونگزارۀ اول را نقض نمی كند، چون  .

عددی  كه   2 1 2 1 2 2- + + = چون نمی كند،  نقض  را  اول  چونگزارۀ  نمی كند،  نقض  را  اول  گزارۀ 
گنگ است.

1 منفی است. 2- گزارۀ اول را نقض نمی كند، چونگزارۀ اول را نقض نمی كند، چون
2 هر دو مثبت اند و  2- 2 و 2+ هر دو گزاره را نقض می كند، چون
 ( ) ( )2 2 2 2 4+ + - = داريم: 
( ) ( )2 2 2 2 4 2 2+ ´ - = - =  

۸ . x x2
4 5+ + رد می شه)رد می شه) به ازای آن بايد x عدد گنگی باشد كه (

روی است  خوب  كنيم  امتحان  را  گزينه ها  سريع  اين كه  جای  به  نشود.  گنگ 
x كمی كار كنيم: x2

4 5+ +

x x x x x2 2 2
4 5 4 4 1 2 1+ + = + + + = + +( )  

x حاصل گويا می شود، چون: = -2 2 مشخص است كه به ازای

( )2 2 2 1 3
2- + + =  

به صورت . ۹ را  بوده و می توانيم آن ها  همگی درست  و   ،
1 می شود  2 3 4 10+ + + = غلط است. مثلاً جمعغلط است. مثلاً جمع مستقيم ثابت كنيم. اما 

كه مضرب ۴ نيست. خوب است اين نكته را هم حفظ باشيد:
ع  اگر n فرد باشد مجموع n عدد متوالی، مضرب n است. (اما اگر n زوج باشد مجمو

n عدد متوالی لزوماً مضرب n نيس! توی قسمت آموزش اينو اثبات کرديم.)
هم كه . ۱۰ غلط است. غلط است.  2می شود پس  3 4 5 6 20+ + + + =

 2 3 4 5 6

5
4

+ + + + = تابلو غلط است! برای مثال ميانگين همين پنج عدد برابر
اما  با همين مثال رد می شود  هم  برابر كوچک ترين عدد نيست.  است كه 

n می گيريم: + 4 ، ... و n +1 ،n را ثابت می كنيم: پنج تا عدد متوالی را

n n n n n n+ + + + + + + +
= +( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4

5

5 10

5

Âõw» jkø���

 
= + =n 2 عدد وسط  

اين نكته در حالت كلی هم درست، است، يعنی ميانگين n عدد طبيعی متوالی 
كه n عددی فرد است، برابر عدد وسطی می شود.

گزينه ها را بررسی می كنيم:. ۱۱
0 2 4
2 2+ = مضرب ۸ نيست.   2 0 4

2 2- = مضرب ۸ نيست. 

1 3 10
2 2+ = مضرب ۸ نيست.   

سه گزينۀ اول را با مثال نقض رد كرديم. چهارمی را ثابت می كنيم:
SwH joÎ
SwH joÎ

a a k
b b k
⇒ = +
⇒ = ′+





2 1

2 1
 

Þ - = + + - ¢ - ¢- = + - ¢ ¢+a b k k k k k k k k2 2 2 2
4 4 1 4 4 1 4 1 4 1( ) ( )  

k دو عدد متوالی اند. از دو عدد متوالی يكی حتماً زوج  +1 حالا دقت كنيد k و
را می توان  k k( )+1 است و يكی حتماً فرد. بنابراين ضربشان هم زوج است يعنی

نوشت. 2q به صورت
بنابراين:  نوشت.  2 ¢q صورت به  می توان  نيز  را   ¢ ¢ +k k( )1 استدلال همين  با 
a b q q q q q

q

2 2
4 2 4 2 8 8- = - ¢ = - ¢ = ¢¢

¢¢

( ) ( ) ( )


مضرب ۸ است. 

۱۲ . k = ´ =1 2 اگر2 پاسخ دهيم. مثلاً  به سؤال  عددگذاری  با  پاسخ دهيم. مثلاً می توانيم  به سؤال  عددگذاری  با  می توانيم 
2 می شود. 4 8k + = 4 و 1 9k + = ،2 1 5k + =  ،k + =4 باشد 6

می بينيد كه فقط سومی مربع كامل است.
نيز كار سختی نيست. k را ضرب دو عدد طبيعی متوالی می گيريم: اما اثبات 
k n n k n n n n n= + Þ + = + + = + + = +( ) ( ) ( )1 4 1 4 1 1 4 4 1 2 1

2 2  

۳۶
۰

اين نكته در حالت كلی هم درست، است، يعنی ميانگين 

۳۶
۰

اين نكته در حالت كلی هم درست، است، يعنی ميانگين 
 عددی فرد است، برابر عدد وسطی می شود.

۳۶
 عددی فرد است، برابر عدد وسطی می شود.۰

گزينه ها را بررسی می كنيم:

۳۶
گزينه ها را بررسی می كنيم:۰

 نيست. 

۳۶
۸ نيست. ۰

۳۶
مضرب ۰۸  

۳۶
مضرب ۰  

۳۶
۰2 0

۳۶
۰2 0 4

۳۶
۰42 2

۳۶
۰2 2

2 0
2 2
2 0

۳۶
۰2 0

2 2
2 0- =

۳۶
۰- =2 0- =2 0

۳۶
۰2 0- =2 0

10

۳۶
۰10  نيست. 

۳۶
۸ نيست. ۰

۳۶
مضرب ۰۸  

۳۶
مضرب ۰  

سه گزينۀ اول را با مثال نقض رد كرديم. چهارمی را ثابت می كنيم:

۳۶
سه گزينۀ اول را با مثال نقض رد كرديم. چهارمی را ثابت می كنيم:۰

oÎ

۳۶
۰

oÎ
Sw ۳۶
۰

SwH j ۳۶
۰

H joÎ ۳۶
۰

oÎH joÎH j ۳۶
۰

H joÎH j
a a

۳۶
۰

a a k

۳۶
۰

k
b b۳۶
۰

b b k۳۶
۰

k
⇒ =

۳۶
۰

⇒ =a a⇒ =a a

۳۶
۰

a a⇒ =a a
⇒ =۳۶
۰

⇒ =b b⇒ =b b۳۶
۰

b b⇒ =b b ′۳۶
۰

′
2 1

۳۶
۰

2 1k2 1k

۳۶
۰

k2 1k +2 1+

۳۶
۰

+2 1+
2 1۳۶
۰

2 1k2 1k۳۶
۰

k2 1k′2 1′۳۶
۰

′2 1′ +2 1+۳۶
۰

+2 1+

Þ - ۳۶
۰

Þ - = +۳۶
۰

= + + -۳۶
۰

+ - ¢۳۶
۰

¢a b ۳۶
۰

a bÞ -a bÞ - ۳۶
۰

Þ -a bÞ - k k۳۶
۰

k k k k۳۶
۰

k k-k k-۳۶
۰

-k k-2 2۳۶
۰

2 2a b2 2a b ۳۶
۰

a b2 2a bÞ -a bÞ -2 2Þ -a bÞ - ۳۶
۰

Þ -a bÞ -2 2Þ -a bÞ - 2 2۳۶
۰

2 2+ -2 2+ -۳۶
۰

+ -2 2+ - ¢2 2¢۳۶
۰

¢2 2¢k k2 2k k۳۶
۰

k k2 2k k k k2 2k k۳۶
۰

k k2 2k k¢k k¢2 2¢k k¢۳۶
۰

¢k k¢2 2¢k k¢4 4۳۶
۰

4 4= +4 4= +۳۶
۰

= +4 4= +k k4 4k k۳۶
۰

k k4 4k k= +k k= +4 4= +k k= +۳۶
۰

= +k k= +4 4= +k k= +k k2 2k k4 4k k2 2k k۳۶
۰

k k2 2k k4 4k k2 2k k= +k k= +2 2= +k k= +4 4= +k k= +2 2= +k k= +۳۶
۰

= +k k= +2 2= +k k= +4 4= +k k= +2 2= +k k= + 1 4۳۶
۰

1 4+ -1 4+ -۳۶
۰

+ -1 4+ -2 2
1 4

2 2۳۶
۰

2 2
1 4

2 2+ -2 2+ -1 4+ -2 2+ -۳۶
۰

+ -2 2+ -1 4+ -2 2+ - 4 1۳۶
۰

4 1¢4 1¢۳۶
۰

¢4 1¢- =4 1- =۳۶
۰

- =4 1- =k k4 1k k۳۶
۰

k k4 1k k۳۶
۰

۳۶ دو عدد متوالی اند. از دو عدد متوالی يكی حتماً زوج 
۰

 دو عدد متوالی اند. از دو عدد متوالی يكی حتماً زوج 
را می توان  ۳۶
۰

را می توان  k k۳۶
۰

k k( )۳۶
۰

( )k k( )k k۳۶
۰

k k( )k k( )+( )۳۶
۰

( )+( )( )1( )۳۶
۰

( )1( ) ۳۶است و يكی حتماً فرد. بنابراين ضربشان هم زوج است يعنی
۰

است و يكی حتماً فرد. بنابراين ضربشان هم زوج است يعنی

2۳۶
۰

2 ¢۳۶
۰

¢q۳۶
۰

q صورت به  می توان  نيز  را   ۳۶
۰

صورت به  می توان  نيز  را   

سبزسبز
اين حدس در رياضيات به حدس فرما معروف است كه بعدتر اويلر نشان داد اين 

سبز
اين حدس در رياضيات به حدس فرما معروف است كه بعدتر اويلر نشان داد اين 

n

سبز
n = Þ

سبز
= Þ + =

سبز
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سبز
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سبز
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سبز
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سبز
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4

سبز
4

nسبزn = Þسبز= Þ + +سبز= =6 6سبز2 2= Þ6 2= Þسبز= Þ6 2= Þ 1 1سبز6 6+ =1 6+ +سبز= =1 6+ 6سبز6=

n اول نيست اما در گزاره آمده nسبزn اول نيست اما در گزاره آمده n اول نيست اما در گزاره آمده سبز اول نيست اما در گزاره آمده nسبزn عدد طبيعی سبز عدد طبيعی 
 مثال نقض اين گزاره نيست.سبز مثال نقض اين گزاره نيست.

در  داده شده  عدد  دو  هر  پس   «.... اول  عدد  دو  «حاصل ضرب  در سبزگفته  داده شده  عدد  دو  هر  پس   «.... اول  عدد  دو  «حاصل ضرب  سبزگفته 
برابر كوچک ترين عدد نيست.  است كه 

سبز
برابر كوچک ترين عدد نيست.  است كه 

را ثابت می كنيم: پنج تا عدد متوالی را 

سبز
را ثابت می كنيم: پنج تا عدد متوالی را 

5سبزسبز 1 5سبز 0سبز10

5 5سبز

عدد وسط عدد وسطسبز   
اين نكته در حالت كلی هم درست، است، يعنی ميانگين سبزاين نكته در حالت كلی هم درست، است، يعنی ميانگين 

كه سبزكه nسبزn عددی فرد است، برابر عدد وسطی می شود.سبز عددی فرد است، برابر عدد وسطی می شود.
گزينه ها را بررسی می كنيم:سبزگزينه ها را بررسی می كنيم:سبزگزينه ها را بررسی می كنيم:سبزگزينه ها را بررسی می كنيم:. سبز. ۱۱سبز۱۱

مضرب سبزمضرب ۸سبز۸ نيست. سبز نيست. 
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كه به ازای عددهای زوج، عددی طبيعی نمی شود.

لی
خی

كه به ازای عددهای زوج، عددی طبيعی نمی شود.
)

لی
خی
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لی
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هر عدد حقيقی در بازۀ
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a و خی

لی
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لی
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 می خورد!
لیاين حدس در رياضيات به حدس فرما معروف است كه بعدتر اويلر نشان داد اين 
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اين حدس در رياضيات به حدس فرما معروف است كه بعدتر اويلر نشان داد اين 
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خی
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گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم.
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۱۳ . 4 3¢ +k 4 و 3k + فرض كنيد دو عدد در حالت كلی به صورتفرض كنيد دو عدد در حالت كلی به صورت  .
 ( ) ( )4 3 4 3 16 12 12 9

8 1

k k kk k k+ ¢ + = ¢ + + ¢ +
+


باشند، داريم:  

 = ¢ + + ¢ + + = +4 4 3 3 2 1 4 1( )kk k k q
q

� ���� ����  

5 است را به توان ۲ می رسانيم:  3k + عددی كه به فرمعددی كه به فرم

 ( ) ( )5 3 25 30 9 5 5 6 1 4
2 2 2

5 4

k k k k k
q

+ = + + = + + +
+
� � ��� ��� = +5 4q  

داريم:  همانند 
( ) ( )6 4 6 5 36 30 24 20

18 2

k k kk k k+ ¢ + = ¢ + + ¢+
+


 

 = ¢ + + ¢ + + = +6 6 5 4 3 2 6 2( )kk k k q  
به صورت عدد ۶  و   7 5k + به صورت مثال عدد ۱۲  برای  دارد.  نقض  مثال 

7 است. 2q + 7 است، ولی ضرب اين دو عدد در هم يعنی ۷۲ به صورت 6¢ +k
عددهای طبيعی را از ۱ امتحان می كنيم:. ۱۴

n = Þ £ Þ £1 2 3 8 6
3 ! (اين يکی)   

n = Þ £ Þ £2 2 4 16 24
4 !  

n = Þ £ Þ £3 2 5 32 120
5 !  

می بينيد هر چه جلوتر برويم سمت راست خيلی بزرگ تر (رشد فاکتوريل از نمايی 
n تنها مثال نقض اين گزاره است. = بيشتره!) از چپ می شود، پس همان1

۱۵ . 61 30 31= +   
 66 21 22 23= + +  
58 13 14 15 16= + + +  

اما ۶۴ را نمی توان به صورت مجموع چند عدد متوالی نوشت.

2n را نمی توان به صورت مجموع چند عدد  عددهای به فرمعددهای به فرمعددهای به فرمعددهای به فرم
متوالی نوشت.

2n را به صورت مجموع k عدد  اثبات آن نيز چندان سخت نيست. فرض كنيد
متوالی نوشته ايم در اين صورت:

 2 1 2 1
n x x x x k= + + + + + + + -( ) ( ) ( )  

 Þ = + + + + - = +
-

2 1 2 1
1

2

n kx k kx k k( ) ( )
  

 ´ +¾ ®¾ = + - = + -2 1
2 2 1 2 1
n kx k k k x k( ) ( )  

2 هيچ عامل فردی نمی تواند  1n+ 2 فرد است ولی 1x k+ - اگر k زوج باشد،
هيچ گاه  تساوی  اين  بنابراين  همين طور.  كه  هم  باشد  فرد   k اگر  باشد.  داشته 

نمی تواند برقرار باشد.
a2 نشان می دهيم. داريم:. ۱۶ مربع كامل را به صورتمربع كامل را به صورت

 8 1 1 8 1 1 8
2 2k a a k a a k+ = Þ - = Þ - + =( ) ( )  

و  a زوج شوند  + 1 a و − 1 (تا باشد.  فرد  عددی  بايد   a پس  است،  زوج   8k
سمت راست تساوی هم زوج بشه.)

 a q q q q q k= + Þ + - + + = + =2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 8( ) ( ) ( )  

 Þ + = Þ + = Þ = +
4 1 8 1 2

1

2
q q k q q k k q q( ) ( ) ( )  

بنابراين k حاصل ضرب دو عدد متوالی است تقسيم بر ۲.
يعنی . ۱۷ است،   n n n n n n n3 2

1 1 1- = - = - +( ) ( )( )( )
ضرب ۳ عدد متوالی است، پس همواره بر ۶ بخش پذير است. اما اگر n فرد باشد، 
( )( )( ) ( )( )( )

( )
n n n k k k

k
- + = + +

+
1 1 2 2 1 2 2

2 1



n داريم:  k= +2 يعنی1

= + + = + = +4 1 2 1 4 2 2 1 8 2 1k k k q k q k( ) ( ) ( )( ) ( )��� ��
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پس اگر n فرد باشد ضرب سه عدد بر ۸ بخش پذير است از طرفی ضرب ۳ عدد 
مضرب ۳ نيز هست، پس اگر n فرد باشد همواره بر ۲۴ بخش پذير می شود.

و و  رد می شه) عدد بدهيم: طبق نكته: عدد بدهيم: طبق نكته: (۶ به ۱۲ نمی خوره پس 

n = Þ - =2 2 2 6
3       ‚      n = Þ - =3 3 3 24

3  
می تواند درست باشد!می تواند درست باشد! يعنی فقط 

عدد . ۱۸ سه  حاصل ضرب  كه   n n n n n3
1 1- = - +( )( ) می دانيممی دانيم

متوالی است. از سه عدد متوالی يكی حتماً مضرب ۳ است،. بنابراين عبارت بر ۳ 
بخش پذير است اما اگر بخواهيم اين عبارت بر ۴ نيز بخش پذير باشد، دو حالت 

رخ می دهد:
n هر دو زوج می شوند و  -1 n و الف) n فرد باشد. چون اگر n فرد باشد1+

بنابراين حاصل ضرب آن ها بر ۴ بخش پذير می شود.
n مضرب ۱۲ می شود.  n3 - ب) n مضرب ۴ باشد. كه در اين صورت نيز

از طرفی می دانيم در تقسيم به ۴ عددها به ۴ دسته تقسيم می شوند و ۴ نوع 
باقی ماندۀ مختلف می توانند داشته باشند:

 4 4k Þ مضرب  
 4 1k + Þ فرد  
 4 2k +  
 4 3k + Þ فرد  
حالا با توجه به اين كه n يا فرد است يا مضرب ۴، پس n هيچ گاه نمی تواند به 

4 باشد. يعنی باقی ماندۀ n بر ۴ برابر ۲ نمی شود. 2k + صورت
۱۹ . 

n k n n k k= + Þ - + = + - + +2 1 5 7 2 1 5 2 1 7
2 2( ) ( )  

= + + - - + = - +4 4 1 10 5 7 4 6 3
2 2k k k k k  

) كه خيلی  4 عددی فرد است ( 6 3
2k k- + پس كافی است نشان دهيم

ساده اين جوری می شود:
4 6 3 2 2 3 1 1 2 1

2

2 1

2k k k k q
q

- + = - + + = +
+�

� �� ��( )  

به اثبات اين حكم كاری نداريم اما با توجه به اين  كه n مضرب ۳ . ۲۰
نيست، پس n دو حالت می تواند داشته باشد. يا در تقسيم به ۳ باقی مانده ای برابر 
3 است و يا در تقسيم به n باقی مانده ای  1k + ۱ دارد يا به بيان ديگر به صورت

3 است. 2k + برابر ۲ دارد و به صورت
۲۱ .

n فرد باشد. n nÞ + + = + + =2
4 1 1joÎ Z»p زوج   

n زوج باشد. n nÞ + + = + + =2
4 1 1Z»p Z»p فرد  

پس همواره زوج نيست.
n فرد باشد. n nÞ + + = + + =2

3 1 1joÎ joÎ فرد  

n زوج باشد. n nÞ + + = + + =2
3 1 1 Z»p  Z»p فرد  

اين كه اصلاً همواره فرد است!
n فرد باشد. n nÞ + + = + + =2

4 2 2joÎ Z»p فرد  

n زوج باشد. n nÞ + + = + + =2
4 2 Z»p Z»p 2 زوج  

اين هم همواره زوج نيست.
n فرد باشد. n nÞ + + = + + =2

3 2 2joÎ joÎ زوج  

n زوج باشد. n nÞ + + = + + =2
3 2 2Z»p Z»p زوج  

همواره زوج است.
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ساده اين جوری می شود:سبزساده اين جوری می شود:
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اگر ab زوج باشد، حداقل يكی از b و a زوج است (يا يكی يا هر دو) . ۲۲
آن گاه b و1= a = 2 a ممكن است زوج يا فرد باشد (برای مثال اگر b2 2+ پس
a بوده است.) اما  b2 2

20+ = b آن گاه = 4 a و = 2 a ولی اگر b2 2
5+ =

b2 و اگر ab فرد باشد b و a هر دو فرد هستند. مربع هر عدد فرد، فرد است پس
قطعاً درست است.قطعاً درست است. a زوج می شود اين يعنی  b2 2+ a2 هر دو فرد شده پس
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Þ + = + + ¢ + = + + + ¢ + ¢ +a b k k k k k k2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 4 4 1 4 4 1( ) ( )  

= + + ¢ + ¢ +2 2 2 2 2 1
2 2( )k k k k زوج است.  
را نيز بررسی می كنيم. و  اما برای اطمينان بيشتر دو گزينۀ 

a زوج باشد، a و b يا هر دو زوج اند و يا هر دو فرد. b+ اگر
الف) اگر هر دو زوج باشند:
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2 2 2 2 2 2( ) زوج است. 

ب) اگر هر دو فرد باشند:
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 = + + ¢ + ¢ +2 2 2 2 2 1
2 2( )k k k k زوج است. 

a هميشه زوج است. b2 2+ پس
a فرد باشد يكی از a و b فرد و ديگری زوج است. فرض می كنيم  b+  اگر

a فرد و b زوج باشد، در اين صورت:
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}nÎ است. امتحان كنيم ببينيم به ازای كدام اعداد . ۲۳ , ,..., }1 2 6
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= Þ
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پس شد دوتا!

يا. ۲۴ و  باشد   ۳ مضرب   n بايد  يا  باشد  زوج   n n( )+1
3

بخواهيم اگر 
 n +1 n كه با ۳ در مخرج ساده شود. اما با توجه به اين كه از ميان n و +1
 n همواره زوج است. پس فقط كافی است n n( )+1 يكی حتماً زوج است، پس

n مضرب ۳ باشد.  +1 يا
در هر دو حالت تعداد عددها را پيدا می كنيم:

n مضرب ۳ باشد. n k k kÞ = Þ £ £ Þ £ £3 1 3 20
1

3

20

3
 

 k =1 2 6, , ,  
در اين حالت ۶ عدد وجود دارد.

n مضرب ۳ باشد. n k n k+ Þ + = Þ = -1 1 3 3 1  

 Þ £ - £ Þ £ £ Þ £ £1 3 1 20 2 3 21
2

3
7k k k  

 k =1 2 7, , ,  
،n مقدار   ۱۳ ازای  به  مجموع  در  پس  دارد،  وجود  عدد   ۷ نيز  حالت  اين  در 

عبارت زوج است.
۲۵ . 1 2

1

2
+ + + = +

 n n n( ) می  دانيم: می  دانيم: 
n مضرب ۴  +1 اما اين كسر چه زمانی زوج می شود؟ زمانی كه يكی از دو عدد n يا

ج ساده بشه و يه ۲ هم بمونه که عدد زوج بشه) باشد. (تا ۲ تو مخر

حالت ها  بقيۀ  در  و  زوج   n n( )+1
2

باشد،  n k+ =1 4 يا  n k= 4 اگر يعنی 
فرد می شود؛ پس تعداد حالت هايی كه حاصل زوج می شود را پيدا كرده از كل 

حالت ها كم می كنيم:
 n k k k= Þ £ £ Þ £ £4 31 4 60 7 75 15/  
 k = 8 9 15, , ,  

15 عدد در اين حالت وجود دارد. 8 1 8- + =

 n k n k k+ = Þ = - Þ £ - £1 4 4 1 31 4 1 60  
 Þ £ £ Þ £ £ Þ =32 4 61 8 15 25 8 9 15k k k/ , , ,  
 15 8 1 8- + = در اين حالت نيز ۸ عدد وجود دارد: 

پس در مجموع در ۱۶ حالت اين حاصل زوج می شود.
 60 31 1 30- + = تعداد كل اعضای مجموعه برابر است با: 

30 حالت اين حاصل فرد می شود. 16 14- = پس در
داريم از روش درنظرگرفتن همۀ حالت ها اثبات می كنيم.می خواهيم بگوييم . ۲۶
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را   ( ) ( )p r q rÞ Ù Þ يعنی  ، ( )r است فرد   n n2

5 3+ - هم باز 
با جدول ارزش هم به  سادگی می توانيم نشان بدهيم كه  داريم ثابت می كنيم. 

درست است.
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پس در دو حالت اين مجموع زوج می شود.
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2 فرد است، پس اگر قرار باشد اين حاصل زوج شود، بايد يكی از دو عدد  1n +

 n k n= Þ =4 8 n مضرب ۴ باشد.  +1 n يا
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 n k n k n+ = Þ = - Þ =1 4 4 1 7  
پس فقط در دو حالت اين مجموع زوج است.

زوج . ۲۸  n an b2 2+ + عدد  ،n طبيعی  عدد  هر  ازای  به  گفته  چون   .

است. هر دو حالت زوج يا فرد بودن n را بررسی می كنيم:
می دانيم چون  و  است  زوج   an و  n2 كه است  واضح  باشد،  زوج   n اگر 

b2 زوج است، در نتيجه b زوج است. n نيز زوج است، پس an b2 2+ +

n عددی  b2 2+ b2 زوج است پس n2 نيز فرد است و چون اگر n فرد باشد،
n عددی زوج است، a حتماً بايد فرد  b an2 2+ + فرد است. اما چون می دانيم

an فرد شود و كل عبارت زوج شود. باشد كه
اگر a بر ۵ بخش پذير باشد كه خب خود a بر ۵ بخش پذير است و مسئله . ۲۹

ثابت می شود. بايد بررسی كنيم در حالتی كه a بر ۵ بخش پذير نيست، پاسخ چگونه 
است. عددی كه بر ۵ بخش پذير نباشد در تقسيم به ۵ می تواند باقی مانده های ۱ يا ۲ يا 

۳ و يا ۴ داشته باشد. از طرفی عدد، مربع كامل است. داريم:
 n k n k k= + Þ = + +5 1 25 10 1

2 2

5  Joñ¶
� �� ��  

در تقسيم به ۵ باقی مانده ای برابر ۱ دارد.

 n k n k k= + Þ = + +5 2 25 20 4
2 2

5 Joñ¶
� �� ��  

در تقسيم به ۵ باقی مانده ای برابر ۴ دارد.

 n k n k k= + Þ = + +5 3 25 30 9
2 2

5  Joñ¶
� �� ��  

n2 با توجه به اين كه باقی ماندۀ ۹ در تقسيم به ۵ برابر ۴ است، پس باقی ماندۀ
بر ۵ نيز در اين حالت برابر ۴ است.

n k n k k= + Þ = + +5 4 25 40 16
2 2

5  Joñ¶
� �� ��  

 ۵ به  تقسيم  در  حالت  اين  در   n2 پس است،   ۱ برابر   ۵ بر   ۱۶ باقی ماندۀ 
كرديم،  بررسی  كه  حالتی  چهار  به  توجه  با  بنابراين  دارد.   ۱ برابر  باقی مانده ای 
باقی ماندۀ يک مربع كامل (وقتی خود عدد، مضرب ۵ نباشد) در تقسيم بر ۵ يا 
5 است  1q + برابر ۱ است و يا برابر ۴، يعنی اگر a مربع كامل باشد يا به صورت
 a q a q q= + Þ = + +5 1 25 10 1

2 2 ، در اين صورت:   5 4q + يا
 a q a q q= + Þ = + +5 4 25 40 16

2 2  
باقی ماندۀ ۱۶ در تقسيم به ۵ برابر ۱ است. 

 ۵ بر   a2 1- نتيجه در  است،   ۱ برابر   ،۵ به  تقسيم  در   a2 باقی ماندۀ بنابراين 
بخش پذير است.

می دانيم برای داشتن يک زيرمجموعۀ دوعضوی كافی است می دانيم برای داشتن يک زيرمجموعۀ دوعضوی كافی است ۲ عضو . ۳۰
از اين n عضو را انتخاب كنيم:

 n n n
2

1

2( ) = -( )  

 n حالا اگر بخواهيم اين عدد مضرب ۴ باشد، يا n بايد مضرب ۸ باشد يا1-
ج ساده می شه و عبارت، مضرب ۴ می شه)  مضرب ۸ باشد. (چون يه ۲ با ۲ توی مخر
 n k= 8 n يا k n k- = Þ = +1 8 8 1 بنابراين:  

در ميان گزينه ها فقط ۱۴۰۱ چنين ويژگی ای دارد.
8 است به صورت . ۳۱ 1q + اين كه مربع هر عدد طبيعی فرد به صورت

مستقيم ثابت می شود نه با برهان خلف! ببينيد:
( ) ( ) ( )2 1 4 4 1 4 1 1 4 2 1 8 1

2 2k k k k k q q+ = + + = + + = + = +��� ��
SwH Z»p Â²H¼T¶ jkøø »j Joò

 

بقيۀ گزينه ها از تيپ سؤال هايی هستند كه با برهان خلف ثابت می شوند.

۳۲ . n اگر بخواهيم از برهان خلف استفاده كنيم بايد خلاف حكم (يعنی  .

3 زوج است) برسيم. 5n + زوج باشد) را در نظر گرفته و به تناقض با فرض (
n k n k k k q

q

= Þ + = + = + + = + + = +2 3 5 3 2 5 6 4 1 2 3 2 1 2 1( ) ( )


 

3 فرد است، بنابراين به تناقض با فرض اوليه می رسيم. 5n + همان طور كه می بينيد
اصلاً . ۳۳ اما  می شوند  ثابت  خلف  برهان  با  و  و 

 y = - 2 x و = 2 درست نيست كه بخواهد ثابت بشود! چرا؟ كافی است
x و گويا می شود. y+ =0 باشد در اين صورت

هر چهار حالت اين مطلب را يک دوره ای بكنيم:. ۳۴
ج صفر نشه!)، گويا است. ۱) جمع، تفريق، ضرب و تقسيم دو عدد گويا (البته مخر
۲) جمع و تفريق يک عدد گويا و يک عدد گنگ، گنگ است (با برهان خلف ثابت می شه).
۳) ضرب يک عدد گويا در عدد گنگ ممكن است گويا يا گنگ باشد مگر آن كه 
اين صورت ضرب عدد گويای غيرصفر در عدد  باشد كه در  عدد گويا غيرصفر 

گنگ، حتماً گنگ می شود.
(فقط وقتی عدد گويا برابر صفر باشه ضرب گويا در گنگ، گويا می شه.)

۴) جمع، تفريق، ضرب و تقسيم دو عدد گنگ نيز در حالت كلی نامشخص است، 
ممكن است گويا يا گنگ باشد.

a طبق ۲، گنگ  b+ 2 b گنگ است پس جمع آن ها يعنی a گويا و b+ خب
گنگ  هم   ( )a b b a b+ - = -

IÄ¼¬ ª¹¬
��� �2 است پس گنگ   2b طرفی از  می شود، 

می شود. پس هر دو گنگ هستند.
ديديم كه با برهان خلف می توان ثابت كرد جمع يک عدد گويا و يک . ۳۵  .

درست است. a گنگ است، پس  r+ عدد گنگ، همواره گنگ است. بنابراين
بقيۀ گزينه ها را با مثال نقض رد می كنيم:

a

b
a b

=

=
Þ - =

2

2

0 .SwH IÄ¼¬  

a a= Þ =2 22 .SwH IÄ¼¬  

a
r

ra=
=

Þ =2

0

0 .SwH IÄ¼¬  

می كنيم . ۳۶ ادعا  می كنيم،  استفاده  خلف  برهان  از 
اين  اگر فرض كنيم  اما  است،  زوج  ) عددی  )( )( )a b a b a b

1 1 2 2 3 3
- - -

، ( )a b1 1- است، پس فرد شده  عبارت  باشد. چون ضرب ۳   فرد  حاصل ضرب 
) همگی فرد هستند، ولی اگر اين سه عدد را با هم  )a b3 3- ) و )a b2 2-

جمع كنيم، داريم:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a b a a a b b b

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3
0- + - + - = + + - + + =

a3 با ترتيب ديگری هستند، پس  و a2 ، a1 b3 همان اعداد b2 و ، b1دقت كنيد
a3 برابر است. اما جمع سه عدد  a2 و ، a1 b3 با جمع b2 و ، b1 حاصل جمع

فرد در حالت كلی هميشه فرد است.
( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 1k k k k k k+ + ¢ + + ¢¢ + = + ¢ + ¢¢ + + فرد است. 

a برابر صفر شده، هر  b3 3- a و b2 2- ، a b1 1- بنابراين چون جمع سه عدد
سه آن ها نمی توانند فرد باشند و به تناقض می رسيم. بنابراين اين حاصل ضرب 

هميشه زوج است.
مثل. ۳۷ حاصل هايی  پس   ، -1 يا باشند   ۱ يا  متغيرها  همۀ  وقتی 

، پس: -1 ab نيز يا يک می شوند يا ac, ,
ab هيچ وقت نمی تواند صفر شود چون جمع سه عدد كه ۱ يا bc ca+ + الف)

1- هستند، صفر نمی شود!

۳۶
۰IÄ

۳۶
۰IÄ¼¬

۳۶
۰¼¬

می كنيم  ادعا  می كنيم،  استفاده  خلف  برهان  از 

۳۶
می كنيم ۰ ادعا  می كنيم،  استفاده  خلف  برهان  از 

اين  اگر فرض كنيم  اما  است،  زوج   عددی 

۳۶
اين ۰ اگر فرض كنيم  اما  است،  زوج  ) عددی  )

۳۶
۰( )( )

۳۶
۰( )( )a b( )
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۳۶
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۳۶
۰( )a b( )- -( )a b( )

است، پس فرد شده  عبارت    

۳۶
است، پس۰ فرد شده  عبارت    ۳

۳۶
باشد. چون ضرب ۰۳ فرد  حاصل ضرب 

۳۶
باشد. چون ضرب ۰ فرد  حاصل ضرب 

 همگی فرد هستند، ولی اگر اين سه عدد را با هم 

۳۶
) همگی فرد هستند، ولی اگر اين سه عدد را با هم ۰ )
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، a۳۶
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۳۶ برابر است. اما جمع سه عدد 
۰

a۳۶ برابر است. اما جمع سه عدد 
۰
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سبز
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سبز
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سبز
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سبز
n kÞ =n k2 2n kÞ =n k� �

سبز
� �� �� �� �

سبز
� �� �� �

۵سبز۵ به  تقسيم  در  حالت  اين  در  به سبز  تقسيم  در  حالت  اين  در   
كرديم،  بررسی  كه  حالتی  چهار  به  توجه  با  بنابراين  دارد.  كرديم، سبز  بررسی  كه  حالتی  چهار  به  توجه  با  بنابراين  دارد.   
 نباشد) در تقسيم بر سبز نباشد) در تقسيم بر ۵سبز۵ يا سبز يا 
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و  a b= اگر1= مثال  برای  شود.  صفر  می تواند   ab bc cd da+ + + ب)
c باشد، داريم: d= = -1

 ab bc cd da+ + + = + - + + - =1 1 1 1 0( ) ( ) ( )  
و  بايد سه تا ۱  باشد،  ab صفر  bc cd de ef fa+ + + + + بخواهيم اگر  پ) 
1- داشته باشيم. اما با استفاده از برهان خلف می توانيم نشان دهيم امكان  سه تا

1- باشد، وجود ندارد. اين كه سه تا از اين جمله ها
اگر همۀ اين جمله ها را در هم ضرب كنيم، داريم:

 ab bc cd de ef fa a b c d e f´ ´ ´ ´ ´ = =2 2 2 2 2 2
1  

پس اين حاصل ضرب همواره برابر ۱ است. اما اگر سه تا از متغيرها ۱ و سه تای 
 1 1 1 1 1 1 1´ ´ ´ - ´ - ´ - = - ديگر1- باشد، حاصل ضرب می شود:  

كه به تناقض می رسيم.

p زمانی درست است كه . ۳۸ qÛ از بحث منطق يادمان هست كه
p و q يا هر دو درست باشند يا هر دو نادرست. گزينه ها را بررسی می كنيم:

Û درست. پس اين تركيب دوشرطی درست است. درست
Û نادرست. پس اين تركيب دوشرطی درست است. نادرست

هم  كه  است  اين   p qÛ دوشرطی تركيب  درستی  بررسی  ديگر  راه  يک  اما 
 p درستی q را نتيجه بگيريم و هم بتوانيم از درستی q درستی p بتوانيم از درستی

را (و يا از نادرستی p نادرستی q را نتيجه بگيريم و از نادرستی q نادرستی p را)
 x x= Þ =1 1

2 x2 يعنی 1= x باشد، می توانيم نتيجه بگيريم اگر1= در 
x لزوماً درست نيست، چون x ممكن است1-  x2

1 1= Þ = درست است، اما
باشد.

 x x3
1 1= Þ = x درست است و هم x= Þ =1 1

3 ولی هم در 
پس اين تركيب دوشرطی نيز درست است.

زيرا . ۳۹ است  درست  همواره   a b a b= Û =3 3 دوشرطی تركيب 
a می توان نتيجه  b3 3= a و هم از b3 3= a می توان نتيجه گرفت b= هم از

a است. b= گرفت
a درست نيست. برای مثال: b a b< Û <2 2 اما تركيب دوشرطی

- < Þ >2 1 4 1  
هر . ۴۰ درستی  از  بايد  باشد،  درست  دوشرطی  تركيب  يک  اين كه  برای 

1 پس  1¹ - | است، ولی | | |1 1= - طرف به درستی طرف ديگر برسيم. خب
هم غلط است. اگر 1 پس  1¹ - 1 است، ولی 1

2 2= -( ) غلط است. غلط است. 
هم  است، پس   0 1¹ a می شود. ولی ab2

0- = باشد  b = 1 و  a =0
a باشد می توانيم دو طرف را  b= را ثابت می كنيم. اگر غلط است. درستی 
a ريشۀ  b3 3= به توان فرد برسانيم. برعكس آن هم درست است اگر از دو طرف

a می شود. b= سوم بگيريم
هم ارزش . ۴۱  p و   q كه  می شود  درست  وقتی   p qÛ گزارۀ ارزش 

x2 به ازای هر عدد حقيقی نادرست هستند، پس  1 0+ < | و |x <0 باشند. 
درستی بررسی  برای  اما  می شود.  درست   | |x x< Û + <0 1 0

2 گزارۀ

x2 برسيم و  1> | به درستی |x > | بايد از درستی1 |x x> Û >1 1
2

| | | |x x x> ¾ ®¾¾ > Þ >1 1 1
2 2 2·H¼U برعكس:

x x x x2
1 1 1 1> Þ > < - Þ >IÄ | |  

پس اين هم درست است.
22 مضرب ۴ است ولی ۲ مضرب ۴ نيست پس . ۴۲ n بگيريم = 2 اگر

می شود جواب. می شود جواب. 

n2 مضرب عدد اول p باشد n هم مضرب آن  يک نكته ای هم اين جا بگويم، اگر
n2، ۳ باشه حتماً بايد تو n هم ۳ باشه!) است و برعكس (مثلاً اگه تو تجزيۀ

بقيۀ چيزهايی كه گفته هم ارز هستند؛ ببينيد:
a b ab a b ab a b ab+ ³ Û + ³ Û + - ³
2

2 2 0  

Û - ³( )a b 2
0  

در هندسه اثبات اين را زياد ديده ايد.  
a b ab a b ab2 2 2 2 2

0 2 2 2 0+ + ³ ¬ ®¾ + + ³´  
Û + + + + ³ Û + + + ³a a b b ab a b a b2 2 2 2 2 2 2

2 0 0( )  

a چه موقع درست می شود! خب،. ۴۳ b a b2 2 2+ = +( ) بايد ببينيم اول  .

a b a b ab ab a2 2 2 2
2 2 0 0+ = + + Þ = Þ = b يا  =0  

( b = 1 a و =0 پس حداقل يكی از b و a بايد صفر باشد. (مثلاً

) لزوماً صفر  )a b
2 2

2+ ) و )a b- 2 a قطعاً صفر می شود، ولی b b a2 2+ فقط
نيستند. (همين مثالی که زديم هر سه گزينۀ ديگر را رد می کند!)

عبارت را ساده می كنيم:عبارت را ساده می كنيم:. ۴۴
1 1 1 1
a b a b a b

b a
ab+

= + Þ
+

= +  

Þ = + + Þ + + =ab a b ab a ba b2 2 2 2
2 0  
اين را يک معادلۀ درجه دوم برحسب a ببينيد.

) پس  b ¹ D می شود كه همواره منفی است (چون0 = - = -b b b2 2 2
4 3

اين معادله جواب ندارد يعنی اصلاً b و a اين چنينی نداريم!
اين عبارت را می توانيم به صورت زير بنويسيم:

a ba b a ab b b a b b2 2 2
2

2 2 2

4

3

4 2

3

4
+ + = + + + = + +( )  

b معادله به ازای هر  ¹0 و a ¹0 اين عبارت مجموع دو مربع كامل است و چون
عدد حقيقی بزرگ تر از صفر است.

۴۵ .
a a

a
a a a+ ³ Û + ³ Û + ³1

2
1

2 1 2

2
2  

 Û + - ³ Û - ³a a a2 2
1 2 0 1 0( ) درست است. 

a b ab a b ab a b ab+ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ + − ≥
2

2 2 0  

 Û - ³( )a b 2
0 درست است. 

a ab b a ab b b2 2 2
2 2

0
4

3

4
0+ + ³ Þ + + + ³  

 ⇔ + + ≥( )a b b
2

3

4
0

2
2

درست است. 

b مثال نقضی برای آن است. a و1= =1 درست نيست و 
a
b

a
b

b
a

=
=

Þ - = <
1

1
0 2  

اگر طرفين را در ۲ ضرب كنيم، داريم:. ۴۶
 2 2 2 2 2 22 2x y xy x y+ + ³ + +  
 Û + + - - - ³2 2 2 2 2 2 0

2 2x y xy x y  
 Û + - + + - + + - ³x y xy x x y y2 2 2 2

2 1 2 1 2 0  

Û - + - + - ³( ) ( ) ( )x y x y2 2 2
1 1 0  

۴۷ . a b a b a ab b3 3 2 2- = - + +( )( ) می دانيم: می دانيم: 

 a b ab b a a b ab b a3 3 3 3³ + - Û - ³ -( ) ( ) بنابراين: 

 Û - + + ³ -( )( ) ( )a b a b ab ab b a2 2  
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 a b> a تقسيم می كنيم. دقت كنيد كه در صورت سؤال گفته b- طرفين رابطه را بر
a عددی مثبت است و بنابراين جهت نامساوی عوض نمی شود. b- است، پس

 Û + + ³ - Û + + ³a b ab ab a b ab2 2 2 2
2 0  

 Û + ³( )a b 2
0  

طرفين را به توان ۲ می رسانيم. (چون سمت راست نامساوی همواره . ۴۸
مثبت است مشكلی پيش نمی آيد.)
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رابطۀ آخر همواره درست است و چون همۀ معادله ها بازگشت پذيرند، همۀ گزاره ها 
هم ارز هستند، پس حكم ثابت می شود.

۵۵ . p qÞ هم كه  است  درست  زمانی   p qÛ می دانيممی دانيم  .
n2 نيز  . اگر n مضرب ۳ باشد، آن گاه واضح است كه q pÞ درست باشد و هم

مضرب ۳ است:
 n k n k= Þ =3 9

2 2 درست است. 
است.   ۳ مضرب  نيز   n باشد،   ۳ مضرب   n2 می دهيم نشان  خلف  برهان  با  اما 
چون اگر n مضرب ۳ نباشد، در تقسيم به ۳ باقی مانده ای برابر ۱ يا ۲ دارد كه 

در اين صورت:
 n k n k k= + Þ = + +3 1 9 6 1

2 2 مضرب ۳ نيست. 
 n k n k k= + Þ = + +3 2 9 12 4
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تناقض  به  و  باشد   ۳ مضرب  نمی تواند  نيز   n2 نباشد،  ۳ مضرب   n اگر  پس 

می رسيم، پس n بايد مضرب ۳ باشد.
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4 مربع كامل باشد نيز می توان نشان داد n حاصل ضرب دو عدد  1n + اما اگر
متوالی است.

a2 نشان می دهيم، در اين صورت: مربع كامل را با
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3 زوج می شود. 1n + 3n فرد و در نتيجه می شه) و اگر n فرد باشد
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n2 نيز فرد است، پس  2+ n2 نيز فرد و و با فردبودن n می توان نتيجه گرفت
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n - نادرست است. اگر n فرد باشد،

3 زوج  1 82 − = (که اصولاً هميشه زوج است) دليلی ندارد n فرد باشد. (برای مثال:
است اما n فرد نيست.)
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همۀ جمله ها را به سمت چپ نامساوی می بريم:. ۵۷

 4 1 2 2 0
2 2x y xy x y+ + - - - ³  

چون ضريب y برابر1- است، نمی توان اين عبارت را به سادگی به صورت مجموع 
سه مربع كامل نوشت. (از كجا فهميديم بايد به صورت مجموع سه مربع كامل 

بنويسيم، از گزينه ها!)
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بنابراين طرفين رابطه را در ۲ ضرب می كنيم:
 Û + + - - - ³

+ +

8 2 2 4 4 2 0
2

4 4

2

1 1
2 2

x y xy x y
x x




 

 y y y2 2
2 1 1- + = -( ) 2y- و ۱ اتحاد می سازيم:   ها و y2 حالا با يكی از

4xy- نيز يک اتحاد می سازيم: y2 و 4 و 2x 4xy- داريم، پس با چون جملۀ

 4 4 2
2 2 2x y xy x y+ - = -( )  

4x- و ۱ هستند كه با آن ها نيز می توان يک اتحاد  ، 4 2x جمله های باقی مانده
 4 4 1 2 1

2 2x x x- + = -( ) ساخت: 

 Û - + - + - ³( ) ( ) ( )y x y x1 2 2 1 0
2 2 2 بنابراين: 

باشد، . ۵۸  b >0 و  a اگر0< كه  ديديم  درسی  كتاب  تمرين های  در 

بزرگ تر  همواره  آن  معكوس  با  مثبت  عدد  هر  يعنی جمع   ab
b
a+ ³ 2 آن گاه

و يا مساوی ۲ است.
حالا اگر اين عبارت را ساده كنيم، داريم:
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بنابراين حداقل مقدار اين عبارت برابر ۹ است. يعنی اگر m حداكثر برابر ۹ باشد 
m باشد، دليلی ندارد  می توان اين نامساوی را ثابت كرد. اما اگر برای مثال10=

نامساوی درست باشد.
2 بگيريم مجموع آن ها. ۵۹ 3k + 2 و 1k + اگر دو عدد فرد متوالی را  .

درست است. مثال  4 می شود كه همواره بر ۴ بخش پذير است، پس  4k +

نقض بقيه را هم ببينيد:
x y= = Þ + ¹ +1 4 1 4 1 4,  

 n = Þ - =4 2 1 15
4 اول نيست  

25 می شود كه فقط  از ۱ بزرگ تر است.
4

ميانگين ميانگين ۴ عدد ۹، ۸، ۷ و ۱ برابر

بر ۶ بخش پذير است.. ۶۰
مجموع ارقام آن برابر مجموع ارقام آن برابر ۷ است، بنابراين فرض گزارۀ شرطی درست نيست.

مجموع ارقام برابر مجموع ارقام برابر ۱۲ است كه بر ۶ بخش پذير است، اما عدد بر ۶ بخش پذير 
نيست، چون زوج نيست.

۶۱ . 2 4k - 2 و 2k - ، 2k ، 2 2k + ،2 4k + عددها را برای سادگی كار عددها را برای سادگی كار. 
فرض می كنيم. داريم:

 ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 2 2 2 2 2 4 10k k k k k k- + - + + + + + =  
كه همواره مضرب ۵ است.

اين جا روش درنظرگرفتن همۀ حالت ها مناسب نيست چون امتحان كردن . ۶۲  .

n از يک تا بيست طولانی است.

 n n( )+1
2

) زوج باشد ( ))n n +1
2

2 n می شود. اگر n n n2 2
21

4

1

2

( ) ( ( ))+
=

+

n و n دو عدد متوالی هستند، پس يكی زوج و ديگری فرد  +1 نيز بايد زوج باشد.

 n را بر ۲ تقسيم می كنيم عبارت زوج باشد يا n n( )+1 است. برای اين كه وقتی
. n k n k+ = Þ = -1 4 4 1 n يا k= 4 . پس n +1 بايد مضرب ۴ باشد يا

n k k kn= ¾ ®¾¾¾ £ £ Þ £ ££ £
4 1 4 20

1

4
5

1 20  

Þ = Þ =k n1 2 3 4 5 4 8 12 16 20, , , , , , , ,  

n k k kn= - ¾ ®¾¾¾ £ - £ Þ £ ££ £
4 1 1 4 1 20

1

2

21

4

1 20  

Þ = Þ =k n1 2 3 4 5 3 7 11 15 19, , , , , , , ,  
1 است، آن عبارت زوج می شود. 20£ £n پس به ازای ۱۰ عدد طبيعی n كه

برای . ۶۳ باشد.  گنگ  يا  گويا  است  ممكن  گنگ  عدد  دو  حاصل ضرب 
2 عددی گويا و حاصل ضرب آن ها نيز  2+ 2 و 2- مثال مجموع دو عدد
 ( )( )2 2 2 2 4 2 2+ - = - = گوياست:  

2 گويا ولی حاصل ضرب آن ها گنگ است: 2 و 2- اما مجموع دو عدد
2 2 2 2 2 2( )- = - = - =ª¹¬ IÄ¼¬ ª¹¬  

هم چنين می دانيم حاصل ضرب يک عدد گويای غيرصفر در يک عدد گنگ همواره 
a است و گوياست و از  b+ b قرينه نيستند پس¹0 a و گنگ است، چون

a گنگ است پس ضربشان نيز گنگ است: طرفی
( )a b a a ab+ ´ = +2

IÄ¼¬ ª¹¬ ª¹¬
 

يعنی. ۶۴ اسـت،  هـم ارز  نقـيضش  عكـس  بـا  شـرطـی  گـزارۀ  هـر 
p پس: q q pÞ º Þ 

( ) ( ) ~ ( ) ~ ( )x x x x> Þ > º > Þ >2 4 4 2
2 2  

º £ Þ £x x2
4 2  

۶۵ .
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a aa
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Û - + ³ Û - ³a a a2 2
2 1 0 1 0( ) همواره برقرار   

۶۶ .
1 1 4 4

4 4 4 4

4 4

4 4 4 4a b a b
a b
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 Û + ³ Û + + ³( )a b a b a b a b a b4 4 2 4 4 8 8 4 4 4 4
4 2 4  

 Û + - ³ Þ - ³a b a b a b8 8 4 4 4 4 2
2 0 0( )  

 Û - + + ³( ) ( ) ( )a b a b a b2 2 2 2 2
0  

an همواره . ۶۷ bn2
1+ + an زوج و در نتيجه bn2 + اگر n زوج باشد،  .

فرد می شود. پس n نمی تواند زوج باشد و فرد است. از طرفی:

 an bn n an b2
1 1+ + = + +( )  

 an bn2
1+ + بخواهيم اگر 

بايد   n an b( )+ باشد زوج 
است فرد   n چون  و  باشد  فرد 

an نيز بايد فرد باشد. b+

 a b+ پس a فرد است و b زوج يا a زوج است و b فرد كه در هر دو حالت
فرد است.
۶۸ .
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درس ۱: استدلال ریاضی 

در درس استدلال رياضی دربارۀ روش های اثبات و رد يک گزاره صحبت می كنيم. برای آن كه متوجه شويم در اين درس چه می خوانيم خيلی مختصر و 
مفيد به نمودار زير نگاه كنيد:

مثال نقض

مثالی است كه نشان می دهد يک نتيجه گيری كلی غلط است.
پيداكردن  برای  دارد.  نقض  مثال  و  نيست  درست  هميشه  است.»  بخش پذير   ۳ بر  همواره   n2 2+ عبارت  n طبيعی  عدد  هر  ازای  «به  گزارۀ  مثال  برای 

كوچک ترين مثال نقض اين گزاره عددها را از ۱، يكی يكی بررسی می كنيم:
n n= Þ + =1 2 3

2 بر ۳ بخش پذير است.   n n= Þ + =2 2 6
2 بر ۳ بخش پذير است.  

n n= Þ + =3 2 11
2 بر ۳ بخش پذير نيست.  

n مثال نقضی برای اين گزاره است. = 3 n2 بر ۳ بخش پذير نيست، پس 2+ ، عدد n = 3 همان طور كه می بينيد به ازای

p است. در این صورت یک مثال نقض مناسب باید هم زمان دو شرط زیر را داشته باشد: qÞ یک وقت هایی گزارۀ ما به صورت

q نادرست باشد. p درست باشد   

j درمی آید که در منطق ریاضی گفتیم ارزش آن نادرست است. ·Þ p به صورت qÞ چون در این صورت

مثلاً گزارۀ «اگر p عددی اول باشد، آن گاه p فرد است.» را در نظر بگيريد. واضح است كه عدد ۴ مثال نقض، برای رد كردن اين گزاره نيست، چرا كه عدد ۴ 
p می توان درستی اين حكم را رد كرد. به بيان ديگر عدد ۲ مثال نقض مناسبی برای رد اين حكم است؛ چرا كه ۲ عددی  = 2 اصلاً اول نيست. اما به ازای

اول است ولی فرد نيست.

3 عددی اول است.» به  1k ++ كدام عدد كدام عدد k مثال نقض مناسبی برای نشان دادن نادرستی گزارۀ «اگر k حاصل ضرب دو عدد طبيعی متوالی باشد،
حساب می آيد؟

۳۰ (۴  ۲۰ (۳  ۱۶ (۲  ۱۲ (۱
گزينه ها را بررسی می كنيم:گزينه ها را بررسی می كنيم:

) عددی اول است. )3 12 1 37´ + = ۱۲ حاصل ضرب دو عدد متوالی ۳ و ۴ است و
3 عددی اول نيست، اما ۱۶ مثال نقض مناسبی برای اين حكم نيست؛ چرا كه ۱۶ حاصل ضرب هيچ دو عدد پشت سرهمی نيست. 16 1 49´ + = اگرچه

3 اول است. 20 1 61´ + = ۲۰ حاصل ضرب دو عدد متوالی ۴ و ۵ است و
.91 13 7= ´ 30 اول نيست؛ چرا كه 3 1 91´ + = ۳۰ حاصل ضرب دو عدد متوالی ۵ و ۶ است و

) نيز عددی  )3 30 1´ + پاسخ سؤال است و عدد ۳۰ مثال نقض مناسبی برای رد گزارۀ داده شده است، چرا كه ۳۰ حاصل ضرب دو عدد متوالی است و بنابراين 
اول نيست.

برای نشان دادن نادرستی یک گزاره، پیداکردن یک مثال نقض کافی است اما برای اثبات یک حکم، نمی توانیم به مثال اکتفا کنیم و 

به روش هایی برای استدلال کردن نیازمندیم.

991 را برای nهای طبیعی  12n + پیداکردن مثال نقض خیلی وقت ها کار آسانی نیست و ممکن است مدت ها طول بکشد. برای مثال عبارت

991 هیچ گاه مجذور کامل نیست.» یک عدد ۲۹ رقمی است!!! 12n + در نظر بگیرید. اولین مثال نقض برای حکم: «برای nهای طبیعی

n = 12055735790331359447442538738  

(سرپينسكى رياضى دان معاصر لهستانى اينو فهميده. تو کتاب درسى هم تو قسمت برای خواندن اومده.)
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روش های اثبات

همان طور كه ديديد، برای ردكردن يک گزاره، يک مثال كافی است كه به آن مثال نقض گفته می شود، اما برای اثبات يک حكم بايد يكی از روش های 
اثبات را به كار ببريم:

۱. اثبات مستقيم در اثبات مستقيم سعی می كنيم از دانش رياضی كه پيش از اين ياد گرفته ايم استفاده كنيم و به صورت مستقيم از فرض به حكم 

برسيم. مثلاً می خواهيم ثابت كنيم مربع عددی فرد، عددی فرد است.
 n k k k k k q

q

2 2 2 2
2 1 4 4 1 2 2 2 1 2 1= + = + + = + + = +( ) ( )��� �� 2 می گيريم؛ پس:  1k + عدد فرد n را به صورت

n2 نيز عددی فرد است. يعنی

كدام يک از گزاره های زير را می توان اثبات كرد؟
x y x y+ = + ۲) برای هر دو عدد حقيقی x و y داريم: 2 به ازای همۀ عددهای طبيعی n اول است.  1

2
n

+ ۱) عدد
۴) حاصل ضرب سه عدد متوالی بزرگ تر از يک بر ۱۲ بخش پذير است. ۳) مجموع سه عدد متوالی بر ۳، بخش پذير است. 

n مثال نقضی برای اين گزينه است. چون: = 5 n  درست است، ولی  =1 2 3 4, , , يادتان باشد به ازای
n

n
= Þ + = = ´5 2 1 4294967297 641 6700417

2 (اين تو کتاب درسى اومده و خوبه که بلدش باشيد!) 
4 5 4 5 3 2 5+ = + Þ ¹ + y می توان رابطۀ داده شده در  را رد كرد:  = 5 x و = 4 به ازای

در مورد  عددهای ۵، ۶ و ۷ سه عدد متوالی هستند اما حاصل ضرب آن ها يعنی ۲۱۰ بر ۱۲ بخش پذير نيست.
اما گزارۀ داده شده در  مثال نقضی ندارد و همواره درست است. برای اثبات آن اگر عدد كوچک تر را n فرض كنيم. داريم:

n n n n n+ + + + = + = +( ) ( ) ( )1 2 3 3 3 1  
همواره مضرب ۳ است.

به طور کلی اگر k عدد متوالی داشته باشیم همیشه مجموع آن ها بر k بخش پذیر است به شرط آن که k عددی فرد باشد.

همچنین حاصل ضرب n عدد متوالی همواره بر!n بخش پذیر است.

۲. اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها گاهی برای اثبات يک گزاره بايد مسئله را در چند حالت در نظر بگيريم و هر حالت را بررسی كنيم. به مثال 

زير توجه كنيد:

ثابت كنيد مربع هر عدد طبيعی در تقسيم بر ۴ باقی مانده ای برابر صفر يا يک دارد.
می دانيم هر عدد طبيعی يا فرد است يا زوج. بنابراين در هر دو حالت، باقی ماندۀ مربع عدد را به می دانيم هر عدد طبيعی يا فرد است يا زوج. بنابراين در هر دو حالت، باقی ماندۀ مربع عدد را به ۴ به دست می آوريم.

n زوج باشد  n k n kÞ = Þ =2 4
2 2 (بر ۴ بخش پذير است، يعنی باقی مانده برابر صفر است.)   

n فرد باشد n k n k k k k q
q

Þ = + Þ = + + = + + = +2 1 4 4 1 4 1 4 1
2 2 2( )��� �� (بر ۴ باقی مانده ای برابر ۱ دارد.)   

n2 بر ۴، ۰ يا ۱ است. در هر دو حالت فرد يا زوج  بودن n ثابت كرديم باقی ماندۀ
) گزارۀ درست است.  )p q rÚ Þ n2 در تقسيم به ۴» را با r نشان دهيم، بايد ثابت كنيم اگر «زوج بودن n» را با p، «فرد بودن n» را با q و «۰ يا ۱  بودن باقی ماندۀ

p گزارۀ موردنظر ثابت می شود. q r p r q rÚ Þ º Þ Ù Þ( ) ( با توجه به هم ارزی(

p را در نظر بگیریم. (تو مثال قبل دو حالت فرد و زوج  p pn , , , 2 1 p را ثابت کنیم و برای p باید n حالت qÞ فرض کنید می خواهیم گزارۀ

رو در نظر گرفتيم، تو يه مثالى بايد سه حالت در نظر بگيريم و تو يه مثالى ۴ حالت و ... تو يه مثالى هم n حالت)
یک هم ارزی از درس منطق کتاب یازدهم داشتیم که این جوری بود:

p p p p q p q p q p q p qn n1 2 3 1 2 3Ú Ú Ú Ú Þ º Þ Ù Þ Ù Þ Ù Ù Þ ( ) ( ) ( ) ( )  

از این هم ارزی دقیقاً در روش اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها استفاده می شود.

a بر ۳ بخش پذير است. ++ 20 a و ++ 10 ،a ثابت كنيد همواره يكی از عددهای
اگر a مضرب ۳ باشد كه خب مسئله اثبات می شود، چون كه خود a بر ۳ بخش پذير است. 

 3 2k + 3 نوشت و يا بر ۳ باقی مانده ای برابر ۲ دارد و می توان آن را به صورت 1k + اگر a مضرب ۳ نباشد يا بر ۳ باقی مانده ای برابر ۱ دارد كه می شود آن را به صورت

 a k a k k= + Þ + = + = +3 1 20 3 21 3 7( ) مضرب ۳ است. نوشت. پس: 
 a k a k k= + Þ + = + = +3 2 10 3 12 3 4( ) مضرب ۳ است.  

a بر ۳ بخش پذير است. + 20 پس نتيجه می گيريم اگر a مضرب ۳ باشد، خود a بر ۳ بخش پذير است و هم چنين اگر a بر ۳ باقی مانده ای برابر ۱ داشته باشد،
a بر ۳ بخش پذير است. +10 و بالأخره اگر a در تقسيم بر ۳ باقی مانده ای برابر ۲ داشته باشد،
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و  گزاره ها  منطق  قوانين  از  استفاده  با  باشد، سپس  نادرست  كه حكم  فرض می كنيم  برهان خلف،  روش  در  ۳. برهان خلف (اثبات غيرمستقيم) 

استدلال، به يک نتيجۀ غيرممكن يا متضاد با فرض می رسيم.
n2 مضرب ۵ باشد، n نيز مضرب ۵ است.»، نشان می دهيم كه اگر n مضرب ۵ نباشد به تناقض می رسيم: برای مثال اگر بخواهيم ثابت كنيم «اگر n عددی طبيعی و

. n q r= +5 1 و 4£ £r اگر n مضرب ۵ نباشد، در تقسيم بر ۵ باقی مانده ای بين ۱ تا ۴ دارد كه آن را r می ناميم، بنابراين
n q qr r2 2 2

25 10= + +
5 Joñ¶

� �� �� در اين صورت: 
n2 نيز در تقسيم بر ۵ دارای باقی ماندۀ غيرصفر خواهد شد، در نتيجه نمی تواند مضرب ۵ باشد. همان طور كه می بينيد

a گوياست و نشان می دهيم  b++ برای اثبات حكم «حاصل جمع عدد گويای a و عدد گنگ b، عددی گنگ است.» به روش ............... فرض می كنيم
(مشابه مثال كتاب درسى) b .............. است و به تناقض  می رسيم. 

۲) اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها ـ گنگ ۱) اثبات با در نظر گرفتن همه حالت ها ـ گويا 
۴) برهان خلف ـ گنگ ۳) برهان خلف ـ گويا  

a نيز گنگ است. برای اين كار از برهان خلف استفاده می كنيم. b+ فرض كنيم a گويا و b گنگ است. نشان می دهيم
 a و a b+ a گويا باشد و a نيز گويا باشد، با توجه به اين كه می دانيم اختلاف دو عدد گويا نيز گويا است، پس اختلاف b+ a گنگ نباشد، گويا است. حالا اگر b+ اگر
a نمی تواند گويا باشد و در نتيجه گنگ است. پس  درست است. b+ نيز عددی گويا است. پس b نيز عددی گويا است كه با فرض اوليه متناقض است، در نتيجه

p qÞ در اثبات مستقیم از درستی فرض به درستی حکم می رسیم، یعنی: 

 q pÞ در اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف از نادرستی حکم به نادرستی فرض می رسیم، یعنی: 

p q q pÞ º Þ  و یادتان هست که در درس منطق داشتیم: 

۴. اثبات بازگشتی/ گزاره های هم ارز اين روش را خيلی وقت ها برای اثبات نامساوی ها استفاده می كنيم. به اين صورت كه يک نامساوی را آن قدر ساده 

می كنيم تا به يک گزارۀ هميشه درست برسيم. حالا با توجه به اين كه اين گزاره ها همگی هم ارزند و همۀ مراحل را می توان بازگشت، نامساوی ثابت می شود.
برسيم: درست  كاملاً  بديهی  رابطۀ  به يک  تا  آن قدر ساده می كنيم  را  رابطه  اين  است،   a a+ ≥1 2 باشد،  a اگر0< كنيم  ثابت  بخواهيم  اگر  مثال  برای 
(مشابه مثال كتاب درسى)  

 a
a

a a+ ³ Û + ³1
2 1 2

2 a است. با ضرب طرفين رابطه در a داريم:  >0 می دانيم
اين گزاره يک تركيب دوشرطی است كه اگر درستی هر كدام را نشان دهيم، درستی ديگری نيز مشخص می شود اما مشخص است از ميان اين دو گزاره 
a a a a a2 2 2

1 2 2 1 0 1 0+ ³ Û - + ³ Û - ³( ) اثبات گزارۀ سمت راست ساده تر است: 
) مربع كامل و همواره بزرگ تر يا مساوی صفر است، پس همۀ اين گزاره های دو شرطی با هم، هم ارزند (يعنى مى تونيم هر  )a -1 2 با توجه به اين كه می دانيم

. a
a

+ ³1
2 مرحله رو به عقب برگرديم) و در نتيجه:

خوب است از درس منطق اين چيزها را يک بار ديگر با هم مرور كنيم!
p يک گزارۀ دوشرطی می گويند. qÛ به گزارۀ

p زمانی درست است كه p و q يا هر دو درست باشند و يا هر دو نادرست. qÛ گزارۀگزارۀ
p درست باشد و بدانيم q درست است. (همون گزارۀ هميشه درسته که تو آخر نامساوی بهش مى رسيم.) می توانيم نتيجه بگيريم p نيز  qÛ بنابراين اگر

درست است.
 r درست است، يعنی اين سه تا گزاره با همديگر هم ارزند. بنابراين اگر q rÛ p و qÛ حالا اگر چندتا گزاره داشته باشيم؛ مثلاً p و q و r و بدانيم

درست باشد (همون گزارۀ بديتز که آخر نامساوی بهش مى رسيم.)، پس q درست است و در نتيجه p درست است.

a است.» به روش بازگشتی، در نهايت به كدام رابطۀ بديهی می رسيم؟ b ab++ ³³2 برای اثبات گزارۀ «اگر a و b دو عدد مثبت باشند،
(مشابه مثال كتاب درسى)  ( )a b+ ³2

0 (۲   a b+ ³0 (۱

( )a b- ³2
0 (۴   a b- ³0 (۳

با توجه به هم ارز بودن دو گزاره در عبارت های دوشرطی داريم:
a b ab a b ab a b ab a b+ ³ Û + ³ Û + - ³ Û - ³
2

2 2 0 0
2( )  

رابطۀ آخری همواره درست است و چون همۀ مرحله ها برگشت پذير است، همۀ گزاره ها هم ارز هستند، يعنی حكم ثابت می شود.

البته گاهی هم كار به همين سادگی نيست و برای رسيدن به يک رابطۀ بديهی بايد كمی بيشتر زحمت بكشيم. تست زير را نگاه كنيد.

x به كدام رابطۀ بديهی می رسيم؟ y xy x y2 2
4 2 2++ ++ ³³ ++ ++ برای اثبات نامساوی

 ( ) ( ) ( )x y x y- + - + - ³2 2 0
2 2 2 (۲   ( ) ( ) ( )x y x y- + - + - ³1 1 0

2 2 2 (۱

 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 0
2 2 2x y x y- + - + + ³ (۴   ( ) ( ) ( )2 1 2 1 0

2 2 2x y x y- + - + - ³ (۳

۳۶
) می توانيم نتيجه بگيريم ۰

۳۶
همون گزارۀ هميشه درسته که تو آخر نامساوی بهش مى رسيم.) می توانيم نتيجه بگيريم ۰

۳۶
همون گزارۀ هميشه درسته که تو آخر نامساوی بهش مى رسيم.۰

۳۶
۰

 درست است، يعنی اين سه تا گزاره با همديگر هم ارزند. بنابراين اگر 

۳۶
۰

 درست است، يعنی اين سه تا گزاره با همديگر هم ارزند. بنابراين اگر 

۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰

۳۶ است.» به روش بازگشتی، در نهايت به كدام رابطۀ بديهی می رسيم؟
۰

 است.» به روش بازگشتی، در نهايت به كدام رابطۀ بديهی می رسيم؟
۳۶(مشابه مثال كتاب درسى)
۰

(مشابه مثال كتاب درسى)

سبز
اين روش را خيلی وقت ها برای اثبات نامساوی ها استفاده می كنيم. به اين صورت كه يک نامساوی را آن قدر ساده 

سبز
اين روش را خيلی وقت ها برای اثبات نامساوی ها استفاده می كنيم. به اين صورت كه يک نامساوی را آن قدر ساده 
می كنيم تا به يک گزارۀ هميشه درست برسيم. حالا با توجه به اين كه اين گزاره ها همگی هم ارزند و همۀ مراحل را می توان بازگشت، نامساوی ثابت می شود.

سبز
می كنيم تا به يک گزارۀ هميشه درست برسيم. حالا با توجه به اين كه اين گزاره ها همگی هم ارزند و همۀ مراحل را می توان بازگشت، نامساوی ثابت می شود.
برسيم: درست  كاملاً  بديهی  رابطۀ  به يک  تا  آن قدر ساده می كنيم  را  رابطه  اين  است،   

سبز
برسيم: درست  كاملاً  بديهی  رابطۀ  به يک  تا  آن قدر ساده می كنيم  را  رابطه  اين  است،   a

سبز
a a

سبز
a+ ≥

سبز
+ ≥+ ≥

سبز
+ ≥

 داريم: 

سبز
a داريم: 

سبز
a است. با ضرب طرفين رابطه در 

سبز
 است. با ضرب طرفين رابطه در 

اين گزاره يک تركيب دوشرطی است كه اگر درستی هر كدام را نشان دهيم، درستی ديگری نيز مشخص می شود اما مشخص است از ميان اين دو گزاره 

سبز
اين گزاره يک تركيب دوشرطی است كه اگر درستی هر كدام را نشان دهيم، درستی ديگری نيز مشخص می شود اما مشخص است از ميان اين دو گزاره 

0 0سبز

 مربع كامل و همواره بزرگ تر يا مساوی صفر است، پس همۀ اين گزاره های دو شرطی با هم، هم ارزند سبز مربع كامل و همواره بزرگ تر يا مساوی صفر است، پس همۀ اين گزاره های دو شرطی با هم، هم ارزند 

خوب است از درس منطق اين چيزها را يک بار ديگر با هم مرور كنيم!سبزخوب است از درس منطق اين چيزها را يک بار ديگر با هم مرور كنيم!

 يا هر دو درست باشند و يا هر دو نادرست.سبز يا هر دو درست باشند و يا هر دو نادرست.
همون گزارۀ هميشه درسته که تو آخر نامساوی بهش مى رسيم.

سبز
همون گزارۀ هميشه درسته که تو آخر نامساوی بهش مى رسيم.

لی
خی
همان طور كه می بينيد

لی
خی
همان طور كه می بينيد

لی
خی
لی
خی
لی
خی

برای اثبات حكم «حاصل جمع عدد گويای 

لی
خی

برای اثبات حكم «حاصل جمع عدد گويای 

لی
خی

 است و به تناقض  می رسيم. 

لی
خی

.............. است و به تناقض  می رسيم. 

لی
خی

.............. b

لی
خی

b

 اثبات با در نظر گرفتن همه حالت ها ـ گويا

لی
خی

) اثبات با در نظر گرفتن همه حالت ها ـ گويا

لی
خی

(۱

لی
خی

۱

 برهان خلف ـ گويا 

لی
) برهان خلف ـ گويا خی

لی
۳)خی
لی
 گنگ است. نشان می دهيم۳خی

لی
b گنگ است. نشان می دهيمخی

لی
 گويا و bخی

لی
a گويا و خی

لی
فرض كنيم aخی

لی
فرض كنيم خی

لی
فرض كنيم خی

لی
فرض كنيم خی

a b

لی
aخی ba b+a b

لی
aخی b+a b  گنگ نباشد، گويا است. حالا اگر

لی
a گنگ نباشد، گويا است. حالا اگرخی b

لی
aخی ba b+a b

لی
aخی b+a b اگر

لی
اگرخی

 نيز عددی گويا است كه با فرض اوليه متناقض است، در نتيجه

لی
b نيز عددی گويا است كه با فرض اوليه متناقض است، در نتيجهخی

لی
نيز عددی گويا است. پس bخی

لی
نيز عددی گويا است. پس خی

لی
خی
لی
در اثبات مستقیم از درستی فرض به درستی حکم می رسیم، یعنی: خی

لی
در اثبات مستقیم از درستی فرض به درستی حکم می رسیم، یعنی: خی

لی
خی
لی
خی

لیدر اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف از نادرستی حکم به نادرستی فرض می رسیم، یعنی: 
خی

لیدر اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف از نادرستی حکم به نادرستی فرض می رسیم، یعنی: در اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف از نادرستی حکم به نادرستی فرض می رسیم، یعنی: 
خی

لیدر اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف از نادرستی حکم به نادرستی فرض می رسیم، یعنی: در اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف از نادرستی حکم به نادرستی فرض می رسیم، یعنی: 
خی

در اثبات غیرمستقیم یا برهان خلف از نادرستی حکم به نادرستی فرض می رسیم، یعنی: 

لیو یادتان هست که در درس منطق داشتیم: 
خی

و یادتان هست که در درس منطق داشتیم: 

لیاين روش را خيلی وقت ها برای اثبات نامساوی ها استفاده می كنيم. به اين صورت كه يک نامساوی را آن قدر ساده 
خی

لیاين روش را خيلی وقت ها برای اثبات نامساوی ها استفاده می كنيم. به اين صورت كه يک نامساوی را آن قدر ساده 
خی
لی
خی

لی. اثبات بازگشتی/ گزاره های هم ارز
خی

. اثبات بازگشتی/ گزاره های هم ارز

لیمی كنيم تا به يک گزارۀ هميشه درست برسيم. حالا با توجه به اين كه اين گزاره ها همگی هم ارزند و همۀ مراحل را می توان بازگشت، نامساوی ثابت می شود.
خی

می كنيم تا به يک گزارۀ هميشه درست برسيم. حالا با توجه به اين كه اين گزاره ها همگی هم ارزند و همۀ مراحل را می توان بازگشت، نامساوی ثابت می شود.
باشد، لی 
خی

باشد،  aلی
خی

a لی<
خی

لی0<
خی

اگر0 كنيم  ثابت  بخواهيم  اگر  مثال  لیبرای 
خی

اگر كنيم  ثابت  بخواهيم  اگر  مثال  برای 

 است. با ضرب طرفين رابطه در 

لی
خی

 است. با ضرب طرفين رابطه در 



۲۲۱

اد
عد

ۀ ا
ری

ظ
ا ن

ی ب
نای

ش
 آ

ل 
او

ل 
ص

ف

 x y xy x y2 2
4 2 2+ + ≥ + + به صورت سؤال نگاه كنيد.: 

در اين مدل سؤال ها، همان طور كه از گزينه ها پيداست، بايد عبارت را به صورت مجموع چند مربع كامل بنويسيم. اما با توجه به اين كه يكی از جملات xy است 
) را داشته باشيم ولی با توجه به گزينه ها و نبود چنين  )y x2

2± ) و يا )x y2
2± 2xy داريم، پس xy زمانی به وجود می آيد كه يا ) ما )x y± 2 و در عبارت های

 ´¬ ®¾ + + ³ + +2 2 2
2 2 8 2 4 4x y xy x y 2xy خيلی راحت تر می شود كار كرد:  عبارت هايی در آن، بهتر است طرفين رابطه را در ۲ ضرب كنيم، چون با

 ⇔ + + − − − ≥2 2 8 2 4 4 0
2 2x y xy x y همۀ جملات را می بريم سمت چپ نامساوی، داريم: 

 ⇔ + + + − − − + + ≥x x y y xy x y2 2 2 2
2 4 4 4 4 0 حالا سعی می كنيم عبارت را به صورت مجموع سه مربع كامل بنويسيم: 

 Û - + - + - ³( ) ( ) ( )x y x y2 2 2
2 2 0  

اما در پايان اين بخش خوب است يک بررسی كلی داشته باشيم كه با هر كدام از اين روش های اثبات معمولاً چه مسائلی را می توان حل كرد؟
برای جمع بندی اين بحث و فهميدن اين موضوع، بهتر است بررسی كنيم كه در مثال ها و تمرين های كتاب درسی، چه سؤالی از چه روشی حل شده است. 

به جدول زير نگاه كنيد:
نمونه ها

مثال نقض (دقت 
کنيد مثال نقض برای 
اثبات به کار نمی رود 
و فقط برای ردکردن 

گزاره ها استفاده 
می شود.)

2 عددی اول است. (مثال كتاب) 1
2
n

+         
2 همواره اول است. (مثال كتاب) 1

n -  گزاره هايی در مورد اعداد اول   
991 همواره اول است. (مثال كتاب) 1

2n +         
 گزاره هايی دربارۀ اعداد گنگ و گويا: حاصل ضرب هر دو عدد گنگ، گنگ است. (�نكور)

 گزاره: هر عدد طبيعی را می توان به صورت مجموع چند عدد متوالی نوشت. (�نكور) 
2n است.) (مثال نقض اين گزاره، اعداد به صورت

اثبات مستقيم

 مجموع سه عدد متوالی بر ۳ بخش پذير است. (مثال كتاب)
 در حالت كلی: اگر k فرد باشد، مجموع k عدد متوالی بر k بخش پذير است.

 مجموع هر دو عدد فرد، زوج است. (مثال كتاب)
 در حالت كلی: k عدد فرد را با هم جمع می كنيم، اگر k فرد باشد، مجموع اين k عدد، فرد و اگر k زوج باشد، مجموع 

اين k عدد، زوج است.
4 مربع كامل است. (مثال كتاب) 1k +  اگر k حاصل ضرب دو عدد متوالی باشد،

 ميانگين پنج عدد طبيعی متوالی، عدد وسطی است. (مثال كتاب)
 در حالت كلی: ميانگين k عدد متوالی، عدد وسطی است، اگر k فرد باشد.

 مربع هر عدد فرد در تقسيم به ۸ باقی مانده ای برابر ۱ دارد.

اثبات با در نظر 
گرفتن همۀ 

حالت ها

n فرد است. (مثال كتاب) n2
5 7- +  ،n به ازای هر عدد طبيعی 

. (مثال كتاب) b =0 a يا =0 ، آن گاه ab =0  اگر
a زوج است. (مثال كتاب) b2 2+  اگر ab فرد باشد،

مربع هر عدد در تقسيم بر ۴ باقی مانده ای برابر صفر يا ۱ دارد. سؤال هايی مثل 
a مضرب ۳ است. + 2 a و +1 ،a يكی از عددهای

 حاصل ضرب ۳ عدد متوالی بر ۶ بخش پذير است.
!n بخش پذير است.  در حالت كلی حاصل ضرب n عدد متوالی بر

برهان خلف

 سؤال هايی دربارۀ عددهای گويا و گنگ  

جمع يک عدد گويا و يک عدد گنگ، همواره گنگ است. (مثال كتاب)ضرب يک عدد 
گويای غيرصفر در يک عدد گنگ، همواره گنگ است. (مثال كتاب)

1  نيز گنگ است. (تمرين كتاب)
x اگر x گنگ باشد،

عددی گنگ است. 2

 سؤال هايی مثل  

مكعب هر عدد فرد، عددی فرد است. (تمرين كتاب)
n5 نيز مضرب ۳ نيست. اگر n مضرب ۳ نباشد،

bn همان عددها ولی به ترتيب ديگری باشند ، ... و b2 ، b1 an عددهايی صحيح و ، ... و a2 اگرa1 و
) عددی زوج است. (تعميم يافتۀ مثال كتاب) )( )a b a b

1 1 2 2
- - ... ( )a bn n-

 گزاره های هم ارز مانند  اثبات های بازگشتی
a (مثال كتاب) b a b< Û <3 3

a (شبيه مثال كتاب) b a b5 5= Û = اگر
بسياری از نامساوی ها

۳۶
۰
۳۶
 دارد.۰

۳۶
۱ دارد.۰

۳۶
 باقی مانده ای برابر صفر يا ۰۱

۳۶
 باقی مانده ای برابر صفر يا ۰

 است.

۳۶
 است.۰

۳۶
۰

۳۶جمع يک عدد گويا و يک عدد گنگ، همواره گنگ است. (مثال كتاب)ضرب يک عدد 
۰

جمع يک عدد گويا و يک عدد گنگ، همواره گنگ است. (مثال كتاب)ضرب يک عدد 
۳۶گويای غيرصفر در يک عدد گنگ، همواره گنگ است. (مثال كتاب)
۰

گويای غيرصفر در يک عدد گنگ، همواره گنگ است. (مثال كتاب)
۳۶  نيز گنگ است. (تمرين كتاب)
۰

۳۶  نيز گنگ است. (تمرين كتاب)
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
بز۰
س

 بخش پذير است. (مثال كتاب)

سبز
 بخش پذير است. (مثال كتاب)

 عدد متوالی بر 

سبز
k عدد متوالی بر 

سبز
k فرد باشد، مجموع 

سبز
k فرد باشد، مجموع k فرد باشد، مجموع 

سبز
k فرد باشد، مجموع k

 مجموع هر دو عدد فرد، زوج است. (مثال كتاب)

سبز
 مجموع هر دو عدد فرد، زوج است. (مثال كتاب)

 عدد فرد را با هم جمع می كنيم، اگر 

سبز
 عدد فرد را با هم جمع می كنيم، اگر 

 عدد، زوج است.

سبز
 عدد، زوج است.

 مربع كامل است. (مثال كتاب)

سبز
4 مربع كامل است. (مثال كتاب) 1

سبز
4 1k

سبز
k4 1k4 1

سبز
4 1k4 14 1+4 1

سبز
4 1+4  حاصل ضرب دو عدد متوالی باشد،1

سبز
 حاصل ضرب دو عدد متوالی باشد،

 ميانگين پنج عدد طبيعی متوالی، عدد وسطی است. (مثال كتاب)سبز ميانگين پنج عدد طبيعی متوالی، عدد وسطی است. (مثال كتاب)
k عدد متوالی، عدد وسطی است، اگر kسبزk عدد متوالی، عدد وسطی است، اگر k عدد متوالی، عدد وسطی است، اگر سبز عدد متوالی، عدد وسطی است، اگر kسبزk فرد باشد.سبز فرد باشد. kسبزk در حالت كلی: ميانگين سبزدر حالت كلی: ميانگينk در حالت كلی: ميانگينkسبزk در حالت كلی: ميانگينk

n فرد است. (مثال كتاب)سبز فرد است. (مثال كتاب)سبزسبز مربع هر عدد فرد در تقسيم به سبز مربع هر عدد فرد در تقسيم به ۸سبز۸ باقی مانده ای برابر سبز باقی مانده ای برابر ۱سبز۱ دارد.سبز دارد. nسبزn n22سبزn n2n nسبزn n2n n5 5سبز7 7- -سبز+ +n n- +n nسبزn n- +n n5 7- +5 5سبز7 7- +5 7n n5 7n n- +n n5 7n nسبزn n5 7n n- +n n5 7n n
. (مثال كتاب)سبز. (مثال كتاب)

 زوج است. (مثال كتاب)سبز زوج است. (مثال كتاب)
 باقی مانده ای برابر صفر يا 
سبز

۴ باقی مانده ای برابر صفر يا 
سبز

۴
a

سبز
a

سبزسبز
لی
خی
لی
خی

حالا سعی می كنيم عبارت را به صورت مجموع سه مربع كامل بنويسيم: 

لی
خی

حالا سعی می كنيم عبارت را به صورت مجموع سه مربع كامل بنويسيم: 

اما در پايان اين بخش خوب است يک بررسی كلی داشته باشيم كه با هر كدام از اين روش های اثبات معمولاً چه مسائلی را می توان حل كرد؟

لی
خی

اما در پايان اين بخش خوب است يک بررسی كلی داشته باشيم كه با هر كدام از اين روش های اثبات معمولاً چه مسائلی را می توان حل كرد؟
برای جمع بندی اين بحث و فهميدن اين موضوع، بهتر است بررسی كنيم كه در مثال ها و تمرين های كتاب درسی، چه سؤالی از چه روشی حل شده است. 

لی
خی

برای جمع بندی اين بحث و فهميدن اين موضوع، بهتر است بررسی كنيم كه در مثال ها و تمرين های كتاب درسی، چه سؤالی از چه روشی حل شده است. 
به جدول زير نگاه كنيد:

لی
به جدول زير نگاه كنيد:خی

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
دقت خی

لی
 (دقت خی

لی
نقض (خی

لی
نقضخی مثال

لی
مثالخی
کنيد مثال نقض برای 

لی
کنيد مثال نقض برای خی
اثبات به کار نمی رود 

لی
اثبات به کار نمی رود خی
لیو فقط برای ردکردن 
و فقط برای ردکردن خی

لیگزاره ها استفاده 
خی

گزاره ها استفاده 

        

لی
        خی

 گزاره هايی در مورد اعداد اول 

لی
 گزاره هايی در مورد اعداد اول خی

لی
        خی

لی
        خی

لی گزاره هايی دربارۀ اعداد گنگ و گويا: حاصل ضرب هر دو عدد گنگ، گنگ است. (�نكور)
خی

لی گزاره هايی دربارۀ اعداد گنگ و گويا: حاصل ضرب هر دو عدد گنگ، گنگ است. (�نكور)
خی

لی گزاره: هر عدد طبيعی را می توان به صورت مجموع چند عدد متوالی نوشت. (�نكور) 
خی

لی گزاره: هر عدد طبيعی را می توان به صورت مجموع چند عدد متوالی نوشت. (�نكور) 
خی

2 لی
خی

2n لی
خی

n لی(مثال نقض اين گزاره، اعداد به صورت
خی

لی(مثال نقض اين گزاره، اعداد به صورت
خی

لی بخش پذير است. (مثال كتاب)
خی

لی۳ بخش پذير است. (مثال كتاب)
خی

لی مجموع سه عدد متوالی بر ۳
خی

لی مجموع سه عدد متوالی بر 
خی

لی فرد باشد، مجموع 
خی

لیk فرد باشد، مجموع 
خی

k لیدر حالت كلی: اگر
خی

لیkدر حالت كلی: اگر kدر حالت كلی: اگر 
خی

k در حالت كلی: اگرkلی
خی

لی مجموع هر دو عدد فرد، زوج است. (مثال كتاب)
خی

 مجموع هر دو عدد فرد، زوج است. (مثال كتاب)
 عدد فرد را با هم جمع می كنيم، اگر 
لی
خی

k عدد فرد را با هم جمع می كنيم، اگر 
لی
خی

k :در حالت كلی
لی
خی

در حالت كلی: 
 عدد، زوج است.

لی
خی

 عدد، زوج است.

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی



پاسخ های تشریحی

پاسخ های كاملاً تشريحی، گام بندی شده و آموزنده را برايتان آماده كرده ايم. در اين پاسخ ها از روش های خلاقانه (تيزبازی ها)، نكات، 

شفاف سازی ها، تله ها و .... استفاده كرديم تا پاسخ ها بيشتر و بيشتر آموزنده و قابل فهم باشند.

در كنار پاسخ اولين تست هر فصل، يک آيكون به صورت  گذاشته ايم. با كليک كردن روی اين آيكون مستقيماً به درس نامۀ آن درس می رويد.

درس نامه 

درس نامه هايی كاملاً خود آموز، با مثال هايی كاربردی و هماهنگ با بانک تست برايتان گذاشته ايم تا با مطالعۀ آن ها بتوانيد به راحتی تمام 

تست های بانک تست را جواب بدهيد. اين درس نامه ها تمام مفاهيم هندسۀ كنكور را پوشش می دهند.

پاسخ های كاملاً تشريحی، گام بندی شده و آموزنده را برايتان آماده كرده ايم. در اين پاسخ ها از روش های خلاقانه (گام بندی شده و آموزنده را برايتان آماده كرده ايم. در اين پاسخ ها از روش های خلاقانه (تيزبازی ها)، نكات، 

شفاف سازی ها، تله ها و .... استفاده كرديم تا پاسخ ها بيشتر و بيشتر آموزنده و قابل فهم باشند.

هر فصل، يک آيكون به صورت در كنار پاسخ اولين تست هر فصل، يک آيكون به صورت در كنار پاسخ اولين تست هر فصل، يک آيكون به صورت 



         

فصل اول  ماتریس و کاربردها

۲۶۳  ۶   ............................................................. درس ۱: ماتریس و اعمال روی ماتریس ها 
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۴۱۹  ۲۳۹   ............................................................... فصل دهم  روابط طولی در مثلث

درس نامهپاسخ



پاسخ نامۀ
تـشریحی
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ام،   i سطر  درايۀ  يعنی   aij
ستون j ام از ماتريس:

 

ماتريس مقابل داده   شده، در نتيجه:
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= = درايۀ سطر دوم و ستون اوّل -1  

a
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= = درايۀ سطر سوم و ستون دوم 1  
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بنابراين، فقط  نادرست است.
۲ .

m يعنی m تا سطر دارد و n تا ستون. n´  ماتريس با مرتبۀ

(بررسی گزينه ها):

  4 است، چون ۴ تا سطر دارد و ۳ تا ستون 3´ مرتبۀ ماتريسمرتبۀ ماتريس
 (۲ درايۀ سطر ۴، ستون) a

42
2=

 (۱ درايۀ سطر ۳، ستون) a
31

7=

 (۲ درايۀ سطر ۱، ستون) a
12

2=
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داده شده، . ۳ ماتريس  به  توجه  با  درایه ها):  (شناسایی 

a44 را در آن پيدا می كنيم: a و
32

، a
12

درايه های

a
a
A

a
a
a

12

32

12

32

44
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(22  ·¼Tw ,1 oõw  â¾ÄHnj)
(2  ·¼Tw ,3 oõw  â¾ÄHnj)
(4  ·¼Tw ,44 oõw  â¾ÄHnj)

a
44

 

a را خواسته اند  a a
44 32 12

- + (محاسبۀ خواستۀ سؤال): از ما حاصل

3 6 2 1- + = - كه برابر است با: 
؛ يعنی درايۀ سطر i ام، ستون دوم.. ۴ ai2 :( ai2 (شناخت

3 يعنی دارای سه سطر  5´ ):  اين ماتريس از مرتبۀ ai2 (بررسی ماتریس و

a باشد. در نتيجه حداكثر مقدار i، برابر ۳ است.
32

a22 يا ، a
12

است؛ پسai2 می تواند
۵ . 

= تعداد سطرهای ماتريس؛  شفاف سازی: تعداد درايه های هر ستون ماتريس

پس تعداد درايه های ستون سوم همان تعداد سطرهای ماتريس A است.

اين  و  است   ( ) ( )3 1 5 2n n+ ´ - ماتريس مرتبۀ  معادله):  (تشکیل 

IÀoõw  jHk÷U = +3 1n يعنی: 
IÀï·¼Tw  jHk÷U = -5 2n  

تست، گفته تعداد ستون ها، ۵ واحد بيشتر از تعداد سطرهاست. در نتيجه:
 5 2 3 1 5n n- = + +  
 n (حل معادله): حالا به سادگی معادلۀ به دست آمده را حل می كنيم تا

2 8 4n n= Þ = به دست آيد: 
(تعداد درایه ها): اگر n را ۴ بگذاريم، 

طبق  و  می شود   13 18´ ماتريس ها مرتبۀ 
برابر  سوم  ستون  درايه های  تعداد  شفاف سازی، 

با ۱۳ است.
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تله: تعداد درايه های ستون سوم برابر با تعداد ستون ها نيست! يک وقت به 
اشتباه  را انتخاب نكنيد.

(به جای i و j چه اعدادی قرار دهیم؟):. ۶

، a a
21 12
, برای حل تست به دنبال b ،a و c می گرديم و ما اين ها را در درايه های

a22 می بينيم؛ بنابراين بهتر است به جای i و j يک بار ۱ و ۲، يک  a و a
32 23
,

بار ۲ و ۳ و يک بار هم ۲ و ۲ قرار دهيم.
(محاسبۀ b ،a و c): با توجه به رابطۀ

a داريم: aij ji= -0 4 3
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a را خواسته اند كه می شود: b c+ + (محاسبۀ خواستۀ سؤال): از ما

2 2 2 2- - = -  
۷ .a

12
، a

21
درايه های سؤال  صورت  در  درایه ها):  (شناخت 

a33 آمده اند؛ يعنی: و

A x y
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a را  a a
21

2

12 33
2- + (تشکیل عبارت داده شده): ما مينيمم عبارت 

a a a x x x x
21

2

12 33

2 2
2 2 2 5 2 8- + = - + - = - +( ) می خواهيم: 

عرض  همان  مقدار  بيشترين  يا  كم ترين   ax bx c2 + + در سهمی
رأس سهمی است.

 Âµ¿w  táHn IÄ  ¸ÄoUï´¨
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a a2 4
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را  آن   min و  رسيديم  دوم  درجۀ  عبارت  يک  به  حداقل):  (محاسبۀ 

می خواهيم. دوتا روش داريد كه هر كدام مورد علاقۀ شماست، از آن استفاده كنيد:
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3 داريم؛ پس در هر. ۸ 3´ (شناخت ماتریس): يک ماتريس 
a را می خواهد. a a
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(i و j مناسب): درايه های سطر اول را می خواهيم؛ پس به جای i قرار 
می دهيم ۱ و به جای j يک بار ۱، يک بار ۲ و يک بار ۳ می گذاريم:
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. a33 : درايۀ سطر سوم و ستون سوم؛ يعنی ( )i j= = 3

a mi j a mij = - Þ = -2

33
3 9  : i j= = 3 پس ما قرار می دهيم

. m = 3 ؛ پس 3 9 0m - = . در نتيجه a
33

0= گفته شده
. a i jij = -3

2 (مجموع درایه ها): حالا كه m پيدا شد، می شود نوشت 

ما مجموع همۀ درايه ها را می خواهيم؛ پس همه را حساب می كنيم:
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2 1 6 5 2 3 8 5 0 12- - + + - + + + = حالا مجموع درايه ها را می خواهيم: 

تیزبازی: اگر خيلی حرفه ای باشيد، اين طوری می نويسيد:
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(i و j مناسب): درايه های سطر دوم را می خواهيم؛ پس به جای i قرار 

می دهيم ۲ و به جای j يک بار ۱، يک بار ۲ و يک بار ۳ می گذاريم:
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۱۱ . C و    B  ،A ماتريس   :(C و   B  ،A ماتریس های  (شناخت 
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23 22
, (کدام درایه ها؟): درايه های سطر دوم ماتريس B ، يعنی 

. دقت كنيد كه ماتريس C  تنها  a
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درايه های ستون اول ماتريس C هم يعنی
يک درايه دارد كه همان سطر اول و ستون اول آن است.

، جمع درايه های مشخص شده، a i jij = +2 (محاسبۀ جواب): با توجه به

اين طوری است:
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 (بررسی گزينه ها): بايد درايه های گزينه های داده شده. ۱۲
از  بعد  A  مقايسه كنيم. فقط دقت كنيد كه  ماتريس  با  و  بياوريم  به دست  را 

محاسبۀ هر درايه، نگاهی به A بيندازيم. به اين شكل:
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نيازی به محاسبۀ درايه های  نيست، چون سه گزينۀ ديگر مردود 
بودند، ولی ما برای آموزش بيشتر اين كار را كرديم.

۱۳ .

 (بررسی گزينه ها): بايد درايه های گزينه های داده شده را به دست 
با ماتريس A  مقايسه كنيم. فقط دقت كنيد كه بعد از محاسبۀ هر  بياوريم و 

درايه، نگاهی به A بيندازيم. به اين شكل:
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نيازی به محاسبۀ درايه های  نيست، چون سه گزينۀ ديگر مردود 
بودند، ولی ما برای آموزش بيشتر اين كار را كرديم.

است؛ . ۱۴ نامعلوم  ( )n ماتريس مرتبۀ  دوم):  سطر  (درایه های 
پس ابتدا مقدار n  را پيدا می كنيم. سؤال مجموع درايه های سطر دوم را برابر با 
a a a a n21 22 23 2

34+ + + + = ۳۴ در نظر گرفته است؛ يعنی: 

(مجموع درایه های سطر دوم): حالا مجموع اين درايه ها را با كمک 
a محاسبه می كنيم و آن را برابر با ۳۴ قرار می دهيم: i jij = +3 فرمول

a a a a n21 22 23 2
+ + + +  

= ´ + + ´ + + ´ + + + ´ + =( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 3 2 2 3 2 3 3 2 34

6 6 6 6

� � � �� n  

يک  به  تا  می آوريم  دست  به   n برحسب  را  بالا  رابطۀ   :(n (محاسبۀ 
معادله برسيم و با حل آن مقدار n به دست بيايد. همان طور كه می بينيد ما nتا 

۶ داريم و در كنار آن اعداد ۱ تا n جمع شده اند؛ پس:
= مجموع درايه های سطر دوم + + + + +6 1 2 3n n  
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و  از شر كسر  تا  در ۲ ضرب می كنيم  را  محاسبات، همه چيز  در  راحتی  برای 
مخرج خلاص شويم:
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n شد، می دانيم ماتريس ما  = 4 (درایه های ستون سوم): حالا كه
 a33 ، a

23
، a

13
4 است و اين يعنی درايه های ستون سوم به شكل 4´ از مرتبۀ

درايه های ستون  مجموع   ، a i jij = +3 رابطۀ  به كمک  a هستند؛ پس 
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و
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13 23 33 43
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نوشتن  با  و  نيست  درجه دوم  معادلۀ  به حل  نيازی  دوم  گام  در  تیزبازی: 
مناسب می شود به جواب رسيد:
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ديگر كافی است!

۱۵ .
(درایه شناسی!): مرتبۀ ماتريس معلوم نيست و بايد حساب شود. اول از 

همه بياييد ببينيد سؤال در خصوص كدام درايه ها صحبت كرده است و با توجه 
n است؛  n´ a مقدار آن ها را حساب كنيم: (ماتريس i jij = + +2 4 به رابطۀ 

يعنی n سطر و n ستون دارد)
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حالا مقدار درايه ها را از گام اول جای گذاری می كنيم كه می رسيم به اين معادله:
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. با توجه به گام  an2 (جواب آخر): n معلوم شد و می ماند محاسبۀ
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5 داريم كه درايه های آن با  5´ (تشکیل ماتریس): ما يک ماتريس

a به دست می آيند. خب، اين از ماتريسمان: i jij = -sin( ) رابطۀ
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از درس حسابان ۱ می دانيم كه نهایی):  مثلثاتی و محاسبۀ  (نکتۀ 

)sin و اين يعنی مجموع درا يه ها برابر صفر است. ) sin- = -x x )sin و )0 0=

sin( ) sin( )i j j i- = - - )sin و )i i- تیزبازی:  ابتدا دقت كنيم كه: 0=
و  صفر  همگی   (... و   a22 ، a11مانند)  aii درايه های ماتريس  اين  در  پس 
؛ a a

25 52
= - a و  a

31 13
= - بقيۀ درايه ها نيز دوبه دو قرينه هستند، مثلاً

بنابراين جمع تمامی درايه ها صفر است.
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گفته   . n n´ مرتبۀ از  يعنی  است؛  مربعی   A ماتريس ماتریس):  (مرتبۀ 
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را  ، درايه های ماتريس  a i ijij = -2 (درایه ها): حالا به كمک رابطۀ
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ii درايه های ماتريس  اين  در  پس 

۳۶
۰

درايه های ماتريس  اين  در  پس 
a a۳۶
۰

a aa a۳۶
۰

a a
25 ۳۶
۰

25
a a
25

a a۳۶
۰

a a
25

a a
52۳۶
۰

52
a a= -a a۳۶
۰

a a= -a aa a= -a a۳۶
۰

a a= -a a ۳۶ و 
۰

۳۶ و  و 
۰

a و  a۳۶
۰

a aa a۳۶
۰

a a
31۳۶
۰

31
a a
31

a a۳۶
۰

a a
31

a a
13۳۶
۰

13
a a= -a a۳۶
۰

a a= -a aa a= -a a۳۶
۰

a a= -a a ۳۶بقيۀ درايه ها نيز دوبه دو قرينه هستند، مثلاً
۰

۳۶بقيۀ درايه ها نيز دوبه دو قرينه هستند، مثلاًبقيۀ درايه ها نيز دوبه دو قرينه هستند، مثلاً
۰

بقيۀ درايه ها نيز دوبه دو قرينه هستند، مثلاً
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(محاسبۀ n): A يک ماتريس مربعی است؛ پس تعداد

برابرند. اين يعنی:
5 1 2 6 3- = - Þ = Þ =n n n n  

A i j= + -[ ] ´6
2 2

(قیافۀ ماتریس): اگر n را ۳ قرار دهيم، می رسيم به 

و در نتيجه ظاهر ماتريس ما اين طوری است:
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يعنی فرعی  قطر  درايه های  دنبال  به  ما  فرعی):  (قطر 
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. 5 7 12+ = بنابراين مجموع اين دو درايه برابر است با
۱۹ .

 3 3´ (کدام درایه ها؟): ما درايه های بالای قطر اصلی در يک ماتريس

را می خواهيم؛ يعنی:
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a را می خواهيم و در همۀ 
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(محاسبۀ درایه ها): می بينيد كه

a استفاده كنيم: i jij = + i است؛ پس بايد از ضابطۀ  j< اين ها 

a
i j i j
ij i j
i j i j

ij =
+ <
- =
- >

ì

í
ï

î
ï

1

2

´ÃÀH¼iïÂ¶  Hn  ¸ÄH

 

a a a
12 13 23
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(مرحلۀ آخر): مجموع درايه های به دست آمده برابر می شود با: 

3 4 5 12+ + =  
، ماتريس. ۲۰ a i jij = +3 3 (محاسبۀ درایه ها): با توجه به رابطۀ

ما اين طوری است:
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(جواب آخر): همان طور كه می بينيد درايه های بالای قطر اصلی، همان 

. اين يعنی  a a
34 43

= a يا a
12 21

= درايه های پايين قطر اصلی هستند. مثلاً
قطر  پايين  درايه های  با مجموع  است  برابر  اصلی  قطر  بالای  درايه های  مجموع 

اصلی و در نتيجه نسبت آن ها برابر ۱ است.

aij جای i و j را عوض كنيد و اتفاقی در فرمول نيفتد  تیزبازی: هرگاه در فرمول
بالای  درايه های  يعنی  اين  و  a aij ji= باشد)، می توان گفت متقارن  (رابطه 
 a i jij = +3 3 قطر اصلی در پايين قطر اصلی تكرار می شوند. در اين تست
؛  a aij ji= و در نتيجه تعويض جای i و j  تأثيری در فرمول ندارد و اين يعنی

بنابراين درايه های بالا و پايين قطر اصلی، دوبه دو با هم برابرند.

(پیداکردن درایه ها): می دانيم درايۀ بالای قطر اصلی يعنی. ۲۱

؛ پس: i j> i و درايۀ پايين قطر اصلی يعنی j<
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(مجموع درایه های بالا و پایین قطر اصلی): گفته شده مجموع درايه های

بالای قطر اصلی سه برابر مجموع درايه های زير قطر اصلی است؛ پس:
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(مرتبۀ ماتریس): ماتريس ستونی يعنی ماتريسی كه تنها . ۲۲

عدد  ،A ni j n n= -[ ] ´ -( ) ( )2 3 5
ماتريس در  يعنی  اين  و  دارد  يک ستون 

3 كه نشان دهندۀ تعداد ستون ها است برابر می شود با ۱؛ پس: 5n -

3 5 1 3 6 2 2
4 1

n n n A i j- = Þ = Þ = Þ = -[ ] ´  

a داريم: i jij = -2 : حالا با توجه به ( )a41
a
41

2 4 1 7= ´ - =  
(شناخت ماتریس): ماتريس A  قطری است و اين يعنی . ۲۳
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ما می خواهيم هر دو درايه هم زمان صفر باشند؛ پس از جواب ها اشتراک می گيريم 
. x = و می رسيم به1

يعنی: می خواهيم؛  را  اصلی  قطر  درايه های  مجموع  آخر):  (جواب 

a a
11 22

+  
a a x x x
11 22

3 4 1
1 1 2 0 2+ = + + - ¾ ®¾¾ = + ==( ) ( )  

(مرتبۀ ماتریس A): A يک ماتريس سطری است و يعنی . ۲۴

n = 5 n و در نتيجه:  - =4 يک سطر دارد؛ پس1
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۰a i= -a ia i2a i
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۳۶
۰2a i2a i

۳۶
۰a i2a ia i= -a i2a i= -a i

۳۶
۰a i= -a i2a i= -a i  حالا با توجه به

۳۶
 حالا با توجه به۰

  قطری است و اين يعنی 

۳۶
A  قطری است و اين يعنی ۰

۳۶
۰A ماتريس 

۳۶
(شناخت ماتریس): ماتريس ۰

۳۶
(شناخت ماتریس):۰
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اين شكلی است:۰
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ما می خواهيم هر دو درايه هم زمان صفر باشند؛ پس از جواب ها اشتراک می گيريم 
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ما می خواهيم هر دو درايه هم زمان صفر باشند؛ پس از جواب ها اشتراک می گيريم 
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سبز
- =1- =

2

سبز
2

a aسبزa a
12aسبز12 a
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 مجموع درايه های به دست آمده برابر می شود با: سبز مجموع درايه های به دست آمده برابر می شود با: 
3 4 3سبز5 4 53 4 5+ +3 4 3سبز5 4 5+ +3 4 5

سبزسبزسبزسبزسبز، ماتريسسبز، ماتريس
۲۲

سبز
۲۲ .

سبز
 .

ماتريسسبزسبز در  يعنی  اين  و  دارد  ماتريسسبزيک ستون  در  يعنی  اين  و  دارد  يک ستون 

3 كه نشان دهندۀ تعداد ستون ها است برابر می شود با سبز كه نشان دهندۀ تعداد ستون ها است برابر می شود با  3سبز5 53 5n3 3سبز5 5n3 53 5-3 3سبز5 5-3 5

4 4سبز1 1
n A nسبز AÞ = Þسبز =n AÞ =n A nسبز AÞ =n A [ ]سبز[ ]2[ ]2 ]2سبز ]2i j[ ]i jسبزi j[ ]i ji j-i j[ ]i j-i jسبزi j-i j[ ]i j-i j

4 1́4 4سبز1 1́4 1

:سبز: حالا با توجه بهسبز حالا با توجه به ( )سبز( )( )a( )سبز( )a( )41سبز41( )41( )سبز( )41( سبزسبز. سبز. ۲۳سبز۲۳سبز(
اين شكلی است:

سبز
اين شكلی است:

لی
خی

و در نتيجه ظاهر ماتريس ما اين طوری است:

لی
خی

و در نتيجه ظاهر ماتريس ما اين طوری است:

يعنی فرعی  قطر  درايه های  دنبال  به  ما   

لی
خی

يعنی فرعی  قطر  درايه های  دنبال  به  ما  فرعی):  (قطر 
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خی
فرعی): (قطر 
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aخی i j

لی
jijخی

لی
ijaخی iija i

لی
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5 7
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بنابراين مجموع اين دو درايه برابر است باخی
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(بررسی گزينه ها): به دنبال گزينه ای هستيم كه ماتريس قطری باشد، 
يعنی درايه های غيرواقع بر قطر اصلی اش صفر شوند.

 a
12

1=

 a n
21

4 1= - =

( a n
21

2 7= + =  (تازه،  a n
12

4 1= - =

 a n a
12 21

5 0 0= - = =,  

درسته! پس 
A ستونی است؛ يعنی يک ستون . ۲۵ m n3 ´  :(B و A مرتبۀ)

. n = دارد و در نتيجه1
m = 4 B مربعی است؛ يعنی تعداد سطر و ستون برابر است و در نتيجه:   m4´

(بررسی گزينه ها): به دنبال ماتريس صفر هستيم؛ يعنی يک ماتريس 
با درايه های صفر! خب ببينيم:
 a m

11
1 3= - =

 a n
11

4 3= - = -

 a a m a a n
12 22 11 21

4 0 1 0= = - = = = - =,
 a n

11
2 1= - = -

درسته! بنابراين 
، اسكالر است؛. ۲۶ A5 5´ (استفاده از تعریف ماتریس اسکالر): 

يعنی چنين قيافه ای دارد:
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(محاسبۀ a و b): با توجه به گام اول و رابطۀ زير بايد داشته باشيم:

a
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a b i j
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حالا بايد دستگاه دو معادله و دو مجهول حل كنيم. بياييد معادلۀ دوم را در ۳ 
3ضرب كنيم و با معادلۀ اول جمع بزنيم: 2 0

3 3 15

5 15 3

a b
a b

b b

- =
- - = -

ì
í
î

- = - Þ =

 

b را در يكی از معادله ها قرار می دهيم: = 3 حالا
3 2 0 3 6 0 2

3a b a ab- = ¾ ®¾¾ - = Þ ==  
(محاسبۀ درایه های روی قطر اصلی): 

b داريم: = 3 a و = 2 a و با توجه به a bij = - +2 1 ، i j= گفته شده برای
a i jij = - + = =4 3 1 2 ; ( )  

اين يعنی درايه های روی قطر اصلی همگی ۲ هستند.
(گام آخر): ما مجموع درايه های روی قطر فرعی را می خواهيم كه 

a33 كه مساوی ۲ است؛ بنابراين جواب می شود ۲. همگی صفر هستند به جز
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= مجموع درايه های روی قطر فرعی          2  

دو . ۲۷ مرتبۀ  يعنی  ماتريس ها  در   A B= (مرتبه ها): 

 B ماتريس مثل هم و درايه های آن ها نيز دوبه دو برابرند. اين جا كه از درايه های
  A است و m n´ خبر نداريم؛ پس فقط مرتبه اش را نگاه می كنيم. B  از مرتبۀ

. n = 2 m و = 3 . در نتيجه 3 2´ از مرتبۀ
A نيست؟  B= (ستون دوم ماتریس B): مگر

پس ستون دوم ماتريس B همان ستون دوم ماتريس A است و اين يعنی:
B مجموع درايه های ستون دوم = A مجموع درايه های ستون دوم  
1 2 1 2 4 7

2

2

+ + = + + =
¯
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n
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(درایه های برابر): دو ماتريس برابر يعنی مرتبه های يكسان. ۲۸

) و درايه های دوبه دو برابر. در نتيجه داريم: 2 2´ (�ه هست، هر دو
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(حل دستگاه دو معادله و دو مجهول): حالا دستگاه زير را حل می كنيم

تا x و y پيدا شوند:
x y x y
x y

y y y
- = Þ =
- = -

ì
í
î

Þ - = - Þ =
2 0 2

2 1
2 2 1 3 3  

Þ = Þ = =y x y1 2 2  
y و اگر y را ۱ قرار دهيم  y= 3 ): بايد داشته باشيم y = 1 (چک کردن

اين تساوی برقرار است. در غير اين صورت، دستگاه جواب قابل قبول نداشت!
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b c= 2 نتيجه می گيريم:  2b c= (حل دستگاه): از
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2 1 1 2a - - = 1- قرار دهيم، می رسيم به:  كه اگر در معادلۀ اول b را
2 4 2a a= Þ = و از آن جا داريم: 
a b- = - - =2 1 3( ) a را می خواستيم:  b- (جواب آخر):

(چه کنیم؟): دقيقاً مثل دنيای اعداد، يک دستگاه دو معادله . ۳۱

و دو مجهول داريم. منتها به جای اعداد با ماتريس سروكار داريم. حالا ما به دنبال 
B هستيم و بايد سعی كنيم A را از دستگاه حذف كنيم.

A B

A B

+ =
-

é

ë
ê

ù

û
ú

- =
-é

ë
ê

ù

û
ú

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

3 0

2 1

1 2

0 3

 

 A (کم کردن دو معادله): اگر دو معادلۀ بالا را از هم كم كنيم، ماتريس

حذف می شود و می توانيم B را پيدا كنيم:
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(جواب آخر): ما مجموع درايه های ماتريس B را می خواهيم:

1 1 1 2 1+ + - =  

درايه های مجموع  نصف  با  است  برابر   B درايه های  مجموع  تیزبازی: 
:A B- A منهای مجموع درايه های B+A B A B+ -
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a و . ۳۲ i jij = +2 (سطر دوم A و B): در ماتريس A داريم

b ijij = - 2 در ماتريس B  داريم
ما مجموع سطر دوم اين دوتا ماتريس را می خواهيم؛ يعنی:
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می توانيم   ،A B C+ = كنيم فرض  اگر  دوم):  سطرهای  (مجموع 

سطر دوم C را به شكل زير بنويسيم:
C سطر دوم = [ ] + [ ] = [ ]5 6 7 0 2 4 5 8 11  
5 8 11 24+ + =  :C  و در آخر اين هم از جمع درايه های سطر دوم

۳۳ . C اگر درايه های ماتريس :(C درایه های روی قطر اصلی)

روی  درايۀ  چون  هستيم   c c c c
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 c a bij ij ij= -3 C، می توان گفت A B= -3 ها): از آن جايی كه cii )

و در نتيجه:
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(مجموع درایه ها): حالا درايه های روی قطر اصلی C را حساب و با هم 

c c c c
11 22 33 44

2 2
3 1 1 1 3 2 2 1+ + + = + + + + +( ) ( ) جمع می زنيم: 

+ + + + + + = + + + =3 3 3 1 3 4 4 1 3 3 7 13 21 132
2 2( ) ( ) ( )  

ها را جداگانه حساب كنيم و بعد عمليات را روی آن ها  bii ها و aii  می توانستيم
پياده كنيم. هيچ فرقی ندارد! ترتيب و نوع محاسبات عوض می شود و راه همان است.

۳۴ . I و   B  ،A ماتريس های  به  ما  ماتریس ها):  (تشکیل 
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A و اين يعنی: B C I+ - =2 (ماتریس C): به ما گفته شده

C A B I= + -2  
تک تک  را   C ماتريس  درايه های  آن كه  جای  به  درایه ها):  (مجموع 

حساب كنيم و آخرش جمع بزنيم، از اول با جمع درايه ها كار می كنيم:
B

C A B I C
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(مرتبه ها): در جمع و تفريق ماتريس ها، بايد مرتبه ها با هم . ۳۵

چون  هستند،   2 2´ مرتبۀ از   ni j n n+[ ] ´ و  A ماتريس های  پس  باشد؛  برابر 
. n = 2 2 است. اين يعنی 2´ جواب حاصل از عمليات جمع روی آن ها ماتريسی
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، چنين رابطه ای در سؤال داريم: n = 2 (تشکیل ماتریس ها): حالا كه
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I برابر است با: A- 2 (جواب آخر): مجموع درايه های قطر فرعی

2 4 6+ =  
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 در جمع و تفريق ماتريس ها، بايد مرتبه ها با هم 

۳۶
(مرتبه ها): در جمع و تفريق ماتريس ها، بايد مرتبه ها با هم ۰
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۰A ماتريس های  پس  باشد؛  برابر 
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ماتريس های ۰ پس  باشد؛  برابر 

 است. اين يعنی
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۳۶، چنين رابطه ای در سؤال داريم:
۰

، چنين رابطه ای در سؤال داريم: n۳۶
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Þ =B BÞ =

 را می خواهيم:

سبز
 را می خواهيم:

1 1 1

سبز
1 1 1 2 1

سبز
2 1+ + -

سبز
+ + -1 1 1+ + -1 1 1

سبز
1 1 1+ + -1 1 1 2 1=2 1

سبز
2 1=2 1

سبزسبز
درايه های مجموع  نصف  با  است  برابر   

سبز
درايه های مجموع  نصف  با  است  برابر   
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a و سبز و  iسبزa iijسبزija iija iسبزa iija ia i= +a iسبزa i= +a iسبزسبزسبزسبزسبز
درایه ها): (مجموع 

سبز
درایه ها): (مجموع 

حساب كنيم و آخرش جمع بزنيم، از اول با جمع درايه ها كار می كنيم:سبزحساب كنيم و آخرش جمع بزنيم، از اول با جمع درايه ها كار می كنيم:سبز
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ماتريس های سبز. سبز. سبزسبز. سبز. ۳۵سبز۳۵ پس  باشد؛  ماتريس های سبزبرابر  پس  باشد؛  برابر 
جواب حاصل از عمليات جمع روی آن ها ماتريسی
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لی
خی
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و دو مجهول داريم. منتها به جای اعداد با ماتريس سروكار داريم. حالا ما به دنبال 
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A B Cm n n p m p´ ´ ´´ =
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] را در  ] [ ]· ·
3 4 4 5´ ´´  ابتدا دو ماتريس سمت چپ به صورت

ماتريس  در  اگر  و  می شود   3 5´ ماتريس يک  آن ها  ضرب  كه  می گيريم  نظر 
3 می شود. 2´ ] يک ماتريس ] [ ]· ·

3 5 5 2´ ´´ 5 ضرب شود 2´ آخری كه
M N P A

B

3 4 4 5 5 2 3 2

3 5

´ ´ ´ ´´ ´ =

´
� ������  

۳۷ .

تعداد  باشد، آن است كه  تعريف  قابل   AB اين كه ضرب   شرط 
Aستون های A با تعداد سطرهای B برابر باشد؛ يعنی: Bm n n p´ ´´

� ���  

 (بررسی گزينه ها): بايد تمامی گزينه ها را بررسی كنيم:

  ABC A B C:
2 3 3 3 4 3´ ´ ´´ ´



= ´´ ´D C
2 3 4 3



 نمی شود.   

 ACB A C B= ´ ´´ ´2 3 4 3



 نمی شود.   

 BAC B A= ´´ ´3 3 2 3



 نمی شود.   

جواب مسئله است. بنابراين 
۳۸ .

(تشکیل AB): برای ضرب AB، سطر A را در ستون B به صورت زير 

ضرب می كنيم:
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 3 5 1x - = + ABرا داده؛ بنابراين = +1 (حل معادله): چون مسئله

و مقدار x برابر ۲ به دست می آيد.
در . ۳۹ ماتريس  دو  در کدام ستون؟): هرگاه  (کدام سطر ضرب   .

هم ضرب شوند، برای محاسبۀ درايۀ سطر i     ام، ستون j ام از ماتريس حاصل، بايد 
سطر i   ام از ماتريس اول را در ستون j ام از ماتريس دوم ضرب كنيم؛ پس اگر
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): با توجه به گام اول و اين كه: d12 c12 و (محاسبۀ
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(نوشتن AB): با ضرب ماتريس A  در ماتريس B ، ماتريس . ۴۰

AB را تشكيل می دهيم:
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(شرط قطری بودن): گفته شده AB قطری است و اين يعنی درايه های 

غير قطر اصلی صفر هستند:
8 2 0

3 0

4

3
4 3 1

+ =
+ =

ì
í
î

Þ
= -
= -

Þ - = - + = -
ì
í
î

a
b

a
b

a b  

c را می خواستيم؛ پس در 
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c و
12

 اگر AB را C بگيريم، ما فقط
ضرب می شود صرفه جويی كرد!

c A B a
12

8 2= ´ = +Ï»H  oõw ³»j  ·¼Tw  
c A B b
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3= ´ = +³»j  oõw Ï»H  ·¼Tw  

۴۱ .،AB C= (کدام سطر ضرب در کدام ستون؟): اگر فرض كنيم  .

اند؛ پس C هم 3 3´ ما درايه های قطر اصلی C را می خواهيم. A و B از مرتبۀ
. c33 c22 و ، c11 3 می شود و قطر اصلی آن يعنی  3´

بنابراين ما بايد سطر اول A را در ستون اول B ، سطر دوم A را در ستون دوم 
B و سطر سوم A را در ستون سوم B ضرب كنيم.
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(تشکیل A و B): ماتريس های A و B را لازم داريم كه با توجه به فرمول

bij ماتريس A و B را تشكيل می دهيم. aij و
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): با توجه به توضيحات گام اول و نتايج گام  c33 c22 و ، c11 (محاسبۀ

c
11

1 2 2= =( ) دوم داريم: 
c
22

3 1 2 2 1= - + =( ) ( )  
c
33

5 2 4 1 3 2 0= - + + =( ) ( ) ( )  
و حاصل ضرب درايه های روی قطر اصلی AB برابر صفر می شود.

۴۲ . .

 درايه های غيرواقع بر قطر اصلی ماتريس قطری، برابر صفر است.

2 را در يک ماتريس 3



´

Ï»H  pH oõw

(مرتبۀ ماتریس حاصل): ما يک ماتريس

2 است. 2´ 3 ضرب كرده ايم؛ پس حاصل 2´
¯

Â¶»j pH ·¼Tw

(ماتریس قطری): ما اسم ماتريس اول را A و ماتريس دوم را B و 

2 است)، قطری  2´ ماتريس حاصل را C می گذاريم. برای آن كه ماتريس C (�ه
c باشد. (درايه های غيرواقع بر قطر اصلی) c

12 21
0= = شود، بايد

(کدام سطر ضرب در کدام ستون؟): ما بايد يک بار سطر اول A را در 

ستون دوم B ضرب كنيم تا حساب شود و يک بار هم سطر دوم A را در ستون 
c حساب شود.
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): با توجه به توضيحات گام اول و نتايج گام ۰

۳۶
۰:( c
۳۶
۰c33
۳۶
۰33  و

۳۶
c و۰

۳۶
۰c22
۳۶
۰22 ،

۳۶
۰، c
۳۶
۰c11
۳۶
۰11 (محاسبۀ

۳۶
(محاسبۀ۰

2 2

۳۶
۰2 2 1

۳۶
۰1+ =

۳۶
۰+ =2 2+ =2 2

۳۶
۰2 2+ =2 2( )

۳۶
۰( )2 2( )2 2

۳۶
۰2 2( )2 2+ =( )+ =

۳۶
۰+ =( )+ =2 2+ =2 2( )2 2+ =2 2

۳۶
۰2 2+ =2 2( )2 2+ =2 2

4 1

۳۶
۰4 1 3 2

۳۶
۰3 2 0

۳۶
۰0+ +

۳۶
۰+ +4 1+ +4 1

۳۶
۰4 1+ +4 1 =

۳۶
۰=( )

۳۶
۰( )5 2( )5 2

۳۶
۰5 2( )5 25 2= -5 2( )5 2= -5 2

۳۶
۰5 2= -5 2( )5 2= -5 2 ( )

۳۶
۰( )4 1( )4 1

۳۶
۰4 1( )4 1+ +( )+ +

۳۶
۰+ +( )+ +4 1+ +4 1( )4 1+ +4 1

۳۶
۰4 1+ +4 1( )4 1+ +4 1 ( )

۳۶
۰( )3 2( )3 2

۳۶
۰3 2( )3 2

۳۶
۰

۳۶ برابر صفر می شود.
۰

AB۳۶ برابر صفر می شود.
۰

AB ۳۶و حاصل ضرب درايه های روی قطر اصلی
۰

۳۶و حاصل ضرب درايه های روی قطر اصلی 
۰
۳۶
۰

۳۶ درايه های غيرواقع بر قطر اصلی ماتريس قطری، برابر صفر است.
۰

۳۶ درايه های غيرواقع بر قطر اصلی ماتريس قطری، برابر صفر است. درايه های غيرواقع بر قطر اصلی ماتريس قطری، برابر صفر است.
۰

 درايه های غيرواقع بر قطر اصلی ماتريس قطری، برابر صفر است.
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(AB): اول ماتريس AB را محاسبه می كنيم:. ۴۳
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(شرط اسکالر): برای آن كه يک ماتريس، اسكالر باشد، بايد درايه های 

غير قطر اصلی صفر و درايه های قطر اصلی با هم برابر باشند:
درايه های غير قطر اصلی بايد صفر باشند:
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x را می خواهيم كه برابر است با: y z+ + (پاسخ تست): ما

- + + = =2 2 1z z z z  
(ضرب ماتریس ها): در ابتدا حاصل ضرب دو ماتريس سمت . ۴۴  .

چپ را حساب می كنيم:
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3 ضرب كرده ايم كه  3´ 1 را در يک ماتريس 3´ دقت كنيد كه يک ماتريس
1 است. 3´ حاصل باز هم

] بود را در ماتريس  ]- - -1 2 1x x و حالا جواب اين حاصل ضرب كه به صورت
سومی ضرب می كنيم:
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ضرب   3 1´ ماتريس يک  در  را   1 3´ ماتريس يک  كه  باشيد  داشته  (توجه 
1 يا در واقع يک عدد است.) 1´ كرده ايم و حاصل قطعاً 

(معا دلۀ درجه دوم): حاصل ضرب هايمان طبق گفتۀ سؤال، برابر عدد 
x x2

1 0+ - = صفر است؛ پس می رسيم به اين معادله: 
معادلۀ ريشه های  مجموع  دنبال  به  واقع  در  جواب ها):  (مجموع 

x هستيم كه برابر است با: x2
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(مرتبۀ ماتریس A): از تساوی
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(حل معادله): سؤال می خواهد مجموع درايه های قطر اصلی و فرعی 
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و حالا در ماتريس سوم ضرب می كنيم:
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c كافی است سطر 
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۵۱ . A سطر اول ماتريس ، c11 ): برای پيداكردن c11 (محاسبۀ

را در ستون اول ماتريس B  ضرب می كنيم:
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= + = Þ =x x3 4 1  
دوم  سطر   ، c22 پيداكردن برای  صورت  همين  به  و   :( c22 (محاسبۀ

ماتريس A را در ستون دوم B ضرب می كنيم:
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است. -5 بنابراين مقدار xy برابر

(چه چیزی را ضرب کنیم؟):. ۵۲

از  iام  سطر  كه  باشد  يادتان   M M M M Nn1 2 3
 = ماتريس ضرب  در 

 N ام از ماتريسj می آيد و ستون M1 ماتريسN از سطر i ام ماتريس اول يعنی
Mn). مثلاً: از ستون j ام ماتريس آخر (يعنی

N ام ماتريس j ام، ستون i درايۀ سطر:  
= ´ ´-( ) ( )M i M M M M jn n1 2 3 1

pH ³H oõw pH ³H ·¼Tw  
N ام ماتريس i سطر = ´( )M i M M Mn1 2 3

pH ³H oõw   
N ام ماتريس j ستون = ´-M M M M M jn n1 2 3 1

 ( )pH ³H ·¼Tw  
بنابراين اين جا بايد سطر سوم ماتريس اول را در دوتا ماتريس ديگر ضرب كنيم 

تا سطر سوم ماتريس A به دست بيايد.
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(عملیات ضرب): حالا كه فهميديم بايد چه كار كنيم، برويم سراغ انجام ضرب ها:
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(جواب آخر): مجموع درايه های سطر سوم ماتريس A برابر است با:
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۵۳ . ، A A A A´ ´ ´ يعنی  A4 می دانيم کنیم؟):  (چه 

A2 را حساب می كنيم  اما به جای آن كه A را چهار بار در خودش ضرب كنيم،
A A A4 2 2= ´ A4 را به دست می آوريم:  و از روی آن
A2 به دست بيايد: ): بيايد A را در خودش ضرب كنيم تا A2 (محاسبۀ
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- فلش هايی كه از ماتريس اول خارج می شوند نشان می دهد كدام سطر از اولی 
در كدام ستون از دومی ضرب می شود.
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- فلش هايی كه از ماتريس دوم خارج می شود، نشان می دهد حاصل در كدام 
درايه نوشته می شود.

 A2 A2 را در A4 را می خواهيم؛ پس سطر اول ): ما سطر اول A4 )

ضرب می كنيم. اين جوری:
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را . ۵۴  A3 اول سطر  ما  از  چون   :( A2 اول سطر  (محاسبۀ 
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؛ پس . ۵۵ A A A A3 = ´ ´ A3 چه می شود؟): می دانيم  )  .

می توانيم بنويسيم:
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A3 را می خواهيم؛ پس از ماتريس اول (سمت  (ضرب درست): ما سطر اول

چپ ترين A)، فقط سطر اول را می خواهيم. حالا ضرب دو تا ماتريس سمت چپ:
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(ضرب نهایی): نوبت می رسد به ضربِ سطرِ به دست آمده در A ی سوم:
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است؛ . ۵۶  A A A A3 = ´ ´ می دانيم:   :( A3 (ماتریس

پس می توانيم بنويسيم:
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A3 را می خواهيم؛ پس از ماتريس اول (از چپ  ولی ما فقط سطر سوم ماتريس
اولين A)، فقط سطر سوم را وارد ضرب می كنيم.

(ضرب اول): اول دو تا ماتريس سمت چپ را در  هم ضرب می كنيم:
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بنابراين اين جا بايد سطر سوم ماتريس اول را در دوتا ماتريس ديگر ضرب كنيم 
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بنابراين اين جا بايد سطر سوم ماتريس اول را در دوتا ماتريس ديگر ضرب كنيم 
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انجام ضرب ها: حالا كه فهميديم بايد چه كار كنيم، برويم سراغ انجام ضرب ها:سبزانجام ضرب ها: حالا كه فهميديم بايد چه كار كنيم، برويم سراغ انجام ضرب ها: حالا كه فهميديم بايد چه كار كنيم، برويم سراغ سبز حالا كه فهميديم بايد چه كار كنيم، برويم سراغ انجام ضرب ها:سبزانجام ضرب ها:

Þ Þسبز= =

[ سبز[ [ ]

می توانيم بنويسيم:

سبز
می توانيم بنويسيم:

Aچپ ترين AسبزAچپ ترين Aچپ ترين سبزچپ ترين AسبزA)، فقط سطر اول را می خواهيم. حالا ضرب دو تا ماتريس سمت چپ:سبز)، فقط سطر اول را می خواهيم. حالا ضرب دو تا ماتريس سمت چپ:سبز(ضرب درست):سبز(ضرب درست):
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تیزبازی: همان طور كه می بينيد سطر سوم و ستون سوم گزينه ها متفاوت اند؛ 
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است بنويسيم:

B A b
A

A

= Þ = -[ ]
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-é

ë

ê
ê
ê

ù
3

33
2 1 1

1 1 1

0 2 0

2 1 1

1

0

1
  ³¼w  oõw

ûû

ú
ú
ú

A ³¼w  ·¼Tw

 

= -[ ]
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=4 1 3

1

0

1

7  

۵۷ .

شفاف سازی: سطر ۱ و ۲ ماتريس C، همان سطرهای ماتريس A و سطر 

۳ و ۴ ماتريس C، همان سطرهای ماتريس B است.

(ماتریس C): بياييد در ابتدا ماتريس C را تشكيل دهيم؛
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4 است. 4´ بنابراين C، يک ماتريس
:(C2 (قطر اصلی
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اول C و سطر دوم در ستون دوم C و ... را حساب كنيم، به اين هدف می رسيم.
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 (فاکتورگیری): در فاكتور گرفتن از ماتريس ها اين كه . ۵۸
 AB B- 2 از چپ يا راست فاكتور می گيريم مهم است. در اين جا می خواهيم در

) می رسيم. )A B B- ´ از سمت راست از B فاكتور بگيريم كه به
تنها گام مسئله (�زينه ها):. ۵۹

چاره ای نيست، ما تمامی گزينه ها را بررسی می كنيم:
 A B C( )+ AB می توانيم از چپ فاكتور بگيريم و به AC+  در عبارت

می رسيم كه درست است.

BA می توانيم از B فاكتور بگيـريم و فقط حواستان  B+  از سمت چپ عبارت

1 باقی نمی ماند و بايد I بنويسيم؛ بنابراين  باشد كه وقتی از B ،B را فاكتور می گيريـم 
I يكی است) A+ A و I+ BA درست است. ( B B A I+ = +( ) عبارت 

AB ماتريس B را فاكتور می گيرم و به رابطۀ CB- در  از سمت راست

AB می رسيم كه باز هم درست است. CB A C B- = -( )
بگيريم،  فاكتور   A از  نمی توانيم  كلی  حالت  در   AB CA- عبارت  
رابطۀ بنابراين  و  است  شده  ضرب  راست  از   CA در  و  چپ  از   AB در  چون 

AB درست نيست. CA A B C- = -( )
در . ۶۰ را  جمله به جمله  ضرب  روش  جمله به جمله):  (ضرب 

دنيای اعداد به ياد بياوريد. همين كار را با ماتريس ها می كنيم. فقط يادتان باشد 
يا معلوم نشده، خاصيت جا به جايی  نگفته اند  تا وقتی  كه در ضرب دو ماتريس 
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 B2 2A و به جای A2 قرار می دهيم (تیر آخر): بنابراين به جای

B- و می رسيم به: قرار می دهيم
C A B A B A B A B A B= - - - = - - + = -2 2
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 را می خواهد؛ پس كافی است فقط سبز را می خواهد؛ پس كافی است فقط 
سبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبز می خواهيم كه اگر سطر اول در ستون سبز می خواهيم كه اگر سطر اول در ستون 
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دنيای اعداد به ياد بياوريد. همين كار را با ماتريس ها می كنيم. فقط يادتان باشد سبزدنيای اعداد به ياد بياوريد. همين كار را با ماتريس ها می كنيم. فقط يادتان باشد سبزسبز. سبز. ۶۰سبز۶۰
يا معلوم نشده، خاصيت جا به جايی  نگفته اند  تا وقتی  يا معلوم نشده، خاصيت جا به جايی سبزكه در ضرب دو ماتريس  نگفته اند  تا وقتی  كه در ضرب دو ماتريس 
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 همان طور كه می بينيد سطر سوم و ستون سوم گزينه ها متفاوت اند؛ 
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گفته  و   A I= 2 گفت می توان  پس  AB؛  B= 2 گفته تیزبازی: 
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اسمش تيزبازی است.)
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BA2 ظاهر شدند  A و هم B2 (جمع رابطه ها): خب، عالی شد! هم

و مزاحم ما در دو رابطه، ABA است؛ پس بياييد مزاحم را حذف كنيم. كافی 
است دو رابطۀ به دست آمده را با هم جمع كنيم:

 1 2 2 2
4

 â¾õMHn  â¾õMHn
.kº¼{ïÂ¶  ½jIw  IÀ 

+¾ ®¾¾¾¾¾¾ - =ABA A B AB A  

(A و B): بياييد اول خود ماتريس های A و B را پيدا كنيم:. ۶۲

B؛ پس: I- =
-é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

3 4
A و I+ =

-é

ë
ê

ù

û
ú

3 1

2 0
به ما در سؤال داده كه

A I

B

=
-é

ë
ê

ù

û
ú - =

-é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

=
-

3 1

2 0

3 1

2 0

1 0

0 1

2 1

2 1

1 0

3 4

éé

ë
ê

ù

û
ú + =

-é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

ì

í

ï
ï

î

ï
ï I

1 0

3 4

1 0

0 1

0 0

3 5

 

AB هستيم: B A+ - (محاسبۀ جواب): حالا به دنبال

AB B A+ - =
-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú -

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

=
- -

2 1

2 1

0 0

3 5

0 0

3 5

2 1

2 1

3 5

-- -
é

ë
ê

ù

û
ú +

-é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

3 5

2 1

1 6

5 4

2 1
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(ماتریس C): بياييد اول، ماتريس C را با توجه به رابطۀ. ۶۴
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می خواهيم.  را   A BC B AB( )- + 2 عبارت ما  (ساده سازی): 
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:( AB C I( )+ (سطر سوم
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9( ) كه حاصل ضرب درايه های غير قطر اصلی اش برابر است با: 

A2 را به دست می آوريم:. ۶۶ : ابتدا ماتريس ( )A2
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(تشکیل ماتریس A): ماتريس A را به كمک رابطه می نويسيم:. ۶۷  .
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، بايد A را در خودش ضرب كنيم: A2 : برای تشكيل ماتريس ( )A2

 A A A2 = ´  

=
- -

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

- -
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
- -

-
2 1 1

2 2 1

2 2 2

2 1 1

2 2 1

2 2 2

0 6 3

6 0 6

12 6 00

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 

A2 را می خواهيم كه برابر ۹ است:  (مجموع درایه ها): مجموع درايه های
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 C I= 3 شفاف سازی: 

3I است. ببينيد: (تکلیف C): ماتريس C در واقع همان ماتريس
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A در صورت سؤال داده شده و به توان  B+ ): ماتريس ( )A B+ 2 )
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9 را می خواستيم كه يعنی ۹ برابر ماتريس بالا: 2( )A B+ (جواب): 
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A2 قرار می دهيم كه در نتيجه  : حالا ماتريس B را برابر با ( )A B2 =

بايد درايه ها، دو به دو برابر باشند:
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A2 را به دست بياوريم. برای اين . ۷۰ : اول بايد ماتريس ( )A2
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2 و از برابری  0ab = همان طور كه می بينيد از برابری درايه های قرمز به تساوی
 2ab 2 می رسيم. واضح است كه امكان ندارد 1ab = درايه های آبی به تساوی

هم زمان هم صفر باشد و هم ۱؛ پس چنين ماتريسی وجود ندارد.
۷۱ .

پايين  يا  بالا مثلثی  اسكالر،  A، يک ماتريس قطری،  ماتريس  اگر   
An، درايه های قطر اصلی برابرند با درايه های قطر  مثلثی باشد، در ماتريس
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(نوع ماتریس A): درايه های زير قطر اصلی در ماتريس A، صفر هستند

و اين يعنی A يک ماتريس بالامثلثی است.
اصلی A، درايه های قطر  ماتريس  نوع  به  توجه  با   :( A3 (قطر اصلی

A3 برابر می شوند با درايه های قطر اصلی A به توان ۳:
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، درايه های ديگر را  A3 (مجموع درایه های قطر اصلی): در ماتريس

نمی خواهيم و با مجموع درايه های قطر اصلی كار داريم:
 JH¼] = - + =8 1 27 34  

۷۲ . .

 در ماتريس اسكالر، همۀ درايه ها به جز قطر اصلی صفر هستند.

(ماتریس A): ماتريس A، اسكالر مرتبۀ ۴ است و اين يعنی:
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بنابراين مجموع درايه های سطر دوم ماتريس A، می شود S و با توجه به مسئله
S به دست می آيد؛ پس: = -2
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2- در تمام درايه ها فاكتور بگيريم، می رسيم به: و اگر از
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A70 را می خواهند! خب از . ۷۳ (شوخی!): به ما A را داده اند و   .

اين راحت تر؟ A را ۷۰ بار در خودش ضرب می كنيم! شوخی كرديم، معلوم است كه 
A3 را پيدا كنيد، به چيزهای  A2 و A2 يا در صورت نياز نمی شود! اين طور وقت ها

خوبی می رسيد كه می شود توان های بالاتر A را بدون محاسبه به دست آورد!

A3 برابر  3´ : با توجه به صورت سؤال، همۀ درايه های ماتريس  ( )A2

A2 را حساب كنيم ببينيم به چه چيزی می رسيم: 1 است. بياييد
3

با

A A A A=

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

Þ = ´

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

2  

=

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

êê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

=

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

+ + =

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

9

1

9

1

9

1

3

 

1 هستند، چون 
3

1 شد؛ يعنی بقيه هم
3

حواستان جمع باشد، وقتی اولين درايه

1 در يک ستون 
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همۀ ضرب ها مشابه است و يک سطر به صورت 
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به شكل

عددی  هر  توان  به   A يعنی  باشد؛   A A2 = وقتی (نتیجه گیری): 
می شود A، چون:

A A A A A A A A A A A A3 2 2 4 3= ´ = ´ = = = ´ = ´,  

= = ´ = ´ = =A A A A A A A A2 4 2, ,  

A و  A20 = A و A70 = كه به چنين ماتريسی می گفتيم خود توان؛ بنابراين
 A A70 20= در نتيجه

A، يک ماتريس خود توان است:
n n n= ´[ ]1 تیزبازی: ماتريس

k A AkÎ Þ =  
A A A70 20= = A نيز خود توان است و داريم:  = ´[ ]1

3
3 3

پس

۷۴ .

A به ما می گويد A خود توان است. A2 = شفاف سازی:

A می فهميم كه A خود توان است و می دانيم A2 = : با توجه به ( ?)n =

به نگاه  با  سؤال  اين  در  پس  است؛  خود توان   [ ]1
n n n´ شكل به  ماتريس  يک 

n است. = 4 A، معلوم می شود n n= ´[ ]1
4

A5 كه سؤال از ما  : وقتی می گوييم A خود توان است؛ يعنی ( )A5

1 دارد؛ پس 
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، ۱۶ درايه برابر با A5 خواسته برابر با خود A است و اين يعنی
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A را داريم و سعی می كنيم. ۷۵ I2 = (ساده و بی دردسر): ما

A2 بنويسيم: A201 را بر حسب

 

A A A A A I A I A A

A A I

201 200 2 100 100

2 2

= ´ = ´ = ´ = ´ =
¯ ¯ ¯ ¯

( )

 Kve oM  ÁI]  ¾M nn I=

.kÄIÃM  Swj  ¾M  Z»p  ·H¼U  ¦Ä   ¾¨  ´ÃT{¼º  Án¼ö  ¸ÄH
 

و . ۷۶ داريم  را   A I2 2= سؤال، اين  در  ما   : ( ( ) )A A18 2 9=

A2 بنويسيم: A18 را بر حسب سعی می كنيم
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باشد، . ۷۷  A A2 = - اگر كه  باشيد  بلد  است  (نکته): خوب 

 .A به توان های فرد می شود خود A و -A آن گاه A به توان های زوج می شود
Ì»o{ : A A2 = - ببينيد: 

Þ = ´ = - ´ = - = - - =A A A A A A A A3 2 2 ( )  

Þ = ´ = ´ = = -A A A A A A A4 3 2  

Þ = ´ = - ´ = - = - - =

Þ =
-

ì
í
î

A A A A A A A A

A
A n
A n

n

5 4 2 ( )


joÎ
Z»p

 

. A A17 = بنابراين 
(اتحاد): دقيقاً مثل اتحادهای دنيای اعداد، برای ماتريس ها . ۷۸

در كنار I اتحادهای جبری را داريم، كه در دنيای ماتريس ها، I نقش عدد ۱ را 
در دنيای اعداد دارد. ببينيد:
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A3 يک ماتريس صفر است، يعنی تمام توان های  : وقتی ( )A O3 =

بزرگ تر از ۳ برای A، ماتريس صفر می شود. چون:
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 خيلی خوبه كه شما اين رابطه را حفظ باشيد:
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k است و اين يعنی: = -2 : حالا در اين تست  ( )k = -2
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 A2 بر حسب  همگی  می كنيم  نگاه  كه  گزينه ها  به   :( A2 (بر حسب

A2 بنويسيم. اين طوری: A7 را بر حسب هستند؛ پس ما هم بايد
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A2 است. يک وقت  را نزنيد  حواستان باشد كه گزينه ها بر حسب تله:
كه يک تله است.

و ...): اين طور وقت ها كه توان های بالايی برای . ۸۰ A3 ، A2 )  .

A3 و نهايتاً ، A2 An هستيم، بايد ماتريس A داريم و به دنبال يک الگو برای
A4 را به دست بياوريم تا به يک الگو و نظمی برای توان های بالاتر برسيم.

و ...): دقت كنيد كه A يک ماتريس پايين  A3 ، A2 (تکنیک محاسبۀ

An، درايۀ صفر سر جايش می ماند و درايه های  مثلثی است؛ پس در ماتريس
بنابراين كافی است فقط درايۀ سطر دوم،  n می رسند؛  توان  به   ،A قطر اصلی 

A3 و ... را حساب كنيم و الگويش را در بياوريم. ، A2 ستون اول

A A A A=
é

ë
ê

ù

û
ú = ´

2 0

1 2

2, ببينيد: 

Þ = [ ]é

ë
ê

ù

û
ú = + =A2

1 2
2

1
2 2 4uÄoUI¶  ·¼Tw ,  oõw  â¾ÄHnj1 2  

Þ =
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

= ´A2

2

2

2 1
2 0

4 2

2 2 2  

A A A A3 2 3
4 4

2

1
= ´ Þ = [ ]é

ë
ê

ù

û
úuÄoUI¶  ·¼Tw ,  oõw  â¾ÄHnj1 2  

 = Þ =
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

´12
2 0

12 2

3 2
3

3

3

2A  

A A A A4 3 4
12 8

2

1
= ´ Þ = [ ]é

ë
ê

ù

û
úuÄoUI¶  ·¼Tw ,  oõw  â¾ÄHnj1 2  

= Þ =
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

= ´32
2 0

32 2

2 4 2
4

4

4

5 3A  

A A A A5 4 5
32 16

2

1
= ´ Þ = [ ]é

ë
ê

ù

û
úuÄoUI¶  ·¼Tw ,  oõw  â¾ÄHnj1 2  

= Þ =
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

´80
2 0

80 2

5 2

5

5

4A  
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بنابراين مجموع درايه های ماتريس مورد نظر می شود ۳۲.
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A3 را به توان  ، كافی است ماتريس A6 ): برای محاسبۀ ماتريس A6 )

۲ برسانيم.
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چه چيزی از اين بهتر؟
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3- = (محاسبۀ m): با توجه به صورت سؤال داريم 
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4 3 4 4 4 3 4 64
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( ) بنابراين: 

. m = 64 و از اين جا نتيجه می گيريم

مشخص . ۹۹ را   ( )BAB 4 تكليف  اول  بياييد   :( ( )BAB 4 )

است!  ناجور  اين خيلی  ) كه  )BAB B A B4 4 4 4= ننويسيد كنيم. يک وقت 
تا وقتی كه ماتريس ها خاصيت جا به جايی در ضرب نداشته باشند، از اين كارها 
( )BAB 4 نمی شود كرد! پس چه كار كنيم؟ ببينيد: 

 = =( )( )( )( )BAB BAB BAB BAB BAB AB AB AB
B B B2 2 2

2 2 2
� ��� � ��� � ���  

B و با استفاده BAB B A( )4 64= (دنبال چی هستیم؟): گفته شده

از نتيجۀ گام اول اين را داريم:
BBAB AB AB ABB A
B B2 2

2 2 2
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B2 باشيم  B2 ها اسير و گرفتار است؛ پس بياييد به دنبال  بيچاره A! كه در بين
ببينيم چه موجودی است.

: طبق چيزی كه برای ماتريس B در صورت تست داده شده،  ( )B2

B2 را می سازيم: ماتريس
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از اين بهتر می شد؟
B2 ها خلاص می شويم، چون همگی I هستند و  (رهایی!): حالا از

در ضرب بی تأثيرند؛ پس به اين معادله می رسيم:
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كنيد. می شود آن را اين طور نوشت: 
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و اين تساوی همواره برقرار است و به مقدار a بستگی ندارد و اين يعنی a هر عدد 
حقيقی ای می تواند باشد. چون فقط اعداد طبيعی يک رقمی برای a را خواسته، 

.a می شود ۹ جواب قابل قبول برای
۱۰۰ .
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An، مجموع درايه هايش می شود  (کدام گزینه؟): با توجه به فرم
چون: است،  است،  فرم  اين  به  كه  گزينه ای  تنها  و   - +3 2n
- = - ´ +172 3 58 2  

A58
1 174

0 1
=

-é

ë
ê

ù

û
ú در واقع: 

۱۰۱ .B
b

=
é

ë
ê

ù

û
ú

1

0 1
A و

a
=

é

ë
ê

ù

û
ú

1

0 1
(یک نکته): اگر دو ماتريس به فرم  .
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خيلی خوب شد!
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 2 3 2 8´ + = پس مجموع درايه های ماتريس بالا برابر است با: 

كه. ۱۰۳ كنيد  توجه  از شروع  قبل  دو جمله ای):  (اتحاد بسط 

. ( )An n³ =2 0

( )a b a a b a b b+ = + ( ) + ( ) + +8 8 7 6 2 88
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 يک اتحاد: 

) را حساب می كنيم و البته توجه داشته باشيد  )I A+ 2
پياده كردن اتحاد: حالا حاصل8

 A A A A O2 3 4 8= = = = = داريم، چون  را لازم  اول  كه فقط دو جملۀ 
است:
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از آن جايی كه۰  :(

۳۶
 برابر خود ):۰

۳۶
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خيلی خوب شد!سبزخيلی خوب شد!
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(اتحاد بلد نیستیم):

اتحاد  كه همگی  می رسانيم   ۲ توان  به  را   2A I+ اول  :( ( )2 2A I+ )

( )2 4 4 4
2 2 2A I A A I A I

O I
+ = + + = +
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مربع دو جمله ای را بلديم: 

) شد، می توانيم بگوييم: )2 4
2A I A I+ = + ): حالا كه ( )4 2A I+ )

( ) ( )2 4
4 2A I A I+ = +  
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به  را  به دست آمده  عبارت  ديگر  بار  يک  دو جمله ای):  مربع  (آخرین 

( )2
8A I+ توان دو می رسانيم تا برسيم به: 
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۱۰۴ .

.A On = n داريم ³ 3 شفاف سازی: پوچ توان از مرتبۀ ۳ يعنی برای

يک اتحاد:
( )a b a a b a b a b a b ab b- = - + - + - +6 6 5 4 2 3 3 2 4 5 6

6 15 20 15 6  
) را باز می كنيم،  )2

6A I- (اجرای اتحاد): حالا به كمک اتحاد بالا عبارت

می نويسيم: اين شكلی  است،   O برابر  n ³ 3 برای  An اين كه به  توجه  با  اما 
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) می توانيم اين عبارت را بنويسيم: )I A n+  در بسط
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و اگر A، پوچ توان از مرتبۀ k باشد، كافی است k جملۀ اول را بنويسيم و 
O هستند. بقيه قطعاً

A را می سازيم تا ببينيم قرار است . ۱۰۵ I- : در ابتدا ( )A I-

چه چيزی را به توان ۱۰ برسانيم.
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(ماتريس  را می خواهيم:   B10يا همان  ( )A I- ): حالا10 ( )A I- 10 )

B2 مضربی از B است.) B شبه خودتوان است؛ يعنی
B B B Bn n2 1

2 2= Þ = -  
(قاعده ای كه برای ماتريس های شبه خودتوان ياد گرفته ايم.)

( ) ( )A I A I- = -10 9
2 بنابراين رسيديم به: 

را   ( )A I- ماتريس10 درايه های  مجموع  ما  درایه ها):  (مجموع 

A برابر صفر است،  I- می خواهيم. از آن جايی كه مجموع درايه های ماتريس
) هم صفر می شود. ) ( )A I A I- = -10 9

2 مجموع درايه های ماتريس

A4 را می خواهيم و كافی است دو . ۱۰۶ : ماتريس ( )´A3

A3 ضرب كنيم: AB را از راست در A= طرف
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3 2
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هيچ وقت دو طرف تساوی ماتريسی را در ضرب ماتريس ها ساده نكنيد! 
!B I= AB، با زدن A از دو طرف، نتيجه نگيريد  A= مثلاً از
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يک بار ديگر نتيجه را به توان ۲ می رسانيم؛ پس:
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2 2 4» ÁIÀï¾ÄHnj  Ì¼µ\¶ (جواب مسئله): 

A4 هـمـان جـا مـی شـد فهميـد كـه  A2 و ،A بـا يـک نـگـاه بـه تیزبازی:

An همواره ۲ است. A و اين يعنی مجموع درايه های
n n
n n

n =
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- - +
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ë
ê

ù

û
ú

1
1

: خيلی كار راحتی داريم. فقط كافی است دو طرف. ۱۱۱ ( )B2

B را به توان ۲ برسانيم: A I= -2
B A I A A I A I A I

A I
A I

2 2 2

3
12 4

2 4 4 4 3 4= - = - + = - - +
¯
-

-

( ) ( )��� ��  

= -8 3A I  
عالی! تمام شد و گام بعدی نداريم!

ياد گرفتيم . ۱۱۲ اتحاد در حسابان  اتحاد): يک  (یادآوری یک 

( )( )a a a a an n n- + + + + = -- +1 1 11 1
 كه اين شكلی است: 

از همين اتحاد در دنيای ماتريس ها استفاده می كنيم.

دو   ،A A A A I O4 3 2+ + + + = تساوی در  اتحاد):  (ایجاد 

) ضرب می كنيم تا اتحاد ساخته شود: )A I- طرف را از چپ در

( )( ) ( )A I A A A A I A I O
O

- + + + + = - ´
­

4 3 2
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 :( A26 (به  دست آوردن

 A I A I A I A A IA5 5 5 5 25 25= Þ = Þ = Þ ´ =( )  

 Þ =A A I26 ( )  

A I A A IA A A II5 5 6= Þ ´ = Þ = ( )  

( ) ( ),I II A AÞ =26 6  

عبارت. ۱۱۳ در  نوشته شده  ضرايب  به  ضرایب):  به  (دقت 

A خوب نگاه كنيد. ياد چه چيزی يا بهتر بگوييم ياد  A A I3 2
4 6 4+ + +

كدام اتحاد و بسط می افتيد؟ بله! اين اتحاد:
( )a a a a a+ = + + + +1 4 6 4 1

4 4 3 2  

(ساخت اتحاد): حالا برای آن كه قيافۀ عبارت داده شده، مثل اتحادی كه 

نوشتيم بشود، بايد توان A از ۴ شروع شود. خب بياييد دو طرف را در A ضرب كنيم:
A A A I O3 2

4 6 4+ + + =  
´¾ ®¾ + + + =A A A A A O4 3 2

4 6 4  
 I ؛ پس به دو طرف I خيلی خوب شد! اما يک چيزی هنوز كم دارد. آن هم يک

+¾ ®¾ + + + + =I A A A A I I4 3 2
4 6 4 را اضافه می كنيم: 

بنابراين  می شود؛   ( )A I+ 4 بسط همان  چپ  سمت  است.  جنس  اصل  حالا 
( )A I I+ =4 رسيديم به: 

) به توان چند؟): حالا با توجه به گزينه ها و نتيجۀ گام دوم،  )A I+ )

دو طرف تساوی آخر را به توان ۴ می رسانيم كه برويم در محدودۀ گزينه ها:

( ) ( )A I I A I I I+ = ¾ ®¾¾¾ + = =4 4 16 4 ·H¼U  ¾M  

( )A I A I+ = +17 ) ضرب شود، می رسيم به:  )A I+ و اگر در
اين نكته را بلد باشيد: اين جا چون ماتريس B از I و ضريبی از A تشكيل . ۱۱۴  .

A هميشه A و B تعويض پذير هستند و بنابراين A2 2= شده، بدون توجه به رابطۀ
AB است. (البته به عنوان تمرين درسی همۀ گزينه ها را بررسی می كنيم.) BA=

B I A A A= - =3 2
2,  

A2 ديديم، به جايش2A را قرار می دهيم: B كار داريم و هر جا I A= - 3 با تساوی
´¾ ®¾ = - = - -B B B BA I A BA2

3 3 3  
Þ - + = - -I A A I A BA6 9 3 3
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Þ - + = - - Þ = -6 18 3 3 3 15A A A BA BA A  
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۱۱۵ . .AB BA= -4 می گويد  ما  به   AB BA O+ =4 تساوی

تكرار  را  كار  اين  و  می كنيم  B ضرب  در  راست  از  را  رابطه  اين  دو طرف  حالا 
AB3 ساخته شود. هر جا هم AB ببينيم، به جايش4BA- را  می كنيم تا
AB BA AB B AB B AB

BA
= - ¾ ®¾ = - =´

-
4 4 16
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16 64
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k = -64 AB و اين يعنی:  kB A3 3= به ما گفته شده بود
۱۱۶ .

A kA A k An n2 1= Þ = -   

. A A2 4

3
= 3 می فهميم كه  4

2A A= A2 بر حسب A): از تساوی )

An بر حسب A): بنابراين طبق نكتۀ بالا داريم: )

A An n= -( )4
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A19 را می خواهيم كه اين طوری است: ): حالا A19 (بررسی 
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.AB BA=  تعويض پذير يعنی
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۰

A۳۶ را می خواهيم كه اين طوری است:
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 B و   A تا  باشند  برابر  به دست آمده  ماتريس های  بايد   : ( )AB BA=

تعويض پذير شوند.
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2- می شود. a را خواسته بود كه b+ (جواب مسئله):
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دوتا راه داريم برای حل اين تست: بدون فرمول و نكته با فرمول. ۱۱۸
ما هر دو را برای شما می آوريم. ببينيد:

 تشكيل AB و BA و مساوی قراردادن آن ها راه اول ماست:
:(BA و AB)
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(معادله): اگر اين دو ماتريس را مساوی هم قرار دهيم، می رسيم به 

3 4 3 4 4 4 1x x z z z+ = + Þ = Þ = معادله های زير: 
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 x را پيدا كنيم و اين جا هم نيازی به y و x دقت كنيد كه ما نمی توانستيم خود

2x مهم بود. y- و y نداريم، بلكه فقط
 در اين راه از اين فرمول می رويم:
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(جواب تست): از ما حاصل

. 3 4x xy+ + می شود

y را در آن می گذاريم و می رسيم به: = -3 x و = -2 حالا مقدار
- + + =6 4 6 4
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وقتی بين دو ماتريس مربعی، اتحادهای جبری برقرار باشد، يعنی آن 
دو ماتريس تعويض پذيرند:
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x هستيد؛ پس: y+ (پاسخ تست): به دنبال

x y+ = - + = -6 2 4  
۱۲۱ .

اتحادهای  برای دو ماتريس، يعنی بين آن ها  شفاف سازی: تعويض پذيری 

جبری برقرار است.

) را به كمک اتحاد  )A B- 2 ) و )A B+ 2 (اتحاد): بياييد عبارت های
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فصل
اول

ماتریس و 
كاربردها

مباحث مهم و پرسؤال اعمال روى ماتريس ها ـ دترمينان ـ وارون ماتريس

مباحث پیش نیاز كمى معادلۀ خط و مهارت محاسبه با چهار عمل اصلى

فصل های مرتبط با کتاب درسی فصل 1 كتاب درسى هندسۀ سال دوازدهم

حرف آخر اين فصل كاملاً مستقل است و يك تست مستقيماً در كنكور دارد كه با تمرين 

كافى مى توان آن را پاسخ داد.

به فصل ماتریس و کاربردها خوش آمدید.
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درس ۱: ماتریس و اعمال روی ماتریس  

به هر آرايش مستطيلی از اعداد حقيقی كه  شامل تعدادی سطر و ستون است، ماتريس می گوييم. هر عدد حقيقی در اين ماتريس يک درايه نام دارد. 
ماتريس ها را با حروف بزرگ مانند B ،A و C نمايش می دهيم:

A =
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

5 2 1

4 3 0

4 8 2

 

مرتبهٔ ماتریس

m مرتبۀ ماتريس گفته می شود. n´ اگر ماتريس، m سطر و n ستون داشته باشد، به
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 2 نمايش می دهيم.  3´ 2 است و آن را به صورت 3× مثلاً مرتبۀ ماتريس روبه رو كه ۲ سطر و ۳ ستون دارد،

a يعنی عنصر روی سطر دوم و ستون سوم.
23

a يعنی عنصر روی سطر اول و ستون دوم و
12

aij نمايش می دهيم. پس درايۀ موجود در سطر iامُ و ستون jامُ را با
مطالب بالا را در جدول زير مرور می كنيم:

سطر و ستوندرایهمرتبه
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b كدام است؟ m++ a22 و جمع درايه های ستون دوم ۵ است، حاصل 3== A اگر بدانيم a
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در ماتريس

۷ (۴  ۶ (۳  ۵ (۲  ۴ (۱
؛ يعنی عدد روی سطر دوم و ستون دوم ماتريس كه همان a است و بايد  a22 . حالا منظور از m = 2 3 است؛ پس 2´ ابتدا دقت كنيد كه مرتبۀ ماتريس،

برابر ۳ باشد؛ پس ماتريس به صورت روبه رو است:
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Þ - + + = Þ = Þ + =1 3 5 3 5b b b m حالا مجموع اعداد ستون دوم ماتريس را مساوی ۵ قرار می دهيم تا b را به دست آوريم: 

b كدام است؟ c++ . مقدار a a32 23== a و a12 21== در ماتريس روبه رو می دانيم
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؛ حالا داريم: a c
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2 7= + a و c
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1= - ، a b
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= ، a b
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4= - + با توجه به ماتريس می دانيم
a a b b b
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b c+ = + - = -2 8 6( ) بنابراين: 

2 كدام است؟ 2 033 21
2

23a a a-- ++ == A، مجموع ريشه های معادلۀ
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در ماتريس
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- است. می دانيم در معادلۀ  - + =2 4 0
2x x a پس معادلۀ داده شده به صورت

23
2= a و x

21
= a و x33 = - با توجه به درايه های ماتريس داريم:

- است؛ پس: b
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= مجموع ريشه هادرجه ۲ مجموع ريشه ها برابر - = -
-
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= -b
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( )
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1
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a تعريف می شود؛  i jij = + 2 درایۀ عمومی يک روش ديگر تعريف ماتريس ها، نوشتن يک تابع بر حسب i و j برای هر درايه است. مثلاً در يک ماتريس

1 به دست می آيد؛ پس درايۀ سطر اول و ستون  2 5
2+ = j را جای گذاری كنيم كه = 2 i و i اعداد1= j+ 2 a را بخواهيم بايد در فرمول

12
يعنی اگر درايۀ

A نمايش می دهيم. i j= + ´[ ]2
3 4

3 باشد، ماتريس را به صورت 4´ دوم برابر ۵ است. در همين مثال اگر مثلاً مرتبۀ ماتريس

۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰= Þ

۳۶
۰= Þ b m

۳۶
۰b m

b c

۳۶
۰b c +

۳۶
۰++

۳۶
۰++++

۳۶
۰+++

ù

۳۶
۰ùù

۳۶
۰ùùùù

۳۶
۰ùùù

û

۳۶
۰ûû

۳۶
۰ûû

۳۶
۰ûûûû

۳۶
۰ûûûûûû

۳۶
۰ûûû

ú

۳۶
۰ú

ùùù
ú
ùùù

۳۶
۰ùùù

ú
ùùù
ú

۳۶
۰ú

ù
ú
ù

۳۶
۰ù

ú
ù
úúú

۳۶
۰úúú

ùùù
ú
ùùù
ú
ùùù
ú
ùùù

۳۶
۰ùùù

ú
ùùù
ú
ùùù
ú
ùùù

ú

۳۶
۰ú

ú
ú
ú

۳۶
۰ú

ú
ú
ú

۳۶
۰ú

ú
ú
ú

۳۶
۰ú

ú
ú
úúú

۳۶
۰úúú

úúú
ú
úúú
ú
úúú
ú
úúú

۳۶
۰úúú

ú
úúú
ú
úúú
ú
úúú

ú

۳۶
۰úûûûúûûû

۳۶
۰ûûûúûûûûûûúûûû

۳۶
۰ûûûúûûû

ú
ú
ú

۳۶
۰ú

ú
ú
ú

۳۶
۰úûúû

۳۶
۰ûúûûúû

۳۶
۰ûúû

ú
ú
ú

۳۶
۰ú

ú
ú
úúú

۳۶
۰úúúûûûúûûûúûûûúûûû

۳۶
۰ûûûúûûûúûûûúûûûûûûúûûûúûûûúûûû

۳۶
۰ûûûúûûûúûûûúûûû

úúú
ú
úúú
ú
úúú
ú
úúú

۳۶
۰úúú

ú
úúú
ú
úúú
ú
úúú7

۳۶
۰7

1

۳۶
۰1

؛ حالا داريم:
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بنابراين جمع درايه های سطر اول ماتريس1- است.
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البته چون در اين تست فقط مجموع درايه های سطر اول را می خواستيم می توانستيم فقطa11 و
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مجموع درايه های ستون اول ۹ و مجموع درايه های ستون سوم ۱۸ بوده و جواب برابر ۲۷ می شود.
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n می شود، بنابراين ۸ سطر دارد.  = 4 n است و - =3 n ستون باشد؛ پس1 - 3 n سطر و + مثلاً اگر ماتريس ستونی A دارای4
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1 7´ ماتريس به صورت

۳۶
۰
۳۶
۰

1 2

۳۶
۰

1 2= ´ =

۳۶
۰

= ´ =1 2= ´ =1 2

۳۶
۰

1 2= ´ =1 2

32

۳۶
۰32

2 3

۳۶
۰2 3 2 4

۳۶
۰2 4= =

۳۶
۰= =

32
= =

32

۳۶
۰32

= =
32

- =

۳۶
۰- =( )

۳۶
۰( )2 3( )2 3

۳۶
۰2 3( )2 3

b b

۳۶
۰b b

23

۳۶
۰23

2 3

۳۶
۰2 3 2 4

۳۶
۰2 4= =

۳۶
۰= =b b= =b b

۳۶
۰b b= =b b

23
= =

23

۳۶
۰23

= =
23

- =

۳۶
۰- =2 4- =2 4

۳۶
۰2 4- =2 4( )

۳۶
۰( )2 3( )2 3

۳۶
۰2 3( )2 3

û

۳۶
۰û

ú

۳۶
۰ú

ú

۳۶
۰ú

ú
ú
ú

۳۶
۰ú

ú
ú

ú

۳۶
۰úûúû

۳۶
۰ûúû

ú
ú
ú

۳۶
۰ú

ú
ú4

۳۶
۰4

5 4

۳۶
۰5 4 9

۳۶
۰9

۳۶ باشد، ماتريس سطری نام دارد. به طور مثال:
۰

 باشد، ماتريس سطری نام دارد. به طور مثال:

1 4۳۶
۰

1 4
[ ]۳۶
۰

[ ]1 2[ ]1 2 ۳۶
۰

1 2[ ]1 2 1 0[ ]1 0۳۶
۰

1 0[ ]1 0-[ ]-۳۶
۰

-[ ]-
1 41́ 4۳۶
۰

1 41́ 4

Áoõw  uÄoUI۳۶
۰

Áoõw  uÄoUI¶۳۶
۰

¶Áoõw  uÄoUI¶Áoõw  uÄoUI۳۶
۰

Áoõw  uÄoUI¶Áoõw  uÄoUI
� �۳۶
۰

� �� ����������� �۳۶
۰

� ����������� �� ��� �۳۶
۰

� ��� �� ����������� ��� ����������� �۳۶
۰

� ����������� ��� ����������� �۳۶
۰

۳۶ باشد، ماتريس ستونی نام دارد. به طور مثال:
۰

x باشد، ماتريس ستونی نام دارد. به طور مثال: ۳۶
۰

x ù ۳۶
۰

ù
ú ۳۶
۰

ú
ù
ú
ù ۳۶
۰

ù
ú
ù

سبزسبزسبزسبزسبزسبزسبز
حذف می شوند. حالا در بين گزينه های 

سبز
حذف می شوند. حالا در بين گزينه های 

سبز
و 

سبز
و و 

سبز
و 

سبز
 است. بنابراين گزينه های 

سبز
 است. بنابراين گزينه های  است. بنابراين گزينه های 

سبز
 است. بنابراين گزينه های 

 می شود كه غلط است ولی 

سبز
۲ می شود كه غلط است ولی 

سبز
، عدد ۲

سبز
، عدد 

سبز
 را بخواهيم پيدا كنيم در 

سبز
 را بخواهيم پيدا كنيم در  را بخواهيم پيدا كنيم در 

سبز
 را بخواهيم پيدا كنيم در 

، مجموع درايه های ستون اول و سوم كدام است؟

سبز
، مجموع درايه های ستون اول و سوم كدام است؟ b

سبز
b ij

سبز
ijij

سبز
ij =

سبز
==

سبز
====

سبز
=== í

سبز
íí

سبز
íííí

سبز
ííí
ï

سبز
ï
ííí
ï
ííí

سبز
ííí
ï
ííí

îïîسبز îïîïسبز
ï
í
ï
í

سبز
í
ï
í
ïïï

سبز
ïïï
ííí
ï
ííí
ï
ííí
ï
ííí

سبز
ííí
ï
ííí
ï
ííí
ï
ííí

îîîïîîîïîîîïîîîسبز îîîïîîîïîîîïîîî
۲۷سبز۲۷۲۷سبز۲۷  درايۀ آن با توجه به ضابطه های داده شده مشخص شود:سبز درايۀ آن با توجه به ضابطه های داده شده مشخص شود:۳سبز۳۳سبز۳)سبز))سبز)

bسبزb
33سبز33

2 4 2سبز 4 3 3سبز3 3 =9سبز9 ´ =سبز= ´ =3 3= ´ =3 3سبز3 3= ´ =3 3

bسبزb
31سبز31

2 4 2سبز 4 2 2سبز3 3 1 1سبز5 5= =سبز- -2 3= -2 2سبز3 3= -2 3 1 5=1 1سبز5 5=1 5( )سبز( )2 3( )2 2سبز3 3( )2 3( )سبز( )2 3( )2 2سبز3 3( )2 3= -( )= =سبز- -( )= -2 3= -2 3( )2 3= -2 2سبز3 3= -2 3( )2 3= -2 3

bسبزb
13سبز13

2 2سبز3 3 1 1سبز5 5= =سبز- -2 3= -2 2سبز3 3= -2 3 1 5=1 1سبز5 5=1 5( )سبز( )2 3( )2 2سبز3 3( )2 3( )سبز( )2 3( )2 2سبز3 3( )2 3= -( )= =سبز- -( )= -2 3= -2 3( )2 3= -2 2سبز3 3= -2 3( )2 3= -2 3

لی
خی
لی
خی

بنابراين جمع درايه های سطر اول ماتريس

لی
خی

بنابراين جمع درايه های سطر اول ماتريس

لی
خی
لی
خی
لی
البته چون در اين تست فقط مجموع درايه های سطر اول را می خواستيم می توانستيم فقطخی

لی
البته چون در اين تست فقط مجموع درايه های سطر اول را می خواستيم می توانستيم فقطالبته چون در اين تست فقط مجموع درايه های سطر اول را می خواستيم می توانستيم فقطخی

لی
البته چون در اين تست فقط مجموع درايه های سطر اول را می خواستيم می توانستيم فقطالبته چون در اين تست فقط مجموع درايه های سطر اول را می خواستيم می توانستيم فقطخی

لی
البته چون در اين تست فقط مجموع درايه های سطر اول را می خواستيم می توانستيم فقطخی

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
 اگر درايۀ واقع بر سطر اول و ستون دوم، صفر باشد، مقدار خی

لی
A اگر درايۀ واقع بر سطر اول و ستون دوم، صفر باشد، مقدار خی a

لی
Aخی ai j

لی
iخی jA a=A a

لی
Aخی a=A aA a= +A a

لی
Aخی a= +A aA a=A a= +A a=A a

لی
Aخی a=A a= +A a=A a[ ]

لی
]خی ]A a[ ]A a

لی
Aخی a[ ]A ai j[ ]i j

لی
iخی j[ ]i jA a= +A a[ ]A a= +A a

لی
Aخی a= +A a[ ]A a= +A a[ ]2 3[ ]

لی
]خی ]2 3[ ]A a[ ]A a2 3A a[ ]A a

لی
Aخی a[ ]A a2 3A a[ ]A ai j[ ]i j2 3i j[ ]i j

لی
iخی j[ ]i j2 3i j[ ]i j= +[ ]= +2 3= +[ ]= +

لی
=خی +[ ]= +2 3= +[ ]= +A a= +A a[ ]A a= +A a2 3A a= +A a[ ]A a= +A a

لی
Aخی a= +A a[ ]A a= +A a2 3A a= +A a[ ]A a= +A ai j= +i j[ ]i j= +i j2 3i j= +i j[ ]i j= +i j

لی
iخی j= +i j[ ]i j= +i j2 3i j= +i j[ ]i j= +i ji j+i j[ ]i j+i j2 3i j+i j[ ]i j+i j

لی
iخی j+i j[ ]i j+i j2 3i j+i j[ ]i j+i ji j= +i j+i j= +i j[ ]i j= +i j+i j= +i j2 3i j= +i j+i j= +i j[ ]i j= +i j+i j= +i j

لی
iخی j= +i j+i j= +i j[ ]i j= +i j+i j= +i j2 3i j= +i j+i j= +i j[ ]i j= +i j+i j= +i j 3 3

لی
3خی 3´3 3´

لی
3´خی 3´́3 3´

لی
3´خی 3´́́́3 3´́́

لی
3́́´خی 3´́́ در ماتريس

لی
در ماتريسخی

لی
-خی

لی
3-خی

لی
33خی

لی
3خی (

لی
))خی

لی
۲)خی

لی
۲۲خی

لی
۲خی -

لی
4-خی

لی
44خی
لی
4خی (

لی
))خی
لی
۱)خی
لی
۱۱خی
لی
 است كه برای به دست آوردن آن در فرمول۱خی

لی
a است كه برای به دست آوردن آن در فرمولخی

لی
aخی

12

لی
12خی

درايۀ سطر اول و ستون دوم ماتريس همان

لی
درايۀ سطر اول و ستون دوم ماتريس همانخی

لی
خی

لیمسئله، مساوی صفر قرار می دهيم: 
خی

مسئله، مساوی صفر قرار می دهيم: 

لی با كدام گزينه برابر است؟
خی

1 با كدام گزينه برابر است؟ لی0
خی

1 0 لی1
خی
1

3 لی2
خی

3 23 لی2
خی

3 2 لی1
خی
لی11
خی
1

لی-
خی

لی--
خی

لی----
خی

---éلی
خی

ééلی
خی

ééééلی
خی

ééé

ëلی
خی

ëëلی
خی

ëëلی
خی

ëëëëلی
خی

ëëëëëëلی
خی

ëëë
êلی
خی

ê
é
ê
éلی
خی

é
ê
é

ë
ê
ëلی
خی

ë
ê
ëë
ê
ëلی
خی

ë
ê
ë
êلی
خی

ê
ééé
ê
éééلی
خی

ééé
ê
ééé

ëëë
ê
ëëëلی
خی

ëëë
ê
ëëëëëë
ê
ëëëلی
خی

ëëë
ê
ëëë
êêêلی
خی

êêê
ééé
ê
ééé
ê
ééé
ê
éééلی
خی

ééé
ê
ééé
ê
ééé
ê
ééé

ëëë
ê
ëëë
ê
ëëë
ê
ëëëلی
خی

ëëë
ê
ëëë
ê
ëëë
ê
ëëëëëë
ê
ëëë
ê
ëëë
ê
ëëëلی
خی

ëëë
ê
ëëë
ê
ëëë
ê
ëëë

ùلی
خی
ùùلی
خی

ùùùùلی
خی
ùùù

ûلی
خی
ûûلی
خی
ûûلی
خی

ûûûûلی
خی
ûûûûûûلی
خی
ûûû
úلی
خی
ú
ùùù
ú
ùùùلی
خی
ùùù
ú
ùùù

ûûû
ú
ûûûلی
خی
ûûû
ú
ûûûûûû
ú
ûûûلی
خی
ûûû
ú
ûûû
úلی
خی

ú
ù
ú
ùلی
خی

ù
ú
ù

û
ú
ûلی
خی

û
ú
ûû
ú
ûلی
خی

û
ú
û
úúúلی
خی
úúú
ùùù
ú
ùùù
ú
ùùù
ú
ùùùلی
خی
ùùù
ú
ùùù
ú
ùùù
ú
ùùù

ûûû
ú
ûûû
ú
ûûû
ú
ûûûلی
خی
ûûû
ú
ûûû
ú
ûûû
ú
ûûûûûû
ú
ûûû
ú
ûûû
ú
ûûûلی
خی
ûûû
ú
ûûû
ú
ûûû
ú
ûûû

لیماتريس
خی

ماتريس

[ لی[
خی

[ ][ ]2[ لی[
خی

[ ]2[ ]2 لی2
خی

2 2i jلی
خی

i j[ ]i j[ لی[
خی

[ ]i j[ ][ ]i j[ ]-[ ]i j[ لی[
خی

[ ]i j[ ]-[ ]i j[ ]2 2´2 لی2
خی

2 2´2 2 لی)
خی

لی۲)
خی

۲

لی است. بنابراين گزينه های 
خی

2 است. بنابراين گزينه های  لی3
خی

2 32 3´2 لی3
خی

2 3´2 لیدقت كنيد كه مرتبۀ ماتريس3
خی

دقت كنيد كه مرتبۀ ماتريس
لی را بخواهيم پيدا كنيم در 
خی

لیa را بخواهيم پيدا كنيم در 
خی

a11لی
خی

11 لیفرمول كلی درايه های ماتريس باشد، مثلاً اگر
خی

فرمول كلی درايه های ماتريس باشد، مثلاً اگر

i j

لی
خی

i ji j

لی
خی

i ji j-i j

لی
خی

i j-i ji j- >i j

لی
خی

i j- >i ji j-i j- >i j-i j

لی
خی

i j-i j- >i j-i jì

لی
خی

ìììì

لی
خی

ììì2

لی
خی

2



۲۶۵

ها
رد

ارب
 ک

 و
س

ری
مات

  
ل

او
ل 

ص
ف

n است. n´ ماتریس مربعی به ماتريسی كه تعداد سطرها و ستون های آن با هم برابر باشد، ماتريس مربعی می گويند. بنابراين مرتبۀ آن به صورت

مثلاً ماتريس های روبه رو همگی مربعی هستند:
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n را به اختصار ماتریس مرتبۀ n هم می گوييم، مثلاً ماتریس مرتبۀ ۴ یعنی ماتریس مربعی مرتبۀ ۴. n´ ماتریس مربعی مرتبۀ
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n به دست می آيد. يعنی يک ماتريس  = 3 و از حل اين معادله1 1- = +n n چون ماتريس مربعی است؛ پس بايد تعداد سطرها و ستون های آن برابر باشد، بنابراين
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مربعی مرتبۀ ۲ داريم. حالا برای به دست آوردن

قطر اصلی و قطر فرعی در ماتريس مربعی قطر اصلی و قطر فرعی، مطابق شكل روبه رو تعريف می شوند: 
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a33 و ...). درايه های روی قطر فرعی به صورت ، a22 ، a11 aii هستند (مثلاً اگر به ماتريس های بالا دقيق تر نگاه كنيم، درايه های روی قطر اصلی به صورت
a و ... در ماتريس بالا).
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a22 هم روی قطر اصلی و هم روی قطر فرعی است. ، 3 3´ در ماتريس
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13 i است، مثلاً j< در درايه های بالای قطر اصلی، هميشه
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ماتریس بالا مثلثی و پايين مثلثی ماتريس بالا مثلثی: ماتريسی است مربعی كه همۀ درايه های پائين قطر اصلی آن صفرند.
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ماتريس پايين مثلثی: ماتريسی است مربعی كه همۀ درايه های بالای قطر اصلی آن صفرند.
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a تعريف شده باشد، مجموع درايه های بالای قطر اصلی كدام است؟
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A، مجموع درايه های بالای قطر اصلی چند برابر مجموع درايه های پايين قطر اصلی است؟ i j== ++ ´́[ ]2 2
3 3 در ماتريس
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با فرمول درايه ها، ماتريس را تشكيل می دهيم:   
5 و بنابراين نسبت مجموع  10 13 28+ + = و مجموع درايه های بالای قطر اصلی و هم چنين پايين قطر اصلی هر دو برابر

آن ها برابر ۱ می شود.

 a ji aij با a با هم برابرند، پس درايۀ
12

a و
21

a و همين طور
31

a و
13

متقارن است يعنی به طور مثال مقدار  j و i نسبت به i j2 2+  دقت كنيد كه رابطۀ
برابر است. پس مجموع درايه های بالای قطر اصلی با مجموع درايه های پايين قطر اصلی برابر هستند و نسبت مجموع آن ها برابر ۱ می شود.

چند ماتريس معروف داريم كه بايد اسم و قيافۀ آن ها را خوب بشناسيد، در جدول زير اين ها را برايتان آورده ايم: ماتریس قطری ـ اسکالر ـ صفر ـ همانی

ماتریس همانیماتریس اسکالرماتریس قطریماتریس صفر

تعریف

تمامی درايه های آن صفر 
O نمايش  است و آن را با

می دهيم.

نوعی ماتريس مربعی كه 
درايه های غير قطر اصلی 

همگی صفر هستند.

نوعی ماتريس قطری كه 
درايه های روی قطر اصلی 

همگی با هم برابرند.

نوعی ماتريس اسكالر كه تمام 
درايه های روی قطر اصلی همگی برابر 
In نمايش می دهيم. يک اند و آن را با
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a كدام است؟ b x++ ++ A يک ماتريس اسكالر باشد،
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 می رسيم و بنابراين
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x از حل اين دو معادله به رابطۀ x x2
1- = - a و b- = =1 k باشد. پس0

k
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ú 2 بايد به صورت 2´ ماتريس اسكالرماتريس اسكالر

a است. b x+ + = 2
a a b- = Þ = =1 0 1 0, اولاً: 
x x x x x x x2 2 2

1 2 1 0 1 0 1- = - Þ - + = Þ - = Þ =( ) ثانياً: 
a b x+ + = + + =1 0 1 2 بنابراين: 

 همانی می شود؟
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برای چند عدد طبيعی يک رقمی a و b ماتريس

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

a b a b- = Þ = +3 1 3 1 برای اين كه ماتريس همانی شود، بايد درايه های روی قطر اصلی برابر يک باشند؛ پس: 
حالا در عبارت بالا به جای b مقدارهای ۱، ۲ و ... را قرار می دهيم و a را به دست می آوريم. a هم بايد يک رقمی باشد؛ يعنی:

b a= Þ = + =1 3 1 1 4( )    b a= Þ = + =2 3 2 1 7( )    b a= Þ = + =3 3 3 1 10( )    

b هم a دو رقمی خواهد بود. > 4 به ازای

تعریف یک ماتریس به کمک ماتریس های دیگر بعضی مواقع ماتريس های با مرتبۀ بالا را می توان با استفاده از ماتريس های مرتبۀ پايين تر تعريف كرد. 
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۳۶بعضی مواقع ماتريس های با مرتبۀ بالا را می توان با استفاده از ماتريس های مرتبۀ پايين تر تعريف كرد. 
۰

بعضی مواقع ماتريس های با مرتبۀ بالا را می توان با استفاده از ماتريس های مرتبۀ پايين تر تعريف كرد. 
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تساوی دو ماتریس اگر دو ماتريس مساوی باشند، اولاً بايد هم مرتبه باشند، ثانياً بايد تمام درايه های نظير به نظيرشان با هم برابر باشد.

n q m p= =, A باشد: اولاً: Bm n p q´ ´= به زبان رياضی اگر
a bij ij= ثانياً: به ازای تمام i و jها: 

2 است و شرط اول را دارد. حالا شرط دوم، يعنی برابر بودن  2´  با هم برابر باشند، مرتبۀ دو ماتريس
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3 اگر دو ماتريس با هم برابر باشند، بايد درايه های نظير به نظير با هم برابر باشند. بنابراين در اين ماتريس بايد دستگاه
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اعمال مقدماتی روی ماتریس

جمع و تفریق ماتریس برای محاسبۀ جمع و تفريق بين دو ماتريس بايد دو شرط زير را رعايت كنيم:

درايه های نظيربه نظير را با هم جمع يا تفريق كنيم: دو ماتريس بايد هم مرتبه باشند. 
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A كدام است؟ B-- B باشد، مجموع درايه های ستون دوم ماتريس ij== ´́[ ]2 2 A و i j== ++ ´́[ ]2 2 اگر
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A را می خواهيم، فقط ستون دوم هر كدام از ماتريس های A و B را به كمک درايۀ عمومی آن ها تعيين می كنيم: B- از آن جايی كه فقط ستون دوم ماتريس
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1 0 1+ = A برابر است با:  B- بنابراين مجموع درايه های ستون دوم ماتريس

را  نهايی  ماتريس  سپس  و  كرده  تفريق  و  جمع  هم  با  را  ضابطه ها  زمان،  در  صرفه جويی  برای  می توان  ماتريس  دو  بين  تفريق  و  جمع  در 
به دست آوريم. به طور مثال در اين جا:
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C تعريف كنيم، مجموع درايه های روی قطر اصلی C كدام است؟ A B== ++ B و ماتريس C را به صورت ij== -- ´́[ ]2 4 4 A و i j== ++ ´́[ ]4 4 اگر
۴۴ (۴  ۴۲ (۳  ۴۰ (۲  ۳۸ (۱

چون در نهايت درايه های روی قطر اصلی C را می خواهيم؛ پس در نوشتن ماتريس A و B برای راحتی كار تنها درايه های روی قطر اصلی را می نويسيم:
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C درايه های روی قطر اصلی ماتريس C را می نويسيم: A B= + و حالا با دستور
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1 است.  6 13 22 42+ + + = و مجموع درايه های روی قطر اصلی برابر

ماتريس همانی است، مجموع درايه های  ماتريس)،  2A (ضرب عدد در  B C-- ++ ماتريس بدانيم  و   C3 3´́ B و j== ++ ´́[ ]1 3 3 ،A i== ´́[ ]2 3 3 اگر
ماتريس C كدام است؟

-54 (۴  -48 (۳  -42 (۲  -38 (۱

به جای اين كه تمامی ماتريس ها را تشكيل دهيم، كافی است مجموع كل درايه های هر ماتريس را حساب كنيم. در ماتريس A سطر اول همه ۱، سطر دوم 
3 است. در ماتريس B ستون اول ۲، ستون دوم همگی ۳ و ستون سوم همگی ۴  1 4 9 42( )+ + = همگی ۴ و سطر سوم همگی ۹ است، پس جمع درايه های A برابر
، دارای ۳ درايۀ ۱ و بقيه صفر هستند، پس مجموع درايه های 3 3´ 3 است. حالا چون ماتريس همانی مرتبۀ 2 3 4 27( )+ + = هستند و جمع درايه های B هم برابر

2A برابر ۳ است؛ پس داريم: B C- +

2 42 27 3 84 27 3 54

57

( ) ( )- + = Þ - + = Þ = -C C CÌ¼µ\¶ ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶���  

چند ویژگی در مورد جمع و تفریق ها

A B B A+ = + (خاصيت جابه جايی)                           
k A B kA kB k( ) ( )± = ± Î  
A O A+ = (خاصيت عضو خنثی در جمع)                     
A A O+ - =( ) (قرينۀ ماتريس)                                  
( ) ( )A B C A B C+ + = + + (خاصيت شركت پذيری)     

ضرب عدد در ماتریس برای ضرب عدد ثابت k در يک ماتريس كافی است تمام درايه های ماتريس را در عدد k ضرب كنيم.
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خی

 خواهيم داشت.
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A را  B´ A فقط يک درايۀ خاص مثلCij را بخواهيم، لازم نيست كه تمام حاصل ضرب B C´ = درایهٔ خاص Cij اگر در حاصل ضرب ماتريسی 

حساب كنيم فقط كافی است كه سطر iامُ ماتريس A را در ستون jامُ ماتريس B ضرب كنيم.

، لازم نيست تمام  c3 2´ C؛ يعنی BA= B باشد، برای پيدا کردن درايۀ سطر سوم و ستون دوم ماتريس =
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مثلاً  اگر

حاصل ضرب را حساب کنيم و فقط سطر سوم B را در ستون دوم A ضرب می کنيم:
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اگر یک درایه از ضرب سه ماتریس مثل درایۀ سطر اول و ستون سوم ABC را بخواهیم، باز هم لازم نیست که تمام حاصل ضرب را حساب 

A را حساب می کنیم. B CÏ»H oõw uÄoUI¶ ®¨ ³¼w ·¼Twéë ùû ´ éë ùû ´ éë ùû کنیم و فقط
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فقط سطر دوم فقط سطر دوم B را در كل ماتريس A و سپس در ستون اول C ضرب می كنيم:

2 4 5

1 2

1 3

2 1

2

1
8 21

2

1
16 2[ ] -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´
-

é

ë
ê

ù

û
ú = [ ]

-
é

ë
ê

ù

û
ú = -

� �����

11 5= -

B A C³»j oõw uÄoUI¶ ®¨ Ï»H ·¼Tw
 

خواص ضرب ماتریس ها در ضرب ماتريس ها هم مانند ضرب اعداد، قوانينی وجود دارد كه در زير به آن ها اشاره می كنيم:

.AI IA A= = ضرب هر ماتريس در I (ماتريس همانی) خودش می شود؛ يعنی
AB (مگر آن كه B و A تعويض پذير باشند كه در ادامه مفصل بررسی می كنيم.) BA¹ ضرب ماتريس ها خاصيت جابه جايی ندارد؛ يعنی

. ولی در ماتريس ها جهت فاکتورگيری مهم است و هم چنين وقتی فاكتور  2 2 2( )x y x y+ = + در اعداد می توانيم از حاصل ضرب فاكتور بگيريم. مثلاً
می گيريم نبايد ۱ يا عدد بنويسيم و بايد به جای ۱ ماتريس I بگذاريم.

AB نمی توانيم ماتريس A را فاكتور بگيريم، چون بايد يا فقط از راست يا فقط از چپ فاكتور بگيريم. CA+ از
A می شود. B I( )+ 2 AB فاكتور بگيريم به صورت A+ 2 اگر بخواهيم از

A، كه به آن خاصيت پخشی می گوييم. B C AB AC´ ± = ±( ) در ماتريس داريم:
A B A C´ = ´ Þ لزوماً B و C برابر نيستند. لزوماً قانون حذف در ماتريس ها برقرار نيست:  قانون حذف در ماتريس ها برقرار نيست: 

A باشد، نمی توان نتيجه گرفت كه A يا B برابر صفر است. B O´ = اگر
برای مرور نكات اين بخش، جدول زير را دقيق ببينيد:

AIعضو خنثی ضرب IA A= =( )I B I B BI B B I+ = + + = + +2 2 2 22 2

Aتوزیع پذیری A C´ ± = ´ ± ´(B C) A BABC ADC A B D C± = ± ´( )

Aجابه جایی ضرب B B A´ ¹ ´ در حالت كلی
در حالت كلی

( )( )A B B A A AB BA B+ + = + + +2 2

خاصیت 

شرکت پذیری

A B C A B C´ ´ = ´ ´( ) ( )
(در صورت انجام پذير بودن ضرب)

B برابر نيستند. A C´ ´( ) A يا C B´ ´( ) ولی با

ABفاکتورگیری AC A B C+ = +( )
(بايد فاكتورگيری فقط از راست يا فقط از چپ انجام شود.)

در فاكتورگيری عدد ۳، ۵ يا ... خالی نداريم و I می گذاريم:
AB A A B I+ = +4 4( )

AB بخواهيم از راست از B فاكتور بگيريم نبايد B+ 3 حواستون باشه كه بعد از فاكتورگيری نبايد عدد مثل ۲، ۳ و ... باقی بماند و اگر مثلاً در عبارت
) بنويسيم. )A I B+ 3 ) بنويسيم و برای اين كه فرم ماتريسی درستی داشته باشد، عدد را به همراه I می نويسيم، مثلاً در همين جا كافيه )A B+ 3

AB می شود. C I( )+ 4 ABC فاکتور بگيريم، به صورت AB+ 4 مثلاً اگر بخواهيم از عبارت

۳۶
 را فاكتور بگيريم، چون بايد يا فقط از راست يا فقط از چپ فاكتور بگيريم.۰

۳۶
 را فاكتور بگيريم، چون بايد يا فقط از راست يا فقط از چپ فاكتور بگيريم.۰

´ Þ

۳۶
۰´ Þ  برابر نيستند.

۳۶
C برابر نيستند.۰

۳۶
۰C و 

۳۶
B و ۰
۳۶
۰B ًلزوما قانون حذف در ماتريس ها برقرار نيست: 

۳۶
لزوماً ۰ قانون حذف در ماتريس ها برقرار نيست: 
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۰

( )۳۶
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( )( )I B( )۳۶
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 در ضرب ماتريس ها هم مانند ضرب اعداد، قوانينی وجود دارد كه در زير به آن ها اشاره می كنيم:

سبز
 در ضرب ماتريس ها هم مانند ضرب اعداد، قوانينی وجود دارد كه در زير به آن ها اشاره می كنيم:

.

سبز
.AI

سبز
AI IA

سبز
IA A

سبز
A= =

سبز
= =IA= =IA

سبز
IA= =IA  (ماتريس همانی) خودش می شود؛ يعنی

سبز
 (ماتريس همانی) خودش می شود؛ يعنی

ABسبزAB (مگر آن كه سبز (مگر آن كه BسبزB و سبز و AسبزA تعويض پذير باشند كه در ادامه مفصل بررسی می كنيم.)سبز تعويض پذير باشند كه در ادامه مفصل بررسی می كنيم.) BAسبزBA¹¹سبز ضرب ماتريس ها خاصيت جابه جايی ندارد؛ يعنیسبزضرب ماتريس ها خاصيت جابه جايی ندارد؛ يعنی
. سبز. ولی در ماتريس ها جهت فاکتورگيری مهم استسبزولی در ماتريس ها جهت فاکتورگيری مهم است 2 2سبز2 2 )2سبز2 )سبز( )2 2( )2 2سبز2 2( )2 2x yسبزx y( )x y( )سبز( )x y( )2 2( )2 2x y2 2( )2 2سبز2 2( )2 2x y2 2( )2 2x yسبزx y2x y22سبزx y22 2+ =2 2سبز2 2+ =2 22 2( )2 2+ =2 2( )2 2سبز2 2( )2 2+ =2 2( )2 22 2( )2 2x y2 2( )2 2+ =2 2( )2 2x y2 2( )2 2سبز2 2( )2 2x y2 2( )2 2+ =2 2( )2 2x y2 2( )2 2 x+سبز+ y+x yسبزx y+x yدر اعداد می توانيم از حاصل ضرب فاكتور بگيريم. مثلاسًبزدر اعداد می توانيم از حاصل ضرب فاكتور بگيريم. مثلاسًبز

 ماتريس سبز ماتريس IسبزI بگذاريم.سبز بگذاريم.
 را فاكتور بگيريم، چون بايد يا فقط از راست يا فقط از چپ فاكتور بگيريم.سبز را فاكتور بگيريم، چون بايد يا فقط از راست يا فقط از چپ فاكتور بگيريم.

A می شود.سبز می شود. BسبزA B( )سبز( )A B( )A BسبزA B( )A B
، كه به آن خاصيت پخشی می گوييم.سبز، كه به آن خاصيت پخشی می گوييم.

لزوماً  قانون حذف در ماتريس ها برقرار نيست: 
سبز

لزوماً  قانون حذف در ماتريس ها برقرار نيست: 

لی
خی
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ماتریس خودتوان بعضی ماتريس ها به هر توانی برسند، برابر خودشان می شوند. معروف ترين آن ها I يا ماتريس همانی است.
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محاسبهٔ توان ماتریس های متناوب و خاص اگر در يک تست، توان های بالای يک ماتريس خواسته شده بود، واضح است كه نبايد از راه معمولی حل 
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اگر به اعدادی كه دور آن ها خط كشيده شده دقت كنيد، الگوی اين ماتريس را پيدا می كنيم. درايه های روی قطر اصلی ۱ و درايۀ سطر اول و ستون دوم 
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A23 با كدام ماتريس برابر است؟ A باشد، I3 == اگر
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A2 ضرب كنيم، داريم: A3 برابر I است، اگر طرفين را يک بار در A و بار ديگر در چون
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A به يک الگو می رسيم: A8 2= A و A7 = A می شود و I6 = به همين طريق با محاسبه،
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A2 است. A23 برابر بنابراين

A37 با كدام ماتريس برابر است؟ A باشد، ماتريس I4 == -- اگر
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A7 به رابطه های زير می رسيم: A2 و ... و ،A است و بنابراين با ضرب در A Ik8 = A و در نتيجه I8 = A است، پس I4 = - چون
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A5 است. A37 برابر و چون باقی ماندۀ ۳۷ بر ۸ برابر ۵ است، بنابراين
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A4 و ... را هم بر حسب A و I حساب كنيم. ، A3 A2 استفاده نمی شود و با اين روش می توانيم البته دقت كنيد كه فقط برای
A بود، اگر طرفين را در A ضرب كنيم، داريم: A I2
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A4 می رسيم: A3 بر حسب A و I حساب شد، دوباره اگر همين را در A ضرب كنيم به رابطۀ به اين ترتيب
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17 5 جای گذاری می كنيم و عبارت را ساده می كنيم:  2A I+ A2 دوباره و به جای

ماتریس های تعویض پذیر و اتحادها

AB برقرار است كه به آن ها ماتريس های تعويض پذير می گوييم. BA= AB است ولی برای بعضی از ماتريس ها رابطۀ BA¹ در حالت كلی

An تعويض پذير هستند. n´ kIn (اسكالر) با هر ماتريس مربعی AماتريسIn (همانی) و kI kI A kA( ) ( )= =

ضرب دو ماتريس قطری، همواره تعويض پذير است.
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برای x دوتا انتخاب داريم.. ۱
4 تبديل می شود كه به  ³ y x به y2 ³ x باشد، آن وقت رابطۀ = 2 ۱) اگر

) را در اين حالت داريم. , )2 4 y برقرار است. يعنی فقط زوج مرتب = 4 ازای
9 تبديل می شود كه به ازای ³ y x به y2 ³ x باشد، آن وقت رابطۀ = 3 ۲) اگر
و  ( , )3 5 ، ( , )3 4 مرتب زوج   ۳ يعنی  است.  برقرار   y = 6 و  y = 5 ، y = 4

) را در اين حالت داريم. , )3 6

پس رابطۀ R به شكل زير است و ۴ عضو دارد:
R = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}2 4 3 4 3 5 3 6  

، جای x و y اعداد صحيح قرار دهيم:. ۲ | | | |x y+ = 2 بايد در رابطۀ
۱) | | | | | | | |x y y yx+ = ¾ ®¾¾ + = Þ ==

2 2 2 0
2  

Þ = ¾ ®¾¾¾y 0 2 0
KUo¶  Z»p ( , )  

۲) | | | | | | | |x y y yx+ = ¾ ®¾¾ + = Þ ==
2 1 2 1

1  
Þ = ± ¾ ®¾¾¾ -y 1 1 1 1 1KUo¶  Z»p ( , ) , ( , )  
۳) | | | | | | | |x y y yx+ = ¾ ®¾¾ + = Þ ==

2 0 2 2
0  

Þ = ± ¾ ®¾¾¾ -y 2 0 2 0 2
KUo¶  Z»p ( , ) , ( , )  

۴) | | | | | | | |x y y yx+ = ¾ ®¾¾ + = Þ ==-
2 1 2 1

1  
Þ = ± ¾ ®¾¾¾ - - -y 1 1 1 1 1KUo¶  Z»p ( , ) , ( , )  
۵) | | | | | |x y yx+ = ¾ ®¾¾ + ==-2 2 22  
Þ = Þ = ¾ ®¾¾¾ -| | ( , )y y0 0 2 0

KUo¶  Z»p  
پس در كل، شامل ۸ زوج مرتب است.

همۀ گزينه ها را بررسی می كنيم:. ۳
مثلاً به عدد مثلاً به عدد ۳، دو مقدار ۱ و ۳ را نسبت می دهد. پس تابع نيست.

2- را نسبت می دهد. پس تابع نيست. مثلاً به مثلاً به ۴، دو مقدار ۲ و
به هر  را نسبت می دهد. يعنی  ترتيب ۴، ۹ و ۱۶  به  اعداد ۲، ۳ و ۴،  به 

ورودی، دقيقاً يک خروجی؛ پس تابع است.
مثلاً به علی، دوستانش را نسبت می دهد (محمد، قلی، ...)؛ پس تابع نيست.مثلاً به علی، دوستانش را نسبت می دهد (محمد، قلی، ...)؛ پس تابع نيست.

چون تابع به صورت يک نقطه است، پس مختصات هر دو زوج مرتب . ۴
يكسان است. هم چنين چون نقطه روی محور xها قرار دارد، پس عرضش صفر است:

 f a b a c a= + - - -{( , ) , ( , )}1 6 1

oÿÅ

·Iv§Ä

oÿÅ
 

 

 1 0 1- = Þ =a a  a b a b b- = Þ = Þ =0 1

 a b c c ca b+ = - ¾ ®¾¾ = - Þ == =
6 2 6 4

1  
كه . ۵ می رسيم   x = -2 يا   y = به1  ( )( )y x- + =1 2 0 از  

نمودارش به صورت مقابل است: 
، اين رابطه تابع نيست. x = -2 با توجه به خط

دو  بدهيم،   x = اگر1  ، | |y x= رابطۀ در 
y را داريم؛ پس تابع نيست. = -1 y و = خروجی1

يک  از  بيش  در  را  نمودار   ، x =0 عمودی خط 
نقطه قطع می كند، پس تابع نيست.

هيچ خط عمودی  پيدا نمی شود كه نمودار را در 
بيش از يک نقطه قطع كند، پس تابع است.

برابرند، . ۶ اول  مؤلفه های   ، ( , )3
2m و  ( , )3 2m + مرتب زوج  دو  در 

پس مؤلفه های دوم هم بايد برابر باشند:

m m m m
m
m

a c b2 2
2 2 0

1

2
= + Þ - - = ¾ ®¾¾¾

= -
=

ì
í
î

+ = �

�
 

) را داريم كه باعث می شود رابطه،  , )2 1 ) و , )2 4 ، دو زوج مرتب m = 2 به ازای
تابع نباشد.

برابرند، . ۷  ( , )2 10b + و  ( , )2 2 3a b+ مرتب زوج  دو  اول  مرتبمؤلفه های  زوج  دو  اول  مؤلفه های 
پس مؤلفه های دومشان نيز بايد برابر باشند:

2 3 10 2 2 10 5
2a b b a b a b+ = + Þ + = ¾ ®¾ + =¸  

مؤلفه های  پس  برابرند،   ( , )-1 6

b
و  ( , )-1 2a مرتب زوج  دو  اول  مؤلفه های 

دومشان نيز بايد برابر باشند:
2

6
3a

b
ab= Þ =  

a را حساب می كنيم: b3 3+ ، مقدار ab = 3 a و b+ = 5 حالا با داشتن

a b a b ab a b3 3 3 3
3 5 3 3 5+ = + - + = -( ) ( ) ( )( ) = - =125 45 80  

۸ .y x= 23 ، اگر از دو طرف، فرجۀ سوم بگيريم، داريم: در 
كه اين رابطه تابع است، چون y كاملاً تنها شد. برای سه گزينۀ ديگر، مثال نقض 

y x y yx2 1 2
1 1= ¾ ®¾¾ = Þ = ±= می زنيم: 

Þ ÞÂ]»oi SvÃº ÍMIU2 .  
| | | |y x yx= + ¾ ®¾¾ ==

2 1 3
1  

Þ = ± Þ Þy 3 2Â]»oi SvÃº ÍMIU.  

| | | | | |y x yx= ¾ ®¾ ==1 1 Þ = ± Þ Þy 1 2Â]»oi SvÃº ÍMIU.  

تابع است:. ۹

y x x y x
y
x

4 2 4 2
2 1 0 1 0

0

1
+ - + = Þ + - = Þ

=
=

ì
í
î

� �� �� ( )  

) نامنفی هستند، پس جمعشان زمانی صفر  )x -1 2 y4 و چون هر دو عبارت
می شود كه هر دو صفر باشند.

A = ( , )1 0 پس اين رابطۀ ترسناک، نمايش يک نقطه است! 
برای سه گزينۀ ديگر، مثال نقض می زنيم:

[ ] , , ,y x yx= + ¾ ®¾¾ ==
1 1

3

2

4

3

0
  

sin cos siny x x yx= + ¾ ®¾¾ ==0
1 Þ =y p p

2

5

2
, ,  

y y x y yx3 0 3
0- = ¾ ®¾ - == Þ - = Þ = ±y y y( ) ,2

1 0 0 1  
و  مثال نقض می زنيم:. ۱۰  ، برای گزينه های 

y y x y yx3 2 0 3 2
3 0 3 0- + = ¾ ®¾¾ - ==  

Þ - = Þ = Þy y y2
3 0 0 3 2( ) , Â]»oi  

| | | |y x yx- + = ¾ ®¾ - == -
1 0 1 1

1 Þ = Þy 0 2 2, Â]»oi  

xy x yx2 1 2
1 2- = ¾ ®¾¾ == Þ = ± Þy 2 2Â]»oi  

، بايد جای x و y را عوض كنيم و ثابت كنيم وارونش،  برای اثبات تابع بودن 

y y x x x y+ = + ¾ ®¾¾ + = +3 3 3 3
1 1

ÇÄ¼÷U يک به يک است. 

Þ = + - Þ = + -y x x y x x3 3 33
1 1  

x x3
1

kÃ¨H Áj¼÷Å kÃ¨H Áj¼÷Å

kÃ¨H Áj¼÷Å

� �
� ���� ����

+ - x را تحليل كنيم:  x3
1+ - حالا بايد عبارت

مجموع دو تابع صعودی اكيد، تابعی صعودی اكيد است و ريشۀ سوم هر تابع 
صعودی اكيد نيز تابعی صعودی اكيد و در نتيجه، تابعی يک به يک است.

۱۱ .y y y x+ - - =4 4 1
2 | |  

Þ + - - + = Þ + - - =y y y x y y x( ) | | ( ) | |4 4 1 2 1
2 2  

۳۶
۰si
۳۶
۰sin
۳۶
۰nx y

۳۶
۰x ysix ysi

۳۶
۰six ysinx yn

۳۶
۰nx yn¾ ®
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 زوج مرتب است.
لیهمۀ گزينه ها را بررسی می كنيم:
خی

همۀ گزينه ها را بررسی می كنيم:
 را نسبت می دهد. پس تابع نيست.
لی
خی

 را نسبت می دهد. پس تابع نيست.
 را نسبت می دهد. پس تابع نيست.
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خی

 را نسبت می دهد. پس تابع نيست.
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2

= | |x 1 باشد: 
2

، y فقط می تواند - -( )2 1
2y با توجه به عبارت

داريم.   x برای  مقدار  دو   ، y = 1

2
ازای به  پس 

. x = -1
2

x و ديگری = 1

2
يكی

نمودارش ۲ نقطه است كه تابع هم می باشد: 

x
y

y
x

x y
xy

+ = Þ
+

=2 2
2 2

Þ + - =x y xy2 2
2 0  

Þ - = Þ = Þ( ) .x y y x2
0 SwH ÍMIU  

ابتدا  راديكال ها،  به  توجه  با   ، 1 2 2
2- + - + =y y y x رابطۀ در 

محدودۀ y را پيدا می كنيم:
1 0 1

2 2 0 1
1

- ³ Þ £
- ³ Þ ³

¾ ®¾¾ =
ü
ý
ï

þï

y y
y y

y¥HoT{H  

y در رابطه صدق می كند: = پس فقط1
1 2 2 1

2 1- + - + = ¾ ®¾¾ ==y y y x xy  
Ü تابع است. A( , )1 1 اين رابطه هم، يک نقطه است:

x y y x y2 4 2 2 2 2
4 4 0 2 0+ - + = Þ + - =� �� �� ( )  

) نامنفی هستند، پس جمعشان زمانی صفر  )y2 22- x2 و چون هر دو عبارت
می شود كه هر دو صفر باشند:

x x

y y

2

2

0 0

2 0 2

= Þ =

- = Þ = ±

ü
ý
ï

þï
Þ ÞÂ]»oi »j SvÃº ÍMIU.  

، راحت می توانيم مثال نقض بزنيم.. ۱۲ برای تابع نبودن 

y قرار دهيم، دوتا خروجی به ما می دهد. y x- =2 3 x را در تساوی =0 اگر

y y y y y y- = Þ Þ = ¾ ®¾¾ =2 0 2 4
2 2·H¼U  

Þ - = Þ - = Þ
=
=

ì
í
î

y y y y
y
y

2
4 0 4 0

0

4
( )  

پس اين رابطه، تابع نيست.
، بايد يک حركت زيركانه بزنيم! و  برای تأييد تابع بودن گزينه های 

وارونشان،  اگر  آيد.  دست  به  وارونشان  تا  می كنيم  عوض  را  yشان  و   x جای 
يک به يک بود، پس خودشان تابع هستند!
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 Þ Þ يک به يک است.  رابطۀ اول، تابع است.   
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 Þ Þ يک به يک است.  رابطۀ اول، تابع است.   

، با اضافه كردن عدد ۱ به دو طرف، سمت چپ  y y x+ =2 3 در رابطۀ

y y x y x+ + = + Þ + = +2 1 3 1 1 3 1
2( ) را مربع كامل می كنيم: 

Þ + = +| |y x1 3 1  

، پس قدرمطلق را برمی داريم: y + ³1 چون0

y x y x+ = + Þ = + -1 3 1 3 1 1  

Þ = + - Þ Þy x y( ) .3 1 1
2 k{ I¿¹U ÍMIU  

دوتا مربع كامل بايد بسازيم.. ۱۳
9 6 8 0

2 2x x y y k- + + + =  

Þ - + + + =+ - + -
- +

9 6 8 01 1 16 16
2 2

3 1 4
2 2

x x y y k
x y( ) ( )

� �� �� � �� ��  

Þ - + + = -( ) ( )3 1 4 17
2 2x y k  
-17 صفر باشد اين رابطه يک تابع غيرتهی می شود: k فقط اگر

17 0 17- = Þ =k k  
17 برای يک ورودی، بيشتر از يک خروجی داشتيم كه  0- >k دقت كنيد اگر

17، مجموعه جواب تهی می  شود. 0- <k تابع بودن در تناقص بود. اگر
تعداد توابع از يک مجموعۀ nعضوی به يک مجموعۀ mعضوی،. ۱۴

mn است.

 B به A ۳ عضو دارد، پس تعداد توابع از ،B ۴ عضو و ،A در اين جا، مجموعۀ
34 است. برابر با

A می گيريم: = { , , , }1 2 3 4 دامنه را از مجموعۀ
 {( , ), ( , ) , ( , ), ( , )}1 2 3 4  

:(c يا b يا a) برای هر جای خالی، ۳ حالت داريم
{( , ),( , ) ,( , ),( , )}1 2 3 4

3 3 3 3 3
4

¯ ¯ ¯ ¯
´ ´ ´ =S²Ie S²Ie S²Ie S²Ie

 

۱۵ . A = { , , , , }1 2 3 4 5 اگر تابع را زوج مرتبی ببينيم، مؤلفه های اولش را از
{( , ), ( , ) , ( , ), ( , ), ( , )}1 2 3 4 5 می گيرد. 

بايد جلوی عدد a ،۲ را بنويسيم و جلوی عدد c ،۴ را ننويسيم:
{( , ), ( , ) , ( , ), ( , ) , ( , )}1 2 3 4 5

3 3

¯ ¯ ¯ ¯ ¯
´ ´ ´ ´

a c

S²Ie S²Ie1 S²Ie S²Ie2 S²²Ie3 54=
 

از هر ۳ عضو دامنه بايد استفاده شود.. ۱۶
{( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 3 قيافۀ كلی تابع به صورت روبه رو است: 

برد اين تابع حداكثر ۳ عضو می تواند داشته باشد، يعنی ۱ يا ۲ يا ۳ عضو.
43 است. تعداد كل توابعی كه می توانيم بنويسيم،

توابعی كه بردشان يک عضو دارد را می نويسيم:
{( , ) , ( , ) , ( , )},{( , ) , ( , ) , ( , )},1 4 2 4 3 4 1 5 2 5 3 5  
{( , ) , ( , ) , ( , )},{( , ) , ( , ) , ( , )}1 6 2 6 3 6 1 7 2 7 3 7  

تعداد اين توابع، ۴تا شد. پس طبق اصل متمم داريم:
jnHj ¼ñø 3 IÄ 2 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷U ÍMH¼U ®¨ jHk÷U= ( )  

- = - =( )jnHj ¼ñø 1 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷U 4 4 60
3  

) به دست . ۱۷ )n - ´2 180
 مجموع زوايای داخلی يک n ضلعی از رابطۀ مجموع زوايای داخلی يک . 

f است و داريم: n n( ) ( )= - ´2 می آيد، پس ضابطۀ f به صورت180
f ( ) ( )6 6 2 180 4 180 720= - ´ = ´ =    

يک شكل تقريبی رسم می كنيم.. ۱۸
حجم كل شكل از ۳ قسمت تشكيل شده است: 

®¨ ´\e ¯IM  á½o¨ï´Ãº ´\e ¸ÃÄIQ  á½o¨ï´Ãº ´\e
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= +� ����� ������ +¾ºH¼TwH  ´\e

Þ = + = +V V V r r h½o¨ ¾ºH¼TwH
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3 2p p  

h V r r r=¾ ®¾¾ = +4 3 24

3
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۳۶
۰

 عضو دامنه بايد استفاده شود.

۳۶
۰

 عضو دامنه بايد استفاده شود.
قيافۀ كلی تابع به صورت روبه رو است: 

۳۶
قيافۀ كلی تابع به صورت روبه رو است: ۰

 عضو می تواند داشته باشد، يعنی 

۳۶
 عضو می تواند داشته باشد، يعنی ۰

 است.

۳۶
4 است.۰

۳۶
۰4

3

۳۶
۰3 تعداد كل توابعی كه می توانيم بنويسيم،

۳۶
تعداد كل توابعی كه می توانيم بنويسيم،۰

توابعی كه بردشان يک عضو دارد را می نويسيم:

۳۶
توابعی كه بردشان يک عضو دارد را می نويسيم:۰

, )

۳۶
۰, ) , (

۳۶
۰, ( , )

۳۶
۰, )},

۳۶
۰},{(

۳۶
۰{( , )

۳۶
۰, ) , (

۳۶
۰, ( , )

۳۶
۰, ) , (
۳۶
۰, ( , )
۳۶
۰, )},
۳۶
۰},3 4

۳۶
۰3 4, )3 4, )

۳۶
۰, )3 4, ) 1 5

۳۶
۰1 5, )1 5, )

۳۶
۰, )1 5, ) 2 5

۳۶
۰2 5, )2 5, )

۳۶
۰, )2 5, ) 3 5

۳۶
۰3 5, )3 5, )

۳۶
۰, )3 5, )

۳۶
۰, (

۳۶
۰, ( , )

۳۶
۰, ) , (

۳۶
۰, ( , )

۳۶
۰, )},

۳۶
۰},{(

۳۶
۰{( , )

۳۶
۰, ) , (

۳۶
۰, ( , )

۳۶
۰, ) , (
۳۶
۰, ( , )
۳۶
۰, )}
۳۶
۰}2 6

۳۶
۰

2 6, )2 6, )

۳۶
۰, )2 6, ) 3 6

۳۶
۰

3 6, )3 6, )

۳۶
۰, )3 6, ) 1 7

۳۶
۰

1 7, )1 7, )

۳۶
۰, )1 7, ) 2 7

۳۶
۰

2 7, )2 7, )

۳۶
۰, )2 7, ) 3 7

۳۶
۰

3 7, )3 7, )

۳۶
۰, )3 7, )

۳۶تا شد. پس طبق اصل متمم داريم:
۰

تا شد. پس طبق اصل متمم داريم:
jn ۳۶
۰

jnHj ¼ñø 3 IÄ 2 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷U۳۶
۰

Hj ¼ñø 3 IÄ 2 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷U =۳۶
۰

= ( )۳۶
۰

( )ÍMH¼U ®¨ jHk( )ÍMH¼U ®¨ jHk۳۶
۰
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- =۳۶
۰

- =( )۳۶
۰

( )- =( )- =۳۶
۰

- =( )- =jn ۳۶
۰

jn( )jn( )۳۶
۰
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۰
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۰
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۰

( )Hj ¼ñø 1 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷( )- =( )- =Hj ¼ñø 1 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷- =( )- =۳۶
۰

- =( )- =Hj ¼ñø 1 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷- =( )- =( )U( )۳۶
۰

( )U( )- =( )- =U- =( )- =۳۶
۰

- =( )- =U- =( )- =( )Hj ¼ñø 1 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷( )U( )Hj ¼ñø 1 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷( )۳۶
۰
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۰

- =( )- =Hj ¼ñø 1 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷- =( )- =U- =( )- =Hj ¼ñø 1 ·I{joM ¾¨ Â÷MH¼U jHk÷- =( )- =

۳۶ به دست 
۰

) به دست  )۳۶
۰

( )( )n( )۳۶
۰
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۰

( )- ´( )2 1۳۶
۰

2 1( )2 1( )۳۶
۰

( )2 1( )- ´2 1- ´۳۶
۰

- ´2 1- ´( )- ´( )2 1( )- ´( )۳۶
۰

( )- ´( )2 1( )- ´( ) 80۳۶
۰
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۳۶
۰

 ۳۶ ضلعی از رابطۀ
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 ضلعی از رابطۀ
۳۶ است و داريم:
۰

f است و داريم: n۳۶
۰

f n( )۳۶
۰

( )f n( )f n۳۶
۰

f n( )f n۳۶
۰

)۳۶
۰

)2 1۳۶
۰

2 1)2 1)۳۶
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سبز
، راحت می توانيم مثال نقض بزنيم.

سبز
، راحت می توانيم مثال نقض بزنيم.

 قرار دهيم، دوتا خروجی به ما می دهد.

سبز
 قرار دهيم، دوتا خروجی به ما می دهد.
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۱۵ .

سبز
 .

سبز
می گيرد. 

سبز
می گيرد. 

بايد جلوی عدد 

سبز
بايد جلوی عدد 

4 4سبز

. سبز. سبزاز هر سبزاز هر ۳سبز۳ عضو دامنه بايد استفاده شود.سبز عضو دامنه بايد استفاده شود.. سبز. ۱۶سبز۱۶

قيافۀ كلی تابع به صورت روبه رو است: سبزقيافۀ كلی تابع به صورت روبه رو است: 
برد اين تابع حداكثر سبزبرد اين تابع حداكثر 
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4 تقسيم می كنيم: 2pr V را به r( ) حالا
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) است.. ۱۹ , )x y مختصات مختصات A به صورت
A
y
y( , )1 1 می نويسيم:

y
،x بنويسيم، پس جای y چون قرار است حجم را برحسب

رنگی،  مستطيل  دوران  از  حاصل  شكل 
حول محور xها يک استوانه است.

حجم استوانه را برحسب y می نويسيم:

V r h y
y

y= = =p p p2 2 1( ) ( )  

V y y( ) = p پس: 
عرض را x می گيريم.. ۲۰

4x است. مساحت را برحسب x می نويسيم: طول، ۴ برابر عرض يعنی
SeIv¶ Ï¼ö Æoø= ´ = =( )( )4 4

2x x x  
S، بايد x را برحسب S بنويسيم: x= 4

2 حالا از رابطۀ

4
4 2

2 2

1

2

x S x S x S= Þ = Þ =  

۲۱ . y x= -4 2 سهمی روی   M چون 
 ( , )x x4

2- است، پس مختصاتش به صورت
است. 

طول و عرض مستطيل را برحسب x می نويسيم: 
مساحت مستطيل برابر است با:

2 4 8 2
2 3x x x x( )- = -  

f x x x( ) = -8 2
3 پس: 

A تا مبدأ، برابر با شعاع (يعنی ۱) است:. ۲۲ x y( , ) فاصلۀ نقطۀفاصلۀ نقطۀ

x y x y y x2 2 2 2 2 2
1 1 1+ = Þ + = Þ = - y y x>¾ ®¾ = -0 2

1  
مساحت مثلث رنگی را حساب می كنيم: 

S y y x=
´

= = -
2

2
1

2  
پس:

S x x( ) = -1 2  
شكل فرضی می كشيم: . ۲۳

را   a شيب  با   ( , )2 0 نقطۀ از  گذرنده  خط  معادلۀ 
می نويسيم:

y a x y ax a- = - Þ = -0 2 2( )  
2a- است:  پس عرض از مبدأ اين خط،

مساحت مثلث برابر است با:

S =
´| |áHkL¶ pH Æoø áHkL¶ pH Ï¼ö
2  

=
-

= =
| ( )( ) | | |2 2

2 2 2a a a Þ =S a a( ) 2  

با توجه به داده های مسئله، بايد شيب خط، عددی مثبت باشد.

۲۴ .B x A( , ) , ( , )0 3 5 دو نقطه از اين خط را داريم: 
می نويسيم:  a جايش  نشود،  قاطی  خط  معادلۀ   x با  B نقطۀ   x اين كه  برای 
B a( , )0  

m
a a

= -
-

=
-

0 5

3

5

3
شيب خط گذرنده از اين دو نقطه را حساب می كنيم: 

y y m x x y
a
x- = - Þ - =

-
-

0 0
5

5

3
3( ) ( ) معادلۀ خط را می نويسيم: 

برای به دست آوردن مساحت مثلث قائم الزاويۀ 
روبه رو، نياز به عرض از مبدأ خط داريم:

 
x را  =0 برای به دست آوردن b، كافی است

جای گذاری كنيم:
y

a
x y

a
x- =

-
- ¾ ®¾¾ - = -

-
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5
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3
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-
. .( )
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2 3
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پس: 

S x x
x

( )
( )

=
-

5

2 3

2

در نهايت بايد جای x ،a بنويسيم: 
ضابطۀ f را ساده تر می نويسيم:. ۲۵

f x x x
x

x x
( ) ( | | )= - =

³

- <

ì
í
ï

îï
1

2

0 0

0

 

نمودار f به اين شكل می شود: 
پارامتری  نقطۀ  يک  ضابطه  هر  روی 

مشخص كرديم.

 فاصلۀ A تا مبدأ برابر است با:

OA x x x
x

xA= - + - = =
³

( ) ( ) | |0 0 0
0

2 2 2  
 فاصلۀ B تا مبدأ برابر است با:

OB x x x x= - + - - = -( ) ( )0 0
2 2 2  

، اين فاصله  x | يا همان x و به ازای0> |x ، اين فاصله برابر با x ³0 به ازای

x است. اين فاصله ها را به شكل يک تابع دوضابطه ای می نويسيم: x2 - برابر با

d x
x x

x x x
( ) =

³

- <

ì
í
ï

îï

0

0
2

 

) است:. ۲۶ , )x
x
1 مختصات A به صورت

اندازۀ OA را با فيثاغورس پيدا می كنيم:

OA x
x

x
x

x
x

= + =
+

=
+2

2

4

2

4
1 1 1     

ما دنبال ارتفاع وارد بر وتر در مثلث OAH هستيم: 
از  وتر  بر  وارد  ارتفاع  قائم الزاويه،  مثلث  در  می دانيم 

دست  بــه   h =
¾µGI¤ Í±ò »j Joòï®ÅIe

oU» رابــطــۀ 

می آيد، پس در اين جا داريم:
h

x
x

x
x

x

x
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+
=

+
Þ

1

1 1
4 4

h x x

x
( ) =

+4
1

 

و . ۲۷ می گيريم   x را  مستطيل  را قطر  مستطيل  قطر 
طول و عرض را برحسب آن می نويسيم:

 

OBC y z z y
D
: 2 2 2 2

36 36+ = Þ = -  

ABC y z x z x y
D
: ( )2 4

2 2 2 2 2 2+ = Þ = -  
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، اين فاصله برابر باسبز، اين فاصله برابر باسبز xسبزx 0سبز³0سبز³ به ازایسبزبه ازای
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پس اين حالت رد می شود.
، رابطه به شكل زير درمی آيد: a = -5 ۲) با جای گذاری

f = - -{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}3 4 1 5 3 30 10 625  

f ( )- =3 30 ) داريم:  , )-3 30 اين حالت قبول است و با توجه به زوج مرتب

می نويسيم.. ۳۱ f ( ) = 4 f را به شكل  f a( ( )) = 4 تساوی
f چه عددی می شود ۴؟  بايد بپرسيم برای پيداكردنِ

، جواب سؤال بالا ۱ و ۷ است. ( , )7 4 ) و , )1 4 با توجه به زوج مرتب های
، يک بار ۱ و يک بار ۷ می نويسيم. پس جای

= Þ = ¾ ®¾¾ =1 1 5
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، يعنی قسمت هايی كه زير محور xها هستند:. ۳۲ f x( ) <0
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f است، چون محل برخورد با محور xهاست. x( ) =0 انتهايی بازه

f را روی . ۳۳ x( ) اول قسمت های0<  .

شكل مشخص می كنيم.
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f اشتراک می گيريم: x( ) >0 x و حالا بين دو شرط0>
( ) ( ( ) ) ( , ) ( , ) ( , )x f x< > = -¥ - = -0 0 0 3 5 3 0   

 

، می نويسيم . ۳۴ f f x( ( )) =0 اول جای
. f ( ) =0

 
، ۱ و ۳ باشد: -2 با توجه به شكل،  می تواند

۱) = - Þ = -2 2f x( ) الان با ۳تا معادله طرفيم: 

y f=-¾ ®¾¾¾¾¾2 IM ÍöI£U  Þ بدون جواب  

۲) = Þ =1 1f x( )  

y f=¾ ®¾¾¾¾1IM ÍöI£U Þ ۳ جواب  

۳) = Þ =3 3f x( )  

y f=¾ ®¾¾¾¾3 IM ÍöI£U Þ ۲ جواب  

پس در كل، معادله ۵ جواب دارد.
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f كه برابر است با: ( )2 ، يعنی f m( )+1 پس
f x x

x
f( ) ( )=

+
Þ =2

1

2
4
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f را حساب می كنيم:. ۳۶ ( )-144 ابتدا

f x x x f( ) | | ( )= + Þ - = - +2 144 144 288 = =144 12

f درمی آيد كه برابر است با: ( )12 f به شكل f( ( ))-144 پس

f x x x f( ) | | ( )= + Þ = + = =2 12 12 24 36 6  

f می نويسيم. . ۳۷ b( ) = 5

3
f را به شكل f a( ( )) = 5

3
تساوی

b را پيدا می كنيم:

f b b
b

b b b( ) = Þ +
+

= Þ + = + Þ =5

3

3

1

5

3
5 5 3 9 2  

b f a= Þ =2 2( ) f را می نويسيم:  a( ) حالا جای b، همان
الان بايد a را پيدا كنيم:

f a a
a

a a a( ) = Þ +
+

= Þ + = + Þ =2
3

1
2 2 2 3 1  

f را در دو مرحله، تشكيل می دهيم: f a( ( ))

f x x
x
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a

( ) (a)= +
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Þ = +
+
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1

3

1
 

a را می نويسيم:
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+
+
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1
، جای xها، f x x
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+

=
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=
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+
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5 قرار می دهيم:
3

كسر بالا را برابر با
4 6

2 4

5

3
12 18 10 20 2 2 1

a
a

a a a a+
+

= Þ + = + Þ = Þ =  

x را به تابع می دهيم:. ۳۸ =0 برای به دست آوردن تقاطع f با محور yها،

f x x x
x

fx( ) ( )=
- -

+
¾ ®¾ = - = -=

2

2

02 24

3

0
24

3
8

¾õ£º¾ ®¾¾ -A( , )0 8

y را به تابع می دهيم: =0 برای به دست آوردن تقاطع f با محور xها،

f x x x
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+
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2 24
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هم  به  را   C و   B  ،A نقاط 
 ABC وصل و مساحت مثلث

را حساب می كنيم:

S = ´ =8 10

2
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دوتا اطلاعات داريم:. ۳۹
4- قطع می كند، يعنی از نقطۀ ، محور yها را در y x ax b= + +2 ۱) تابع
- = + + Þ = -4 0 0 4

2( ) ( )a b b ) می گذرد:  , )0 4-

x متقاطع اند، پس: = 2 y در x= +2 2 y و خط x ax b= + +2 ۲) تابع
2 2 2 2 2 2 22 + + = + Þ + =a b a b( )  

 2 4 2 3a a+ - = Þ =( ) b را در معادلۀ بالا قرار می دهيم:  = -4
a b+ = + - = -3 4 1( ) پس: 

) است.. ۴۰ , )3 0 مختصات نقطه ای به طول ۳ روی محور xها، به صورت مختصات نقطه ای به طول . 
اين نقطه بايد روی هر دو تابع داده شده باشد:

۱) y x bx a b a= + + ¾ ®¾¾ + + =3 3 0
27 3 0

( , )  
۲) y x b b b= + ¾ ®¾¾ = + Þ = -( , )3 0

0 3 3  
b را در معادلۀ اولی قرار می دهيم: = -3

27 3 0 27 9 0 18+ + = Þ - + = Þ = -b a a a  
a b- = - - - = -18 3 15( ) در نتيجه: 

۴۱ . A .است ( , )a a مختصات نقطۀ مختصات نقطۀ A روی نيمساز ناحيۀ اول به صورت
f است، پس: x x x( ) = -3

2 روی تابع

f a a a a a a a( ) = Þ - = Þ - =3 3
2 3 0  

Þ - = Þ = = ±a a a a( ) ,2
3 0 0 3  

A( , )3 3 a قبول است:  = 3 در ناحيۀ اول طول مثبت است، پس فقط
) است.  , )a a- مختصات نقطۀ B روی نيمساز ناحيۀ چهارم به صورت

f است، پس: x x x( ) = -3
2 B روی تابع

f a a a a a a a( ) = - Þ - = - Þ - =3 3
2 0  

Þ - = Þ = = ±a a a a( ) ,2
1 0 0 1  

B( , )1 1- a قبول است:  = در ناحيۀ چهارم طول مثبت است، پس فقط1
)B برابر است با: , )1 1- )A از , )3 3 فاصلۀ

AB = - + + = - + +( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 1 4 2 3 4 2 3
2 2  

= =8 2 2  
۴۲ . x2 xها، تمام  جای   ، f x x

x
( ) =

-1 در  ، f x( )2 محاسبۀ برای 
می نويسيم:

f x x
x
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2
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ضابطۀ تابع خواسته شده را می نويسيم:
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را . ۴۳  f x( )-1 و  f x( )+ 2 ضابطه های   ، f x x( ) = 2 داشتن با 
fمی نويسيم: x f xx x x

f x
( ) ( ) ( )

( )
+ = = ´ = =+
2 2 2 2 4 2 4

2 2



 

f x x
x

( )- = =-
1 2

2

2

1  
f برابر است با: x f x( ) ( )+ - -2 2 1 حاصل

f x f x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )+ - - = - =2 2 1 4 2
2

3  

2 بشود ۳:. ۴۴ 1x + بايد به x عددی بدهيم كه
2 1 3 1x x+ = Þ =  
، جای تمام x ها، ۱ قرار می دهيم: f x x x( )2 1 3 5

2+ = - + پس در تساوی
f ( )3 1 3 5 3= - + =  

می گيريم:. ۴۵  t را   2 1x - يعنی پرانتز  داخل  يعنیعبارت  پرانتز  داخل  عبارت 
2 1x t- =  
2 1

1

2
x t x t= + Þ = + x را تنها می كنيم: 

۳۶
۰

1

۳۶
۰

1-

۳۶
۰

-

۳۶
۰+ =
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t می نويسيم: +1
2

، جای تمام xها، f x x( )2 1 4 1
2- = - در تساوی

f t t t t t( ) ( ) ( )= + - = + - = +4
1

2
1 1 1 2

2 2 2  

 x tها،  ، جای  f t t t( ) = +2 2 انجام می دهيم! در تساوی با حروف  بازی  الان 
f x x x( ) = +2 2 می نويسيم: 

x را قرار می دهيم: = 1 ، f x x( )2 1 4 1
2- = - در تساوی

f ( )1 4 1 3= - =  
f صدق كند. فقط  ( )1 3= در بين گزينه ها دنبال تابعی می گرديم كه در رابطۀ

اين ويژگی را دارد. تابع 
ضابطۀ f را ساده تر می نويسيم:. ۴۶

f x x x x( ) ( )= - + + = - +2 2
2 1 2 1 2  

f را حساب می كنيم: ( )1 9
4- f و ( )1 2+ مقادير

f x x f( ) ( ) ( ) ( )= - + Þ + = + - +1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 = + =2 2 4  

f x x f( ) ( ) ( ) ( )= - + Þ - = - - +1 2 1 9 1 9 1 2
2 4 4 2  

= - + = + =( )3 2 3 2 5
24 2  

f f( ) ( )1 2 1 9 4 5 9
4+ + - = + = پس: 

x را بايد زياد ديده باشيد.. ۴۷ x x3 2
3 3+ + عبارتعبارت

( )x x x x+ = + + +1 3 3 1
3 3 2 سه جملۀ اول از اتحاد مكعب: 

پس در تساوی داده شده، عدد ۱ را اضافه و كم می كنيم:
f x x x x f x x

x

( ) ( ) ( )

( )

+ = + + Þ + = + -+ -

+

1 3 3 1 1 11 1
3 2

1

3

3

� ��� ���  

f t t( ) = -3
1 ها، t می نويسيم:  x در تساوی بالا به جای1+

f ( ) ( )2 2 1 2 1 1
3 3 3= - = - = t را قرار می دهيم:  = 2

3 و حالا
ابتدا ضابطۀ f را ساده می كنيم:. ۴۸
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=
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=
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t2 را حساب می كنيم:. ۴۹ x را مساوی t می گيريم و
x
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2+ = + x را برحسب t می نويسيم: 

x
2

2

1+ از تساوی قبل،

پس تساوی داده شده را می توانيم به اين شكل بنويسيم:
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x
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f t t

t
t

( ) ( )- = + + Þ = +

+

1 1
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f x x( ) = +2
8 در نتيجه: 

t3 را حساب می كنيم.. ۵۰ x را مساوی t می گيريم و
x

+ 2

اتحاد مكعب را اين شكلی هم می  توانيم بنويسيم:
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6+ = - x را برحسب t می نويسيم: 

x
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8+ از تساوی بالا،

f t t t t t f( ) ( ) ( ) ( )= - = - Þ = - = -3 2
6 6 2 2 2 6 4 2 پس: 

2 2 2 4 2 8f ( ) ( )= ´ - = - در نتيجه: 

، داريم:. ۵۱ t x= sin با فرض
t x t x x t2 2 2 2 2 2

1 1= Þ = - Þ = -sin cos cos  

f x x f t t
t t

(sin ) cos ( )
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2 3
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9

2= - = پس: 

1 قرار می دهيم و اندازۀ
3

sin را مساوی x f را می خواهيم. پس ( )1
3

ماما

cos) را درمی آوريم: )cos2 x xIÄ

sin cos ( ) cos cos2 2 2 2 2
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3
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9
x x x x+ = Þ + = Þ =  

، پس: cos2 8

9
x = داريم sin x = 1
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در نتيجه به ازای
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cos4 يک رابطه پيدا كنيم.. ۵۲ x tan و x بايد بين
cos4 را برحسب t بنويسيم: x ، بايد t x= tan با فرض

t x t x t x= Þ = ¾ ®¾ + = ++tan tan tan2 2 1 2 2
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x را در تساوی جای گذاری می كنيم:. ۵۳ =0 يک بار
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حدس . ۵۴ شود.   0 1/ با برابر   ، x
x1+

كه بدهيم  عددی   x به  بايد 

عددش سخت است؛ پس معادله حل می كنيم تا به x  مورد نظر برسيم:
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۵۵ . ، f x( )- 4 و  f x x( )2
3- آن، ازای  به  كه  كنيم  پيدا  xای  اگر 

اگر نيست.  سختی  كار  هم  پيداكردنش  عاليه!  شوند،   f ( )-2 با برابر  دو  هر 
به هم   f x x( )2
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، ورودی هايشان . ۵۷ f ( )4 ، f ( )1 ، دو عدد متوالی اند و x + 2 x و +1
۳تا فاصله دارند.
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يک . ۶۰ و   x = 2 بار يک   ، f x xf x x x( ) ( )+ - = +4 3 تساوی در 
x را قرار می دهيم: = -2 بار هم
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f af a a( ) ( ) ( )1

2
7 2 11 7 6 6 18- = Þ - - = - Þ - = - Þ =a 3  

۶۲ . -t 2 قرينۀ هم هستند، يكی را t و ديگری را - x x و - 2 چون
می گيريم.
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فصل
اول

فصل تابع مهم ترين فصل كتاب شماست! اين فصل تقريباً در تمام فصل هاى بعد به كارتان مى آيد.
معمولاً در كنكور 3 يا 4 تست دارد اما علاوه بر اين تست ها از مفاهيم مختلفش در سؤال هاى 

فصل هاى ديگر هم استفاده مى شود.
مباحث مهم و پرسؤال انتقال نمودارها، تابع مركب، تابع وارون و تقسيم چندجمله اى ها

مباحث پیش نیاز معادلۀ درجه2، تعيين علامت، قدرمطلق و جزء صحيح

 1 و فصل  يازدهم  2 حسابان  رياضى دهم، فصل   5 فصل های مرتبط با کتاب درسی فصل 

حسابان دوازدهم
حرف آخر حتماً نمودار توابع مهم را بلد باشيد. خيلى وقت ها مشكل گشا هستند!

به فصل تابع خوش آمدید.

تـابـع
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درس ۱: رابطه و بازنمایی های یک رابطه 

B را در نظ ر بگيريد. ={ , , , }1 2 3 4 A و مجموعۀ ={ , , }1 2 3 رابطۀ بین دو مجموعه مجموعۀ

رابطه از A به B يعنی به بعضی از اعضای A، بعضی از اعضای B را نسبت دهيم. مثل روبه رو: 

رابطۀ بالا را به روش های مختلفی می توانيم نشان دهيم:

نمایش ضابطه اینمایش توصیفینمایش نمودارینمایش جدولینمایش زوج مرتبینمایش پیکانی

 {( , ) ,( , ) ,( , )}1 2 2 3 3 4 
x
y

1 2 3

2 3 4

رابطه ای كه به هر عضو 
A، يک واحد بيشترش 

را نسبت می دهد.
 y x= +1

R چند عضو دارد؟ x y x y x y A== ++ >> ∈∈{( , ) | , , }2 11 A باشد، رابطۀ == { , , , }2 3 4 5 اگر
۷ (۴  ۶ (۳  ۵ (۲  ۴ (۱

2 صدق می كنند: 11x y+ > ، x و y هايش را از A می گيرد. بايد x و y هايی را پيدا كنيم كه در رابطۀ R رابطۀ
k{IM o¬ H  : ´ÄnHkºx y y= + > Þ > Þ2 4 11 7  
k{IM o¬ H  : ´ÄnHkºx y y= + > Þ > Þ3 6 11 5  
k{IM o¬ H  :x y y y= + > Þ > Þ = Þ4 8 11 3 4 5 4 4 4 5, ( , ) ,( , )  
k{IM o¬ H  :x y y y= + > Þ > Þ = Þ5 10 11 1 2 3 4 5 5 2 5 3 5 4 5 5, , , ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )  

اين رابطه، ۶تا زوج مرتب دارد، پس ۶ عضو دارد.

تعداد اعضای یک رابطه = تعداد زوج مرتب هایش

روش های نمایش یک تابع
در ابتدا يک تعريف كلی از تابع ببينيد: تابع دستگاهی است كه به ازای هر ورودی، دقيقاً يک خروجی می دهد. روش های مختلف نمايش يک تابع را در 

جدول زير می بينيد:

مثالشرط تابع بودنروش نمایش

از هر عضو مجموعۀ مبدأ، بايد دقيقاً يک پيكان خارج شده باشد.پيكانی۱

تابع استتابع نيست

زوج مرتبی۲
مؤلفه های اول زوج مرتب ها نبايد برابر باشد.

اگر مؤلفه های اول دو زوج مرتب برابر بود، بايد مؤلفه های دومشان نيز برابر باشد.
{( , ),( , ) ,( , )}1 4 2 6 1 6− ⇒ تابع است.

{( , ),( , ) ,( , )}1 4 2 5 1 8 ⇒ تابع نيست.

جدولی۳
مؤلفه های سطر مربوط به x ها نبايد يكسان باشد.

اگر مؤلفه های x يكسان داشتيم، مؤلفه های y شان هم
 بايد يكسان باشد.

x
y

2 5 4 5

1 8 6 2−

تابع نيست.

نموداری۴
اگر خطی موازی محور yها پيدا شود كه نمودار را در بيش از يک نقطه 
قطع كند، آن نمودار مربوط به يک تابع نيست و اگر چنين خطی پيدا 

نشود، تابع است.
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مثالشرط تابع بودنروش نمایش

توصيفی۵
با توجه به جملۀ توصيفی، اگر به ازای هر ورودی، دقيقاً يک خروجی 

داشته باشيم، آن رابطه، تابع است.

رابطه ای كه به هر فرد، كتاب هايش را نسبت می دهد.
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چون هر شخص می تواند، بيش از يک كتاب 
داشته باشد، پس تابع نيست.

ضابطه ای۶
اگر به ازای هر x، فقط يک خروجی داشته باشيم، تابع است. روابطی كه 
y x x
↓
= +

I¿¹U

sin در آن ها y تنها می شود، حتماً تابع هستند؛ مثل
 | |y x= + 2

x را بدهيم، ۲تا خروجی می دهد. اگر1=
 | |y y= ⇒ = ± ⇒3 3 تابع نيست

برای تثبيت چيزهايی كه در جدول ياد گرفتيد، ۲تا تست هم بزنيد.

f تابع باشد، m كدام است؟ m m m== −− −−{( , ),( , ),( , ),( , )}1 12 2 3 1 4 6
2 اگر رابطۀ

∅ (۴ ۳) فقط ۶   −2 ۲) فقط 2− يا ۶  (۱

) برابرند، پس مؤلفه های دومشان نيز بايد برابر باشند: , )1 4
2m m− ) و , )1 12 در رابطۀ داده شده، مؤلفه های اول دو زوج مرتب

m m m m m m
m
m

2 2
4 12 4 12 0 6 2 0

6

2
− = ⇒ − − =  → − + = ⇒

=
= −

¥oTz¶ ¾±µ] ( )( )
�

�



 

m قابل  قبول است. = 6 ) داريم كه باعث می شود رابطه، تابع نباشد. پس فقط , )−2 6 ) و , )−2 3 ، دو زوج مرتب m = −2 به ازای

x
y ab a a b b

−− −− −− −−
−−

1 3 1 5 3 6

4 2

a كدام است؟  b4 4++ اگر جدول مقابل مربوط به يک تابع باشد، مقدار
۳۸۲ (۲   ۳۷۲ (۱
۴۰۲ (۴   ۳۹۲ (۳

a باشد: b− = 4 ab و = 2 xبا توجه به جدول، بايد
y ab a a b b

- - - -
-

1 3 1 5 3 6

4 2
    ab = 2  , a b- = 4  

a b ab a b a b2 2

2

2 2 2 2
2 16 4 16 20+ − = ⇒ + − = ⇒ + =


a را به توان ۲ می رسانيم:  b− = 4 ابتدا طرفين تساوی

( ) ( )a b a b ab a b a b2 2 2 2 4 4

2

2 4 4 4 4
20 2 400 8 400 392+ = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ + =



حالا طرفين تساوی بالا را به توان ۲ می رسانيم: 

از نمايش توصيفی هم يک تست ببينيد:

كدام يک از رابطه های زير يک تابع است؟كدام يک از رابطه های زير يک تابع است؟كدام يک از رابطه های زير يک تابع است؟
۲) رابطه ای كه به هر فرد، شمارۀ موبايلش را نسبت می دهد. ۱) رابطه ای كه به هر فرد، روز تولدش را در هفته نسبت می دهد. 

۴) رابطه ای كه به هر انتشارات، اسم نويسنده هايش را نسبت می دهد. ۳) رابطه ای كه به هر كشور، شهرهای توريستی اش را نسبت می دهد. 
گزينه ها را بررسی می كنيم:گزينه ها را بررسی می كنيم:

روز تولد هر كسی فقط می تواند يكی از روزهای هفته باشد، پس به ازای هر فرد، فقط يک روز تولد در هفته داريم و در نتيجه اين رابطه تابع است.
اگر به دور و بر خودتان خوب نگاه كنيد، آدم چند سيم كارته كم نيست!

پس هر كسی ممكن است بيش از يک سيم كارت داشته باشد (مثل خودتان!) و در نتيجه اين رابطه تابع نيست.
شهرهای توريستی هر كشور می تواند بيشتر از يک شهر باشد، پس به هر كشور ممكن است بيش از يک شهر توريستی نسبت داده شود مثل ايران كه شهرهای 

توريستی زيادی مثل اصفهان، شيراز و ... دارد. در نتيجه اين رابطه، تابع نيست.
هر انتشارات، تعداد زيادی نويسنده دارد، مثلاً همين خيلی سبز خودمان! پس به هر انتشارات ممكن است بيش از يک نويسنده نسبت داده شود و در نتيجه اين رابطه تابع نيست.

نمایش ضابطه ای: در نمایش ضابطه ای باید حرفه ای باشید! مثال های زیر را ببینید

y x x x
x↓

= − +

I¿¹U

2 22| | cos
log

روابطی كه در آن ها، y تنها شده، حتماً تابع هستند: 

اگر y، توان زوج داشت يا داخل قدرمطلق بود، سعی كنيد xای پيدا كنيد كه به ازای آن دوتا y به شما بدهد و شما بگوييد آن رابطه تابع نيست:

| | | | | |y x y x y
y y
y y

x- + + = Þ - = - - ¾ ®¾¾¾ - = Þ
- = Þ =
- = - Þ = -

= -
1 3 0 1 3 1 2

1 2 3

1 2
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 رابطه ای كه به هر انتشارات، اسم نويسنده هايش را نسبت می دهد.

۳۶
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۳۶روز تولد هر كسی فقط می تواند يكی از روزهای هفته باشد، پس به ازای هر فرد، فقط يک روز تولد در هفته داريم و در نتيجه اين رابطه تابع است.
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۳۶روز تولد هر كسی فقط می تواند يكی از روزهای هفته باشد، پس به ازای هر فرد، فقط يک روز تولد در هفته داريم و در نتيجه اين رابطه تابع است.
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۳۶شهرهای توريستی هر كشور می تواند بيشتر از يک شهر باشد، پس به هر كشور ممكن است بيش از يک شهر توريستی نسبت داده شود مثل ايران كه شهرهای 
۰

شهرهای توريستی هر كشور می تواند بيشتر از يک شهر باشد، پس به هر كشور ممكن است بيش از يک شهر توريستی نسبت داده شود مثل ايران كه شهرهای 

۳۶ همين خيلی سبز خودمان! پس به هر انتشارات ممكن است بيش از يک نويسنده نسبت داده شود و در نتيجه اين رابطه تابع نيست.
۰

 همين خيلی سبز خودمان! پس به هر انتشارات ممكن است بيش از يک نويسنده نسبت داده شود و در نتيجه اين رابطه تابع نيست.

سبزسبزسبزسبزسبز
 كدام است؟ 

سبز
a كدام است؟  b

سبز
a b

۲

سبز
۲

۴۰۲

سبز
۴۰۲ (

سبز
(۴

سبز
۴

 باشد:

سبز
a باشد: b

سبز
a b

a b

سبز
a b- =

سبز
- =a b- =a b

سبز
a b- =a b 4

سبز
4

aسبز bسبزa b2 2سبز2 2a b2 2a bسبزa b2 2a b =20سبز20 ⇒ =سبز ⇒ + +سبز= =a b+ =a bسبزa b+ =a b2 2+ =2 2سبز2 2+ =2 2a b2 2a b+ =a b2 2a bسبزa b2 2a b+ =a b2 2a b  می رسانيم: سبز می رسانيم: 

( ) )سبز ) a bسبزa b a bسبزa b2 2سبز4 4a b2 4a bسبزa b2 4a b4 4سبز4 4a b4 4a bسبزa b4 4a b44سبز
400 400سبز

2 4
400

2 2سبز4 4
400

2 4
8 8سبز4 4

4 4
8 4

4 4سبز4 4
8 4

4 4
+00سبز00 = +سبز =( )+ =( ) )سبز )+ =( )2 4+ =2 2سبز4 4+ =2 4⇒ ⇒سبز+ +a b⇒ +a bسبزa b⇒ +a b2 4⇒ +2 2سبز4 4⇒ +2 4a b2 4a b⇒ +a b2 4a bسبزa b2 4a b⇒ +a b2 4a b + +سبز= =4 4+ =4 4سبز4 4+ =4 4

8 4+ =8 8سبز4 4+ =8 4
4 4

8 4
4 4+ =4 4

8 4
4 4سبز4 4

8 4
4 4+ =4 4

8 4
4 4⇒ ⇒سبز+ +a b⇒ +a bسبزa b⇒ +a b4 4⇒ +4 4سبز4 4⇒ +4 4a b4 4a b⇒ +a b4 4a bسبزa b4 4a b⇒ +a b4 4a bسبزسبز

 رابطه ای كه به هر فرد، شمارۀ موبايلش را نسبت می دهد.

سبز
 رابطه ای كه به هر فرد، شمارۀ موبايلش را نسبت می دهد.

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی

۶

لی
خی

ضابطه ای۶

لی
خی

در آن ها ضابطه ای

لی
خی

در آن ها 

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
برای تثبيت چيزهايی كه در جدول ياد گرفتيد، خی

لی
برای تثبيت چيزهايی كه در جدول ياد گرفتيد، خی

لی
خی
لی
خی
لی
fخی m

لی
fخی mf m− −f m

لی
fخی m− −f m, )

لی
,خی )f m, )f m

لی
fخی m, )f m,(

لی
f),خی m,(f m

لی
fخی m,(f m, )

لی
,خی )f m, )f m

لی
fخی m, )f m− −, )− −

لی
−خی −, )− −f m− −f m, )f m− −f m

لی
fخی m− −f m, )f m− −f m −, )−

لی
,−خی )−− −−− −, )− −−− −

لی
−خی −−− −, )− −−− − ,(

لی
),خی , )

لی
,خی )}

لی
3{خی 1

لی
3خی 1f m3 1f m

لی
fخی m3 1f mf m− −f m3 1f m− −f m

لی
fخی m− −f m3 1f m− −f m, )3 1, )

لی
,خی )3 1, )f m, )f m3 1f m, )f m

لی
fخی m, )f m3 1f m, )f mf m− −f m, )f m− −f m3 1f m− −f m, )f m− −f m

لی
fخی m− −f m, )f m− −f m3 1f m− −f m, )f m− −f m,(3 1,(

لی
3),خی 1,(f m,(f m3 1f m,(f m

لی
fخی m,(f m3 1f m,(f mf m− −f m,(f m− −f m3 1f m− −f m,(f m− −f m

لی
fخی m− −f m,(f m− −f m3 1f m− −f m,(f m− −f m 4 6

لی
4خی 6m m4 6m m

لی
mخی m4 6m m4 6

لی
4خی 6m m4 6m m

لی
mخی m4 6m m, )4 6, )

لی
,خی )4 6, )m m, )m m4 6m m, )m m

لی
mخی m, )m m4 6m m, )m m,(4 6,(

لی
4),خی 6,(m m,(m m4 6m m,(m m

لی
mخی m,(m m4 6m m,(m m, )4 6, )

لی
,خی )4 6, )2

لی
,2خی )2, )

لی
,خی )2, ) اگر رابطۀ

لی
اگر رابطۀخی

لی
−خی

لی
2−خی

لی
2خی  فقط

لی
) فقطخی

لی
۲)خی

لی
۲خی ۶

لی
 يا ۶خی

لی
− يا خی
لی
2−خی

لی
2خی (

لی
۱)خی
لی
)۱خی ,

لی
)خی , )

لی
1(خی 1

لی
1خی 1( ,1 1( ,

لی
)خی ,1 1( , 2

لی
2خی در رابطۀ داده شده، مؤلفه های اول دو زوج مرتب

لی
در رابطۀ داده شده، مؤلفه های اول دو زوج مرتبخی

لی
خی

m لی
خی

m
m لی
خی

m
لی6
خی

6

لی2
خی

2
= ⇒ لی
خی

= ⇒
لی=
خی

=
= لی−
خی

= −
 لی
خی

 لی�
خی

�

�لی
خی

�
 لی
خی








 لی
خی









 لی
خی




 لی
خی





لی داريم كه باعث می شود رابطه، تابع نباشد. پس فقط
خی

) داريم كه باعث می شود رابطه، تابع نباشد. پس فقط لی,
خی

( , لی(
خی

)( ,−( لی,
خی

( ,−( ,2 لی6
خی

2 6( ,2 6( لی,
خی

( ,2 6( , لی و
خی

) و لی,
خی

( , لی(
خی

)( ,−( لی,
خی

( ,−( ,2 لی3
خی

2 3( ,2 3( لی,
خی

( ,2 3( , لی، دو زوج مرتب
خی

لی، دو زوج مرتب
خی
لی
خی
لی
خی

a b لی
خی

a b4 4 لی
خی

4 44 4 لی
خی

4 4a b4 4a b لی
خی

a b4 4a b لیاگر جدول مقابل مربوط به يک تابع باشد، مقدار
خی

اگر جدول مقابل مربوط به يک تابع باشد، مقدار

− =

لی
خی

− = 4

لی
خی

4  و

لی
خی

ab و

لی
خی

ab



ـع
ـاب

 ت
ل 

او
ل 

ص
ف

۴۷۹

:A B= =0 A، نتيجه می گيريم B2 2
0+ = آمادگی مربع كامل كردن را داشته باشيد. يادتان هم باشد كه ازآمادگی مربع كامل كردن را داشته باشيد. يادتان هم باشد كه از

x y x x x y x y
x
y

2 2 2 2 2 2
4 4 4 4 0 2 0

2

0
+ + = ⇒ − + + = ⇒ − + = ⇒

=
=





 →� �� �� ( ) ¾õ£º (( , )2 0 ⇒ تابع است.  

، اول جای x و y را عوض  y y x3 + = بعضی وقت ها لازم است نشان دهيم وارون اين رابطه، يک به يک است، پس خودش تابع است. مثلاً در رابطۀ
x3 و x هر كدام  y را بررسی كنيم. باز هم نياز به يک حركت خاص داريم. x x= +3 y حالا بايد يک به يک بودن x x= +3 می كنيم تا به وارون برسيم:

توابعی اكيداً صعودی هستند، پس مجموعشان هم تابعی اكيداً صعودی است.
، تابع است. x y y= +3 y يک به يک و در نتيجه وارونش يعنی x x= +3 از طرفی هر تابع اكيد يكنوايی، تابعی يک به يک است. پس تابع

در كدام گزينه، y تابعی از x است؟
y y x− =| | (۴  y y x3

4− = (۳  | |x y y− + = −1 6 9
2 (۲  x y= sin (۱

همۀ گزينه ها را بررسی می كنيم:
sin , ,y y= ⇒ =0 0 π  x را بدهيم، آن وقت داريم:  =0 اگر

، چند خروجی داريم، پس تابع نيست. x =0 يعنی به ازای ورودی
| | | | ( )x y y x y− + − + = ⇒ − + − =1 6 9 0 1 3 0

2 2 عبارت های برحسب عبارت های برحسب y را مربع كامل می كنيم: 
مجموع دو عبارت نامنفی زمانی صفر است كه هر دو صفر باشند:

| | ( )x y
x x
y y

- + - = Þ
- = Þ =
- = Þ =

¾ ®¾1 3 0
1 0 1

3 0 3

2

Âÿ¹¶Iº Âÿ¹¶Iº

¾õ£º
� ��� �� ¾¾

ì
í
î

Þ( , ) .1 3 SwH ÍMIU  

y y x y y y y yx3 0 3 2
4 4 0 4 0 0 2− =  → − = ⇒ − = ⇒ = ±= ( ) , جای x، صفر قرار می دهيم: 

، ۳ خروجی داريم، پس تابع نيست. x =0 يعنی به ازای ورودی

y y x− = | همان y می شود:  |y y باشد. پس ، بايد0≤ y با وجود
، پس اين رابطه تابع نيست. (y y و1= =0) ، دو مقدار برای y داريم، x =0 به ازای

B را در نظر بگيريد. اگر بخواهيم تابعی بنويسيم كه دامنه اش A و برُدش را از B بگيرد، اين شكلی می شود: ={ , }4 5 A و ={ , , }1 2 3 تعداد توابع مجموعۀ

 {( , ) ,( , ) ,( , )}1 2 3    

{( , ) ,( , ) ,( , )}1 2 3

2 2 2 2
3

8

  
¯ ¯ ¯

´ ´ = = S²Ie S²Ie S²Ie

در هر كدام از جاهای خالی، می توانيم دو عدد (۴ يا ۵) را قرار دهيم: 

يعنی در كل ۸ تا تابع از A به B می توانيم بنويسيم.

 ( )
( )B A

ÁIñøH jHk÷U
ÁIñøH jHk÷U

تعداد توابع از مجموعۀ A به مجموعۀ B برابر است با:

حالا ممكن است شرط و شروط هم برايمان بگذارند. اين سؤال ها را با اصل ضرب حل می كنيم. يک مثال ببينيد:

) باشد ولی شامل زوج  , )1 8 B چند تابع می توان نوشت به طوری كه شامل زوج مرتب == { , , , , }5 6 7 8 9 A به مجموعۀ == { , , , }1 2 3 4 از مجموعۀ
) نباشد؟ , )3 9 ) و , )2 7 مرتب های

۱۲۰ (۴  ۸۰ (۳  ۹۶ (۲  ۶۴ (۱
{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 3 4 A می گيرد:  = { , , , }1 2 3 4 اگر تابع را زوج مرتبی ببينيم، مؤلفه های اولش را از

{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}1 8 2 3 47 9

1

¯ ¯ ¯ ¯
´ ´

¾{ILº ¾{ILº Âa ¾µÀ

S²Ie S²Ie 4 S²IIe 4 S²Ie 5´

) نباشد:  , )3 9 ) و , )2 7 ) باشد و شامل , )1 8 ۳تا شرط داريم. شامل

1تا است. 4 4 5 80× × × = پس تعداد توابع

نوشتن ضابطۀ جبری یک تابع

x2 است. می دانيم مساحت مربعی به ضلع x، برابر با
f است. يعنی يک تابع بنويسيد كه اگر ورودی  x x( ) = 2 جملۀ بالا را به زبان تابع اين جوری بيان می كنيم: تابع مساحت مربع برحسب ضلعش، به صورت

آن ضلع مربع باشد، خروجی اش مساحت آن باشد.
f r r( ) = π 2 مثلاً اگر بخواهيم مساحت دايره را به عنوان تابعی از شعاعش بنويسيم، می شود: 

f d d( ) ( )= π 2
2 d بنويسيم: 

2 ،r يا اگر مساحت دايره را به عنوان تابعی از قطرش بنويسيم، بايد جای

۳۶
۰8

۳۶
۰8= =

۳۶
۰= =

۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
حالا ممكن است شرط و شروط هم برايمان بگذارند. اين سؤال ها را با اصل ضرب حل می كنيم. يک مثال ببينيد:۰

۳۶
حالا ممكن است شرط و شروط هم برايمان بگذارند. اين سؤال ها را با اصل ضرب حل می كنيم. يک مثال ببينيد:۰
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حالا ممكن است شرط و شروط هم برايمان بگذارند. اين سؤال ها را با اصل ضرب حل می كنيم. يک مثال ببينيد:

سبز
حالا ممكن است شرط و شروط هم برايمان بگذارند. اين سؤال ها را با اصل ضرب حل می كنيم. يک مثال ببينيد:
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می كنيم تا به وارون برسيم:
توابعی اكيداً صعودی هستند، پس مجموعشان هم تابعی اكيداً صعودی است.

لی
خی

توابعی اكيداً صعودی هستند، پس مجموعشان هم تابعی اكيداً صعودی است.
از طرفی هر تابع اكيد يكنوايی، تابعی يک به يک است. پس تابع
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لی، صفر قرار می دهيم: 
خی

، صفر قرار می دهيم: 
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f و طرف ديگر يک عبارت جبری با تک متغيرِ «قطر يا همان d» باشد. مثال  ( )oõ¤ وقتی می گوييم مساحت، تابعی از قطر، يعنی يک طرف تساوی بايد
اولی آسان است:

در كدام گزينه محيط مربع به عنوان تابعی از قطرش بيان شده است؟

f x x( ) = 2 2 (۴  f x x( ) = 4 2 (۳  f x x( ) =
2

2
(۲  f x x( ) = 4 2

2 (۱

ما بايد محيط برحسب قطر بنويسيم. دو مرحله داريم: ما بايد محيط برحسب قطر بنويسيم. دو مرحله داريم: 
a a x a x a x2 2 2 2

2

2 2
+ = ⇒ = ⇒ = اول ضلع را برحسب قطر بنويسيم: 

ôÃd¶ Í±ò= × = =4 4

2

2 2( )x x می دانيم محيط مربع، ۴ برابر طول هر ضلعش است، پس: 
f است. x x( ) = 2 2 در نتيجه تابع محيط برحسب قطر به شكل

يک مثال مختصاتی هم حل كنيم. در اين سؤال بايد معادلۀ خط يا منحنی را داشته باشيد و با توجه به آن، طول را برحسب عرض (يا برعكس) بنويسيد.

2 در ناحيۀ دوم قرار دارد. تابع مساحت مستطيل رنگی برحسب عرض  4 3y x−− == نقطۀ A روی خط
نقطۀ A به كدام صورت است؟

S y y y( ) = − +
2

2

3

4
(۲   S y y y( ) = −

2

2

3

4
(۱

S y y y( ) = −2
3

2

2 (۴   S y y y( ) = +2
3

2

2 (۳

چون قرار است مساحت را برحسب عرض نقطۀ A بنويسيم پس در معادلۀ خط، x را برحسب y می نويسيم:

2 4 3 4 2 3
2

3

4
y x x y x y
− = ⇒ = − ⇒ = −  

A می توانيم بنويسيم. y y( , )
2

3

4
−  A يا ( , )x y مختصات A را به شكل

اين اطلاعات را روی شكل هم وارد می كنيم. فقط دقت كنيد چون x نقطۀ A منفی است (ناحيۀ دوم)، پس ضلع پايينی 

y می شود.
2

3

4
− ، يعنی قرينۀ | |y

2

3

4
− مستطيل

S y y y y=
−

+ =
−

+( )
2

3

4 2

3

4

2

مساحت مستطيل را می نويسيم: 

S y y y( ) = − +
2

2

3

4
پس تابع مساحت برحسب y به صورت مقابل است: 

، يعنی تابعی به اسم f، ورودی x را می گيرد و خروجی y را می دهد. مثلاً اگر رابطۀ بين x و y به  y f x= ( ) وقتی می نويسيم مقدار تابع در یک نقطه 

قرار دهيم: تمام xها، ۵  ، جای  f x x x( ) = −2 2 رابطۀ بايد در  باشد،   x = 5 اگر . يعنی  f x x x( ) = −2 2 بنويسيم باشد، می توانيم   y x x= −2 2 صورت
f ( ) ( )5 2 5 5 50 5 45

2= − = − =  
ÍMIU ´wH

Áj»n» Â]»oi

f
↑

↓ ↓
=( )5 45

پس اين تابع، ورودی ۵ را می گيرد و خروجی ۴۵ را می دهد: 
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يک تست از نمايش زوج مرتبی و نموداری ببينيد:
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g( ) =0 g را اين شكلی ببينيد:  f a( ( )) تساوی0=
، ۲ و ۴ باشد:  −3 با توجه به شكل تابع g، مقدار می تواند

= Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ = --
4 4 1

1 4f a a( ) ( , ) KUo¶ Z»p ¾M  ¾]¼U IM پس سه تا معادله داريم: 

= Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ =2 2 3
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= - Þ = - ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾
-3 3 3f a a( ) ( , )®§{ ¾M  ÂLUo¶ Z»p
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− + =1 3 2 پس مجموع مقادير a برابر است با:

يک تست هم از نمايش ضابطه ای حل می كنيم:

] كدام است؟ ( )]3 4f a f باشد، مقدار a f a( ) ( )++ ==2 4 f و x x x( ) == −−2 اگر
۱۱ (۴  ۱۰ (۳  ۹ (۲  ۸ (۱

2a را بنويسيم: ، به ترتيب جای xها، a و f x x x( ) = −2 f بايد در a( )2 f و a( برای(

f a f a a a a a a a a a a a( ) ( ) ( ) ( )+ = Þ - + - = Þ - + = Þ - + = Þ = Þ =2 4 2 4 2 4 4 4 2 4 4 16  

f x x x f( ) ( ) ( ) /
/
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0 4
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f برابر است با:  ( )64 f يعنی a( )4 مقدار

[ ( )] [ / ] [ / ]3 64 3 3 2 9 6 9f = × = = پس: 

نقاط مهم برخورد یک تابع

x را در ضابطه قرار دهيم. مختصات اين نقطه به صورت =0 نقطۀ برخورد تابع با محور yها: برای پيدا كردن نقطۀ برخورد تابع f با محور yها، بايد
 f ( )0 3= x را به تابع بدهيم به =0 ، اگر f x x x( ) = − +4 3 A است و هر تابع حداكثر يک نقطۀ برخورد با محور yها دارد. مثلاً در تابع f( , ( ))0 0

)A، نقطۀ برخورد اين تابع با محور yها است. , )0 3 می رسيم، پس نقطۀ
 f x( ) =0 نقطه يا نقاط برخورد تابع با محور xها: برای به دست آوردن نقطۀ برخورد تابع f با محور xها بايد جای y، صفر قرار دهيم. به معنای ديگر بايد معادلۀ
، برای به دست آوردن نقاط برخورد  f x x x( ) = − +4 3 است. مثلاً در تابع (? , )

¯
0 y را حل كنيم و مختصات نقطه يا نقاط برخورد با محور xها به صورت =0 يا

0 را حل كنيم: 4 3= − +x x با محور xها بايد معادلۀ
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)C است.  , )9 0 )B و , )1 0 پس نقاط برخورد f با محور xها به صورت
f و سه نقطۀ بالا را روی آن ببينيد:  x x x( ) = − +4 3 يک بار هم نمودار تابع

راستى نمودار روبه رو، شما رو ياد Ꙓ مى ندازه؟ آديداس، نايک يا ريباک؟ 

، محورهای مختصات را در نقاط B ،A و C قطع می كند. مساحت مثلثABC كدام است؟ f x x( ) | |== −− −−2 3 5 تابعتابع
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S = × =5 2

2
5 نقاط B ،A و C را به هم وصل و مساحت مثلثABC را حساب می كنيم: 

f را حل كنيم. جواب های اين معادله،  x g x( ) ( )= نقطه يا نقاط برخورد دو تابع: برای به دست آوردن طول نقطۀ برخورد دو تابع f و g، بايد معادلۀ
طول نقاط برخورد دو تابع f و g هستند. بعد xهای به دست آمده از حل معادله را در يكی از ضابطه ها (f يا g) قرار می دهيم تا عرض نقطه يا نقاط برخورد 

g را در نظر بگيريد. x x( ) = + 2 f و x x x( ) = + هم به دست آيد. مثلاً دو تابع
x x x x x+ = + ⇒ = ⇒ =2 2 4 برای به دست آوردن نقطۀ تقاطع f و g، ابتدا معادلۀ روبه رو را حل می كنيم: 
g x x g( ) ( )= + ⇒ = + =2 4 4 2 6 x در يكی از ضابطه ها (فرقی ندارد)، مثلاً g، داريم:  = 4 با جای گذاری

)A است. , )4 6 پس مختصات نقطۀ برخورد دو تابع،

f x( ) = 0¾²jI÷¶ JH¼]
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اندازه گیری ۱

درس ۱: فیزیک، علمی تجربی و آزمون پذیر

هر اتفاقی كه در طبيعت می افتد (مثل افتادن يک برگ) يک پديدۀ فيزيكی است. كار دانشمندان فيزيک اين است كه  پديده ها را مشاهده كنند و 
 الگوها و نظم های خاصی را در آن ها كشف كنند. آن ها اين الگوها را به صورت نظريه ها، مدل ها و قانون های فيزيکی  بيان می كنند.

اما اين پايان كار نيست. از آن جايی كه فيزيک علمی تجربی است، قانون ها، مدل ها و نظريه ها بايد با آزمايش های مختلف و متعدد تأييد شوند. چه بسا 
نتيجۀ آزمايش ها، اعتبار يک مدل يا نظريۀ فيزيكی را زير سؤال ببرد و دانشمندان آن را اصلاح و يا مدل يا نظريۀ جديدی را جايگزين آن كنند.

تغيير مدل اتمی در طول زمان مثال خوبی از تغيير مدل ها و نظريه های فيزيكی است. (شكل زير)

عوامل مؤثر در پیشرفت دانش و تکامل علم فیزیک
الف) تفکر نقادانه و انديشه ورزی فعال فيزيکدانان نسبت به پديده هايی که با آن روبه رو می شوند: يعنى فيزيکدانان پديده ها رو خيلى دقيق مى بينن و در 

موردشون فکر مى کنن و همين جوری راحت از کنارشون نحمى گذرن.
ꙸ گيری علم فيزيک مديون آزمايش و مشاهدۀ دانشمندانه. ب) آزمايش و مشاهده: ش

پ) آزمون پذيری و اصلاح نظريه های فيزيکی: يعنى بايد نظريه ها و قانون های فيزيک رو آزمايش کرد و اگه يه وقت تو يه آزمايشى خلاف اون مشاهده شد، بايد اصلاح بشن؛ اين باعث 
مى شه که نظريه ها بهتر و دقيق تر بشن. به قول کتاب درسى «ويژگی آزمون پذيری و اصلاح و تغيير نظريه های فيزيكی، نه تنها ضعف نيست، بلكه نقطۀ قوت دانش فيزيک است.»

 مؤثرترین عامل در پیشبرد و تکامل علم فیزیک، تفکر نقادانه و اندیشه ورزی فعال فیزیکدانان است (مثلاً نظريۀ نسبيت، نتيجۀ انديشه ورزی 

فعال آلبرت اينشتين است).

 تغيير مدل اتمی در طول زمان مطابق طرح وارۀ زير است:- ۱

مدل ابر الكترونی
شرودينگر

 مدل سياره ای
بور

مدل هسته ای
رادرفورد

مدل كيک كشمشی
تامسون

مدل توپ بيليارد
دالتون

هر مدل فيزيكی اغلب نتيجۀ بازنگری در مدل قبل از آن است؛ بنابراين براساس طرح وارۀ بالا مدل سياره ای بور نتيجۀ بازنگری در مدل اتمی قبل از آن يعنی مدل 
هسته ای رادرفورد است. (به جهت پيکان ها دقت کنيد.) هم چنين با بازنگری در مدل سياره ای بور، مدل ابر الکترونی شرودينگر كه به مراتب دقيق تر و كامل تر بود، ارائه شد.

درس ۲: مدل سازی در فیزیک

پديده های فيزيكی (مثل پرتاب توپ، بالارفتن بالون، روشن شدن يک لامپ، بارش برف و ...) حتی اگر ساده و ابتدايی هم به نظر بيايند، پيچيدگی هايی دارند؛ به همين 
دليل تحليل و بررسی اين پديده ها سخت و گاهی هم غيرممكن است. مثلاً يک پديدۀ ساده مانند حركت پرتابی يک توپ بسكتبال، به عامل های زير بستگی دارد:

 شكل توپ يک كرۀ كامل نيست (سطح توپ برجستگی ها و درزهايی دارد.)  توپ در حال حركت، به دور خود می چرخد.  مقاومت هوا و باد روی حركت 
توپ اثر می گذارند.  وزن توپ با تغيير ارتفاع توپ تغيير می كند.  سرعت اوليه و جهت پرتاب در مسير حركت توپ مؤثر است.

حالا اگر بخواهيم همين حركت ساده را با در نظر گرفتن همۀ عوامل، تحليل و بررسی كنيم، كارمان خيلی سخت می شود. برای همين، اين پديده را آن قدر 
ساده و آرمانی می كنيم تا بتوانيم به طور ساده آن را تحليل و بررسی كنيم. به اين عمل در فيزيک، مدل سازی می گوييم.
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تا بررسی و تحليل آن امكان پذير شود،  تعریف مدل سازی به فرايندی كه طی آن يک پديدۀ فيزيكی را تا حد ممكن ساده و آرمانی می كنيم 
مدل سازی می گوييم. 

  در مدل سازی يک پديدۀ فيزيكی از عوامل جزئی تر چشم پوشی می کنيم. منظورمان از عوامل جزئی تر عواملی است كه تأثير کم تری 
بر آن پديدۀ فيزيكی دارند؛ ولی بايد مواظب باشيم كه عوامل اصلی را ناديده نگيريم.

مثلاً در جدول زير حركت پرتابی توپ بسكتبال را با مدل سازی به يک حركت آرمانی تبديل كرده ايم.

عواملی که کم یا زیاد در حرکت توپ بسکتبال مؤثرند.
آیا از این عامل می توانیم 

چشم پوشی کنیم؟
توضیح

توپ را به صورت يک جسم نقطه ای فرض می كنيم.بلهتوپ يک كرۀ كامل نيست و برجستگی ها و درزهايی دارد.

اثر چرخش توپ در حركت توپ چندان زياد نيست.بلهتوپ در طول مسير به دور خود می چرخد.

فرض می كنيم توپ در شرايط خلأ پرتاب شده است.بلههوا در برابر حركت توپ مقاومت می كند. (نيروی مقاومت هوا)

نه!وزن توپ، نيرويی است كه كرۀ زمين در تمام مسير بر توپ وارد می كند.
وزن عامل مهمی در مسير حركت توپ است. اگر وزن را ناديده 
بگيريم، توپ به جای مسير منحنی بايد بر مسير مستقيم حركت كند.

اين تغييرات خيلی كم و نامحسوس است.بلهوزن توپ در طول مسير تغيير می كند.

در شكل (الف) وضعيت واقعی توپ بسكتبال در هوا را نشان داده ايم و در شكل (ب) مدل آرمانی (مدل سازی شدۀ) آن را می بينيد.

 فرض كنيد خودرويی در حال حركت است. خودرو با ديدن يک مانع ترمز می كند و پس از طی مسافتی می ايستد. برای مدل سازی فيزيكی اين 
حركت، برخی از عوامل را ناديده می گيريم. ناديده گرفتن كدام موارد زير باعث می شود نتيجۀ بررسی مدل با واقعيت تفاوت آشكاری داشته باشد؟

الف) ابعاد خودرو 
ب) اصطكاک لاستيک های خودرو با سطح زمين

پ) چرخش چرخ ها  
ت) جرم خودرو و سرنشينان آن 

۴) (ب) و (ت) ۳) (الف) و (ب)  ۲) (الف) و (پ)  ۱) (پ) و (ت) 

 اگر از اصطكاک خودرو با زمين صرف نظر كنيم، خودرو هرگز متوقف نمی شود! ناديده گرفتن جرم هم باعث می شود همۀ نيروهای وارد بر خودرو از جمله 
اصطكاک حذف شوند. پس نبايد بی خيالِ موارد (ب) و (ت) شويم. دو مورد ديگر قابل چشم پوشی هستند.

مقاومت هوا! بودن يا نبودن!: مقاومت هوا از عواملی است كه گاهی می توانيم از آن چشم پوشی كنيم و گاهی هم نمی توانيم. مثلاً در حركت گلوله يا توپ 
در هوا می توانيم آن را در نظر نگيريم ولی در حركت برگ يا پرَ يا چتربازی كه در هوا چتر خود را باز كرده، نمی توانيم آن را ناديده بگيريم.

 در مدل سازی آرمانی حركت پرتابی توپ بسكتبال از يک عامل اصلی و به شدت تأثيرگذار نمی توانيم چشم پوشی كنيم:- ۲
نيروی گرانشی وارد بر توپ: چون اگر اين عامل را حذف كنيم، توپ بسكتبال هرگز به سمت زمين برنمی گردد و روی يک خط راست از كرۀ زمين دور می شود.

از تمامی موارد ديگر می توانيم چشم پوشی كنيم، چون تأثير آن ها چشم گير نيست.
الف) برای سادگی فرض می كنيم توپ در خلأ حركت می كند و از مقاومت هوا و اثر وزش باد خبری نيست.

پ) تغيير فاصلۀ توپ از مركز زمين (تغيير ارتفاع توپ) در مقايسه با شعاع كرۀ زمين خيلی ناچيز است. برای همين با خيال راحت بی خيال آن می شويم.
ت) چرخش توپ به دور خودش چندان مسير توپ را جابه جا نمی كند. پس می توانيم آن را ناديده بگيريم.

ث) از اندازه و شكل توپ و ناهمواری های روی سطح توپ (درزها و برجستگی ها) چشم پوشی می كنيم و آن را به صورت يک جسم نقطه ای در نظر می گيريم تا با بی نهايت 
ذرۀ در حال حركت طرف نباشيم و محاسباتمان ساده تر باشد.
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۰

حركت، برخی از عوامل را ناديده می گيريم. ناديده گرفتن كدام موارد زير باعث می شود نتيجۀ بررسی مدل با واقعيت تفاوت آشكاری داشته باشد؟
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حركت، برخی از عوامل را ناديده می گيريم. ناديده گرفتن كدام موارد زير باعث می شود نتيجۀ بررسی مدل با واقعيت تفاوت آشكاری داشته باشد؟
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 (ب) و (ت)۰

۳۶
) (ب) و (ت)۰
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۰(۴

۳۶
 اگر از اصطكاک خودرو با زمين صرف نظر كنيم، خودرو هرگز متوقف نمی شود! ناديده گرفتن جرم هم باعث می شود همۀ نيروهای وارد بر خودرو از جمله ۰۴

۳۶
 اگر از اصطكاک خودرو با زمين صرف نظر كنيم، خودرو هرگز متوقف نمی شود! ناديده گرفتن جرم هم باعث می شود همۀ نيروهای وارد بر خودرو از جمله ۰

۳۶ مقاومت هوا از عواملی است كه گاهی می توانيم از آن چشم پوشی كنيم و گاهی هم نمی توانيم. مثلاً در حركت گلوله يا توپ 
۰

 مقاومت هوا از عواملی است كه گاهی می توانيم از آن چشم پوشی كنيم و گاهی هم نمی توانيم. مثلاً در حركت گلوله يا توپ 
۳۶در هوا می توانيم آن را در نظر نگيريم ولی در حركت برگ يا پرَ يا چتربازی كه در هوا چتر خود را باز كرده، نمی توانيم آن را ناديده بگيريم.
۰

۳۶در هوا می توانيم آن را در نظر نگيريم ولی در حركت برگ يا پرَ يا چتربازی كه در هوا چتر خود را باز كرده، نمی توانيم آن را ناديده بگيريم.
بز۰
 فرض كنيد خودرويی در حال حركت است. خودرو با ديدن يک مانع ترمز می كند و پس از طی مسافتی می ايستد. برای مدل سازی فيزيكی اين سبز فرض كنيد خودرويی در حال حركت است. خودرو با ديدن يک مانع ترمز می كند و پس از طی مسافتی می ايستد. برای مدل سازی فيزيكی اين سبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزس

حركت، برخی از عوامل را ناديده می گيريم. ناديده گرفتن كدام موارد زير باعث می شود نتيجۀ بررسی مدل با واقعيت تفاوت آشكاری داشته باشد؟سبزحركت، برخی از عوامل را ناديده می گيريم. ناديده گرفتن كدام موارد زير باعث می شود نتيجۀ بررسی مدل با واقعيت تفاوت آشكاری داشته باشد؟
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عواملی که کم یا زیاد در حرکت توپ بسکتبال مؤثرند.

لی
خی

عواملی که کم یا زیاد در حرکت توپ بسکتبال مؤثرند.

توپ يک كرۀ كامل نيست و برجستگی ها و درزهايی دارد.

لی
خی

توپ يک كرۀ كامل نيست و برجستگی ها و درزهايی دارد.

توپ در طول مسير به دور خود می چرخد.

لی
توپ در طول مسير به دور خود می چرخد.خی

هوا در برابر حركت توپ مقاومت می كند. (نيروی مقاومت هوا)

لی
هوا در برابر حركت توپ مقاومت می كند. (نيروی مقاومت هوا)خی

وزن توپ، نيرويی است كه كرۀ زمين در تمام مسير بر توپ وارد می كند.

لی
وزن توپ، نيرويی است كه كرۀ زمين در تمام مسير بر توپ وارد می كند.خی

وزن توپ در طول مسير تغيير می كند.

لی
وزن توپ در طول مسير تغيير می كند.خی

لی
خی

لیدر شكل (الف) وضعيت واقعی توپ بسكتبال در هوا را نشان داده ايم و در شكل (ب) مدل آرمانی (مدل سازی شدۀ) آن را می بينيد.
خی

لیدر شكل (الف) وضعيت واقعی توپ بسكتبال در هوا را نشان داده ايم و در شكل (ب) مدل آرمانی (مدل سازی شدۀ) آن را می بينيد.
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 در حركت سقوط برگ، مقاومت هوا نسبتاً زياد است و نمی توانيم از آن چشم پوشی كنيم (رد (۴)). اما با توجه به نوع حركت كه تندشونده و به طرف - ۳
f) باشد. (رد (۱) و (۲)) )



d (W) بايد بزرگ تر از اندازۀ نيروی مقاومت هوا


پايين است، نتيجه می گيريم اندازۀ نيروی وزن
 کوچک بودن نيروی وزن برگ و پهن بودن برگ باعث می شه که ما نتونيم نيروی مقاومت هوا رو ناديده بگيريم. برای مثال اگه می خواستيم حرکت يک گلولۀ کوچک  کوچک بودن نيروی وزن برگ و پهن بودن برگ باعث می شه که ما نتونيم نيروی مقاومت هوا رو ناديده بگيريم. برای مثال اگه می خواستيم حرکت يک گلولۀ کوچک 

رو که از بالای ساختمون ۳ طبقه سقوط می کنه، مدل سازی کنيم، می تونستيم از نيروی مقاومت هوا صرف نظر کنيم.
هم چنين برگ در يک مسير مستقيم سقوط نمی کنه و به خاطر شکلی که داره، متناوباً به طرف چپ و راست هم حرکت می کنه (اصطلاحاً رقص داره) که در مدل سازی حرکتش از نيروهايی که به 

طرف چپ و راست بهش وارد می شه، صرف نظر می کنيم.

درس ۳: کمیت و یکا

گفتيم «فيزيک، علمی تجربی است» يعنی فيزيک علمی است كه پديده های طبيعت را با تجربه و آزمايش، تحليل و بررسی می كند. تجربه و آزمايش هم 
بدون اندازه گيری غيرممكن است. برای همين است كه حتی بعضی ها معتقدند فيزيک علم اندازه گيری است.

برای اين كه بفهميم اندازه گيری دقيقاً يعنی چه، بايد مفهوم «کميت» و «يکا» را بدانيم.
الف) کمیت هر چيزی را كه بتوانيم اندازه بگيريم و مقدار آن را با يک عدد بيان کنيم، كميت است. مثلاً طول، جرم و زمان كميت هستند؛ اما بعضی چيزها قابل 

اندازه گيری نيستند و نمی توانيم مقدار آن ها را با عدد بيان كنيم؛ مثل زيبايی، دوست داشتن و احساس گرمی و سردی. (ꙮً احساس ها رو نحمى شه اندازه گرفت و با عدد بيان کرد.)
ب) یکا برای آن كه بتوانيم اندازۀ يک كميت را با عدد بيان كنيم، نياز به يک مقدار معين و قراردادی از همان كميت داريم. به اين مقدار «يکا» يا «واحد» 
5 است؛ منظورمان اين است  m آن كميت می گوييم. مثلاً طول مشخصی را قرارداد می كنيم و اسمش را «متر» می گذاريم و وقتی می گوييم طول جسمی

كه طول اين جسم ۵ برابر يكای متری است كه ما قرارداد كرده ايم.

 معمولاً عدد به تنهایی ماهیت فیزیکی ندارد. مقدار فیزیکی، عددی است که با یک یکای مناسب بیان می شود.

ويژگی های يکای استاندارد: يكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد:  تغييرناپذير باشد.  در مکان های مختلف قابليت بازتوليد داشته باشد.

 كدام يک از گزينه های زير می تواند يكای دقيق تر و مناسب تری برای اندازه گيری طول باشد؟
۱) فاصلۀ نوک انگشت كوچک تا نوک انگشت شست هنگامی كه انگشتان دست كاملاً باز هستند (وجب).

۲) يک ده ميليونيم فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی نصف النهار مبدأ

1 شعاع مدار چرخش ماه به دور زمين

384000000
(۳

1 در يک محيط شفاف می پيمايد.

299792458
s ۴) مسافتی كه نور در مدت زمان

 گفتيم يک يكای مناسب بايد تغييرناپذير باشد و در مكان های مختلف قابليت بازتوليد داشته باشد. حالا گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم:
 وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد ۵ وجب سيم بخرد، او نمی تواند ۵ وجب 

شما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.
 فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی يک نصف النهار در بازه های زمانی خيلی طولانی ممكن است تغيير كند، اما برای بازه های زمانی مورد نظر ما با تقريب خوبی 

تغييرناپذير است و برای همۀ آدم های روی كرۀ زمين يک مقدار را تداعی می كند (يعنی قابليت بازآفرينی هم دارد)؛ پس اين گزينه می تواند درست باشد.
 مدار چرخش ماه به دور كرۀ زمين بيضی است؛ پس شعاع چرخش ماه ثابت نيست و تغيير می كند.

 اين تعريف برای آن كه دقيق ترين يكا برای طول باشد، يک اشتباه دارد. سرعت نور در محيط های مختلف متفاوت است؛ بنابراين بايد گفته شود «مسافتی كه نور 

1 در خلأ می پيمايد» تا ما برای انتخاب اين گزينه قانع شويم.

299792458
s در مدت زمان

دسته بندی کمیت ها (از نظر ماهیت) 
كميت ها يا نرده ای (اسكالر)۱اند يا برداری. می دانيد كه همۀ كميت ها اندازه دارند، ولی تفاوت اين دو نوع كميت، در داشتن يا نداشتن جهت است. حالا 

هر كدامشان را كمی دقيق تر بررسی می كنيم:
الف) کمیت های نرده ای (اسکالر) اين كميت ها اندازه دارند، ولی جهت ندارند. كميت هايی 
يکای  و  عدد  يک  با  كميت ها  اين  همۀ  نرده ای اند.  انرژی  و  چگالی  حجم،  طول،  جرم،  زمان،  مثل 
وقتی  مثلاً  است.  بی معنی  آن ها  برای  جهت  مشخص كردن  و  می شوند  بيان  خودشان  به  مخصوص 
24000، كسی نمی پرسد كه خبُ پس جهتشان Ꙓ؟ در  3cm 74 و حجم kg می گوييم جسمی به جرم

جدول مقابل چند كميت نرده ای را به عنوان نمونه آورده ايم:
  برای بيان مقدار يک کميت، عدد بدون ي꙲ بى معنيه!

١- اسكالر (Scaler) از واژۀ Scale به معنای اندازه و مقدار گرفته شده است.

عددیکا

kg۷۴جرم

cm3۲۴۰۰۰ حجم

s۱۶۸زمان

۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰

 گفتيم يک يكای مناسب بايد تغييرناپذير باشد و در مكان های مختلف قابليت بازتوليد داشته باشد. حالا گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم:

۳۶
۰

 گفتيم يک يكای مناسب بايد تغييرناپذير باشد و در مكان های مختلف قابليت بازتوليد داشته باشد. حالا گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم:
 وجب سيم بخرد، او نمی تواند 

۳۶
۵ وجب سيم بخرد، او نمی تواند ۰

۳۶
۰۵۵

۳۶
 وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد ۰۵

۳۶
 وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد  وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد ۰

۳۶
 وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد ۰

شما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.

۳۶
شما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.شما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.۰

۳۶
شما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.۰

 فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی يک نصف النهار در بازه های زمانی خيلی طولانی ممكن است تغيير كند، اما برای بازه های زمانی مورد نظر ما با تقريب خوبی 

۳۶
 فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی يک نصف النهار در بازه های زمانی خيلی طولانی ممكن است تغيير كند، اما برای بازه های زمانی مورد نظر ما با تقريب خوبی ۰

تغييرناپذير است و برای همۀ آدم های روی كرۀ زمين يک مقدار را تداعی می كند (يعنی قابليت بازآفرينی هم دارد)؛ پس اين گزينه می تواند درست باشد.

۳۶
تغييرناپذير است و برای همۀ آدم های روی كرۀ زمين يک مقدار را تداعی می كند (يعنی قابليت بازآفرينی هم دارد)؛ پس اين گزينه می تواند درست باشد.۰

۳۶
۰
۳۶
 اين تعريف برای آن كه دقيق ترين يكا برای طول باشد، يک اشتباه دارد. سرعت نور در محيط های مختلف متفاوت است؛ بنابراين بايد گفته شود «مسافتی كه نور ۰

۳۶
 اين تعريف برای آن كه دقيق ترين يكا برای طول باشد، يک اشتباه دارد. سرعت نور در محيط های مختلف متفاوت است؛ بنابراين بايد گفته شود «مسافتی كه نور ۰

۳۶ است. حالا 
۰

۳۶جهت است. حالا 
۰

جهت ۳۶داشتن يا نداشتن
۰

۳۶داشتن يا نداشتن
۰
۳۶
بز۰
سبزسبزس

يكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد: 

سبز
يكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد: 

سبزسبزسبز
 كدام يک از گزينه های زير می تواند يكای دقيق تر و مناسب تری برای اندازه گيری طول باشد؟

سبز
 كدام يک از گزينه های زير می تواند يكای دقيق تر و مناسب تری برای اندازه گيری طول باشد؟

 فاصلۀ نوک انگشت كوچک تا نوک انگشت شست هنگامی كه انگشتان دست كاملاً باز هستند (وجب).

سبز
 فاصلۀ نوک انگشت كوچک تا نوک انگشت شست هنگامی كه انگشتان دست كاملاً باز هستند (وجب).

 يک ده ميليونيم فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی نصف النهار مبدأ

سبز
 يک ده ميليونيم فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی نصف النهار مبدأ

 شعاع مدار چرخش ماه به دور زمين

سبز
 شعاع مدار چرخش ماه به دور زمين

 در يک محيط شفاف می پيمايد.سبز در يک محيط شفاف می پيمايد.

 گفتيم يک يكای مناسب بايد تغييرناپذير باشد و در مكان های مختلف قابليت بازتوليد داشته باشد. حالا گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم:سبز گفتيم يک يكای مناسب بايد تغييرناپذير باشد و در مكان های مختلف قابليت بازتوليد داشته باشد. حالا گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم:
 وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد سبز وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد  وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد سبز وجب دست آدم ها با هم فرق می كند، پس قابليت بازتوليد در مكان های مختلف وجود ندارد؛ يعنی اگر به يک كودک بگوييد 

شما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.سبزشما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.شما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.سبزشما را با وجب خودش بازآفرينی كند، هم چنين شرط اول (تغييرناپذيری) هم وجود ندارد. وجب يک نفر در طول زمان از كودكی تا كهنسالی تغيير می كند.
 فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی يک نصف النهار در بازه های زمانی خيلی طولانی ممكن است تغيير كند، اما برای بازه های زمانی مورد نظر ما با تقريب خوبی سبز فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی يک نصف النهار در بازه های زمانی خيلی طولانی ممكن است تغيير كند، اما برای بازه های زمانی مورد نظر ما با تقريب خوبی 

تغييرناپذير است و برای همۀ آدم های روی كرۀ زمين يک مقدار را تداعی می كند (يعنی قابليت بازآفرينی هم دارد)؛ پس اين گزينه می تواند درست باشد.
سبز

تغييرناپذير است و برای همۀ آدم های روی كرۀ زمين يک مقدار را تداعی می كند (يعنی قابليت بازآفرينی هم دارد)؛ پس اين گزينه می تواند درست باشد.
 مدار چرخش ماه به دور كرۀ زمين بيضی است؛ پس شعاع چرخش ماه ثابت نيست و تغيير می كند.

سبز
 مدار چرخش ماه به دور كرۀ زمين بيضی است؛ پس شعاع چرخش ماه ثابت نيست و تغيير می كند.

لی
خی

طرف چپ و راست بهش وارد می شه، صرف نظر می کنيم.

لی
خی

طرف چپ و راست بهش وارد می شه، صرف نظر می کنيم.

لی
خی

۳

لی
خی

درس ۳

لی
خی
درس 

«فيزيک، علمی تجربی است»

لی
خی

گفتيم «فيزيک، علمی تجربی است»

لی
خی

گفتيم 
 غيرممكن است. برای همين است كه حتی بعضی ها معتقدند فيزيک علم 

لی
اندازه گيری غيرممكن است. برای همين است كه حتی بعضی ها معتقدند فيزيک علم خی

لی
بدون اندازه گيریخی

لی
بدون خی

برای اين كه بفهميم اندازه گيری دقيقاً يعنی چه، بايد مفهوم «

لی
برای اين كه بفهميم اندازه گيری دقيقاً يعنی چه، بايد مفهوم «خی

 هر چيزی را كه بتوانيم اندازه بگيريم و 

لی
 هر چيزی را كه بتوانيم اندازه بگيريم و خی

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
الف) کمیتخی

لی
الف) کمیتالف) کمیتخی

لی
الف) کمیتخی

اندازه گيری نيستند و نمی توانيم مقدار آن ها را با عدد بيان كنيم؛ مثل زيبايی، دوست داشتن و احساس گرمی و سردی. 

لی
اندازه گيری نيستند و نمی توانيم مقدار آن ها را با عدد بيان كنيم؛ مثل زيبايی، دوست داشتن و احساس گرمی و سردی. خی

 برای آن كه بتوانيم اندازۀ يک كميت را با عدد بيان كنيم، نياز به يک مقدار معين و قراردادی از همان كميت داريم. به اين مقدار 

لی
 برای آن كه بتوانيم اندازۀ يک كميت را با عدد بيان كنيم، نياز به يک مقدار معين و قراردادی از همان كميت داريم. به اين مقدار خی

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
ب) یکاخی

لی
ب) یکاب) یکاخی

لی
ب) یکاخی

آن كميت می گوييم. مثلاً طول مشخصی را قرارداد می كنيم و اسمش را «متر» می گذاريم و وقتی می گوييم طول جسمی

لی
آن كميت می گوييم. مثلاً طول مشخصی را قرارداد می كنيم و اسمش را «متر» می گذاريم و وقتی می گوييم طول جسمیخی

لی برابر يكای متری است كه ما قرارداد كرده ايم.
خی

لی۵ برابر يكای متری است كه ما قرارداد كرده ايم.
خی
لیكه طول اين جسم ۵
خی

لیكه طول اين جسم 
خی
لی
خی
لی
خی

مقدار فیزیکی لی
خی

مقدار فیزیکیمقدار فیزیکی لی
خی

مقدار فیزیکیمقدار فیزیکی لی
خی

لی معمولاً عدد به تنهایی ماهیت فیزیکی ندارد. مقدار فیزیکی
خی

لی معمولاً عدد به تنهایی ماهیت فیزیکی ندارد.  معمولاً عدد به تنهایی ماهیت فیزیکی ندارد. 
خی

لی معمولاً عدد به تنهایی ماهیت فیزیکی ندارد.  معمولاً عدد به تنهایی ماهیت فیزیکی ندارد. 
خی

لی معمولاً عدد به تنهایی ماهیت فیزیکی ندارد. 
خی

لیيكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد: 
خی

لیويژگی های يکای استاندارد: يكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد: 
خی

لیيكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد: ويژگی های يکای استاندارد: يكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد: ويژگی های يکای استاندارد: 
خی

لیيكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد: ويژگی های يکای استاندارد: يكايی قابل قبول همگان است كه دو ويژگی داشته باشد: 
خی

لی كدام يک از گزينه های زير می تواند يكای دقيق تر و مناسب تری برای اندازه گيری طول باشد؟
خی

 كدام يک از گزينه های زير می تواند يكای دقيق تر و مناسب تری برای اندازه گيری طول باشد؟
 فاصلۀ نوک انگشت كوچک تا نوک انگشت شست هنگامی كه انگشتان دست كاملاً باز هستند (وجب).
لی
خی

 فاصلۀ نوک انگشت كوچک تا نوک انگشت شست هنگامی كه انگشتان دست كاملاً باز هستند (وجب).
 يک ده ميليونيم فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی نصف النهار مبدأ

لی
خی

 يک ده ميليونيم فاصلۀ استوا تا قطب شمال بر روی نصف النهار مبدأ
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۹

ب) کمیت های برداری اين كميت ها علاوه بر اندازه، جهت هم دارند. در واقع 
برای بيان يک كميت برداری بايد عدد، يکا و جهت آن را بگوييم. مثلاً برای بيان يک 
1349 به طرف شمال  m جابه جايی (�ه كميتی برداری است) بايد بگوييم جابه جايی

است. در جدول مقابل چند نمونه از كميت های برداری را بيان كرده ايم:

  کمیت های برداری را با یک بردار نشان می دهند. همان طور که می دانید «بردار یک پاره خط جهت دار است» که طول 

این پاره خط بیانگر مقدار کمیت و راستا و سوی آن نشانۀ جهتش است. مثلاً شکل مقابل بردار نیرویی را نشان می دهد که اندازه اش

3N و جهتش در امتداد قائم و رو به بالاست. 

 


Fبرای این که مشخص کنیم یک کمیت برداری است، بر روی نماد آن کمیت، یک پیکان کوچک قرار می دهیم؛ مثلاً کمیت نیرو را به صورت 

. v m s= 20 / F یا N= 5  نشان می دهیم. حالا اگر پیکان را از بالای نماد برداریم یعنی اندازۀ آن کمیت؛ مثلاً
v و کمیت سرعت را به صورت

5N قرار بديم. درستش اينه که  20m يا s/  فقط مقدار نيستند که اونا رو مساوی


F v يا  غلطه! چون کميت


F N= 5 v يا m s= 20 /  

.
 

F N j= ( )5  يا 

v m s i= ( / )20 مثلاً بنويسيم
 کمیت های برداری که شما برای کنکور باید بلد باشید این ها هستند: جابه جایی، سرعت، شتاب، نیرو، گشتاور، تکانه، میدان الکتریکی و 

میدان مغناطیسی. بنابراین در حد کنکور هر کمیتی به جز مواردی که در بالا گفتیم، نرده ای هستند! 

نمونه هایی از کمیت های نرده ای و برداری با یکاهای یکسان
۱) جابه جايی و مسافت طی شده: جابه جايی يک كميت برداری است كه به مسير حركت وابسته نيست و در واقع 
بيان  اما مسافت طی شده كميتی نرده ای است كه  انتهای مسير وصل می كند،  به  را  ابتدای مسير  برداری است كه 
6 راه رفته، ولی  m ،B تا A می كند متحرک كلاً چند متر پيموده است؛ مثلاً در شكل مقابل جسم از مسير منحنی از

5 است.  m مقدار جابه جايی آن
۲) سرعت و تندی: سرعت، يک كميت برداری است و بايد آن را با جهتش معرفی كنيم، ولی تندی كه اندازۀ سرعت است، يک كميت نرده ای است؛ مثلاً 
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 جمع و تفریق کمیت های برداری، معمولی (جبری) نیست؛ بلکه جمع و تفاضل آن ها برداری است که در ریاضیات خوانده اید. (يادتون که 

هست به جمع برداری مى گفتين برايندگيری؟). 

با تست زير منظورمان را بهتر متوجه می شويد.

11 به طرف غرب جابه جا می شود. اندازۀ جابه جايی متحرک چند متر كم تر از مسافتی است كه  m 60m به طرف جنوب و سپس  متحركی ابتدا
متحرک پيموده است؟
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 در اين جا مثل شكل روبه رو دو جابه جايی عمود بر هم داريم كه جابه جايی كل از جمع (يا برايند) اين دو حساب 
= اندازۀ جابه جايی كل + = =60 11 3721 61

2 2 m می شود؛ پس بايد از رابطۀ فيثاغورس اندازۀ جابه جايی كل را حساب كنيم: 
يعنی حاصل جمع (برايند) دو جابه جايی ۶۰ متری و ۱۱ متری در اين جا برابر با ۶۱ متر شد، اما مسافت طی شده برابر است با:

 60 11 71+ = m  
 71 61 10- = m 10m از مسافت طی شده كم تر است:  پس اندازۀ جابه جايی

تو همين تست تفاوت يک کميت برداری (جابه جايی) و يک کميت نرده ای (مسافت طی شده) رو داريد می بينيد.

 كميت های كار، فشار و جريان الكتريكی از قواعد جمع و تفريق معمولی (جبری) پيروی می كنند. برای همين اين سه كميت نرده ای هستند.

دسته بندی قراردادی کمیت ها (کمیت های اصلی و فرعی) 
کمیت های اصلی مجمع بين المللی اوزان و مقياس ها هفت كميت را به عنوان کميت های 
اصلی و يكای اين كميت ها را به عنوان يکاهای اصلی انتخاب كرده است. در جدول روبه رو اين 

هفت كميت را با يكاهای ۱SI آورده ايم.

کمیت های اصلی و یکاهای آن
نماد یکانام یکاکمیت
mمترطول

kgكيلوگرمجرم

sثانيهزمان

Kكلويندما

molمولمقدار ماده

Aآمپرجريان الكتريكی

cdكندلا (شمع)شدت روشنايی
 

١- به مجموعۀ يكاهايی كه مورد توافق مجمع بين المللی اوزان و مقياس است، دستگاه بين المللی يا SI (System International) می گوييم.

عددیکاجهت

m۱۳۴۹(به طرف شمال)جابه جایی
km/h۱۳۷(به طرف غرب)سرعت

N۴۲۰(به طرف پايين)نیرو
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می كند متحرک كلاً چند متر پيموده است؛ مثلاً در شكل مقابل جسم از مسير منحنی از 
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سرعت، يک كميت برداری است و بايد آن را با جهتش معرفی كنيم، ولی تندی كه اندازۀ سرعت است، يک كميت نرده ای است؛ مثلاً 

 به سمت غرب»، سرعت جسم را گفته ايم و وقتی فقط می گوييم «
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 به سمت غرب»، سرعت جسم را گفته ايم و وقتی فقط می گوييم «

سبزسبزسبز
 جمع و تفریق کمیت های برداری، معمولی (جبری) نیست؛ بلکه جمع و تفاضل آن ها برداری است که در ریاضیات خوانده اید. 
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 جمع و تفریق کمیت های برداری، معمولی (جبری) نیست؛ بلکه جمع و تفاضل آن ها برداری است که در ریاضیات خوانده اید. 
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این پاره خط بیانگر مقدار کمیت و راستا و سوی آن نشانۀ جهتش است. مثلاً شکل مقابل بردار نیرویی را نشان می دهد که اندازه اش
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 برای این که مشخص کنیم یک کمیت برداری است، بر روی نماد آن کمیت، یک پیکان کوچک قرار می دهیم؛ مثلاً کمیت نیرو را به صورت
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خی

لی) جابه جايی و مسافت طی شده: جابه جايی يک كميت برداری است كه به مسير حركت وابسته نيست و در واقع 
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 جمع و تفریق کمیت های برداری، معمولی (جبری) نیست؛ بلکه جمع و تفاضل آن ها برداری است که در ریاضیات خوانده اید. 
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 ویژگی یکاهای اصلی این است که تعریف و نام مستقل دارند. مثلاً کیلوگرم که یکای جرم در SI است، از روی یکاهای دیگر تعریف 

نمی شود و برای خودش یک تعریف مستقل دارد. (کحمى جلوتر تعريف بعضى از اين ي꙲ها رو آورديم.)

کمیت های فرعی هر كميتی به جز اين هفت كميت اصلی، کميت فرعی هستند و به يكاهای آن ها هم يکاهای فرعی می گوييم.
تكليف يكاهای اصلی SI كه هم تعريف مستقل دارند و هم نام مستقل، معلوم است. اما يكاهای فرعی تعريف مستقل ندارند و از طريق فرمول های فيزيكی 

/m) به دست  s) ، يكای تندی، متر بر ثانيه ( )s l
tav = ( )

( )
SÎIv¶

·I¶pD
و به كمک يكاهای ديگر ساخته می شوند. به عنوان مثال با توجه به فرمول تندی متوسط

= يكای تندی =SÎIv¶  ÁI§Ä
·I¶p  ÁI§Ä

m
s می آيد كه يک يكای فرعی است: 

 (N)آن را با نیوتون SI است که در kgm
s
.
2  بعضی از یکاهای پرکاربرد فرعی در SI نام مستقل و مخصوص دارند. مثلاً یکای فرعی نیرو،

هم معرفی می کنند.

یکای کمیت های فرعی را چه طور به دست آوریم؟
 فرمول فيزيكی مناسب را كه كميت مورد نظر در آن هست، می نويسيم.

 فرمول را طوری مرتب می كنيم كه نماد كميت مجهول در يک طرف تساوی و بقيۀ نمادها در طرف ديگر تساوی باشند.
 به جای كميت های معلوم، واحد آن ها را جای گذاری و تا حد ممكن ساده می كنيم. در اين صورت، يكای كميت مورد نظر برحسب يكای ساير كميت ها 

به دست می آيد. به تست زير توجه كنيد:

 معادل نيوتون (يكای نيرو) برحسب يكای كميت های اصلی در كدام گزينه به درستی بيان شده است؟

 kg sm
. 2

(۴   kg sm
. (۳   kg ms

. (۲   kg m
s
.
2 (۱

. در اين فرمول می خواهيم يكای F را پيدا كنيم و خوشبختانه نماد  F ma=   ابتدا فرمول مناسبی برای نيرو می نويسيم. سال نهم ياد گرفتيد كه:
آن در يک طرف تساوی قرار دارد و لازم نيست ما كار اضافه بكنيم.

= يكای نيرو ´ =kg m
s

kg m
s2 2
. m است، پس:  s/ 2  به جای كميت های m و a، يكای آن ها را قرار می دهيم. يكای جرم kg و يكای شتاب

در جدول زير چند كميت و يكای فرعی را كه در SI نام مخصوص دارند، آورده ايم. برای هر كدام فرمولی را هم كه يكای فرعی از آن به دست می آيد، آورده ايم.

نام مخصوص در SIیکای فرعی برحسب یکاهای اصلیفرمول مناسبکمیت فرعی

Fنيرو ma=kg m
s
.
2

(N) نيوتون

Pفشار F
A=kg

m s. 2
( )Pa پاسكال

Wكار و انرژی Fd=kg m
s
. 2

2
(J) ژول

Pتوان W
t=kg m

s
. 2

3

( )W وات

cگرمای ويژه Q
m T=

D
m
s K

2

2.
J
kg K.

Lگرمای نهان ذوب Q
mF =m

s

2

2
J
kg

qبار الكتريكی It=A s.(C) كولن

Dاختلاف پتانسيل الكتريكی DV U
q=kg m

A s
.
.

2

3

(V)ولت

Rمقاومت الكتريكی V
I=kg m

A s
.
.

2

2 3

( )W اهُم
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نام مخصوص در 

۳۶
۰
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۳۶
نيوتون۰
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۰

( )W( ) ۳۶وات
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۰
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۰
۳۶
۰
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۰
۳۶
بز۰
سبزسبزسبزس

 معادل نيوتون (يكای نيرو) برحسب يكای كميت های اصلی در كدام گزينه به درستی بيان شده است؟

سبز
 معادل نيوتون (يكای نيرو) برحسب يكای كميت های اصلی در كدام گزينه به درستی بيان شده است؟

a

سبز
a  ابتدا فرمول مناسبی برای نيرو می نويسيم. سال نهم ياد گرفتيد كه:

سبز
 ابتدا فرمول مناسبی برای نيرو می نويسيم. سال نهم ياد گرفتيد كه:

آن در يک طرف تساوی قرار دارد و لازم نيست ما كار اضافه بكنيم.

سبز
آن در يک طرف تساوی قرار دارد و لازم نيست ما كار اضافه بكنيم.

m s

سبز
m sm s/m s

سبز
m s/m s2

سبز
2  و يكای شتاب

سبز
kg و يكای شتاب

سبز
kg يكای آن ها را قرار می دهيم. يكای جرم ،

سبز
، يكای آن ها را قرار می دهيم. يكای جرم 

kgسبزkgسبزیکای فرعی برحسب یکاهای اصلیسبزیکای فرعی برحسب یکاهای اصلیفرمول مناسبسبزفرمول مناسبسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبزسبز نام مخصوص دارند، آورده ايم. برای هر كدام فرمولی را هم كه يكای فرعی از آن به دست می آيد، آورده ايم.سبز نام مخصوص دارند، آورده ايم. برای هر كدام فرمولی را هم كه يكای فرعی از آن به دست می آيد، آورده ايم. mسبزm
sسبزs
.سبز.
kgسبزkgسبز2سبز2

m s

سبز
ms2
سبز

2

سبز
لی
خی
تكليف يكاهای اصلی 

لی
خی
تكليف يكاهای اصلی 

و به كمک يكاهای ديگر ساخته می شوند. به عنوان مثال با توجه به فرمول تندی متوسط

لی
خی

و به كمک يكاهای ديگر ساخته می شوند. به عنوان مثال با توجه به فرمول تندی متوسط

می آيد كه يک يكای فرعی است: 

لی
خی

می آيد كه يک يكای فرعی است: 

لی
خی
لی
خی
لی
 بعضی از یکاهای پرکاربرد فرعی در خی

لی
 بعضی از یکاهای پرکاربرد فرعی در  بعضی از یکاهای پرکاربرد فرعی در خی

لی
 بعضی از یکاهای پرکاربرد فرعی در خی

لی
هم معرفی می کنند.خی

لی
هم معرفی می کنند.خی

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
یکای کمیت های فرعی را چه طور به دست آوریم؟خی

لی
یکای کمیت های فرعی را چه طور به دست آوریم؟یکای کمیت های فرعی را چه طور به دست آوریم؟خی

لی
یکای کمیت های فرعی را چه طور به دست آوریم؟خی

 فرمول فيزيكی مناسب را كه كميت مورد نظر در آن هست، می نويسيم.

لی
 فرمول فيزيكی مناسب را كه كميت مورد نظر در آن هست، می نويسيم.خی

لی
 فرمول را طوری مرتب می كنيم كه نماد كميت مجهول در يک طرف تساوی و بقيۀ نمادها در طرف ديگر تساوی باشند.خی

لی
 فرمول را طوری مرتب می كنيم كه نماد كميت مجهول در يک طرف تساوی و بقيۀ نمادها در طرف ديگر تساوی باشند.خی

لی
خی

لی به جای كميت های معلوم، واحد آن ها را جای گذاری و تا حد ممكن ساده می كنيم. در اين صورت، يكای كميت مورد نظر برحسب يكای ساير كميت ها 
خی

 به جای كميت های معلوم، واحد آن ها را جای گذاری و تا حد ممكن ساده می كنيم. در اين صورت، يكای كميت مورد نظر برحسب يكای ساير كميت ها 
لیبه دست می آيد. به تست زير توجه كنيد:
خی

لیبه دست می آيد. به تست زير توجه كنيد:
خی
لی
خی
لی
خی

لی معادل نيوتون (يكای نيرو) برحسب يكای كميت های اصلی در كدام گزينه به درستی بيان شده است؟
خی

لی معادل نيوتون (يكای نيرو) برحسب يكای كميت های اصلی در كدام گزينه به درستی بيان شده است؟
خی

kgلی
خی

kg mلی
خی

m
sلی
خی

s
لی.
خی

. لی)
خی

لی۲)
خی

۲

لی ابتدا فرمول مناسبی برای نيرو می نويسيم. سال نهم ياد گرفتيد كه:
خی

 ابتدا فرمول مناسبی برای نيرو می نويسيم. سال نهم ياد گرفتيد كه:
آن در يک طرف تساوی قرار دارد و لازم نيست ما كار اضافه بكنيم.

لی
خی

آن در يک طرف تساوی قرار دارد و لازم نيست ما كار اضافه بكنيم.
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نام مخصوص در SIیکای فرعی برحسب یکاهای اصلیفرمول مناسبکمیت فرعی

Cظرفيت خازن q
V=A s

kg m

2 4

2

.
.

(F) فاراد

Eميدان الكتريكی F
q=kg m

A s
.
. 3

V
m NC يا

Bميدان مغناطيسی F
I=


kg
A s. 2

(T) تسلا

هر كدام از اين كميت ها و يكاهای فرعی آن ها را در بحث مربوط به خودشان دوباره بررسی می كنيم.
كتاب درسی از بين كميت های اصلی سه كميت طول، جرم و زمان را زير ذره بين قرار داده و برخی يكاهای غير SI آن ها را معرفی كرده است. ما هم يک 

 بار اين سه كميت را مرور می كنيم.
(m) است. سه تعريف برای متر در كتاب درسی آمده است۱: الف) برخی یکاهای طول می دانيد كه يكای استاندارد طول در SI، متر

 تعريف قديمی تر: يک ده ميليونيم فاصلۀ استوا تا قطب شمال، معادل يک متر است. اين تعريف ديگر اعتبار ندارد، چون در طول زمان اين فاصله تغيير می كند.
0 دو خط نازک حک كردند و فاصلۀ ميان اين دو خط  C  تعريف عام: دانشمندان در نزديكی دو سر ميله ای از جنس آلياژ پلاتين ـ ايريديوم در دمای

را برابر يک متر تعريف كردند. اين ميله، شاخص استاندارد همۀ خط كش های امروزی است.
1 در خلأ می پيمايد. اين تعريف برای اندازه گيری های بسيار 

299792458
s  تعريف تخصصی و دقيق: يک متر برابر مسافتی است كه نور در مدت زمان

دقيق به كار می رود.
برخی يکاهای غير SI طول: به جز متر يكاهای ديگری هم برای طول وجود دارد كه خوب است آن ها را هم بدانيد:

: يک سال نوری مسافتی است كه نور در مدت يک سال در خلأ می پيمايد (اين تعريف مهم است و بايد بلد باشيد). (ly)سال نوری
 1 ly = (m/s برحسب) تندی نور در خلأ ´ زمان يک سال (برحسب ثانيه) هر سال نوری برابر است با: 

  سال نوری ي꙲ی زمان نيست، ي꙲ی طوله!
) (اين تعريف رو هم بهتره حفظ باشيد.) AU / )1 1 5 10

11= ´ m : ميانگين فاصلۀ زمين تا خورشيد برابر يک يكای نجومی است. ( )AU يکای نجومی

(mi) از یکاهای دیگر طول هستند که لازم نیست ضرایب تبدیلشان را حفظ  (yd) و مایل ، یارد (in) ، اینچ (ft)  ذرع، فرسنگ، فوت یا پا

باشید، چون اگر در سؤال مطرح شود، ضریب تبدیل آن را به یکاهایی که شما بلد هستید می دهند؛ فقط در مورد مایل، بد نیست این را بدانید 

که مایل در خشکی و دریا یکسان نیست. 

(kg) است. دانشمندان جرم يک استوانه از جنس آلياژ پلاتين ـ ايريديوم را به عنوان يكای  ب) برخی یکاهای جرم يكای جرم در SI، كيلوگرم
1kg ناميدند. استاندارد جرم انتخاب كردند و آن را معادل

 خروار، من تبریز، سیر، مثقال، نخود، گندم و قیراط از یکاهای قدیمی و ایرانی جرم هستند. نگران نباشید! اگر در مسئله ای این یکاها را 

بدهند، ضریب تبدیل آن ها به یکاهای استاندارد را هم می دهند.

پ) برخی یکاهای زمان می دانيد كه ثانيه يكای استاندارد زمان است. دو تعريف برای ثانيه در كتاب درسی آمده است.
1 ميانگين روز خورشيدی است. روز خورشيدی مدت زمان بين دو بار متوالی است كه خورشيد در بالاترين 

86400
1s برابر با  تعريف عام و قديمی:

نقطۀ آسمان قرار می گيرد. (در واقع همون شبانه روز خودمونه)
 تعريف تخصصی و دقيق: براساس تعداد معينی از نوسان های اتم سزيم در ساعت های اتمی تعريف می شود. (ساعت های اتمی بسيار دقيق اند و پس از 

1s جلو يا عقب می افتند.) چندين ميليون سال فقط

 دقیقه، ساعت، شبانه روز، هفته، ماه، سال و قرن هم یکاهای دیگر زمان هستند.

t2 اتفاق بيفتد، بازۀ  t1 و پايان آن در لحظۀ : به مدت زمان بين آغاز و پايان يک رويداد، بازۀ زمانی می گويند. اگر آغاز رويداد در لحظۀ ( )DDt بازۀ زمانی
 Dt t t= -

2 1
زمانی اين رويداد برابر است با: 

چهار عمل اصلی ریاضی و کمیت ها
الف) جمع و تفريق: شما فقط حق داريد كميت های هم جنس با يكاهای يكسان را با هم جمع يا تفريق كنيد. مثلاً سرعت را نمی شود با نيرو جمع كرد 

يا دو طول با واحدهای متفاوت (مثل فرسنگ و مايل دريايی) را هم همين طور!
در فرمول های فيزيک، اگر علامت جمع يا منها ديديد، مطمئن باشيد كه كميت هايی كه در آن فرمول با هم جمع يا منها شده اند، هم جنس و هم واحدند؛ 

E می بينيم، می فهميم كه K ،E و U هر سه يک نوع كميت اند و يكای آن ها هم يكسان است. K U= + پس وقتی فرمولی مثل
١- كتاب درسی تأكيد كرده نيازی به حفظ كردن اين تعريف ها نيست. اما بعضی وقت ها طراحان كنكور نظر متفاوتی دارند!

۳۶
۰

 است. دانشمندان جرم يک استوانه از جنس آلياژ پلاتين ـ ايريديوم را به عنوان يكای 

۳۶
۰

 است. دانشمندان جرم يک استوانه از جنس آلياژ پلاتين ـ ايريديوم را به عنوان يكای 

۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
 خروار، من تبریز، سیر، مثقال، نخود، گندم و قیراط از یکاهای قدیمی و ایرانی جرم هستند. نگران نباشید! اگر در مسئله ای این یکاها را ۰

۳۶
 خروار، من تبریز، سیر، مثقال، نخود، گندم و قیراط از یکاهای قدیمی و ایرانی جرم هستند. نگران نباشید! اگر در مسئله ای این یکاها را ۰

 يكای استاندارد زمان است. دو تعريف برای ثانيه در كتاب درسی آمده است.

۳۶
 يكای استاندارد زمان است. دو تعريف برای ثانيه در كتاب درسی آمده است.۰

 ميانگين روز خورشيدی است. روز خورشيدی مدت زمان بين دو بار متوالی است كه خورشيد در بالاترين 

۳۶
 ميانگين روز خورشيدی است. روز خورشيدی مدت زمان بين دو بار متوالی است كه خورشيد در بالاترين ۰

۳۶ براساس تعداد معينی از نوسان های اتم سزيم در ساعت های اتمی تعريف می شود. (ساعت های اتمی بسيار دقيق اند و پس از 
۰

۳۶ براساس تعداد معينی از نوسان های اتم سزيم در ساعت های اتمی تعريف می شود. (ساعت های اتمی بسيار دقيق اند و پس از 
۰
۳۶
۰
۳۶
۰

۳۶ اتفاق بيفتد، بازۀ 
۰

t۳۶ اتفاق بيفتد، بازۀ 
۰

t2۳۶
۰

2 ۳۶ و پايان آن در لحظۀ
۰

 و پايان آن در لحظۀ

سبز
 يک سال نوری مسافتی است كه نور در مدت يک سال در خلأ می پيمايد 

سبز
 يک سال نوری مسافتی است كه نور در مدت يک سال در خلأ می پيمايد 

زمان يک سال (برحسب ثانيه) هر سال نوری برابر است با: 

سبز
زمان يک سال (برحسب ثانيه) هر سال نوری برابر است با: 

سال نوری ي꙲ی زمان نيست، ي꙲ی طوله!

سبز
سال نوری ي꙲ی زمان نيست، ي꙲ی طوله!

)

سبز
)  ميانگين فاصلۀ زمين تا خورشيد برابر يک يكای نجومی است.

سبز
 ميانگين فاصلۀ زمين تا خورشيد برابر يک يكای نجومی است.

سبزسبزسبز
 از یکاهای دیگر طول هستند که لازم نیست ضرایب تبدیلشان را حفظ 

سبز
(mi) از یکاهای دیگر طول هستند که لازم نیست ضرایب تبدیلشان را حفظ 

سبز
(mi)  و مایل

سبز
y) و مایل

سبز
(yd)

سبز
d) ، یارد

سبز
، یارد (in)

سبز
(in) ، اینچ

سبز
، اینچ

باشید، چون اگر در سؤال مطرح شود، ضریب تبدیل آن را به یکاهایی که شما بلد هستید می دهند؛ فقط در مورد مایل، بد نیست این را بدانید 

سبز
باشید، چون اگر در سؤال مطرح شود، ضریب تبدیل آن را به یکاهایی که شما بلد هستید می دهند؛ فقط در مورد مایل، بد نیست این را بدانید باشید، چون اگر در سؤال مطرح شود، ضریب تبدیل آن را به یکاهایی که شما بلد هستید می دهند؛ فقط در مورد مایل، بد نیست این را بدانید 

سبز
باشید، چون اگر در سؤال مطرح شود، ضریب تبدیل آن را به یکاهایی که شما بلد هستید می دهند؛ فقط در مورد مایل، بد نیست این را بدانید 

 خروار، من تبریز، سیر، مثقال، نخود، گندم و قیراط از یکاهای قدیمی و ایرانی جرم هستند. نگران نباشید! اگر در مسئله ای این یکاها را سبز خروار، من تبریز، سیر، مثقال، نخود، گندم و قیراط از یکاهای قدیمی و ایرانی جرم هستند. نگران نباشید! اگر در مسئله ای این یکاها را سبزسبزسبز(kg)سبز(kg) است. دانشمندان جرم يک استوانه از جنس آلياژ پلاتين ـ ايريديوم را به عنوان يكای سبز است. دانشمندان جرم يک استوانه از جنس آلياژ پلاتين ـ ايريديوم را به عنوان يكای 

 يكای استاندارد زمان است. دو تعريف برای ثانيه در كتاب درسی آمده است.

سبز
 يكای استاندارد زمان است. دو تعريف برای ثانيه در كتاب درسی آمده است.

لی
خی
لی
خی
لی
خی

هر كدام از اين كميت ها و يكاهای فرعی آن ها را در بحث مربوط به خودشان دوباره بررسی می كنيم.
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هر كدام از اين كميت ها و يكاهای فرعی آن ها را در بحث مربوط به خودشان دوباره بررسی می كنيم.
كتاب درسی از بين كميت های اصلی سه كميت طول، جرم و زمان را زير ذره بين قرار داده و برخی يكاهای غير 
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كتاب درسی از بين كميت های اصلی سه كميت طول، جرم و زمان را زير ذره بين قرار داده و برخی يكاهای غير 
 بار اين سه كميت را مرور می كنيم.

لی
 بار اين سه كميت را مرور می كنيم.خی

 می دانيد كه يكای استاندارد طول در 
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لی
الف) برخی یکاهای طولخی

 يک ده ميليونيم فاصلۀ استوا تا قطب شمال، معادل يک متر است. اين تعريف ديگر اعتبار ندارد، چون در طول زمان اين فاصله تغيير می كند.

لی
 تعريف قديمی تر: يک ده ميليونيم فاصلۀ استوا تا قطب شمال، معادل يک متر است. اين تعريف ديگر اعتبار ندارد، چون در طول زمان اين فاصله تغيير می كند.خی

لی
 تعريف قديمی تر:خی

لی
 دانشمندان در نزديكی دو سر ميله ای از جنس آلياژ پلاتين ـ ايريديوم در دمایخی

لی
 تعريف عام: دانشمندان در نزديكی دو سر ميله ای از جنس آلياژ پلاتين ـ ايريديوم در دمایخی

لی
 تعريف عام:خی

لی
را برابر يک متر تعريف كردند. اين ميله، شاخص استاندارد همۀ خط كش های امروزی است.خی

لی
را برابر يک متر تعريف كردند. اين ميله، شاخص استاندارد همۀ خط كش های امروزی است.خی

لیيک متر برابر مسافتی است كه نور در مدت زمان
يک متر برابر مسافتی است كه نور در مدت زمانخی لی تعريف تخصصی و دقيق:
 تعريف تخصصی و دقيق:خی

لیدقيق به كار می رود.
خی

دقيق به كار می رود.
لیبه جز متر يكاهای ديگری هم برای طول وجود دارد كه خوب است آن ها را هم بدانيد:

خی
لی طول: به جز متر يكاهای ديگری هم برای طول وجود دارد كه خوب است آن ها را هم بدانيد:
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لیSI طول: 
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SIلی
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لیبرخی يکاهای غير 
خی
برخی يکاهای غير 

لی يک سال نوری مسافتی است كه نور در مدت يک سال در خلأ می پيمايد 
خی

 يک سال نوری مسافتی است كه نور در مدت يک سال در خلأ می پيمايد 
زمان يک سال (برحسب ثانيه) لیهر سال نوری برابر است با: 

خی
زمان يک سال (برحسب ثانيه) هر سال نوری برابر است با: 

لیسال نوری ي꙲ی زمان نيست، ي꙲ی طوله!
خی

سال نوری ي꙲ی زمان نيست، ي꙲ی طوله!
 ميانگين فاصلۀ زمين تا خورشيد برابر يک يكای نجومی است.
لی
خی

 ميانگين فاصلۀ زمين تا خورشيد برابر يک يكای نجومی است.
لی
خی



۳۶
۰ 

ور
نک

 ک
ک

زی
فی

۱۲

ب) ضرب و تقسيم: شما می توانيد دو يا چند كميت هم جنس يا غير هم جنس را در هم ضرب يا تقسيم كنيد، ولی بايد بدانيد كه هر وقت دو يا چند 
(a) ضرب كنيد، حاصل اين ضرب نه از جنس  (m) را در شتاب كميت را در هم ضرب و تقسيم می كنيد، يک كميت جديد به دست می آيد. مثلاً اگر جرم

(F) است. جرم است و نه از جنس شتاب؛ بلكه از جنس كميت ديگری به نام نيرو

rrg كدام است؟ ، يكای P پاسكال و يكای h متر است. يكای P gh P== ++rr 0  در فرمول

۴) متر × پاسكال ۳) پاسكال    oT¶
ÏI§wIQ (۲   ÏI§wIQ

oT¶ (۱

rgh اين سه، هم جنس اند و يكای آن ها پاسكال است؛ پس داريم: P0 و ،P با هم جمع شده اند، پس با توجه به آن چه گفتيم P0 rgh و  

 r rg gh
h ÁI§Ä ÁI§Ä

ÁI§Ä
ÏI§wIQ

oT¶
 

 = =  

DDx اگر يكای C، متر بر ثانيه و يكای t ثانيه باشد، يكای A و يكای B به ترتيب از راست به چپ كدام است؟  At Bt Ct== ++ ++1
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1 تأثيری در يكای كميت ها ندارند، پس آن ها را ناديده می گيريم.
2

1 و
3

  ضريب های

At3 يكسان است: Bt2 و ،Ct از آن جايی كه ما فقط اجازه داريم كميت های هم جنس را جمع يا تفريق كنيم، می توانيم ادعا كنيم كه يكای 
 Ct Bt At ÁI§Ä  ÁI§Ä  ÁI§Ä= =2 3  

A را هم می توانيم پيدا كنيم: B و  يكای C و t را داريم، پس يكای
C t A m

s s A A m
s

 ÁI§Ä  ÁI§Ä  ÁI§Ä  ÁI§Ä  ÁI§Ä  ÁI§Ä´ = ´ Þ ´ = ´ Þ =(t ) (s)3 3
3  

 C t B m
s s B B m

s
     ÁI§Ä  ÁI§Ä ÁI§Ä ÁI§Ä ÁI§Ä ÁI§Ä´ = ´ Þ ´ = ´ Þ =(t ) (s)2 2
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باشد - ۴ داشته  بازتوليد  قابليت  كه  است  خوب  يكايی   
(در دسترس همگان باشد) ولی تغيير نكند. يكاهايی مثل وجب و فاصلۀ 
نوک بينی تا نوک انگشتان دست كشيده شده (شكل های الف و ب) در 
بازتوليد كرد. (از  دسترس همگان هستند و به راحتی می شود آن ها را 

کرامات شيخ ما چه عجب ـ پنجه را وا نمود و گفت وجب!) 
اما اين ايراد را دارد كه تغييرپذير است؛ يعنی از دستی به دست ديگر 

تغيير می كند.
 

 گزينه ها را بررسی می كنيم:- ۵
 .(۲) زمان كميت اصلی و فشار و سرعت كميت فرعی اند   .(۱) دما كميت اصلی و نيرو و فشار كميت فرعی اند

 .(۴) هر سه كميت دما، جريان الكتريكی و جرم، اصلی اند   .(۳) جريان الكتريكی و جرم كميت اصلی و نيرو كميت فرعی است
زير، - ۶ اصلی اند. در جدول  به كميت های  يكاها مربوط  بقيۀ  الكتريكی اند.  بار  و  انرژی (�ار)  به كميت های فرعی  يكاهای مربوط  ترتيب  به   ژول و كولن 

۷ كميت اصلی و يكاهای SI مربوط به آن ها آورده شده است:
شدت روشنايیجريان الكتريكیمقدار مادهدمازمانجرمطولکمیت

كندلا (شمع)آمپرمولكلوينثانيهكيلوگرممتریکا

 اصلی يا فرعی بودن كميت های بيان شده در گزينه ها را بررسی می كنيم:- ۷
 .(۲) همۀ كميت ها فرعی اند   .(۱) جرم و زمان اصلی و فشار فرعی است
 .(۴) همۀ كميت ها اصلی اند   .(۳) چگالی و حجم فرعی و جريان الكتريكی اصلی است

 اول اين که می دانيد كميت های اصلی اين ها هستند: طول، جرم، زمان، جريان الكتريكی، دما، مقدار ماده و شدت روشنايی- ۸
دوم اين که كميت های برداری كه شما بايد بلد باشيد هم عبارت اند از:

جابه جايی، سرعت، شتاب، نيرو، تكانه، ميدان الكتريكی، ميدان مغناطيسی و گشتاور.
حالا شما بايد گزينه ای را انتخاب كنيد كه كميت هايش نه اصلی باشد و نه برداری؛ يعنی (۴).
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 .۳۶ زمان كميت اصلی و فشار و سرعت كميت فرعی اند
۰

 زمان كميت اصلی و فشار و سرعت كميت فرعی اند. 
۳۶
۰

 .۳۶ هر سه كميت دما، جريان الكتريكی و جرم، اصلی اند
۰

 هر سه كميت دما، جريان الكتريكی و جرم، اصلی اند. 
زير،  اصلی اند. در جدول  به كميت های  يكاها مربوط  بقيۀ  الكتريكی اند.  بار  و  انرژی (�ار)  به كميت های فرعی  يكاهای مربوط  ترتيب  به  ۳۶ ژول و كولن 
۰

زير،  اصلی اند. در جدول  به كميت های  يكاها مربوط  بقيۀ  الكتريكی اند.  بار  و  انرژی (�ار)  به كميت های فرعی  يكاهای مربوط  ترتيب  به  ۳۶ ژول و كولن 
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شدت روشنايی
۳۶كندلا (شمع)
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۳۶كندلا (شمع)
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باشد سبز داشته  بازتوليد  قابليت  كه  است  خوب  يكايی  باشد سبز  داشته  بازتوليد  قابليت  كه  است  خوب  يكايی   
(در دسترس همگان باشد) ولی تغيير نكند. يكاهايی مثل وجب و فاصلۀ سبز(در دسترس همگان باشد) ولی تغيير نكند. يكاهايی مثل وجب و فاصلۀ 
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لی تأثيری در يكای كميت ها ندارند، پس آن ها را ناديده می گيريم.
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لی تأثيری در يكای كميت ها ندارند، پس آن ها را ناديده می گيريم. تأثيری در يكای كميت ها ندارند، پس آن ها را ناديده می گيريم.
خی

لی تأثيری در يكای كميت ها ندارند، پس آن ها را ناديده می گيريم.
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لی از آن جايی كه ما فقط اجازه داريم كميت های هم جنس را جمع يا تفريق كنيم، می توانيم ادعا كنيم كه يكای 
خی

 از آن جايی كه ما فقط اجازه داريم كميت های هم جنس را جمع يا تفريق كنيم، می توانيم ادعا كنيم كه يكای 

لی را هم می توانيم پيدا كنيم:
خی

لیA را هم می توانيم پيدا كنيم:
خی

A لی و
خی

لیB و
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B لی را داريم، پس يكای
خی

 را داريم، پس يكای
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 گزينه ای كه حداقل يک كميت اصلی يا يک كميت برداری داشته باشد، قبول نيست. در واقع بايد گزينه ای را انتخاب كنيم كه همۀ كميت هايش فرعی - ۹
و نرده ای باشند. پس گزينه ها را يكی يكی بررسی می كنيم:

 .(۱) در اين گزينه جريان الكتريكی و زمان كميت اصلی اند. (همين برای غلط بودن کافيه). در ضمن شتاب گرانشی و سرعت هم كميت برداری اند
 .(۲) در اين گزينه ميدان الكتريكی كميت برداری است، پس اين گزينه را هم خط می زنيم

 .(۳) شدت روشنايی كميت اصلی است
 .(۴) در اين گزينه همۀ كميت ها فرعی و نرده ای اند

 نيروی محرکۀ الکتريکی از جنس اختلاف پتانسيله. گول کلمۀ نيرو رو که اولش اومده نخورين.

P به دست می آيد، اما ابتدا لازم است يكای نيرو را برحسب يكاهای اصلی به دست بياوريم. همان طور كه در تست های قبل هم - ۱۰ F
A=  فشار از رابطۀ

 F ma F kg m
s

= Þ = ´ ÁI§Ä 2 F استفاده می كنيم.  ma= گفتيم، برای اين كار از رابطۀ

 P F
A P

kg m
s

m
kg m
m s

kg
m s

= Þ =
´

= = ÁI§Ä
2

2 2 2 2
.
. .

 

 مبنای كنكور سراسری، كتاب درسی است و ما هم بايد كاملاً به كتاب درسی مقيد باشيم. با توجه به جدولی كه در صفحۀ ۷ كتاب درسی آمده است، برخی 
كميت های فرعی، يكايی با نام مخصوص (�ه نام يک دانشمند است) دارند. طبق گفتۀ كتاب درسی اين يكا، يكای SI و يكايی كه برحسب يكاهای اصلی بيان شده است، 

kg يكای فرعی انرژی است.  m
s
. 2

2 ) يكای SI انرژی و )J kg يكای فرعی فشار است يا ژول
m s. 2 ) يكای SI فشار و )Pa يكای فرعی ناميده می شود. برای مثال پاسكال

پس اگر در تست های كنكور يكای فرعی يک كميت را خواستند، بايد به دنبال آن يكايی از كميت باشيد كه برحسب يكاهای اصلی است.

K می توان نوشت:- ۱۱ mv= 1

2

2  به كمک رابطۀ انرژی جنبشی

 K mv K m v kg m
s
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s
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2 2 2
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 يكای كميت های داده شده در گزينه ها را برحسب يكاهای اصلی می نويسيم:- ۱۲

B :ميدان مغناطيسی :(۱) F
I B F= Þ =

´
= ´

 

 ÁI§Ä  ÁI§Ä
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 ÁI§Ä  ÁI§Ä
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(I II§Ä  ÁI§Ä) ( )
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
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A m
kg
A s

2
2    

همين جا جواب تست مشخص شد، ولی ما اين كار را برای گزينه های ديگر هم انجام می دهيم.

F :شار مغناطيسی :(۲) F= Þ = ´ =AB A m kg
A s

 ÁI§Ä  ÁI§Ä  ÁI§Ä( ) (B ) .
.

2

2   

در رابطۀ بالا، يكای B را با توجه به آن چه در (۱) به دست آورديم، جای گذاری كرديم.
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F را با توجه به آن چه در (۲) به دست آورديم، جای گذاری كرديم.  در رابطۀ بالا يكای
(T) است.   براساس مبنايی كه جدول صفحۀ ۷ كتاب درسی برای ما و شما تعيين كرده است، يكای SI ميدان مغناطيسی (يعنی يكا با نام مخصوص)، تسلا

البته ميدان مغناطيسی يكای ديگری با نام مخصوص دارد كه گاوس(G) ناميده می شود، ولی يكای SI ميدان مغناطيسی نيست.
1 با كميت mgx قابل جمع است كه - ۱۳

2
A -   برای اين كه بتوانيم يكای كميت A را محاسبه كنيم، بايد به اين نكته توجه كنيم كه در صورتی كميت

هر دو كميت هم جنس باشند و يكای معادل داشته باشند؛ پس برای پيدا كردن يكای كميت A كافی است يكای mgx را به دست آوريم. داريم:
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 در گزينه ها فقط دو كميت انرژی و توان داريم؛ پس يكای آن ها را به دست می آوريم:

 ÁroºH  ÁI§Ä »oÃº  ÁI§Ä  ÂÄI]ï¾MI]  ÁI§Ä ÁroºH  ÁI§Ä= ´ Þ = kg m
s
.
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s
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s
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.
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بنابراين mgx و كميت A از جنس انرژی اند.

 می دانيد كه mgx يا mgh فرمول انرژی پتانسيل گرانشی است، پس كميت A از جنس انرژی است.
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T) است.  ۳۶
۰

(T) ۳۶
۰

) ۳۶ ميدان مغناطيسی (يعنی يكا با نام مخصوص)، تسلا
۰

 ميدان مغناطيسی (يعنی يكا با نام مخصوص)، تسلا
۳۶ ميدان مغناطيسی نيست.
۰

 ميدان مغناطيسی نيست.
۳۶ قابل جمع است كه 
۰

mgx۳۶ قابل جمع است كه 
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 يكای كميت های داده شده در گزينه ها را برحسب يكاهای اصلی می نويسيم:
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 در اين گزينه همۀ كميت ها فرعی و نرده ای اند. 
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a گفتيم، برای اين كار از رابطۀ
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گفتيم، برای اين كار از رابطۀ

 مبنای كنكور سراسری، كتاب درسی است و ما هم بايد كاملاً به كتاب درسی مقيد باشيم. با توجه به جدولی كه در صفحۀ 
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 مبنای كنكور سراسری، كتاب درسی است و ما هم بايد كاملاً به كتاب درسی مقيد باشيم. با توجه به جدولی كه در صفحۀ خی

لی
كميت های فرعی، يكايی با نام مخصوص (�ه نام يک دانشمند است) دارند. طبق گفتۀ كتاب درسی اين يكا، يكای خی
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كميت های فرعی، يكايی با نام مخصوص (�ه نام يک دانشمند است) دارند. طبق گفتۀ كتاب درسی اين يكا، يكای خی
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)خی )Pa( ) يكای فرعی ناميده می شود. برای مثال پاسكال

لی
يكای فرعی ناميده می شود. برای مثال پاسكالخی

لیپس اگر در تست های كنكور يكای فرعی يک كميت را خواستند، بايد به دنبال آن يكايی از كميت باشيد كه برحسب يكاهای اصلی است.
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پس اگر در تست های كنكور يكای فرعی يک كميت را خواستند، بايد به دنبال آن يكايی از كميت باشيد كه برحسب يكاهای اصلی است.
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لی يكای كميت های داده شده در گزينه ها را برحسب يكاهای اصلی می نويسيم:
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 يكای كميت های داده شده در گزينه ها را برحسب يكاهای اصلی می نويسيم:
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درس ۴: تبدیل یکا و نمادگذاری علمی

در اين درس نامه سه موضوع مهم تبديل يکای زنجيره ای، کاربرد پيشوندهای SI و نمادگذاری علمی را می خوانيد.

الف) تبدیل یکای زنجیره ای ۱ اساس تبديل يكای زنجيره ای، برابر قراردادن دو يكای متفاوت از يک نوع كميت است؛ مثلاً اينچ و سانتی متر هر دو 

 1 2 54in cm= / يكای طول اند و اگر بخواهيم آن ها را برابر قرار دهيم، بايد بنويسيم: 
مراحل اين روش تبديل يكا را با يک مثال و گام به گام برايتان می گوييم:

22 معادل چند سانتی متر است. in فرض كنيد می خواهيم ببينيم
 1 2 54in cm= / 2 است، يعنی:  54/ cm  تساوی ای را كه بين دو يكا برقرار است، می نويسيم. هر اينچ برابر

 تساوی ای را كه در گام اول نوشتيم، به صورت يک كسر كه برابر ۱ است درمی آوريم (اسم اين كسر را می گذاريم کسر تبديل).

 1

2 54
1

in
cm/ = 2   يا    54

1
1

/ cm
in =  

 یکایی را که می خواهیم، کمیت را برحسب آن بنویسیم، در صورت و یکایی را که قرار است حذف (تبدیل) شود، در مخرج می نویسیم. 

.( 2 54
1 1/ cm
in = مثلاً در این جا می خواهیم اینچ را به سانتی متر تبدیل کنیم، پس باید سانتی متر در صورت و اینچ در مخرج باشد (یعنی

 مقدار داده شده را در كسر تبديل مناسب (به گونه ای كه در گام دوم گفتيم) ضرب می كنيم و به اين ترتيب كميت از يک يكا به يكای ديگر تبديل می شود:

 22 22
2 54

1
22 2 54 55 88in in cm

in
cm cm= ´ = ´ =/ / /  

بيشتر وقت ها كار تبديل ي꙲ يه کحمى سخت تره.
مثلاً برای اين كه بتوانيم يكای A را به D تبديل كنيم، اول بايد A را به B و بعد به C و در نهايت به D تبديل كنيم. برای اين كار بايد چند كسر تبديل 

را در هم ضرب كنيم. تست زير را ببينيد تا منظورمان را بفهميد:

4 است.) 6/ g  ۵ سير معادل چند گرم است؟ (يک سير ۱۶ مثقال و هر مثقال

 368 (۴   36 8/ (۳   184 (۲   18 4/ (۱

تبديل كنيم، پس طبق  به گرم  را  مثقال  مثقال، سپس  به  را  بايد سير  بلكه  تبديل كنيم،  به گرم  را  سير  نمی توانيم مستقيماً  داده های سؤال  براساس   
دستورالعملی كه گفتيم، كسرهايی را كه لازم داريم، می نويسيم:

 oÃw ÏI£X¶  ,j¼{  ýme  oÃw  ´ÃÀH¼iïÂ¶
.´ÃvÄ¼ºïÂ¶  Zoh¶  n1 16= jj  Hn  oÃw  uQ

,j¼{ ÏI£X¶
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ÏI£X¶
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16

1
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1
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ÏI£X¶  

 oÃw oÃw
ÏI£X¶

oÃw ÏI£X¶
 

 
  

5 5
16

1

4 6

1
5 16 4 6 368= ´ ´ = ´ ´ =/ /g g g حالا به صورت زنجيره ای ۵ سير را به گرم تبديل می كنيم: 

، سير با سير ساده نحمى شد! oÃw
ÏI£X¶

 
 
1

16
 ¶ÏI£X مى نوشتيد

oÃw 
16

1
  يه وقت کسرها رو وارونه ننويسيد. مثلاً اگه به جای

ج کسر تبديل ها باشه! حالا سعی كنيد تست بعدی را اول خودتان حل كنيد و بعد پاسخ آن را بخوانيد. حواستون به صورت و مخر

 يک فوت برابر ۱۲ اينچ و يک يارد برابر ۳ فوت است. ۴۵ اينچ برابر چند يارد است؟

 12 5/ (۴   37 5/ (۳   1 25/ (۲   3 75/ (۱

1 12 1 3ft in ya ft= =
¯

,

jnIÄ

 از كسرهای تبديل زنجيره ای استفاده می كنيم. به انتخاب كسرها دقت كنيد.   

 45 45
1

12

1

3
45

1

12

1

3
1 25in in ft

in
ya
ft

ya= ´ ´ = ´ ´ = /  

١- كتاب درسی هم در درس نامه و هم در تمرين های آخر فصل، حسابی به تبديل يكای زنجيره ای پرداخته است و از اين طريق، پيام خودش را به طراحان كنكور داده 
است كه به اين موضوع به طور ويژه توجه كنند.
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تبديل كنيم، پس طبق  به گرم  را  مثقال  مثقال، سپس  به  را  بايد سير  بلكه  تبديل كنيم،  به گرم  را  سير  نمی توانيم مستقيماً  داده های سؤال  براساس   
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۳۶، سير با سير ساده نحمى شد!
۰

، سير با سير ساده نحمى شد!

ج کسر تبديل ها باشه! ۳۶حواستون به صورت و مخر
۰

ج کسر تبديل ها باشه! ۳۶حواستون به صورت و مخر
بز۰
 و در نهايت به س

سبز
C و در نهايت به 

سبز
C و بعد به 

سبز
B و بعد به 

سبز
B را به 

سبز
A را به 

سبز
A تبديل كنيم، اول بايد 

سبز
 تبديل كنيم، اول بايد 
را در هم ضرب كنيم. تست زير را ببينيد تا منظورمان را بفهميد:

سبز
را در هم ضرب كنيم. تست زير را ببينيد تا منظورمان را بفهميد:

4 است.)سبز است.)سبزسبزسبز 4سبز6 6/ gسبز/ g4 6/ g4 4سبز6 6/ g4 6 ۱۶سبز۱۶ مثقال و هر مثقالسبز مثقال و هر مثقال

36سبز36 /سبز//سبز/8سبز8 تبديل كنيم، پس طبق ۳سبز۳۳سبز۳)سبز))سبز) به گرم  را  مثقال  مثقال، سپس  به  را  بايد سير  بلكه  تبديل كنيم،  به گرم  را  سير  نمی توانيم مستقيماً  داده های سؤال  براساس  تبديل كنيم، پس طبق سبز  به گرم  را  مثقال  مثقال، سپس  به  را  بايد سير  بلكه  تبديل كنيم،  به گرم  را  سير  نمی توانيم مستقيماً  داده های سؤال  براساس   
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لی
خی

يكای طول اند و اگر بخواهيم آن ها را برابر قرار دهيم، بايد بنويسيم: 

لی
خی

يكای طول اند و اگر بخواهيم آن ها را برابر قرار دهيم، بايد بنويسيم: 
مراحل اين روش تبديل يكا را با يک مثال و گام به گام برايتان می گوييم:

لی
خی

مراحل اين روش تبديل يكا را با يک مثال و گام به گام برايتان می گوييم:
فرض كنيد می خواهيم ببينيم

لی
خی

فرض كنيد می خواهيم ببينيم
 تساوی ای را كه بين دو يكا برقرار است، می نويسيم. هر اينچ برابر

لی
خی

 تساوی ای را كه بين دو يكا برقرار است، می نويسيم. هر اينچ برابر

لی
 تساوی ای را كه در گام اول نوشتيم، به صورت يک كسر كه برابر خی

لی
 تساوی ای را كه در گام اول نوشتيم، به صورت يک كسر كه برابر خی

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
 یکایی را که می خواهیم، کمیت را برحسب آن بنویسیم، در صورت و یکایی را که قرار است حذف (تبدیل) شود، در مخرج می نویسیم. خی

لی
 یکایی را که می خواهیم، کمیت را برحسب آن بنویسیم، در صورت و یکایی را که قرار است حذف (تبدیل) شود، در مخرج می نویسیم. خی

لی
خی

لیمثلاً در این جا می خواهیم اینچ را به سانتی متر تبدیل کنیم، پس باید سانتی متر در صورت و اینچ در مخرج باشد (یعنی
خی

لیمثلاً در این جا می خواهیم اینچ را به سانتی متر تبدیل کنیم، پس باید سانتی متر در صورت و اینچ در مخرج باشد (یعنیمثلاً در این جا می خواهیم اینچ را به سانتی متر تبدیل کنیم، پس باید سانتی متر در صورت و اینچ در مخرج باشد (یعنی
خی

مثلاً در این جا می خواهیم اینچ را به سانتی متر تبدیل کنیم، پس باید سانتی متر در صورت و اینچ در مخرج باشد (یعنی

لی مقدار داده شده را در كسر تبديل مناسب (به گونه ای كه در گام دوم گفتيم) ضرب می كنيم و به اين ترتيب كميت از يک يكا به يكای ديگر تبديل می شود:
خی

 مقدار داده شده را در كسر تبديل مناسب (به گونه ای كه در گام دوم گفتيم) ضرب می كنيم و به اين ترتيب كميت از يک يكا به يكای ديگر تبديل می شود:

لیبيشتر وقت ها كار تبديل ي꙲ يه کحمى سخت تره.
خی

بيشتر وقت ها كار تبديل ي꙲ يه کحمى سخت تره.
 تبديل كنيم، اول بايد 

لی
خی

D تبديل كنيم، اول بايد 

لی
خی
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SI ب) استفاده از پیشوندهای
جدول مقابل را ببينيد. در اين جدول پيشوندهای كوچک كننده و 

بزرگ كنندۀ استاندارد را با ضريب تبديلشان آورده ايم.
 (10n هر كدام از اين پيشوندها، نماد يک عدد از مرتبۀ ۱۰ (يا همان
است كه به آن ضريب تبديل می گوييم. هر وقت ضريب تبديل، 
يا  بزرگ  به همان ميزان  را  يكا  اندازۀ  بگيرد،  قرار  يكا  ابتدای يک 
ابتدای يكايی مثل  103 و وقتی  كيلو يعنی كوچک می كند؛ مثلاً 
103 است.  m 1km معادل متر قرار می گيرد، می شود km كه هر

پیشوندهای بزرگ کنندهپیشوندهای کوچک کننده

ضریب تبدیلنمادپیشوندضریب تبدیلنمادپیشوند

d 10دسی da۱۰دكا-1

c 10سانتی h 102هكتو-2

m 10ميلی k 103كيلو-3

m 10 ميكرو M 106مگا-6

n 10نانو G 109گيگا (جيگا)-9

p 10پيكو T 1012ترِا-12

f 10فمتو P 1015پتا-15

a 10اتَو E 1018اگِزا-18

z 10زپتو Z 1021زِتا-21

y 10يوكتو Y 1024يوتا-24

پيشوندهايی را كه در اين جدول رنگی كرديم حتماً حفظ باشيد. 
يكاهای پيشونددار را می توانيد در دو مرحله به يكای ديگر تبديل 
كنيد. اين دو مرحله را با يک مثال ساده توضيح می دهيم: فرض 

7mg چند kg است.  كنيد قرار است بگوييم
تبديلش  و جايگزين كردن ضريب  اوليه  پيشوند  برداشتن   
10 قرار می دهيم. 3- به جای آن؛ ميلی را برمی داريم و به جای آن
 7 7 10

3mg g= ´ -  

kÄk]  kº¼zÃQ  jIµº در يكا. در اين مثال پيشوند جديد كيلو است. پس مقداری را كه در گام اول به 
kÄk]  kº¼zÃQ  ®ÄkLU  KÄoò  گذاشتن پيشوند جديد با ضرب كسر

 7 10

10

7 10
3

3

6´ ´ = ´- -g k kg k ضرب می كنيم. 
10

3
دست آورديم، در

برای تمرين تست زير را حل كنيد:

mmm است؟ 4 چند 9/ hm
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6- 102 قرار می دهيم و حاصل را در  h را برمی داريم و به جايش

5 برحسب سانتی متر مربع  4 2/ m  اگر واحد یک کمیت، توان دار باشد (مثلm2)، توان آن را در تبدیل یکا هم در نظر می گیریم؛ مثلاً مساحت

برابر است با:
 5 4
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4000 معادل چند سانتی متر مكعب است؟ 3mm

 4 10
1´ - (۴   ۴ (۳   4 10

1´ (۲   4 10
2´ (۱

) ضرب می كنيم: )c
10

2

3
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3 3- 10 می گذاريم؛ يعنی 3- ، «ميلی» را برمی داريم و به جای آن mm3  در
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یکاهای غیر SI معروف

 یکاهای غیر SI (اما معروف) دیگری هستند که باید معادلشان را با یکاهای SI بدانیم. در جدول زیر، این یکاها را معرفی کرده ایم و در 

فصل خودشان از آن ها استفاده خواهیم کرد.

معادل یکا در SIیکای غیر SIنام کمیت

L10 (ليتر)حجم
3 3- m

atm10 (اتمسفر)فشار
5 Pa

cmHg*1360Pa (سانتی متر جيوه)فشار
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)، توان آن را در تبدیل یکا هم در نظر می گیریم؛ مثلاً مساحت
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10سبز10 -سبز-6سبز6 سبز)، توان آن را در تبدیل یکا هم در نظر می گیریم؛ مثلاً مساحتسبز)، توان آن را در تبدیل یکا هم در نظر می گیریم؛ مثلاً مساحتسبزسبزسبز قرار می دهيم و حاصل را درسبز قرار می دهيم و حاصل را در
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پيشوندهايی را كه در اين جدول رنگی كرديم حتماً حفظ باشيد. 
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يكاهای پيشونددار را می توانيد در دو مرحله به يكای ديگر تبديل 
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لی
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 گذاشتن پيشوند جديد با ضرب كسر

لی ضرب می كنيم. 
خی

 ضرب می كنيم. 
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لیبرای تمرين تست زير را حل كنيد:
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معادل یکا در SIیکای غیر SIنام کمیت

G10 (�اوس)بزرگی ميدان مغناطيسی
4- T

cal4 (�الری)انرژی 2/ J

3600ساعتزمان s

60sدقيقهزمان

g (�رم بر سانتی متر مكعب)چگالی cm/ 3
10

3 3kg m/

g (�رم بر ليتر)چگالی L/1
3kg m/

km (�يلومتر بر ساعت)تندی h/1

3 6/ /m s

pدرجهزاويه
180

rad

1360Pa است. g معرفی شود، معادل N kg=10 / 13 و 6
3/ /g cm * يكای سانتی متر جيوه در صورتی كه چگالی جيوه

360، چند متر بر ثانيه است؟ km h/

۱۰۰ (۴   129 6/ (۳   0 1/ (۲   0 36/ (۱

 360 360
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3600
100

3km
h h m

s m s/ /= ´ =  داريم: 

 (km/ h) (m/ s)/
/

´

´

1
3 6
3 6

� ⇀����↽ �����  برای تبدیل یکاهای متر بر ثانیه و کیلومتر بر ساعت می توانید از الگوی روبه رو استفاده کنید: 

 360 1

3 6
100´ =/ /m s 1 ضرب كنيم: 

3 6/ 360km را در h/ m تبديل كنيم، بايد s/ km را به h/ مثلاً اگر در تست قبل بخواهيم

، معادل چند درجه بر دقيقه است؟ 2
9

pp rad s/

۸۰ (۴  ۴۰ (۳  ۴۸۰۰ (۲  ۲۴۰۰ (۱
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180

180
1  

¾]nj
¾]nj

= Þ =p
p

rad rad   كسر تبديل های مناسب برای اين تبديل يكا، اين ها هستند: 

 60 1
60

1
1s s= Þ =min min  

 با روش زنجيره ای، تبديل يكا را انجام می دهيم:
 2
9

180 60

1
2400

p
p

rad
s rad

s´ ´ =
 ¾]nj  ¾]nj

min min  

پ) استفاده از نمادگذاری علمی

E) بايد يک ۹ بنويسيم و ۱۶تا  mc= 2 300000000m است. حالا اگر بخواهيم اين عدد بزرگ را به توان ۲ برسانيم (مثلاً در فرمول s/ تندی نور در خلأ
صفر جلويش بگذاريم. ما در فيزيک با اين عددهای خيلی بزرگ و يا خيلی كوچک زياد سروكار داريم. تكنيک نمادگذاری علمی ما را از شر اين صفرهای 
1 و n يک عدد صحيح باشد؛ مثلاً برای تندی  10£ <a a بنويسيم، به طوری كه n´10 مزاحم خلاص می كند. طبق اين روش بايد عدد A را به صورت

. 3 10
8´ m s/ نور می نويسيم

 0 00052 5 2/ /kg .´Ãz¨ïÂ¶  ¼±]  ¾M  Hn  qÃµ¶  ´¤n  4¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ ´110 4- kg نمونه های روبه رو را هم ببينيد: 

 39200000 3 92 10
7m m.´ÄoMïÂ¶  K£ø  Hn  qÃµ¶  ´¤n  7¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ ´/  

همين طور كه می بينيد، n برابر تعداد ارقامی است كه مميز را جابه جا می كنيم. البته هر وقت مميز را به سمت چپ جابه جا كنيم، n مثبت و هر وقت مميز 
را به سمت راست جابه جا كنيم، n منفی است.
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 برای تبدیل یکاهای متر بر ثانیه و کیلومتر بر ساعت می توانید از الگوی روبه رو استفاده کنید: 
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kmسبز0kmسبز360سبز36 را درسبز را در hسبزh/سبز/ m تبديل كنيم، بايدسبز تبديل كنيم، بايد sسبزm s/سبز /m s/m sسبزm s/m sمعادل چند درجه بر دقيقه است؟سبز، معادل چند درجه بر دقيقه است؟سبزسبز ،

۴۰سبز۴۰ ۳سبز۳)سبز)  كسر تبديل های مناسب برای اين تبديل يكا، اين ها هستند: سبز كسر تبديل های مناسب برای اين تبديل يكا، اين ها هستند: 
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 برای تبدیل یکاهای متر بر ثانیه و کیلومتر بر ساعت می توانید از الگوی روبه رو استفاده کنید: 
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26000000000L است. اين مقدار حجم برحسب نمادگذاری علمی، چند ليتر است؟  حجم بنزين مصرفی در ايران، در يک سال
(تجربى نوبت دوم خارج 1402)  

 2 6 10
11/ ´ (۴   2 6 10

9/ ´ (۳   2 60 10
11/ ´ (۲   2 60 10

10/ ´ (۱

2 بنويسيم: 6 10/ ´ n  برای اين كه اين عدد به صورت نمادگذاری علمی دربيايد، بايد آن را به صورت
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10/ L  
مقداری كه به دست آورديم از نظر رياضی همان  است.

4650mmm را برحسب كيلومتر به صورت نمادگذاری علمی نشان می دهد؟  كدام گزينه

 4 65 10
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  كسر تبديل های مناسب برای تبديل يكا را می نويسيم:
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-  با روش زنجيره ای تبديل يكا را انجام می دهيم: 

 4650 10 4 650 10
9 6´ = ´- -km km/  حالا مقدار به دست آمده را به صورت نمادگذاری علمی می نويسيم: 

   و  مقدارهای درستی اند، اما به صورت نمادگذاری علمی نوشته نشده اند.

  ضريب تبديل های لازم را به دست می آوريم:- ۱۴
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 به كمک ضريب تبديل های به دست آمده در گام اول و با استفاده از روش تبديل زنجيره ای داريم:
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  ضريب تبديل ها را به دست می آوريم:- ۱۵
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 ديگه لازم نيست نه ما و نه شما ضريب تبديل ها رو به صورت جداگونه به دست بياريم. ياد بگيريد که توی تبديل زنجيره ای، ضريب تبديل های لازم رو بنويسيد.- ۱۶
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 توی کنکور برای حل تست ها بايد سرعت عمل داشته باشين. به همين دليل برای تبديل يكاها، مخصوصاً يكاهای پيشونددار می توانيد به جای نوشتن 
كامل مراحل تبديل زنجيره ای، اين كار را به فرم زير انجام دهيد:
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 حل اين سؤال از روش تبديل زنجيره ای بسيار راحت است:- ۱۷
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۳۶ديگه لازم نيست نه ما و نه شما ضريب تبديل ها رو به صورت جداگونه به دست بياريم. ياد بگيريد که توی تبديل زنجيره ای، ضريب تبديل های لازم رو بنويسيد.
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۳۶ديگه لازم نيست نه ما و نه شما ضريب تبديل ها رو به صورت جداگونه به دست بياريم. ياد بگيريد که توی تبديل زنجيره ای، ضريب تبديل های لازم رو بنويسيد.
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 حالا مقدار به دست آمده را به صورت نمادگذاری علمی می نويسيم: 
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 حالا مقدار به دست آمده را به صورت نمادگذاری علمی می نويسيم: 

 مقدارهای درستی اند، اما به صورت نمادگذاری علمی نوشته نشده اند.
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 يكای جرم در SI كيلوگرم است؛ بنابراين با استفاده از روش تبديل زنجيره ای داريم:- ۱۸
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  به كمک روش تبديل زنجيره ای، ارتفاع هواپيما از سطح دريا را برحسب متر به دست می آوريم:- ۱۹
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 بله، باز هم روش تبديل زنجيره ای: - ۲۰
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 روش تبديل زنجيره ای:- ۲۱
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  تندی كشتی برحسب كيلومتر بر ساعت به صورت زير به دست می آيد:- ۲۲
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 تندی كشتی برحسب مايل بر ساعت برابر است با:

 32 4 32 4
1

1 8
18/ /

/
/km

h
km
h

mi
km

mi h= ´ = (مايل بر ساعت)  

1 است. حالا از روش تبديل زنجيره ای استفاده می كنيم:- ۲۳ 1 5 10
11AU m= ´/  يكای نجومی همان ميانگين فاصلۀ زمين تا خورشيد است؛ پس
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 گفتيم كه يكای نجومی برابر ميانگين فاصلۀ زمين تا خورشيد است. به كمک روش تبديل زنجيره ای داريم:- ۲۴
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۲۵ - h (�يلووات) و kWتبديل كنيم. برای اين كار SI را به يكای kW h. kW به ژول بايد h.  می دانيم ژول يكای SI انرژی است؛ بنابراين برای تبديل
(ساعت) بايد به يكاهای SI يعنی W (وات) و s (ثانيه) تبديل شوند:
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 به كمک روش تبديل زنجيره ای، تبديل يكای هر يک از گزينه ها را بررسی می كنيم:- ۲۶
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2p   مساحت كره از رابطۀ
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 به كمک روش تبديل زنجيره ای، مساحت را برحسب هكتار به دست می آوريم:   

  مدت زمان حركت كشتی برحسب ثانيه خواسته شده است؛ بنابراين ابتدا يكای تندی(s) را به متر بر ثانيه و يكای مسافت(l) را به متر - ۲۸
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 حالا از رابطۀ

  ابتدا با برداشتن پيشوند ميكرو و جايگزين كردن معادلش، ميكروكولن را به كولن تبديل می كنيم:- ۲۹
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  ابتدا جرم زنبور عسل را به كيلوگرم تبديل كرده و سپس به صورت نمادگذاری علمی می نويسيم:- ۳۰

 0 15 0 15
1

10

0 15 10
3

3/ / /g g kg
g

kg= ´ = ´ ¾ ®- Âµ±ø  ÁnHm¬jIµº  Rn¼Å  ¾M¾¾¾¾¾¾¾¾ ´ -
1 5 10

4/ kg  

 7 10 7 10
10

1
7 10

3 3
6

3´ = ´ ´ = ´- -mm mm nm
mm

nm  قطر يک گلبول قرمز به صورت نمادگذاری علمی به صورت مقابل است: 
مقدار به دست اومده به صورت نمادگذاری علميه و نيازی نيست که کار ديگه ای انجام بديم!

  می دانيم كه حجم آب برابر حجم استوانه است. حجم استوانه از رابطۀ «ارتفاع × مساحت قاعده» به دست می آيد. مساحت قاعده و ارتفاع برابر - ۳۱

= مساحت قاعده = ´ =pr cm2 2 2
3 14 10 314/ ( ) , = ارتفاع ´ =400

1

10
40mm cm

mm
cm است با: 

= ارتفاع × مساحت قاعده = حجم استوانه ´ = ´314 40 1256 10
3cm  حالا حجم استوانه را به دست می آوريم: 
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= حجم آب ´ ´ = ´ = ´-

1256 10
1

10

1256 10 1 256 10
3

3 3

2 1cm L

cm
L L/  

p را ۳ در نظر بگيريد و نزديک ترين جواب را انتخاب كنيد.  می توانيد

)؛ بنابراين در اين تست، آهنگ رشد گياه برابر با- ۳۲ D
D

 SÃµ¨
t  آهنگ (زمانی) هر كميت برابر با نسبت تغييرات آن كميت به مدت زمان تغيير است (يعنی

3 است. با استفاده از روش تبديل زنجيره ای، اين آهنگ را برحسب ميكرومتر بر ثانيه به دست می آوريم: 7

14

/ m
day

 3 7

14

3 7

14

10

1

1

86400
3 06

6/ / / /m
day

m
day

m
m

day
s m s= ´ ´m m  

  با استفاده از روش تبديل زنجيره ای، آهنگ خروج آب را برحسب ليتر بر دقيقه به دست می آوريم:- ۳۳
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 آهنگ خروج  آب برحسب ليتر بر دقيقه را داريم. ابتدا حجم آب خروجی از شيلنگ در مدت ۱ ساعت را برحسب ليتر به دست می آوريم:
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m= ´ = / حالا حجم آب خروجی را برحسب متر مكعب به دست می آوريم: 

درس ۵: دقت وسیله های اندازه گیری 

يک اندازه گيری هر قدر هم دقيق باشد، قطعی و بدون خطا نيست (اينو بهش مى گن عدم قطعيت در اندازه گيری). سه عامل در ميزان دقيق بودن يک اندازه گيری 
مؤثر است: 

 مهارت كسی كه اندازه می گيرد.  تعداد دفعاتی كه اندازه گيری تكرار می شود.  ميزان دقت وسيله ای كه با آن اندازه گيری می كنيم.
حالا اين عوامل را يكی يكی بررسی می كنيم:

دقيق تر  باشد،  تكنيک تر  با  و  ماهرتر  آزمايشگر  شخص  چه قدر  هر  ۱) مهارت کسی که اندازه می گیرد: 
اندازه گيری می كند. مثلاً يكی از تكنيک های اندازه گيری با ابزار مدرج اين است كه خط ديد عمود بر محل خواندن 
اندازه باشد. در شكل مقابل، خط ديد شخص B عمود است و او دقيق ترين مقدار طول را می بيند و اندازه گيری 

می كند. شخص A به طرف مقدار كم تر و شخص C به طرف مقدار بيشتر، خطا دارد.
 

۲) تعداد دفعاتی که اندازه گیری تکرار می شود:  برای آن كه خطای يک اندازه گيری را كم كنيم، چند بار اندازه گيری می كنيم و در نهايت 
ميانگين اندازه های به دست آمده را به عنوان نتيجۀ اندازه گيری می پذيريم. فقط در اعلام نتيجۀ اندازه گيری بايد دو چيز را در نظر داشته باشيم:

اول اين که اگر يک يا دو عدد با بقيۀ عددها اختلاف زيادی داشتند (يعنى پرت بودن) در محاسبۀ ميانگين وارد نمی كنيم. (در شكل زير، نتايج اندازه گيری يک 
كميت را با خط های نازک بر روی محور مشخص كرده ايم.)
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لی
خی

مقدار به دست اومده به صورت نمادگذاری علميه و نيازی نيست که کار ديگه ای انجام بديم!

لی
خی

مقدار به دست اومده به صورت نمادگذاری علميه و نيازی نيست که کار ديگه ای انجام بديم!

لی
خی
لی
خی

است با: 

لی
خی

است با: 

 حالا حجم استوانه را به دست می آوريم: 

لی
خی

 حالا حجم استوانه را به دست می آوريم: 

لی
عجله نکنيد! هنوز به جواب نرسيديم. حجم آب رو برحسب ليتر و به صورت نمادگذاری علمی خواسته:خی

لی
عجله نکنيد! هنوز به جواب نرسيديم. حجم آب رو برحسب ليتر و به صورت نمادگذاری علمی خواسته:خی

لی
خی
لی
خی
لی
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لی
 در نظر بگيريد و نزديک ترين جواب را انتخاب كنيد.خی

لی
 در نظر بگيريد و نزديک ترين جواب را انتخاب كنيد. در نظر بگيريد و نزديک ترين جواب را انتخاب كنيد.خی

لی
۳ در نظر بگيريد و نزديک ترين جواب را انتخاب كنيد.خی

لی
 را ۳خی

لی
 را  را خی

لی
p را خی

لی
pخی  می توانيد

لی
 می توانيد می توانيدخی

لی
 می توانيدخی

لی
خی
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لی
- خی
لی
 آهنگ (زمانی) هر كميت برابر با نسبت تغييرات آن كميت به مدت زمان تغيير است (يعنی- خی

لی
 آهنگ (زمانی) هر كميت برابر با نسبت تغييرات آن كميت به مدت زمان تغيير است (يعنیخی

لی
خی

لی است. با استفاده از روش تبديل زنجيره ای، اين آهنگ را برحسب ميكرومتر بر ثانيه به دست می آوريم:
خی

 است. با استفاده از روش تبديل زنجيره ای، اين آهنگ را برحسب ميكرومتر بر ثانيه به دست می آوريم:

لی با استفاده از روش تبديل زنجيره ای، آهنگ خروج آب را برحسب ليتر بر دقيقه به دست می آوريم:
خی

لی با استفاده از روش تبديل زنجيره ای، آهنگ خروج آب را برحسب ليتر بر دقيقه به دست می آوريم:
خی

 آهنگ خروج  آب برحسب ليتر بر دقيقه را داريم. ابتدا حجم آب خروجی از شيلنگ در مدت 

لی
خی

 آهنگ خروج  آب برحسب ليتر بر دقيقه را داريم. ابتدا حجم آب خروجی از شيلنگ در مدت 
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دوم اين که اگر تعداد رقم های عدد ميانگين از رقم های هر يک از عددهای گزارش بيشتر باشد، آن را طوری گرد می كنيم كه تعداد رقم هايشان برابر شود.

12 (همگی برحسب سانتی متر) به دست آمده  6/ 13 و 9/ ، 12 8/ ، 12 5/ ، 12 3/ ، 12 7/  طول يک جسم را شش بار اندازه گرفته ايم و مقدارهای
است. مقداری را كه بايد گزارش كنيم، برحسب سانتی متر كدام است؟

 12 6/ (۴   12 5/ (۳   12 48/ (۲   12 58/ (۱

13 را به عنوان گزارش پرت حذف می كنيم و ميانگين بقيه را می گيريم: 9/ cm 13 به هم نزديک اند؛ بنابراين 9/ cm  همۀ مقدارها به جز

= ميانگين + + + + =12 7 12 3 12 5 12 8 12 6

5
12 58

/ / / / / / cm  

12 را به سمت بالا گرد كنيم: 58/ همين طور كه می بينيد حاصل ميانگين چهار رقم دارد، در حالی كه همۀ گزارش های اوليه سه رقمی اند؛ پس بايد
12= طولی كه بايد گزارش كنيم 6/ cm  

۳) میزان دقت وسیله ای که با آن اندازه گیری می کنیم: ابزارهای اندازه گيری اغلب يا مدرج اند يا ديجيتال (رقمی).
الف) دقت وسايل اندازه گيری مدرج: خط كش معمولی، دماسنج جيوه ای، كوليس معمولی، ريزسنج معمولی و ... ابزارهای اندازه گيری مدرج هستند. در اين 
1mm است. وسايل دقت اندازه گيری برابر كمينۀ درجه بندی آن وسيله است. به عنوان نمونه، دقت اندازه گيری خط كشی كه برحسب ميلی متر درجه بندی شده برابر

ب) دقت وسايل اندازه گيری ديجيتال: ميزان دقت اندازه گيری ابزارهای ديجيتال برابر با كم ترين ارزش مكانی۱ عددی است كه نشان می دهند. مثلاً اگر مقداری 
0 است. 1/ C0 است؛ پس دقت اين ابزار برابر 1/ 37 باشد، كم ترين ارزش مكانی اين گزارش 4/ C كه نمايشگر يک دماسنج ديجيتال نشان می دهد،

 شكل مقابل، صفحۀ تندی سنج يک خودرو را نشان می دهد. دقت اين تندی سنج 
(برگرفته از كتاب درسى) چند كيلومتر بر ساعت است؟ 

  0 1/ (۱
  0 2/ (۲

 ۱ (۳
 ۲ (۴

120 به ۱۰ قسمت يكسان تقسيم شده است، پس كمينۀ تقسيم بندی تندی سنج يا همان  km h/ 100 تا km h/  همين طور كه در شكل می بينيد، بين

= دقت تندی سنج - =120 100

10
2 km h/ دقت وسيله برابر می شود با: 

 با توجه به متن كتاب درسی موارد الف، ب و ث (۳ مورد) نقش مهمی در افزايش دقت اندازه گيری دارند.- ۳۴
انتخاب يكاهای كوچک تر برای بيان نتيجۀ اندازه گيری تأثيری روی افزايش دقت اندازه گيری ندارد. هم چنين استفاده از ابزار اندازه گيری ديجيتال به جای ابزار مدرج الزاماً 

باعث افزايش دقت اندازه گيری نمی شود.
يعنی ممکنه يک خط کش مدرج، طول يک جسم رو تا مرتبۀ mm و يک خط کش ديجيتال طول همون جسم رو تا مرتبۀ cm گزارش کنه که به معنی اينه که خط کش مدرج دقيق تر از خط کش ديجيتاله.

1cm به ۱۰ قسمت مساوی تقسيم شده است؛ بنابراين كمينۀ درجه بندی خط كش ها - ۳۵ 1cm به ۲ قسمت مساوی و در خط كش (ب)، هر -  در خط كش (الف)، هر
كه همان دقت اندازه گيری آن ها است، برابر است با:

= كمينۀ درجه بندی خط كش (الف) = Þ =1

2
0 5 0 5

cm cm cm/ /(þ²H)  y¨ïôi  ÁoÃ¬ï½pHkºH  S¤j  

= كمينۀ درجه بندی خط كش (ب) = = Þ =1

10
0 1 1 1

cm cm mm mm/ (J)  y¨ïôi  ÁoÃ¬ï½pHkºH  S¤j  

۳۶ - (km/ h)قسمت های درجه بندی شدۀ صفحۀ تندی سنج برحسب كيلومتر بر ساعت  
mph) را در شكل مقابل نشان داده ايم. mi/ h)  IÄ و مايل بر ساعت

20 به ۱۰ قسمت مساوی تقسيم شده است؛ بنابراين: km h/ ، هر km h/ با توجه به شكل مقابل، در قسمت

 km h/ = كمينۀ درجه بندی برحسب = Þ =20

10
2 2km h km h/ /[¹wïÁk¹U  ÁoÃ¬ï½pHkºH  S¤j  

 1

3 6/ /m s 1km معادل h/ تست، دقت اندازه گيری را برحسب متر بر ثانيه می خواهد. با توجه به اين كه هر
است، داريم:

 2 2
1

3 6

5

9
km h m s m s/ / / /= ´ Þ =[¹wïÁk¹U  ÁoÃ¬ï½pHkºH  S¤j  

20mph به ۲ قسمت مساوی تقسيم شده است؛ بنابراين: ، هر ( / )mi h mph  هم چنين در قسمت

mph كمينۀ درجه بندی برحسب = = Þ =20

2
10 10mph mph[¹wïÁk¹U  ÁoÃ¬ï½pHkºH  S¤j (mi/ h)  

١- ارزش های مكانی يكان، دهگان، صدگان و ... است كه در رياضی دبستان ياد گرفتيم.

۳۶
 مورد) نقش مهمی در افزايش دقت اندازه گيری دارند.۰

۳۶
 مورد) نقش مهمی در افزايش دقت اندازه گيری دارند.۰

انتخاب يكاهای كوچک تر برای بيان نتيجۀ اندازه گيری تأثيری روی افزايش دقت اندازه گيری ندارد. هم چنين استفاده از ابزار اندازه گيری ديجيتال به جای ابزار مدرج الزاماً 

۳۶
انتخاب يكاهای كوچک تر برای بيان نتيجۀ اندازه گيری تأثيری روی افزايش دقت اندازه گيری ندارد. هم چنين استفاده از ابزار اندازه گيری ديجيتال به جای ابزار مدرج الزاماً ۰

 گزارش کنه که به معنی اينه که خط کش مدرج دقيق تر از خط کش ديجيتاله.

۳۶
 گزارش کنه که به معنی اينه که خط کش مدرج دقيق تر از خط کش ديجيتاله.۰

 قسمت مساوی تقسيم شده است؛ بنابراين كمينۀ درجه بندی خط كش ها 

۳۶
 قسمت مساوی تقسيم شده است؛ بنابراين كمينۀ درجه بندی خط كش ها ۰

 كمينۀ درجه بندی خط كش (الف)

۳۶
= كمينۀ درجه بندی خط كش (الف)۰ =

۳۶
۰= == =

۳۶
۰= =1
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۰1

2

۳۶
۰

2
0 5

۳۶
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۰cm / /

۳۶
۰/ /0 5/ /0 5

۳۶
۰0 5/ /0 5 cm/ /cm

۳۶
۰cm/ /cm

۳۶ كمينۀ درجه بندی خط كش (ب)
۰

= كمينۀ درجه بندی خط كش (ب) =۳۶
۰
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 قسمت يكسان تقسيم شده است، پس كمينۀ تقسيم بندی تندی سنج يا همان 

سبز
۱۰ قسمت يكسان تقسيم شده است، پس كمينۀ تقسيم بندی تندی سنج يا همان 

سبز
 به ۱۰

سبز
120 به 

سبز
120 km

سبز
km h

سبز
h/

سبز
/  تا

سبز
100 تا

سبز
100 km

سبز
km

 با توجه به متن كتاب درسی موارد الف، ب و ث (سبز با توجه به متن كتاب درسی موارد الف، ب و ث (۳سبز۳ مورد) نقش مهمی در افزايش دقت اندازه گيری دارند.سبز مورد) نقش مهمی در افزايش دقت اندازه گيری دارند.سبز
انتخاب يكاهای كوچک تر برای بيان نتيجۀ اندازه گيری تأثيری روی افزايش دقت اندازه گيری ندارد. هم چنين استفاده از ابزار اندازه گيری ديجيتال به جای ابزار مدرج الزاماً سبزانتخاب يكاهای كوچک تر برای بيان نتيجۀ اندازه گيری تأثيری روی افزايش دقت اندازه گيری ندارد. هم چنين استفاده از ابزار اندازه گيری ديجيتال به جای ابزار مدرج الزاماً 

cmسبزcm و يک خط کش ديجيتال طول همون جسم رو تا مرتبۀ سبز و يک خط کش ديجيتال طول همون جسم رو تا مرتبۀ cm و يک خط کش ديجيتال طول همون جسم رو تا مرتبۀ cmسبزcm و يک خط کش ديجيتال طول همون جسم رو تا مرتبۀ cm

 به 

سبز
1 به 

سبز
1cm

سبز
cm

لی
خی
لی
خی
لی
خی

 همۀ مقدارها به جز

لی
خی

 همۀ مقدارها به جز همۀ مقدارها به جز

لی
خی

 همۀ مقدارها به جز

لی
خی
لی
خی

همين طور كه می بينيد حاصل ميانگين چهار رقم دارد، در حالی كه همۀ گزارش های اوليه سه رقمی اند؛ پس بايد

لی
خی

همين طور كه می بينيد حاصل ميانگين چهار رقم دارد، در حالی كه همۀ گزارش های اوليه سه رقمی اند؛ پس بايد

لی
خی
لی
خی
لی
خی
لی
) میزان دقت وسیله ای که با آن اندازه گیری می کنیم:خی

لی
) میزان دقت وسیله ای که با آن اندازه گیری می کنیم:) میزان دقت وسیله ای که با آن اندازه گیری می کنیم:خی

لی
۳) میزان دقت وسیله ای که با آن اندازه گیری می کنیم:خی

لی
 خط كش معمولی، دماسنج جيوه ای، كوليس معمولی، ريزسنج معمولی و ... ابزارهای اندازه گيری مدرج هستند. در اين ۳خی

لی
الف) دقت وسايل اندازه گيری مدرج: خط كش معمولی، دماسنج جيوه ای، كوليس معمولی، ريزسنج معمولی و ... ابزارهای اندازه گيری مدرج هستند. در اين خی

لی
الف) دقت وسايل اندازه گيری مدرج:خی

وسايل دقت اندازه گيری برابر كمينۀ درجه بندی آن وسيله است. به عنوان نمونه، دقت اندازه گيری خط كشی كه برحسب ميلی متر درجه بندی شده برابر

لی
وسايل دقت اندازه گيری برابر كمينۀ درجه بندی آن وسيله است. به عنوان نمونه، دقت اندازه گيری خط كشی كه برحسب ميلی متر درجه بندی شده برابرخی

ميزان دقت اندازه گيری ابزارهای ديجيتال برابر با كم ترين ارزش مكانی

لی
ميزان دقت اندازه گيری ابزارهای ديجيتال برابر با كم ترين ارزش مكانیخی وسايل اندازه گيری ديجيتال:

لی
ب) دقت وسايل اندازه گيری ديجيتال:خی

لی
وسايل اندازه گيری ديجيتال:ب) دقت وسايل اندازه گيری ديجيتال:ب) دقت خی

لی
وسايل اندازه گيری ديجيتال:ب) دقت وسايل اندازه گيری ديجيتال:خی

 باشد، كم ترين ارزش مكانی اين گزارش

لی
37 باشد، كم ترين ارزش مكانی اين گزارشخی

لی
37خی 4

لی
/4خی

لی
/خی 

لی
Cخی

لی
Cخی كه نمايشگر يک دماسنج ديجيتال نشان می دهد،

لی
كه نمايشگر يک دماسنج ديجيتال نشان می دهد،خی

لی
خی
لی
خی
لی
خی

لی شكل مقابل، صفحۀ تندی سنج يک خودرو را نشان می دهد. دقت اين تندی سنج 
خی

لی شكل مقابل، صفحۀ تندی سنج يک خودرو را نشان می دهد. دقت اين تندی سنج 
خی

لیچند كيلومتر بر ساعت است؟ 
خی

چند كيلومتر بر ساعت است؟ 

 همين طور كه در شكل می بينيد، بين

لی
خی

 همين طور كه در شكل می بينيد، بين



ی
ح

ری
ش

 ت
مۀ 

خ نا
س

پا

۲۱

  شكل های (الف) و (ب) به ترتيب يک ريزسنج و يک كوليس رقمی را نشان می دهد.- ۳۷
 دقت اندازه گيری ريزسنج رقمی برابر يک واحد از آخرين رقمی است كه دستگاه می خواند كه در واقع همان كم ترين ارزش مكانی عدد گزارش شده توسط ريزسنج است.

 20 083 0 001 0/ / /mm mm :ÂºI§¶  xpnH  ¸ÄoUï´¨ ÁoÃ¬ï½pHkºH  S¤j= Þ = 0001mm  
 دقت ريزسنج را برحسب ميكرومتر خواسته است، پس به كمک تبديل يكای زنجيره ای آن را به ميكرومتر تبديل می كنيم:

1 :نوشتن كسر تبديل مناسب 10
3mm m mm= ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾m j¼{  ýme  IU  ´ÄnHm¬ïÂ¶  Zoh¶  nj  Hn ¾¾¾¾ =10

1
1

3 mm
mm  

0 :تبديل يكا 001
10

1
1

3

/ mm m
mm

m´ =m m  

 هر چه مقدار عددی دقت اندازه گيری ولت سنج كوچک تر باشد، آن  ولت سنج دقيق تر است. دقت اندازه گيری هر يک از ولت سنج ها را برحسب ميلی ولت - ۳۸
به صورت زير تعيين می كنيم:

0= دقت اندازه گيری ولت سنج (۳) 2/ mV(۲) 1= دقت اندازه گيری ولت سنجmV(۱) دقت اندازه گيری ولت سنج = =0 001 1/ V mV

مقدار عددی دقت اندازه گيری ولت سنج (۳) از دو ولت سنج ديگر كم تر است؛ بنابراين ولت سنج (۳) از ولت سنج های (۱) و (۲) دقيق تر است.
 در شكل مقابل، خط چين ها امتداد نگاه اشخاص را نشان می دهند. اگر به محل - ۳۹

برخورد خط چين ها و خط كش نگاه كنيد، متوجه می شويد كه عددی كه شخص B می خواند دقيق تر 
از عدد خوانده شده توسط دو شخص ديگر است؛ چون امتداد نگاه شخص B تقريباً عمود بر انتهای 
جسم است. در اين حالت شخص C طول جسم را بيشتر از مقدار واقعی و شخص A طول جسم را 

كم تر از مقدار واقعی گزارش می كند. 
همۀ اين توضيحات رو در شکل مقابل نشون داديم.

 
 برای اين كه نتيجۀ اين اندازه گيری را محاسبه كنيم، بايد ميانگين عددهای گزارش شده را به دست آوريم. ولی با نگاه به جدول صورت سؤال متوجه - ۴۰

می شويم كه گزارش های شمارۀ ۲ و ۵ با بقيه اختلاف زيادی دارند و خيلی پرت اند؛ پس آن ها را از ميانگين گيری حذف می كنيم و ميانگين بقيه را حساب می كنيم:

 s km hav = + + + + + + + =132 130 129 131 130 132 131 133

8
131 /  

چگالی ۲

درس ۶: چگالی

چگالی نه جرم است و نه حجم! بلكه چگالی، نسبت جرم به حجم است. اگر چوب (با هر جرمی) بر روی آب شناور می ماند، دليلش اين است كه «نسبت 
جرم به حجم» چوب از «نسبت جرم به حجم» آب كم تر است و اگر سكۀ مسی در آب فرو می رود و ته نشين می شود، دليلش اين است كه «نسبت جرم به 

حجم» مس از «نسبت جرم به حجم» آب بيشتر است.

 در شكل روبه رو نسبت حجم به جرم كدام مايع بيشتر است؟
 A (۱

 B (۲

 C (۳

۴) بستگی به جرم مايع ها دارد.

 
 mV

m
V

m
V

A

A

B

B

C

C
> >   مايعی كه نسبت جرم به حجم آن بيشتر است، پايين تر قرار می گيرد؛ پس داريم: 

 Vm
V
m

V
m

A

A

B

B

C

C
< < ) را خواسته است، پس داريم:  )Vm  دقت كنيد كه صورت سؤال بيشترين نسبت حجم به جرم يعنی

۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰

 است. اگر چوب (با هر جرمی) بر روی آب شناور می ماند، دليلش اين است كه «نسبت 

۳۶
۰

 است. اگر چوب (با هر جرمی) بر روی آب شناور می ماند، دليلش اين است كه «نسبت 
۳۶جرم به حجم» چوب از «نسبت جرم به حجم» آب كم تر است و اگر سكۀ مسی در آب فرو می رود و ته نشين می شود، دليلش اين است كه «نسبت جرم به 
۰

۳۶جرم به حجم» چوب از «نسبت جرم به حجم» آب كم تر است و اگر سكۀ مسی در آب فرو می رود و ته نشين می شود، دليلش اين است كه «نسبت جرم به 
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
۰
۳۶
بز۰
 برای اين كه نتيجۀ اين اندازه گيری را محاسبه كنيم، بايد ميانگين عددهای گزارش شده را به دست آوريم. ولی با نگاه به جدول صورت سؤال متوجه س

سبز
 برای اين كه نتيجۀ اين اندازه گيری را محاسبه كنيم، بايد ميانگين عددهای گزارش شده را به دست آوريم. ولی با نگاه به جدول صورت سؤال متوجه 

 با بقيه اختلاف زيادی دارند و خيلی پرت اند؛ پس آن ها را از ميانگين گيری حذف می كنيم و ميانگين بقيه را حساب می كنيم:

سبز
 با بقيه اختلاف زيادی دارند و خيلی پرت اند؛ پس آن ها را از ميانگين گيری حذف می كنيم و ميانگين بقيه را حساب می كنيم:

s kسبزs ks kسبزs km hسبزm hs k=s kسبزs k=s k133133سبزs k133s kسبزs k133s k131131سبزs k131s kسبزs k131s k m/سبز/ h/m hسبزm h/m hسبزسبز
لی
خی

۳۸

لی
خی

۳۸ -

لی
خی

 هر چه مقدار عددی دقت اندازه گيری ولت سنج كوچک تر باشد، آن  ولت سنج دقيق تر است. دقت اندازه گيری هر يک از ولت سنج ها را برحسب ميلی ولت - 

لی
خی

 هر چه مقدار عددی دقت اندازه گيری ولت سنج كوچک تر باشد، آن  ولت سنج دقيق تر است. دقت اندازه گيری هر يک از ولت سنج ها را برحسب ميلی ولت 

لی
به صورت زير تعيين می كنيم:خی

لی
به صورت زير تعيين می كنيم:خی

 دقت اندازه گيری ولت سنج (

لی
= دقت اندازه گيری ولت سنج (خی

لی
0=خی 2

لی
0خی 2/ m

لی
/خی m0 2/ m0 2

لی
0خی 2/ m0 2 V

لی
) از دو ولت سنج ديگر كم تر است؛ بنابراين ولت سنج (Vخی

لی
۳) از دو ولت سنج ديگر كم تر است؛ بنابراين ولت سنج (خی

لی
مقدار عددی دقت اندازه گيری ولت سنج (۳خی

لی
مقدار عددی دقت اندازه گيری ولت سنج (خی

۳۹

لی
- ۳۹خی

لی
 در شكل مقابل، خط چين ها امتداد نگاه اشخاص را نشان می دهند. اگر به محل - خی

لی
 در شكل مقابل، خط چين ها امتداد نگاه اشخاص را نشان می دهند. اگر به محل خی

لی
برخورد خط چين ها و خط كش نگاه كنيد، متوجه می شويد كه عددی كه خی

لی
برخورد خط چين ها و خط كش نگاه كنيد، متوجه می شويد كه عددی كه خی

از عدد خوانده شده توسط دو شخص ديگر است؛ چون امتداد نگاه شخص 

لی
از عدد خوانده شده توسط دو شخص ديگر است؛ چون امتداد نگاه شخص خی

لی طول جسم را بيشتر از مقدار واقعی و شخص 
خی

لیC طول جسم را بيشتر از مقدار واقعی و شخص 
خی

C لیشخص
خی

لیجسم است. در اين حالت شخص 
خی

لیشخص جسم است. در اين حالت شخص جسم است. در اين حالت 
خی

شخص جسم است. در اين حالت شخص 
لیكم تر از مقدار واقعی گزارش می كند. 
خی

كم تر از مقدار واقعی گزارش می كند. 
لیهمۀ اين توضيحات رو در شکل مقابل نشون داديم.
خی

همۀ اين توضيحات رو در شکل مقابل نشون داديم.

 برای اين كه نتيجۀ اين اندازه گيری را محاسبه كنيم، بايد ميانگين عددهای گزارش شده را به دست آوريم. ولی با نگاه به جدول صورت سؤال متوجه 

لی
خی

 برای اين كه نتيجۀ اين اندازه گيری را محاسبه كنيم، بايد ميانگين عددهای گزارش شده را به دست آوريم. ولی با نگاه به جدول صورت سؤال متوجه 
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