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 یادآوری و تکمیل تابع و مخلفات آن!

برای شمردن تعداد توابعی که از مجموعۀ متناهی A به مجموعۀ متناهی B می توان تعریف کرد، از نمایش پیکانی استفاده می کنیم. به این صورت که نگاه می کنیم 

هر عضو A را در حالت کلی یا تحت شرایط خاص موجود در مسئله، به چند عضو B می توان نظیر کرد. در نهایت با توجه به اصل ضرب، باید تعداد حالت های 

مربوط به تمام عضوهای A را در هم ضرب کنیم.

mn تابع می توان تعریف کرد. گر A دارای n و B دارای m عضو باشد، از A به B تعداد  با روش بالا می فهمیم که ا

مفهوم تابع 

یـک تابـع از مجموعـۀ A به مجموعـۀ B ، رابطه ای بین این دو مجموعه اسـت 

 A .نسـبت داده می شـود B دقیقاً یـک عضو از A کـه در آن بـه هـر عضـو از

را دامنـۀ تابـع و B را هم دامنـۀ تابـع می نامیـم. برد تابـع، زیرمجموعـه ای از 

 A هم دامنـه اسـت و در واقـع عضو هایـی از آن را در بـر می گیرد کـه عضوی از

به آن نظیر شـده باشـد. 

نمایش پیکانی

در نمایش پیکانی تابع، از هر عضو مجموعۀ اول، یک پیکان خارج و به هر 
عضو مجموعۀ دوم، یک یا چند پیکان وارد می شود. هیچ عضوی از مجموعۀ 
اول نمی تواند بدون پیکان باشد، اما عضو یا عضو هایی از مجموعۀ دوم می توانند 
پیکان نداشته باشند. مجموعۀ اول، دامنه و مجموعۀ دوم، هم دامنه است. برد، 

شامل عضو هایی از مجموعۀ دوم است که پیکان دارند!

B باشد، چند تابع از A به B می توان تعریف کرد؟           { , }1 2 A و c {a,b, } گر  ا

 عضو a از A را به چه عضوهایی از B می توانیم نظیر کنیم؟  

خب 1 یا 2، یعنی برای a دو حالت داریم. برای b و c هم همین دو حالت را داریم.

 S²Ie2

o~¹ø

S²Ie2
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S²Ie2

o~¹ø

Joò ®ÅH

a b c
× × × × = ='''''''''" 2 2 2 23 88  

می خواهید 8 تابع را ببینید؟ بفرمایید:

 f1 1 1 1= {(a , ),(b, ),(c, )}           f2 2 1 1= {(a , ),(b, ),(c, )}         

 f3 1 2 1= {(a , ),(b, ),(c, )}         f4 1 1 2= {(a , ),(b, ),(c, )}  

 f5 1 2 2= {(a , ),(b, ),(c, )}         f6 2 1 2= {(a , ),(b, ),(c, )}          

f7 2 2 1= {(a , ),(b, ),(c, )}         f8 2 2 2= {(a , ),(b, ),(c, )}  

n می شود! n(B) (A) = =2 83 با توجه به نکته ای هم که در کادر بالا گفتیم، جواب همان

f باشد؟ ( )1 4 f و ( )−− ==1 3 B باشد، چند تابع مانند f  از A به B وجود دارد طوری که == ±± ±± ±±{ , , }3 4 5 }A و , } 1 2 گر  ا

! B می تواند نظیر شود؟ خب به هر یک از 6 عضو B به چند عضو از A 2− از 5- عضو
-4
-3
3
4
5

A B

-2
-1
1
2

عضو1− چطور؟ تکلیف این عضو مشخص است و فقط یک حالت دارد: باید به 3 برود! 

عضو 1 چطور؟ به 4 نرود، به هر کجا خواست برود! یعنی 5 حالت.

2− محدودیتی ندارد و 6 حالته است. عضو 2 چطور؟ این هم مثل

 S²Ie 6
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6 1 5 6 180× × × =  
180 تابع با ویژگی  موردنظر می توان تعریف کرد!
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برد  باشد،  تابع  یک   f m== −−{( , m ),( , ),( , ),(m, )}4 3 2 2 5 4 12 گر ا نمایش زوج  مرتبی 

وقتی رابطۀ R، عضو a از مجموعۀ A را به عضو b از مجموعۀ B نظیر می کند، 
a) متعلق به این رابطه است. در واقع: ,b) می گوییم زوج مرتب

 R ⊆ ∈ ∈{(a ,b) | a A,b B}  
 a b≠ گر ، a را مؤلفۀ اول و b را مؤلفۀ دوم می نامیم. ا (a ,b)  در زوج مرتب

باشد، با عوض کردن جای این دو، زوج مرتب نیز عوض می شود:
 (a ,b) (b,a)≠  
 در نمایش زوج مرتبی تابع، مجموعۀ تمام مؤلفه های اول، دامنه و مجموعۀ 

تمام مؤلفه های دوم، برد تابع را تشکیل می دهند.

در نمایش زوج مرتبی، زمانی تابع داریم که تمام مؤلفه های اول متمایز باشند. 
گر احیاناً مؤلفه های اول در دو زوج مرتب با یکدیگر مساوی بودند، شرط تابع  ا
بودن این است که مؤلفه های دومشان هم مساوی باشند تا آن دو زوج مرتب 

کلاً  با هم مساوی شوند.

آن چیست؟

) از f، با یکدیگر  , )4 2m ) و , )4 3 2m −  مؤلفه های اول در دو زوج مرتب
مساوی اند پس مؤلفه های دومشان هم باید مساوی باشد:

 3 2 3 2 0 1 22 2m m m m m m− = ⇒ − + = ⇒ = =IÄ  

m باشد، آن گاه:  = گر1 ا

f = ={( , ),( , ),( , ),( , )} {( , ),( , ),( , )}4 1 2 5 4 1 1 1 4 1 2 5 1 1  

 { , , } { , }1 5 1 1 5= در این حالت، f تابع است و برد آن می شود: 
m باشد، آن گاه:  = 2 گر ا

f = ={( , ),( , ),( , ),( , )} {( , ),( , ),( , )}4 4 2 5 4 4 2 1 4 4 2 5 2 1  

) ظاهر می شوند که مؤلفه های اول  , )2 1 ) و , )2 5 در این حالت،  دو زوج مرتب
f را منتفی  تابع بودن  این موضوع،  یکسان و مؤلفه های دوم غیریکسان دارند. 

m قبول نیست. = 2 می کند. پس

، کدام یک از نمایش های زیر نیز به همراه 
f

f

: ( , ]

(x) x

−− →→

== ++







++2 1

12


نمایش جبری برای تابع

. f (a) b= ، می نویسیم (a ,b) f∈ گر تابع f عضو a را به b نظیر کند یعنی ا
f مقدار تابع f را به ازای a نشان می دهد. (a) در واقع،

گر اعضای دامنه، طبق قانون مشخصی به اعضای هم دامنه نظیر شوند، به آن  ا
 y f= (x) قانون ضابطه یا نمایش جبری تابع می گوییم: 

معرفی تابع
 است که در آن دامنه، 

f A B

y f

:

(x)

→
=





کامل ترین شیوۀ معرفی تابع f به صورت

Df است.  هم دامنه و ضابطه مشخص شده است. A همان دامنۀ تابع یعنی
B هم دامنه است و مجموعه های مختلفی می تواند باشد. مهم این است که برد 

 R Bf  Rf زیرمجموعۀ هم دامنه باشد:  یعنی

معرفی ضابطۀ تابع،  قابل قبول است؟
  f : ( , ] [ , )−− →→2 1 1 10 ب(   f : ( , ] ( , )−− →→ ++∞∞2 1 5 الف( 

 f : →→ ++ د(   f : ( , ] ( , )−− →→ ++∞∞2 1 1 ج(

نتیجه در  و   0 42≤ <x آن گاه  − < ≤2 1x یعنی  x∈ −( , ]2 1 وقتی  

 [ , )1 5 f تمام مقادیر بازۀ (x) . در واقع، f (x) [ , )∈ 1 5 1. پس 1 52≤ + <x

را اختیار می کند و برد آن همین بازه است. هم دامنه، هر مجموعه ای شامل این 
x در هم دامنه  = ]. در مورد )ج( دقت کنید که1 , )1 10 بازه می تواند باشد. مثل

نیامده و در مورد )د( دقت کنید که با تغییر دامنه، کل تابع تغییر می کند.
 ( , )−∞ 0 −، بازۀ )  و منظورمان از , )0 +∞ +، بازۀ راستی کلاً منظورمان از
است. فهمیدیم که نمایش )ب( مناسب است ولی سه مورد دیگر مناسب نیستند.

نمودار مختصاتی
گر تمام زوج مرتب های f را در نظر بگیریم و نقاط نظیرشان را در دستگاه  a) از تابع f، یک نقطه را در دستگاه مختصات مشخص می کند. ا , )b زوج مرتب

مختصات معلوم کنیم، نمودار تابع f به دست می آید.

چند نمودار معروف ببینید:
y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

f

x

= − → −

=

 { } { }

f (x)

0 0
1

f

f

= +∞ → +∞
=

[ , ) [ , )

(x) x

0 0f

f

: [ , )

(x) x

→ +∞
=

0
2

f

f

: [ , )

(x) | x |

→ +∞
=

0f

f

:

(x) x

 →
= −

f

f

:

(x) x

 →
=

زمانی یک نمودار، نشان دهندۀ تابع است که هیچ خط موازی محور yها، نمودار را در بیش از یک نقطه قطع 

کثر؟  کثر یک نقطه قطع کند. چرا گفتیم حدا نکند! به عبارت دیگر، هر خط موازی محور yها، نمودار را در حدا

چون اصلاً می تواند قطع نکند!

تصویر نمودار یک تابع بر روی محور xها، دامنۀ 
تابع و تصویر نمودار تابع بر روی محور yها، برد 

تابع را می دهد.
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نمایش ماشینی! 
می توانیم تابع f را مثل ماشینی در نظر بگیریم که به آن ورودی x می دهیم و او 

f می دهد. این هم برای خودش، تعبیری است! (x) به ما خروجی
 x f f→ → (x)  
ورودی ها از دامنه داده می شوند و خروجی ها به برد تعلق دارند. برای هر ورودی، 
مختلف،  ورودی  چند  است  ممکن  البته  می آید.  به دست  خروجی  یک  دقیقاً 

خروجی یکسانی داشته باشند.

متغیر مستقل، متغیر وابسته
فرض کنیم x عنصری دلخواه از دامنۀ تابع f است که توسط این تابع به عنصر 
 x yf → y از هم دامنۀ تابع نظیر می شود. 

یعنی ماشین f به ازای ورودی x، خروجی y می دهد.
در این صورت x  را متغیر مستقل و y را متغیر وابسته می نامیم و می نویسیم

. در واقع، متغیر y از طریق تابع f به متغیر x وابسته است. y f= (x)

 یادآوری و تکمیل تبدیل نمودار توابع

داریم،  را   y f= (x) نمودار انتقال عمودی: وقتی 

| واحد  k | باید  ، y f= +(x) k نمودار برای رسم 
آن را در امتداد محور yها بالا یا پایین ببریم.

 k < 0 گر ا و  می رود  بالا  نمودار  باشد،   0 < k گر ا
باشد، نمودار پایین می رود.

همین!

داریم،  را   y f= (x) نمودار وقتی  افقی:  انتقال 
واحد   | k | باید  ، y f= +(x k) نمودار رسم  برای 
آن را در امتداد محور xها به سمت چپ یا راست 
و  چپ  سمت  به  نمودار  باشد،   0 < k گر ا ببریم. 
می رود.  راست  سمت  به  نمودار  باشد،   k < 0 گر ا
عکس  جهت  در  افقی  انتقال  که  باشد  حواسمان 

علامت k است!

 y f= (x) گر نمودار قرینۀ عمودی و افقی )انعکاس(: ا
را   y f= − (x) نمودار بخواهیم  و  باشیم  داشته  را 
رسم کنیم، باید نمودار f را نسبت به محور xها قرینه 
گر بخواهیم  کنیم )قرینۀ عمودی، انعکاس عمودی( و ا
را   f نمودار باید  کنیم،  را رسم   y f= −( x) نمودار
نسبت به محور yها قرینه کنیم )قرینۀ افقی، انعکاس 

افقی(.

می خواهیم  و  داریم  را   y f= (x) نمودار وقتی  عمودی:  انقباض  و  انبساط 
، عرض ها k برابر می شود.  ( k)0 < y را رسم کنیم k f= (x) نمودار

)انبساط  می شود  کشیده تر  yها  محور  راستای  در  نمودار  باشد،    1< k گر ا
0 باشد، نمودار در راستای محور yها فشرده تر می شود  1< <k گر عمودی( و ا

)انقباض عمودی(. 
قرینه  xها  محور  به  نسبت  نمودار  اتفاقات،  این  بر  علاوه  باشد،   k < 0 گر ا

می شود )قرینۀ عمودی(.

y را داریم و می خواهیم نمودار f= (x) انبساط و انقباض افقی: وقتی نمودار

 1< k گر ا می شود.  برابر   1
k طول ها  ، ( k)0 < کنیم رسم  را   y f= (kx)

گر ا و  افقی(  )انقباض  می شود  فشرده تر  x ها  محور  راستای  در  نمودار  باشد، 
)انبساط  می شود  کشیده تر  xها  محور  راستای  در  نمودار  باشد،   0 1< <k

k باشد، علاوه بر این اتفاقات، نمودار نسبت به محور yها قرینه  < 0 گر افقی(. ا
می شود )قرینۀ افقی(. 

y را رسم کنید. x== −−2 1  نمودار

 

x هم بود که وقتی نصف شد به f است. به همین خاطر طول ها را نصف کردیم. حواسمان به1= ( x)2 ، تابع مورد نظر ما f x(x)= −1 گر فرض کنیم در واقع ا

x تبدیل شد. = 1
2

y و محور xها را بیابید. == −− ++1 2 4| x  مساحت ناحیۀ محصور بین نمودار تابع|

 نمودار تابع را رسم می کنیم:

4 واحد به چپ طو لها نصف (انقباض افقی)

(۴-) هم نصف!

قرينۀ عمودی۱ واحد به بالا

y

x

y

x

x

y

x

y

x

y

-2

-3
-4

-2

-2-4

4 4

1
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کردن طول قاعدۀ آن لازم است طول نقاط برخورد نمودار با  y و محور xها یک مثلث به ارتفاع 1 است و برای پیدا x= − +1 2 4[ ناحیۀ محصور بین نمودار تابع[

 y x x x x= ⇒ − + = ⇒ + = ⇒ + =± ⇒ = −0 1 2 4 0 2 4 1 2 4 1 5
2| | | | x یا  = − 32 محور xها را پیدا کنیم: 

 . 12 1 1 1
2× × = ) و مساحت آن برابر است با: ) ( )− − − =3

2
5
2 طول قاعدۀ مثلث می شود1

بگذارید یک جمع بندی نسبتاً خوشگل از تبدیلات داشته باشیم!

y نوع تبدیلنمونه f (x)شرح تبدیل روی

 y f= +(x) 2
 y f= −(x) 2
 y f= +(x )2
 y f= −(x )2

انتقال عمودی
انتقال عمودی
انتقال افقی
انتقال افقی

2 واحد به طرف بالا
2 واحد به طرف پایین
2 واحد به طرف چپ
2 واحد به طرف راست

 y f= 2 (x)

 y f= 1
2 (x)

 y f= ( x)2

 y f= ( x)
1
2

انبساط عمودی

انقباض عمودی

انقباض افقی

انبساط افقی

عرض ها 2 برابر

عرض ها نصف

طول ها نصف

طول ها 2 برابر

 y f= − (x)

 y f= −( x)

انعکاس عمودی
انعکاس افقی

قرینه نسبت به محور xها
قرینه نسبت به محور yها

 توابع چندجمله ای

 f x a x a x a x an
n

n
n(x) a= + + + + +−
−

1
1

2
2

1 0 ضابطۀ توابع چندجمله ای، به صورت روبه روست: 
f یک تابع چندجمله ای از درجۀ n نامیده می شود. در  (x) an باشد، ≠ 0 گر a ضرایب چندجمله ای هستند و اعداد حقیقی اند. ا a a a an n, , , , ,−1 2 1 0

 است ولی در  مورد n، دقت کنید که عددی حسابی )طبیعی یا صفر( است و مثلاً نمی تواند منفی یا کسری باشد. دامنۀ توابع چندجمله ای در حالت کلی برابر
f در نظر بگیرید. والا! bx kx ln n(x) ax ...= + + + +−1 گر ضرایب اندیس دار دوست ندارید، ضابطۀ تابع را به فرم مورد برد آن نمی توان نظر کلی داد. راستی ا

g چندجمله ای است؟ دامنۀ آن را مشخص کنید. x x(x) x== ++ ++3 4 f و x x x(x) == −− ++ −−
4 3
2 2  کدام یک از توابع1

x می بینیم و در نتیجه تابع چند جمله ای نیست. ، g(x)  است. در f تابع چندجمله ای و دامنۀ آن (x)  خب

صورت نمودار توابع زیر را رسم کنید. به  چندجمله ای  تابع  باشد،   n =0 گر ا )ثابت(:  صفر  درجه  تابع 

تابعی  و چنین   (a) دارد فقط یک عضو  تابع،  این  برد  f درمی  آید.  a(x) =

را ثابت می نامیم. نمودار مختصاتی این تابع، خط افقی )موازی محور xها( یا 
قسمت هایی از آن است.

f
f
: ( , ] { }
(x)
−−∞∞ →→ −−
== −−





0 3
3 ب(  

f
f
: { }
(x)
→→
==





2
2   الف(

f
f
: { }
(x)
→→
==





0
0

  ج(

 بفرمایید:
y

x

2

(الف)

y

x

-3

(ب)

y

x
۰ ۱ ۲-1-2

(ج)
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 را با نمایش پیکانی نشان دهید.
f
f
:{ , , , } { , , }
(x)
1 2 3 4 5 6 7

5
→→

==




5 تابع

6

1
2
3
4

f

7
Rf است.  = { }5  همۀ پیکان ها به 5 وارد می شوند. برد تابع،

تابع همانی: تابعی است که هر عضو از دامنه را به همان عضو در هم دامنه نظیر  نمودار توابع زیر را رسم کنید.

f می باشد و نمودار آن نیمساز  x( ) x= می کند. ضابطۀ این تابع به صورت 

ناحیۀ اول و سوم یا قسمت هایی از آن است.

 
f
f
:[ , ) [ , )
(x) x
−− ++∞∞ →→ −− ++∞∞
==





1 1
ب(   

f
f
:
(x) x
 →→
==





  الف(

 بفرمایید:
y

x

-1

(ب)

-1

 

y

x

(الف)  
 درستی یا نادرستی جملات زیر را مشخص کنید.

گر دامنه و برد یک تابع با هم مساوی باشد، آن تابع همانی است. ب( ا الف( دامنه و برد تابع همانی با هم مساوی است. 

 الف( درست است. از هر دست بدِی، از همون دست می گیری!
 است ولی این تابع همانی نیست. y دامنه و برد مساوی x= 3 ب( درست نیست. این هم مهم است که هر عضو دقیقاً به خودش نظیر شود. مثلاً در تابع

 . f ( )2 0= و  f ( )− =2 که1 طوری  است  خطی   f :  تابع  f است و   x ax b( ) = + تابع درجه یک )خطی(: ضابطۀ این توابع به صورت

نمودار آن ها به شکل خط راستی با شیب a و عرض از مبدأ b می باشد. برای 
رسم نمودار این توابع، کافی است دو نقطه از آن ها را پیدا و به هم وصل کنید 

و از دو طرف ادامه دهید!

نمودار تابع را رسم کنید و نمایش جبری آن را بنویسید.

) را به هم وصل می کنیم و از دو طرف ادامه  , )2 0 ) و  , )−2 1  دو نقطۀ 

می دهیم:

f a b( )− = ⇒ − + =2 1 2 1 f در نظر بگیریم، داریم:    x ax b( ) = + گر ضابطۀ تابع را به صورت  ا
f a b( )2 0 2 0= ⇒ + =  

− − = ⇒ = −2 2 1 1
4a a a b که با جای گذاری در رابطۀ  اول، داریم:  a= −2 از رابطۀ  دوم به دست می آید

b a= − =2 1
2 f می باشد.  x x( ) = − +1

4
1
2 پس نمایش جبری تابع به صورت

 را بیابید.
f

f x

:[ , )

(x) x

0 3

3 22
→→

== −− ++







است برد تابع  f bx c(x) ax= + +2 صورت به  توابع  این  ضابطۀ  دو:  درجه  تابع 

a) و نمودارشان همان سهمی ها هستند که قبلاً مفصلاً بررسی کرده ایم.  )≠ 0
گر دامنۀ این توابع محدود شده باشد، نمی توان در مورد بردشان نظر کلی داد.  ا
مختصات با  سهمی  رأس  به  توجه  و  کردن  کامل  مربع  تکنیک  نمودار،  رسم 

  هیچ وقت توابع  این  برد  است.  مفید  زمینه  این  در   ( , )− −b
a a2 4

∆

نمی شود!

 روش اول: نمودار تابع را رسم می کنیم. این بهترین و مطمئن ترین روش 
yتعیین برد است.

x1

4
1- 2

3

2

2

x2 مثبت     ⇒ : ضریب    

x : ریشه ها = 1 2,  

f : عرض از مبدأ ( )0 2=  

− : طول رأس سهمی = − − =b
a2

3
2

3
2  

f : عرض رأس ( )
3
2

9
4

9
2 2 1

4= − + = −  
] محدود کنیم: , )0 3 البته باید دامنه را به بازۀ

y

x1

4
1- 2

3

2

2

3

f  

 Rf = −[ , ]
1
4 2 تصویر نمودار روی محور yها، برد تابع f را می دهد. 

1

2

-2
x

y
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x) را تشکیل می دهیم: )− 3
2

2 − استفاده می کنیم و 3
2 روش دوم: ضابطۀ تابع را برحسب مربع کامل می نویسیم. برای این کار، از نصف ضریب x یعنی

(x ) (x) x (x x ) (x )− = − + ⇒ = − + = − + − + = − − +3
2 3 9

4 3 2 3 9
4

9
4 2 3

2
9
4 22 2 2 2 2x x f x ⇒⇒ = − −f (x) (x )

3
2

1
4

2  

، این ضابطه را می سازیم: 0 3≤ <x حالا از روی دامنه یعنی

0 3 3
2

3
2

3
2 0 3

2
9
4

3
2 2

1

≤ < − ≤ − < ≤ − ≤
− −

x x x'''" ''''''''" ''"
2 ·H¼U ¾M

( )
44 21

4
3
2

1
4 2− ≤ − − ≤( )x  

] را اختیار می کند. برد تابع، همین بازه است. , ]− 1
4 2 f تمام مقادیر بازۀ (x) x اتفاق می افتد و = 0 f به ازای (x) = 2 x و حالت = 3

2 f به ازای (x) = − 1
4 حالت

این روش، حواس جمع می خواهد!

) است. , )− −b
a a2 4

∆ y مینیمم دارد و مختصات پایین ترین نقطۀ آن به صورت ax bx c= + +2 a است، سهمی به معادلۀ > 0 روش سوم: وقتی

x اتفاق می افتد که عضو بازۀ
b
a

= − = − − =2
3
2

3
2 f مثبت است و این تابع مینیمم دارد. مینیمم آن در x(x) x= − +2 3 2 x2 در در این سؤال هم ضریب

f را حساب کنیم: ( )
3
2 − یا به جای آن می توانیم ∆4a ] است. مقدار مینیمم هم می شود , )0 3

 y fmin ( ) ( ) ( )= = − + = −3
2

3
2 3 3

2 2 1
4

2  

] می شود. , ]− 1
4 2 x عضو دامنه است. با این حرف ها، برد تابع همان = 0 f و ( ) f ( )0 3 2= = همچنین

تابع درجه سه )مطالعه آزاد(: ضابطۀ این توابع به صورت زیر است:

f bx cx d(x) ax= + + +3 2 (a )≠ 0  
باشد،    و همان نشده  توابع محدود  این  دامنۀ  گر  ا
بردشان هم مساوی خواهد بود. ساده ترین تابع درجه 
f می باشد که نمودارش به شکل  (x) x= 3 سوم، تابع

مقابل است:

y

x

3x

y را در یک دستگاه مختصات ببینید. این دو نمودار،  x= 3 y و x= نمودار توابع2
x همدیگر را ملاقات می کنند! = 0 1, در دو نقطه به طول های

 y x= 3 نمودار  ، ( , )0 1 فاصلۀ در  که  کنید  دقت 
y قرار می گیرد.  x= 2 پایین تر از نمودار

y

x

3x 2x

10

x را مشخص کنید. x3 2  به کمک رسم نمودار، مجموعه جواب نامعادلۀ

y قرار می گیرد. مجموعه جواب نامعادله، همین بازه است! x= 2 y بالاتر از نمودار x= 3 ، نمودار ( , )1 +∞  فقط در بازۀ

)مطالعه آزاد(
x3 مثبت است، نمودار هر تابع درجه سوم به یکی از شکل های   وقتی ضریب

زیر است:

3y=x مثل 3y=xمثل +x 3y=xمثل -x

x3 منفی باشد، نمودار تابع درجه سوم به یکی از شکل های زیر  گر ضریب  ا
خواهد بود:

3y=-x مثل 3y=-xمثل -x 3y=-xمثل +x

مطلب بالا صرفاً جهت اطلاع بود!

یادداشت مؤلف
y را در سال دوازدهم خواهید شناخت، ولی ما آن را اینجا معرفی کردیم. چون شناختن فرم های کلی توابع درجه سوم،  x= 3 تابع

در حل تست ها کمک کننده است.
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 توابع گویا

ضابطۀ توابع گویا  کدام گزینه، ضابطۀ تابع گویا نیست؟
توابع گویا، توابع کسری هستند که صورت و مخرجشان چندجمله ای است. در 

f را یک تابع گویا می نامیم که در آن
P

Q
(x)

(x)

(x)
= واقع، هر تابع به شکل

Q(x) صفر نیست. Q(x) چندجمله ای هستند و چندجمله ای P(x) و

واقع،  در  می شوند.  محسوب  گویا  توابع  جزو  هم  چندجمله ای  توابع   
توابعی گویا با مخرج 1 هستند. 

 y x
x

== −−
++

3 1
13 ب(   y

x x
==

++
1

2   الف(

 y x== −−3 3
3 د(   y x x

x x x
== ++

++2
  ج(

 الف( گویاست!
ب( گویاست. اعداد ثابت موجود در ضابطه رادیکالی باشند، ایرادی ندارد.

y ج( گویاست. ضابطۀ تابع ساده می شود و رادیکال های شامل x از بین می روند.
x x

x x x x
= +

+
=

( )

1  
د( گویا نیست. x از زیر رادیکال، بیرون نمی آید!

f را بیابید.
x x
x x

(x) ==
++

−−

++

1
1

12
دامنۀ توابع گویا  دامنۀ تابع با ضابطۀ

کسرها به ازای ریشه های مخرجشان تعریف نشده اند.

 f
P

Q
Df(x)

(x)

(x)
{x | Q(x) }= ⇒ = − = 0  

راستی دامنه را همیشه قبل از ساده کردن ضابطۀ تابع تعیین کنیم.
این مهم است که ضابطه دست نخورده باشد. هرچه مخرج دیدیم، باید مخالف 

صفر باشد.
را  ضابطه  گر  ا  . − −{ , }1 2 می شود  y

x= −
+ −
(x )

(x )(x )

2
1 2 تابع دامنۀ  مثلاً 

به  است  کنیم، ممکن  تعیین  را  دامنه  آن  روی  از  و   y
x

x
=

+1 کنیم: ساده 

 می شود. حواسمان باشد ! − −{ }1 اشتباه بگوییم دامنۀ تابع مساوی

تا  سه  می کنیم.  پیدا  را  مخرج ها  تمام  ریشۀ   ، f (x) دامنۀ تعیین  برای   
مخرج می بینیم:

x است. = : ریشۀ این مخرج،1 1
1x −

x در کسر − 1

x است. = 0 : ریشۀ این مخرج، 1
x x در کسر

x است. ببینید: = : ریشۀ این مخرج،1− f (x) x در کل کسر مربوط به x
2 1+

 x x x x x xx2 2 0 31 0 1 1 1+ = ⇒ = − = − ⇒ = −≠
''''"  

 است. − −{ , , }1 0 1 f مساوی (x) پس دامنۀ

 باشد، a و b را بیابید.  { , }2 5 f مساوی x x
x ax b

(x) == −− ++
++ ++

3

2
1

3
گر دامنۀ تابع  ا

x) یا ضریبی  )(x )+ −2 5 a است. در اینجا مخرج به شکل (x )(x )− −α β β به فرم α و 2− و 5 باید ریشه های مخرج باشند. هر عبارت درجه دوم با ریشه های  خب
 3 2 5 3 3 10 3 9 302 2(x )(x ) (x x ) x+ − = − − = − −x . در واقع، مخرج این شکلی است:  3 2x ax b+ + از آن است. آن ضریب چیست؟ همان ضریبx2 در

. b = −30 a و = −9 3 می فهمیم که 2x ax b+ + از مقایسۀ عبارت بالا با

x
1y=  تابع 

y

x

 و نمودار آن به شکل روبه روست: 
 −{ }0 y است. دامنه و برد این تابع،

x
= 1 ساده ترین تابع گویا، همین

نمودار این تابع، محورهای مختصات را قطع یا از آن ها عبور نمی کند. بلکه در کنار آن ها به حرکت خود ادامه می دهد و در افق 
محو می شود!

 توابع هموگرافیک

کنکوری ترین  و  خوشگل ترین  هموگرافیک،  توابع 
نوع از توابع گویا هستند! ضابطۀ این توابع، به شکل 

زیر است:
 f ax b

cx d(x) (c , ad bc )== ++
++

≠≠ −− ≠≠0 0  

و  ثابت  عدد  یا  اول  درجه  کسر  صورت  واقع،  در 
هم   ad bc− ≠ 0 شرط است.  اول  درجه  مخرج، 
با  گونه ای  به  مخرج  و  که صورت  می کند  تضمین 

هم ساده نمی شوند که تابع ثابت شود.

 y
a
c

= افقی خط چین  و   x
d
c

= − عمودی خط چین  ابتدا   ، f ax b
cx d

(x) = +
+

تابع نمودار  رسم  برای 

مقدار  به  توجه  با  که  است  یا   شکل   دو  از  یکی  به  تابع  نمودار  کنید.  رسم  را 

ad باشد، نمودار به فرم  bc− > 0 گر f می توانید این موضوع را بفهمید. در واقع ا ( )0 عرض از مبدأ یعنی

ad باشد، نمودار به فرم  خواهد بود. bc− < 0 گر  و ا
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 کدام دو تابع با هم برابرند؟

 
g

g x
f
f

:

(x)
,

:
(x) x

 

 

++ →→

==







→→
==



8

2
4

g  ب( f {( , ),( , )} , {( , ),( , )}2 4 1 3 1 4 2 3 الف(

 g x
x(x) , f (x)== == ++
++

1 1
1 د(  g x(x) | x | , f (x)  2 ج(

 الف( برابر نیستند. زوج های مرتب یکسانی نمی بینیم!

 D Df g= = +
 , ب( برابر نیستند. ضابطه ها یکسان اند ولی دامنه ها یکسان نیستند. 

 است. . دامنۀ هر دو تابع هم x2 = | x | ج( برابر هستند. ضابطه ها یکسان اند.

x تعریف نشده است. = f به ازای ریشۀ مخرج یعنی1− (x) x ولی دامنه ها یکسان نیستند.
x
+
+

=1
1 1 د( برابر نیستند. ضابطه ها یکسان اند.

 Df g= − − = { } , D1  

 کتاب محترم درسی

)کتاب درسی( 506 h مفروض اند. کدام مطلب درست است؟  x x( ) | x |== −−
−−
1
1 g و x x( ) | x | ، f x

x
x

( ) ==
<<

−− >>




1 0
1 0

توابع

4( توابع، دو به دو نابرابرند. 3( هر سه تابع با هم مساوی اند.  2( توابع g و h مساوی اند.  1( توابع f و g مساوی اند. 

 کنکورهای اخیر

)تجربی داخل 92( 507 f  کدام است؟  ( x)3 f باشد، آن گاه دامنۀ تابع x x(x) == −−2 2 گر ا

 [ , ]1 3 )4   [ , ]1 2 )3   [ , ]0 3 )2   [ , ]0 2 )1

)تجربی داخل 90( 508 f کدام است؟  (f ( )) f (f ( ))5 1 ، مقدار f x x x
x x

(x) == −− ++ >>
++ ≤≤





4 3
2 3 3 در تابع با ضابطۀ

9 )4  8 )3  7 )2  6 )1
)تجربی خارج 96( 509 2 عدد حقیقی باشد، مجموعه مقادیر x در این بازه کدام است؟  9

2 22
4 23

x
x x−− ++ −− گر عبارت ا

 [ , ) ( , ]− 2
3 0 0 2

3 )4   [ , ) ( , ]− 2
3 0 0 2 )3   [ , ]− 2

3
2
3 )2   [ , ]

2
3 2 )1

)تجربی خارج 92( 510 f  کدام است؟  ( x) ، دامنۀ تابع f x(x) | x |== ++ ++2 گر ا

 x ≥ 1)4   x ≤ 1)3   x ≥ −1)2   x ≤ −1)1

)ریاضی داخل 92( 511 y کدام است؟  xf (x) y است. دامنۀ تابع f x ( شکل زیر، نمودار تابع(

 [ , ]0 2 )1

  [ , ]−3 2 )2

[ , ] [ , ]− −4 3 1 2 )3
x

y

-4-3 1 2

    [ , ] [ , ]−3 0 1 2 )4

)ریاضی خارج 97( 512 y کدام است؟  == ++(x )f(x)1 f است. دامنۀ تابع غیرنقطه ای (x) شکل زیر، نمودار تابع با ضابطۀ

x

y

-3
-1 21

    [ , ]−3 2 )1

 [ , )− +∞1 )2

  ( , ]−∞ − 1 )3

   − −( , )3 2 )4
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 تست های بیشتر

y کدام است؟ 513 x f x== ++ ( ) گر نمودار تابع f به شکل روبه رو باشد، دامنۀ تابع ا

x

y

2-1
-5    [ , )0 +∞ )2   [ , ] [ , )− − +∞5 1 2 )1

[ , )1+∞ )4   [ , )2 +∞ )3

f کدام فاصله است؟ 514 x x
x

x
x( ) == −−

−−
++ −−1

3
2 دامنۀ تعریف تابع f با ضابطۀ

 ( , )2 3 )4   [ , ]1 2 )3   ( , )0 3 )2   ( , ]0 1 )1

2a کدام است؟ 515 b c d++ ++ −− ,a] بنویسیم، ) (c , ) [d , )b  0 ++∞∞ y را به صورت x x
x x

== −− ++
++

( )( )
( )
1 2

1

3

2 گر دامنۀ تابع ا

 −4 )4   −5 )3   −7 )2   −8 )1

y  کدام است؟ 516 x x== −− دامنۀ تابع

  − ( , )0 1 )4   [ , ]0 1 )3   { , }0 1 )2   { }0 )1

y شامل چند عدد صحیح است؟ 517 x== −− −−3 1 4 دامنۀ تابع

5 )4  4 )3  2 )2  3 )1

y کدام است؟ 518 x x== ++ −− ++1 3 دامنۀ تابع

 ∅ )4   [ , ]− −3 1 )3   [ , )− +∞3 )2   [ , )− +∞1 )1

y  شامل چند عدد صحیح است؟ 519 x== −− −−4 1| | دامنۀ تابع

5 )4  9 )3  7 )2  8 )1

y شامل چند عدد صحیح نیست؟ 520 x== −− −− −−| |1 3 2 دامنۀ تابع

4( بی شمار  5 )3  6 )2  3 )1

y برابر کدام است؟ 521 x
x x

== −−
−−

2 1
| |

دامنۀ تابع

 ( , ]−∞ − 1 )4   [ , )−1 0 )3   ( , )1 +∞ )2    [ , ]−1 1 )1

y چند عدد صحیح را شامل نمی شود؟ 522 x x== ++ −− −−3 1 6| | دامنۀ تابع

7 )4  6 )3  5 )2  4 )1

y کدام است؟ 523 x x== −− ++ ++ −−| | | |1 2 3 دامنۀ تابع

  )4   ( , )−2 1 )3   ( , ) ( , )−∞ − +∞2 1 )2   − −( , )2 1 )1

a کدام است؟ 524 b2   باشد،  { , }1 2 f مساوی x x
x ax b

( ) == ++
−− ++

3
2 2 گر دامنۀ تابع ا

14 )4  10 )3  2 )2  1 )1

 باشد، حدود a کدام است؟ 525 f مساوی x x
x ax

( ) == −−
++ ++

3

2
1
1

گر دامنۀ تابع ا

 ( , )−2 2 )4   [ , ]−1 1 )3   ( , )−1 1 )2   [ , ]−2 2 )1

a کدام است؟ 526 b  باشد،  { }3 y مساوی x
x ax b

== ++
−− ++

1
2 2 گر دامنۀ تابع ا

 −30 )4   30 )3   −6 )2   6 )1

 باشد، حدود a کدام است؟ 527 y مساوی ax x== ++ ++2 1 گر دامنۀ تابع ا

 14 ≤ a )4   0 1
4< ≤a )3   0 1< <a )2   0< a )1

y کدام است؟ 528 x
x== −−
++

2 4
2 برد تابع

  − −{ }4 )4    − −{ }2 )3    −{ }4 )2    )1
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y چند عدد صحیح منفی را شامل می شود؟ 529 x x== −−6 برد تابع

9 )4  36 )3  3 )2  6 )1

y کدام است؟ 530 x x== −− ++2 کمترین مقدار تابع

4( صفر  54 )3  74 )2  2 )1

y کدام است؟ 531 x x== −− | | برد تابع

  { }0 )4   ( , ]−∞ 0 )3   [ , )0 +∞ )2   ∅ )1

y کدام است؟ 532 x
x== ++
−−

2 1
1 برد تابع

  )4   −{ , }1 2 )3   −{ }2 )2   −{ }1 )1

x تعریف شده است؟  533 1 به ازای چند عدد صحیح
f x( ) y به شکل روبه رو باشد، f x ( ) گر نمودار تابع yا

x-4 4  7 )2   6 )1

9 )4   8 )3

bac کدام است؟ 534 g با هم برابر باشند، مقدار b c a f b== −− ++ ++ == −−{(a , ) , ( , ) , (b , )} {( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 1 2 1 2 3 2 1 » گر دو تابع ا

2 )4   12 )3   − 1
2 )2   −2 )1

f با کدام یک از توابع زیر مساوی است؟ 535 x x x( ) | | تابع

 g x x x( ) = × )4   g x(x) = 2 )3   g x x x( ) | | | |= × )2   g x(x) = )1

در کدام گزینه، دو تابع داده شده با هم مساوی اند؟ 536

 f x x g x x x( ) , ( ) ( ) ( )= − = − × +2 1 1 1 )2   f x x x g x x( ) , ( )= + + = +2 2 1 1 )1

  f x
x

x
g x

x

x
( ) , ( )=

+
=

+1 1 )4    f x
x

g x
x

x
( ) , ( )=

−
= +

−
1

1
1
1 )3

در کدام گزینه، دو تابع داده شده با هم مساوی اند؟ 537

 f x x g x
x
x

( ) | | , ( )
| |

= + = −
−

2 4
2

2
)2   f x x x g x x x( ) | | , ( ) | |= + = +2 1 )1

 f x
x

x
g x

x
x

( )
| |

, ( )
| |

= + = +1 1 )4  f x x g x
x
x

( ) | | , ( )
| |

= − = −
+

1 1
1

2
)3

 تست های بیشترتر!

y شامل چند عدد صحیح است؟ 538 x
x

== −− ++
−− ++
1 1
1 1

3
3 دامنۀ تابع با ضابطۀ

1 )4  2 )3 2( صفر  1( بی شمار 

y شامل چند عدد صحیح است؟ 539 x x== −− −− ++ ++3 2 3 2 دامنۀ تابع

4 )4  1 )3  2 )2  3 )1

y  مجموعه ای از کدام  xهاست؟ 540 x x
x x

==
−−
++

( )
| |

2 1 دامنۀ تابع

 x ≥ 1)4   0 1< ≤x )3   − ≤ <1 0x )2   x > 1)1

y کدام است؟ 541 x x x x== −− −− −− دامنۀ تابع با ضابطۀ

 { } [ , )0 1 +∞ )4   [ , )0 2 )3   [ , )1 +∞ )2   [ , )0 +∞ )1

] باشد، حدود a کدام است؟ 542 , )0 ++∞∞ f مساوی x
x ax

(x) ==
++ ++2 22 گر دامنۀ تابع ا

  − −( , )4 4 )4   ( , )−4 4 )3   ( , )− +∞4 )2   [ , )4 +∞ )1
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 باشد، مقدار ab کدام است؟ 543  { }a f به صورت x x
x x b

( ) == ++
−− ++

2

2
2

2 12
گر دامنۀ تابع ا

54 )4  27 )3  18 )2  9 )1

y با مجموعه جواب کدام نامعادله برابر است؟ 544 x
x

==
++1 2 برد تابع

 | |x+ ≤1 2 )4   2 1| |x ≤ )3   2 1
| x |

≥ )2   | |x ≤2 )1

y کدام است؟ 545 x== −−1 2 برد تابع با ضابطۀ

 [ , ]−1 1 )4   [ , ]0 1 )3   + )2    )1

b کدام است؟ 546 a2  بنویسیم،  (a,b) y را به شکل x x== ++
++
1
1 گر برد تابع ا

5 )4  6 )3  7 )2  8 )1

y به ترتیب کدام است؟ 547 x
x

== ++2 2
4 کثر مقدار تابع حداقل و حدا

 8 ،4 )4 3( صفر، 4   2( وجود ندارد، 4   1( 4، وجود ندارد  

y کدام است؟ 548 x x== ++ ++
++

5 1
3 برد تابع

  )4   [ , ]−2 2 )3   [ , ]0 4 )2    − ( , )0 4 )1

y کدام است؟ 549 x
x== −−
−−

3 1
1 برد تابع

 [ , )
3
4 3 )4   [ , ) ( , )

3
4 3 3 +∞ )3   ( , ]−∞ 3

4 )2   [ , )
3
4 +∞ )1

y کدام است؟ 550 x
x

== ++

++

2

2
5
1

برد تابع

 ( , )4 +∞ )4   [ , )4 +∞ )3   [ , )5 +∞ )2   [ , )3 2 +∞ )1

y  کدام است؟ 551 x x== ++ −− ++5 1 برد تابع

 ( , ]−∞ 5 )4   ( , ]0 2 )3   [ , )0 2 )2   [ , )1 +∞ )1

f کدام است؟ 552 x x( ) | |
| x |==

++1 f با ضابطۀ :  برد تابع

 [ , )0 1 )4   [ , ]0 1 )3   [ , ]
1
2 1 )2   ( , )−∞ 1 )1

g تعریف شده باشد، آن گاه برد g کدام فاصله است؟ 553 x f x
f x( ) ( )
( )== −−

++
1
1 ) به وسیلۀ , )−−∞∞ −− 1 ) بوده و تابع g روی , )−−∞∞ −− 1 در صورتی  که برد تابع f فاصلۀ

[ , )1 +∞ )4   ( , )1 +∞ )3   ( , )−∞ 1 )2   ( , ]−∞ 1 )1

y کدام است؟ 554 x
x==
−−

2

1 برد تابع

  − [ , ]0 4 )4    )3    − ( , )0 4 )2   [ , ]0 4 )1

y کدام است؟ 555 x
x

== ++
−−
3
1 2( )

برد تابع

 [ , )− +∞1
25 )4   [ , )− +∞1 )3   [ , )− +∞1

16 )2   [ , )0 +∞ )1

y کدام است؟ 556 x x== ++ −−2 1 2 برد تابع

 [ , )− +∞2 )4   [ , )− +∞5 )3   [ , ]−2 5 )2   [ , ]− 5 5 )1

f کدام است؟ 557 x x
x( ) == ++1

2
2

برد تابع با ضابطۀ

  − −[ , ]1 1 )4    − −( , )1 1 )3   ( , )−1 1 )2   [ , ]−1 1 )1



114

f کدام فاصله است؟ 558 x x x( ) == −− −−4 2 برد تابع

 [ , ]−2 2 2 2 )4   [ , ]−2 2 2 )3   [ , ]− 2 2 )2   [ , ]−2 2 )1

y کدام است؟ 559 x x
x x

== ++
++ −−

2

2 2
برد تابع

 [ , )0 1 )4   [ , )1 +∞ )3   ( , ] ( , )−∞ +∞1
9 1 )2   [ , ]

1
9 1 )1

f چند عدد صحیح را شامل نمی شود؟ 560 x
x
x x
x x

( ) ==
++ <<

−− ≤≤







2 1 0
1 0

برد تابع 

1 )4  2 )3  3 )2   4 )1

g(x) با هم برابر باشند، a کدام است؟ 561 x== ++2 1 f و
x x
x x

ax a x
(x) ==

−− −−
−−

≠≠

++ −− ==







2 1
1 1

1 1

2

2
گر دو تابع ا

2 )4  1 )3   −1)2   −2 )1

562 ( )a b cda کدام است؟ b g با هم مساوی باشند، مقدار x ax
bx cx d

( ) == −−
++ ++

6
2 f و x x( ) ==

−−
3
2 گر دو تابع با ضابطه های ا

 −4 )4  4 )3   −8 )2  8 )1

یادداشت مؤلف
در بحث تابع، بعضی مطالب را در سال دهم نیز گفته بودیم. انصافاً این بار دیگر سؤال های تابع را خوب یاد بگیرید و قال قضیه را 

بکنید! نمودارها را بشناسید و از رسم نمودار توابع طفره نروید. بعداً نگید نگفتم!
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دامنه ها را مقایسه کنیم: 506   4 
Df g h= − = − = −  { } , D { } , D { }0 0 1  

این هم ضابطه ها:

f x
x

x
g x

x

x
x

x

x
x

( ) , ( )=
<

− >




=

− = − <

= >









1 0
1 0

1 0

1 0
 

h x

x
x

x

x
x

x

( )
( )

=

−
− −

= − <

−
−
= >










1
1 1 1

1
1 1 1

 

گرچه دامنه های f و g با هم برابرند، اما ضابطه های آن ها یکسان نیست. هیچ دو تابعی  ا
)از میان سه تابع بالا( با هم برابر نیستند. تامام!

507   4 
 f x x f(x) ( x) ( x) ( x)= − ⇒ − = − − −2 3 2 3 32 2  

زیر رادیکال، نامنفی:

 
2 3 3 0 3 2 3 0

3 1 0

2( x) ( x) ( x)( ( x))

( x)(x )

− − − ≥ ⇒ − − − ≥
⇒ − − ≥

''''''''''"
S¶°°ø¸ÃÃ÷U

1 3 1 33≤ ≤ ⇒ =−x Df ( x) [ , ]

 

508   4 
f

f f

( )

(f ( )) ( )

5 5 5 4 5 3 2
5 2 2 2 3 7
= − + = − =
= = × + =

 

 
f

f f

( )

(f ( )) ( )

1 2 1 3 5
1 5 2
= × + =
= =  

پس:
 f (f ( )) f (f ( ))5 1 7 2 9+ = + =  

رادیکال  509 زیر  و  فرد  فرجه   ، 2 23 x x− عبارت در  اول:  روش    4 
. چندجمله ای است، پس دامنۀ این عبارت می شود

زیر رادیکال دوم نامنفی باشد:

 
2 9

2 0 2 9
2 9 4 4

9
2
3

2
3

2
3 0

2 2
0 2 2

x x
x x

x x D

x
− ≥ ⇒ ≥ ≤ ⇒ ≤

⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤ ≠ ⇒ =

≠
''''"

| x | , [[ , ) ( , ]− 23 0 0 2
3

 

x تعریف نشده  = 0 روش دوم )عددگذاری(: عبارت زیر رادیکال با فرجۀ 4، به ازای
x به دامنۀ عبارت تعلق ندارد. گزینۀ )2( رد شد. = 0 است، پس

x  هم به دامنه تعلق  = x هم باعث می شود زیر رادیکال منفی شود. پس1 = 1
ندارد. گزینه های )1( و )3( هم رد شد. گزینۀ )4( ماند!

510  f x f x(x) | x | ( x) | x |= + + ⇒ − = − + − +2 2    3 
زیر رادیکال، نامنفی:

 

− + − + ≥ ⇒ − + ≥

⇒
− + ≥

− + ≤ −






⇒

≤

≤

x

x x

x x

x

| x | | x | x2 0 2
2

2

1

2 0
IÄ IÄ

¸§µ¶ oÃü






⇒ ≤x 1

 

511  xf (x) ≥ 0 زیر رادیکال نامنفی باشد:    4 
x است،  ≥ 0 f هم علامت باشند. در سمت راست محور yها که x( ) پس باید x و

] نامنفی است. , ]1 2 نمودار تابع f در بازۀ
] نامثبت است.  , ]−3 0 x است، نمودار f در بازۀ ≤ 0 در سمت چپ محور yها هم که
 [ , ] [ , ]−3 0 1 2 پس دامنه می شود اجتماع این بازه ها. یعنی: 

512 f نمودار  و  می شود1−   x + =1 0 ریشۀ نامنفی:  رادیکال  زیر    4 
 ( , ) ( , )2 3 1+∞ − − » ،1− و 2 قطع می کند و در بازه های −3 محور xها را در

) زیر محور xها قرار دارد. , ) ( , )− −∞ −1 2 3 »  بالای محور xها و در بازه های

x) این طور می شود: )f(x)+1 پس جدول تعیین علامت

(x )f (x) ( , ] [ , ) { }+ ≥ ⇒ ∈ −∞ − +∞ −1 0 3 2 1x   پس:  

نقطۀ  تابع شامل  این است که دامنۀ  نقطه  ای،  تابع غیر  گفته  اینکه  از  منظور سؤال 

منفرد1− نباشد.

 ( , ] [ , ) ( , )−∞ − + ∞ = − −3 2 3 2∪ � پس دامنۀ تابع می شود: 

زیر رادیکال ها، نامنفی:  513   3 
 0 0≤ ≤x f x, ( )  

 . 0≤ f x( ) ] ، نمودار f بالای محور xهاست، یعنی , )2 +∞ ] و , ]− −5 1 در بازه های

 .[ , )2 +∞ ≥0 با این دو بازه، می شود x حالا اشتراک

روش اول: زیر هر دو رادیکال، نامنفی:  514   1 

 
0 1

3 1 3

0 2 0 2
0 1

≤ −
−

⇒ ≤ <

≤ − ⇒ < ≤









< ≤ ⇒
x

x
x x

x

x
x

x
IÄ

¾¹¶Hj

¥ HoT{H

''''''" == ( , ]0 1  

0 1 2 3 4  

x زیر رادیکال اول را منفی می کند، پس در دامنه نیست  = 2 روش دوم )عددگذاری(:

و گزینه های )2( و )3( که این عدد را دارند رد می شوند.

x زیر هیچ کدام از رادیکال ها را منفی نمی کند، پس عضو دامنه است و گزینۀ  = 1
2

)4( که این عدد را ندارد، رد می  شود. 

زیر رادیکال را تعیین علامت می کنیم و منفی ها را دور می ریزیم: 515   2 

 

سؤال، به صورت  توجه  با   .[ , ) ( , ) [ , )− − − + ∞2 1 1 0 1  می شود: تابع  دامنۀ 

.2 7a b c d+ + − = − . پس d b و1= c= = −1، a = −2

، باید: 516 x x− ≥0 و به خاطر x ، باید x روش اول: به خاطر   3 

 0 0
2 2 2≤ − ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤x x x x x x x x'''''''"

·H¼U ¾M

 

 ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤x x x( )1 0 0 1  

.[ , ]0 1 0 می شود بازۀ 1≤ ≤x ≥0 و x ک اشترا

x تعریف شده، پس گزینه های )1(، )2(  = 1
4 روش دوم )عددگذاری(: تابع به ازای

14 را شامل نمی شوند، پرَ! و )4( که
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زیر هر دو رادیکال، نامنفی: 517   1 

 1 4 0 1 4 4 1 1
4− ≤ − ⇒ ≤ ⇒ ≤x x x x:  

 3 1 4 0 3 1 4 1 4 3− − ≤ − − ⇒ − ≤x x x:  
 ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤1 4 9 8 4 2x x x  

− که شامل 3 عدد صحیح 0 ،1-  ≤ ≤2 1
4x − می شود ≤2 x x و ≤ 1

4 اشتراک
2- است.  و

518  ، x + 3 − و به خاطر ≤1 x ، باید x +1 روش اول: به خاطر   4 
، باید: x x+ − +1 3 . همچنین به خاطر − ≤3 x باید

 0 1 3 3 1≤ + − + ⇒ + ≤ +x x x x  
  ⇒ + ≤ + ⇒ ≤x x3 1 3 1 غیرممکن     

دامنۀ تابع تهی شد!
x تعریف نشده، پس سه گزینۀ اول که = روش دوم )عددگذاری(: تابع به ازای1−

1- را شامل می شوند، پرَ!

زیر رادیکال، نامنفی: 519   3 
 0 4 1 1 4 4 1 4 3 5≤ − − ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤| | | |x x x x  

- را دارد.  - -3 2 1 0 1 2 3 4 5, , , , , , , , ] است که 9 عدد صحیح , ]-3 5 دامنۀ تابع

کردن دامنه، می گوییم زیر رادیکال نامنفی باشد: 520 برای پیدا   2 
 | | | |x x− − − ≥ ⇒ − − ≥1 3 2 0 1 3 2  
 ⇒ − − ≤ − ≤ − −| | | |x x1 3 2 2 1 3IÄ  

دو نامعادله را جدا حل می کنیم و دست آخر از جواب هایشان اجتماع می گیریم:
 | | | |x x x x− − ≤ − ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤1 3 2 3 1 1 3 1 2 4  
 2 1 3 1 5 1 5 5 1≤ − − ⇒ − ≥ ⇒ − ≤ − ≤ −| | | |x x x xIÄ  
 ⇒ ≤ − ≤x x4 6IÄ  

اجتماع همۀ حرف  های بالا را در شکل زیر ببینید:

0 1 2 3 4 5 6-1-2-3-4  
- در منطقۀ مطلوب ما نیستند، پس دامنۀ تابع این  - -3 2 1 0 1 5, , , , , اعداد صحیح

6 عدد صحیح را شامل نمی شود. 

روش اول: زیر دو رادیکال نامنفی، مخرج مخالف صفر! پس: 521   4 
 0 1 1 1 12 2≤ − ⇒ ≤ ⇒ ≤ − ≤x x x xIÄ  
 0 0< − ⇒ < ⇒ <| | | |x x x x x  
ک نتایج بالا می شود | خواهد بود! حالا اشترا |x x= ≥0 باشد،  x گر دقت کنید که ا

) است.  , ]−∞ −1 ؛ پس دامنه x ≤ −1
x عضو دامنه است، پس سه گزینۀ اول پرَ! = −2 روش دوم )عددگذاری(:

522  x x+ − − ≥3 1 6 0| | زیر رادیکال، نامنفی:    1 
x است، پس برای برداشتن قدرمطلق دو فاصلۀ زیر را جدا می کنیم:  = ریشۀ قدرمطلق1

 x x x x x≥ + − − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥1 3 1 6 0 4 9 9
4: ( )  

 x x x x x< + − + − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ −1 3 1 6 0 2 3 3
2: ( )  

را  ) است که 4 عدد صحیح 2، 1، 0 و1-  , ] [ , )−∞ − +∞3
2

9
4 تابع، دامنۀ 

شامل نمی شود. 

523  | | | |x x− + + ≥1 2 3 روش اول: زیر رادیکال، نامنفی:    4 

، نامساوی  y x x= − + +| | | |1 2 با توجه به  نمودار تابع

! بالا همیشه برقرار است و دامنه  می شود

x در دامنه هست؟ زیر  = 0 روش دوم )عددگذاری(:

اول، گزینۀ  را صفر می کند، پس هست! دو  رادیکال 

x در دامنه هست؟  x را ندارند و رد می شوند.1= = 0
x را ندارد و رد می شود. فقط  زیر رادیکال را صفر می کند، پس هست! گزینۀ )3(،1=

گزینۀ )4( ماند!

. یعنی به شکل 524 x = 2 x و = مخرج باید دو ریشه داشته باشد:1   4 
2 در مخرج،  2x ) یا ضریبی از آن باشد. با توجه به مشاهدۀ )( )x x- -1 2

می توانیم بگوییم آن ضریب 2 است. یعنی مخرج این شکلی است:

 2 1 2 2 6 42( )( )x x x x− − = − +  
پس  . b = 4 و  a = 6 می شود نتیجه   2 2x ax b− + با بالا  عبارت  مقایسۀ  از 

. a b+ =2 14

مخرج نباید ریشه داشته باشد، یعنی دلتای آن منفی است: 525   4 

 ∆ = − < ⇒ < ⇒ − < <a a a2 24 0 4 2 2  

x است.  526 = 3  3   مخرج باید فقط یک ریشه داشته باشد و  آن هم
x مخرج را صفر می کند: = 3 روش اول:

 2 3 3 0 3 182× − + = ⇒ − =a b a b  
مخرج فقط یک ریشه دارد، پس:

 ∆ = ⇒ − = ⇒ =0 8 0 82 2a b a b  

a می شود: b2 8= ، پس b a= −3 18 3 نتیجه می شود 18a b− = از

 a a a a a2 2 28 3 18 24 144 0 12 0 12= − ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =( ) a ( )  

b a a b= − = ⇒ + =3 18 18 30  

یا   ( )x -3 2 به شکل مخرج  است، پس  مخرج  مضاعف  ریشۀ   x = 3 روش دوم:

. پس مخرج به شکل 2 x2 در مخرج: ضریبی از آن است. آن ضریب چیست؟ ضریب

2 است. از مقایسۀ این عبارت با مخرج نتیجه می شود 3 2 12 182 2( )x x x− = − +

. a b+ = . بنابراین30 b =18 a و =12

a باشد،  527 = 0 گر . ا 0 12≤ + +ax x  4   زیر رادیکال باید نامنفی باشد:
a می رویم  ≠ 0 عبارت درجه اول می شود که می تواند منفی باشد. پس با شرط
آن  دلتای  باید  باشد،  نامنفی  همواره  درجه دوم  عبارت  این  که  این  برای  جلو. 

x2 اش مثبت باشد:  نامثبت و ضریب
∆ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤

⇒ <








 → ≤
0 1 4 0 1

4
0

1
42

a a

x a
a

SLX¶ KÄoò

¥ HoT{H

 

528   4 

 y
x
x

x x

x
y x x= −

+
= + −

+
⇒ = − ≠ −

2 4
2

2 2
2 2 2( )( )

( )  

 y 2- باشد، پس  است اما x نمی تواند مساوی y مساوی x= − 2 برد تابع خطی

 است.  - -{ }4 − را اختیار نمی کند. یعنی برد تابع مساوی − = −2 2 4 هم مقدار
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529  -3 مساوی  x ضریب نصف  می کنیم!  کامل  مربع  اول:  روش    4 
) را تشکیل می دهیم: )x - 3 2 می شود، پس

 y x x x x= − = −6 62( )  

 y x x x= − + − = − −(( ) ) ( )2 26 9 9 3 9  
≥0 )عضو دامنۀ تابع( داریم: x حالا برای هر

 ( ) ( )x x− ≥ ⇒ − − ≥ −3 0 3 9 92 2  
] است که 9 عدد صحیح منفی را شامل می شود. , )− +∞9 یعنی برد تابع مساوی

x را یک طرف  روش دوم: x را برحسب y می نویسیم. برای این کار، جملۀ شامل
تنها می گذاریم تا دو طرف را به توان 2 برسانیم:

 y x x x y x= − ⇒ − =6 6  
 x y- از طرفی چون و  باشد   0≤ x باید  x به خاطر همین جا دقت کنید که 
y حالا دو  x≤ نتیجه ≥0 و در  −x y باید 6 شده،  x نامنفی مساوی عبارت 

طرف را به توان2 می رسانیم:
  ( ) ( )x y x x xy y x x y x y− = ⇒ − + = ⇒ − + + =2 2 2 2 236 2 36 2 36 0  

∆ نامنفی باشد: x! برای وجود x باید معادله ای درجه دو برحسب

 
∆

∆

= + − = + −

≥ ⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

4 18 4 4 18

0 18 0 36 18 0

2 2 2 2

2 2 2
( ) (( ) )

( )

y y y y

y y y
 

 ⇒ ≥ − ⇒ ≥ − ⇒ ≥ −y y y18
36

18
2 9

2
 

گر خود x را هم حساب می کردیم، با شرط جدیدی مواجه نمی شدیم.  البته ا

t درمی آید که درجه دو  530 t2 2− + ، عبارت به شکل t x=  2   با فرض
x می شود است. پس تکنیک مربع کامل کردن جواب می دهد. نصف ضریب

به  برای رسیدن   . x x− + 1
4 را تشکیل می دهیم:  ( )x - 1

2
2 ، پس - 12

2 را اضافه کنیم: - را کم و 14 ضابطۀ تابع باید

 y x x x y= − + − + = − + ≥ + ⇒ ≥( ) ( )
1
4

1
4 2 1

2
7
4 0 7

4
7
4

2  

] است. یعنی باید گزینۀ )2( را انتخاب کنیم. , )
7
4 +∞ برد تابع مساوی

531  y = 0 نتیجه در  و   x x x x− = − =| | 0 باشد، نامنفی   x گر  ا   4 
x که چون x منفی است x x x x− = − − =| | ( ) 2 گر x منفی باشد، می شود. ا

2x هم منفی است و این یعنی زیر رادیکال منفی می شود، پس x نمی تواند 
} است.  }0 ] و برد آن مساوی , )0 +∞ منفی باشد. یعنی دامنۀ تابع مساوی

532 : y x برحسب }- است و این هم }1 دامنۀ تابع   2 

 y
x
x

yx y x yx x y= +
−

⇒ − = + ⇒ − = +2 1
1 2 1 2 1  

⇒ − = + ⇒ = +
−

x y y x
y

y
( )2 1 1

2  

(، چون: x y هیچ وقت مساوی1 نمی شود ) اول کار گفتیم1≠
y
+
−
1
2

 
y

y
y y

+
−

= ⇒ + = − ⇒ =−1
2 1 1 2 1 2 (!)  

y باشد.  ≠2 باید موجود باشد و برای همین لازم است x همیشه 
y

y
= +

−
1
2 پس

.
-{ }2 یعنی برد تابع

}- است.  }
a
c

y مساوی
ax b
cx d

= +
+ بلد باشیم که برد توابع هموگرافیک یعنی

و  533 نامنفی  رادیکال  زیر  تا   f x( )> 0 باید  1
f x( )

وجود برای    1 

بالای   y f x= ( ) نمودار یعنی   f x( )> 0 از طرفی باشد.  مخالف صفر  مخرج 
) این  , )0 4 ) و , )-4 0 ها واقع شده باشد. با توجه به نمودار، در بازه های x محور
± هستند. ± ±1 2 3, , ویژگی  برقرار است. این بازه ها روی هم شامل 6 عدد صحیح

توابع f و g باید به عنوان دو مجموعه با هم برابر باشند. زوج مرتب 534   1 
 ( , )a b- 1 ) را از هر دو تابع کنار می گذاریم. با توجه به مؤلفه های دوم , )2 1
مرتب زوج های  نتیجه  در  و  هم  با  مرتب  زوج  دو  این  که  می فهمیم   ( , )1 b و

) هم با یکدیگر برابرند: , ) (b , )− + +2 3 2 » c a

 

( , ) (a , ) a a

(b , ) ( , )

1 1 1 1 2

2 2 3
2 2 4

3

b b

c a
b b

c a a

= − ⇒ − = ⇒ =

+ + = − ⇒
+ = − ⇒ = −
+ = =22 1 → =



 c

 
پس:

b
ac

= −2  

، چون: 535 Df = +∞[ , )0   4 
 x x x

x
| |

| |
≥ ≥

≥0 00
'''''"  

 f x x x( ) = × | را برداریم:  |x پس می توانیم قدرمطلق
 f x x x( ) = × که با توجه به مثبت بودن x، می توانیم بنویسیم: 

 است! سه گزینۀ اول، مشکل دامنه دارند و دامنۀ همۀ آن ها

بررسیگزینهها: 536   3 

 f ( )− =2 ، پس ضابطۀ دو تابع برابر نیست. مثلا1ً f x x x( ) ( ) | |= + = +1 12  )1

. g( )− = −2 و1

، پس دو تابع مساوی نیستند. Dg = +∞[ , )1 Df و = −∞ − +∞( , ] [ , )1 1 )2

D و: Df g= = +∞ −[ , ) { }0 1 )3

 f x
x x

x

x

x
x

g x( ) ( )=
−

=
−

× +
+

= +
−

=1
1

1
1

1
1

1
1  

پس دو تابع مساوی اند. 
Dg پس دو تابع مساوی نیستند. = +∞[ , )0 Df و = −∞ − +∞( , ) [ , )1 0 )4

بررسیگزینهها: 537   3 
. g( )− = −2 2 f و ( )− =2 2 1( مساوی نیستند، مثلاً

، پس دو تابع مساوی نیستند.  Dg = − ± { }2 Df و = )2
D و داریم: Df g= = )3

 g x
x
x

x

x

x

x
x f x( )

| |

| |

| |

(| | ) (| x | )

| |
| | ( )= −

+
= −

+
= + −

+
= − =

2 21
1

1
1

1 1
1 1  

پس دو تابع مساوی اند. 

. g( )− =1
2 f و1 ( )− = −1

2 4( مساوی نیستند، مثلا1ً

، باید: 538 1 13− +x به خاطر   4 

 0 1 1 1 1 1 1 03 3≤ − + ⇒ + ≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤x x x x  
3 قرار گرفته، باید: x که در مخرج کسر و زیر +1 و به خاطر

 0 1 1≤ + ⇒ − ≤x x همچنین مخرج نباید صفر شود: 
 1 1 0 1 1 1 1 03 − + ≠ ⇒ ≠ + ⇒ ≠ + ⇒ ≠x x x x  
. این فاصله فقط یک عدد صحیح در خود  − ≤ <1 0x ک نتایج بالا، می شود اشترا

. x = دارد:1−
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زیر هر دو رادیکال، نامنفی: 539   4 
 x x x

x3 2 0 3 2 2 3 6+ ≤ + ⇒ − ≤ ⇒ − ≤:  

0 : رادیکال بزرگه! 3 2 3 2 3 2 3 2≤ − − + + ⇒ + ≤ +x x x x  

، پس نامعادلۀ بالا به شکل زیر است: t
x= +3 2 فرض کنیم

 t t t t t t t t
t2 2 00 1 0 0 1 1≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ≤≤

( ) ''''"  
یعنی:

 x x x x3 2 1 3 2 1 3 1 3+ ≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤ − ⇒ ≤ −  

صحیح عدد   4 که   − ≤ ≤ −6 3x می شود  x ≤ −3 و  − ≤6 x ک اشترا
- را شامل می شود.  - - -6 5 4 3, , ,

روش اول: زیر هر دو رادیکال باید نامنفی باشد و مخرج نباید صفر  540   4 
| | , ( )x x x x+ > − ≥0 1 02 شود، یعنی: 

 x x x x x x x( ) ( ) ( )2 1 0 1 1 0 1 0 1− ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ − ≤ ≤ ≤IÄ  

- + - +

-1 10

 
2 درمی آید  0x > گر x مثبت باشد این نامساوی به صورت ، ا | |x x+ > 0 در مورد
 − + >x x 0 گر x منفی یا صفر باشد، نامساوی به شکل که همیشه برقرار است ولی ا

>0 است. x 0 درمی آید که هیچ وقت برقرار نیست. پس جواب این نامعادله 0> یا
 .1≤ x « می شود 0< x « و» − ≤ ≤1 0x ≥1 یا x ک » حالا اشترا

x عضو دامنه است؟ بله، چون زیر رادیکال ها را منفی  = روش دوم )عددگذاری(:1
x ندارند، رد  = نمی کند و مخرج را نیز صفر نمی کند. پس گزینه های )1( و )2( که1
x  عضو دامنه است؟ بله کنترل کردیم دیدیم هست! پس گزینۀ )3(  = 2 می شوند.

هم رد می شود. گزینۀ )4( ماند!

≥0 باشد و به  541 x ، باید x از آخر )ته ضابطه( به اول می آییم، به خاطر   4 
≥1 )جذر اعداد بزرگتر از  x x نامنفی باشد، پس x- ، باید x x- خاطر
1، از خودشان کوچک تر و جذر اعداد مثبت کوچک تر از 1، از خودشان بزرگتر است(.
x صفر می شود و این هم قبول است! تا اینجا فهمیدیم = 0 x به ازای x- البته

x نامنفی باشد. با شرایطی که ایجاد شد،  x x- - ≥1. حالا باید x x یا = 0
این عبارت منفی  بشو نیست!

گر  ، حاصل نامنفی است و حالا ا ( )x x- x را از x کم کنیم گر چون گفتیم ا
x را از x کم کنیم، قطعاً حاصل نامنفی است!  x- x مثل چیزی کمتر از
 { } [ , )0 1 +∞ یعنی دامنۀ تابع برابر است با: 

] شده. پس دو  542 , )0 +∞ ≥0 باشد. اتفاقاً دامنه x ، باید x به خاطر   2 
حالت می تواند اتفاق بیفتد. 

:∆ < 0 حالت اول: مخرج ریشه نداشته باشد؛ یعنی

 ∆ = − < ⇒ < ⇒ − < <a a a2 216 0 16 4 4  
) ، اما ریشۀ مثبت نداشته باشد. چون  )0≤ ∆ حالت دوم: مخرج ریشه داشته باشد
] حذف شود. نداشتن ریشۀ مثبت،  , )0 +∞ گر ریشۀ مثبت داشته باشد، باید از بازۀ  ا

یعنی حاصل جمع جواب ها منفی و حاصل ضرب جواب ها مثبت. 

  S a
a P= − < ⇒ < = > ⇒2 0 0 2

2 0, برقرار است  
>0 باشد.  a ≥0 بود(، باید ∆ a باشد )این نتیجۀ شرط ≤ −4 4 یا ≤ a گر پس ا

. ( , )− +∞4 4 می شود ≤ a − و < <4 4a . اجتماع 4 ≤ a یعنی

عبارت زیر رادیکال در مخرج، باید نامنفی و دارای فقط یک ریشه 543   4 

 x a= مضاعف ریشۀ   2 122x x b− + می خواهیم واقع،  در  باشد.   ( )x a=

) یا مضربی از آن باشد. با توجه به این که  )x a- داشته باشد. یعنی به شکل2

 .2 2( )x a- 2 مساوی 2 است، آن ضریب 2 است: 122x x b− + x2 در ضریب

با  2 122x x b− + مقایسۀ از  حالا   .2 2 4 22 2 2( )x a x ax a− = − + خب

2، می  فهمیم: 4 22 2x ax a− +

 4 12 3 2 2 3 182 2a a b a= ⇒ = = = × =,  
 ab = 54 پس: 

y می نویسیم: 544 x را برحسب روش اول:   3 

 y
x

x
y yx x yx x y=

+
⇒ + = ⇒ − + =

1
02

2 2  

این معادله   است، پس  تابع اصلی مساوی ! دامنۀ  x معادله ای درجه دو برحسب
∆ نامنفی باشد: همیشه باید جواب داشته باشد. شرط داشتن جواب این است که

∆ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤0 1 4 0 1
4

2 2y y  

 ⇒ − ≤ ≤ ⇒1
2

1
2y برد تابع = −[ , ]

1
2

1
2

 

گـر  ، ا xy ≠ 0 . حـالا بـا فـرض y = 0 x به دسـت می آیـد = 0 روش دوم: بـه ازای

y را معکـوس  کنیم، حاصل جمع یک عدد با معکوسـش به دسـت 
x

x
=

+1 2 طرفیـن

 2 1≤ y
. می توانیـم بگوییـم همیشـه 1 1 1 12 2

y
x

x x
x
x x

x= + = + = + می آیـد:

 y = 0 . اجتمـاع ایـن دو حالـت با − ≤ <1
2 0y یـا 0 1

2< ≤y . پس 1 2y ≤ − یـا

.[ , ]- 12
1
2 بازۀ می شـود 

یعنی  است  مساوی   2 1| |x ≤ نامعادلۀ جواب  مجموعه  با  تابع  برد  حال،  هر  به 
گزینۀ )3(. راستی! کلاً می توانیم نامساوی روبه رو را بلد باشیم:

 − ≤
+

≤1 2
1

12
x
x

 

روش اول: نمودار تابع را بلدیم )نیم دایره ای به شعاع 1(.  545   3 
] است.  , ]0 1 با توجه به نمودار برد تابع

x

y

-1

1

1 روش دوم: x را برحسب y می نویسیم: 

 y x y x x y= − ⇒ = − ⇒ = −1 1 12 2 2 2 2  

y2 و  1≤ . یعنی 0 1 2≤ − y (، پس 0 12≤ ≤x 0 )البته با توجه به دامنۀ تابع، 2≤ x

. 0≤ y 1 است نامنفی است 2- x . از طرفی y  که مساوی − ≤ ≤1 1y  در نتیجه

. 0 1≤ ≤y پس
پس   ،) 1 2- x )مساوی باشد  منفی  نمی تواند   y )عددگذاری(:  سوم  روش 
y نیستند. حالا مثلاً  را شامل می شوند قبول  اعداد منفی   گزینه های )1( و )4( که 

می تواند مساوی 2 باشد؟ نه، چون:

 2 1 4 1 32 2 2= − ⇒ = − ⇒ = −x x x (!)  
پس گزینۀ )2( هم که2 را دارد، رد می شود.
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 2   سعی می کنیم مجموع یک عدد با معکوسش را بسازیم: 546

 y x
x

= + +
+

−( )
( )

1 1
1 1  

باشد،  0 1< +x گر ا و   ( )
( )

x
x

+ +
+

≤ −1 1
1 2 باشد،  x+ <1 0 گر ا

2. پس کلاً: 1 1
1≤ + +
+

( )
( )

x
x

 y y y y≤ − − − ≤ ⇒ ≤− ≤2 1 2 1 3 1IÄ IÄ  

. - -( , )3 1 می شود که  است   ( , ] [ , )−∞ − +∞3 1 مساوی تابع  برد   یعنی 

. b a− =2 . پس7 b a و1= = −3 با توجه به صورت سؤال،

این بار دیگر نمی توانیم جمع یک عدد با معکوسش را ظاهر کنیم.  547   1 

a استفاده  b ab+ ≥2 4 که عدد ثابت می شود! خب از
2x

x2 و اما ضرب
می کنیم:

 x
x

x
x

y2
2

2
2

4 2 4 4+ ≥ ⋅ ⇒ ≥  

کثر مقدار ندارد.  ] شد. یعنی حداقل مقدار تابع 4 است و حدا , )4 +∞ برد تابع مساوی
گزینۀ )1( همین را می گوید!

ظاهر کردن یک عبارت با معکوسش کار آسانی است: 548   1 

 y x
x

x
x

= + +
+

= + +
+

+5 1
3 3 1

3 2( )  

x هم  + 3 x با معکوسش است و + 3 x جمع یک عبارت یعنی x+ +
+

3 1
3

تمام مقادیر مثبت و منفی را می تواند اختیار کند. می دانیم جمع هر عدد با معکوسش 
2- یا حداقل 2 است، پس: کثر حدا

 x x+ +
+

≤ −3 1
3 2 2 یا 3 1

3≤ + +
+

x x  

گر هر دو نامساوی به دست آمده را با 2 جمع کنیم، ضابطۀ y ظاهر می شود: ا
 y ≤ 0 4 یا ≤ y  

 هم قابل  - ( , )0 4 ) است که به شکل , ] [ , )−∞ +∞0 4 پس برد تابع مساوی
نمایش است.

549   1 

 y
x
x

x x x

x
y x x x= −

−
= − + +

−
⇒ = + + ≠

3 2
21

1
1 1

1 1 1( )( )
( )  

x مینیمم 
b
a

= − = −2
1
2 به ازای  y x x= + +2 تابع1

. نمودار  14
1
2 1 3

4− + = می شود و مینیمم آن برابر است با

تابع را ببینید:

گرچه ] است. دقت کنید که ا , )
3
4 +∞ برد این تابع مساوی

x می شود 3، اما نباید 3 را از برد حذف  = x به ازای1 x2 1+ + x و مقدار ≠ 1
x هم به عرض 3 می رسیم! = −2 کنیم. چون به ازای

ضابطه را خوش دست کنیم: 550   3 

y
x

x

x

x

x

x
x

x
= +

+
= + +

+
= + +

+
= + +

+

2

2

2

2

2 2

2
2

2
5
1

1 4
1

1 4
1

1 4
1

( ) ( )  

x

y

1
2

-

-1

3
4

3

1

a و حالت تساوی وقتی اتفاق  b ab+ ≥ 2 a باشد، آن گاه b, > 0 گر گفتیم کلاً ا

، تابلوست که b
x

=
+

4
12

a و x= +2 1 a باشد. با فرض b= می افتد که

a و می توانیم بگوییم: b, > 0

 a b ab x
x

+ > ⇒ + +
+

≥ =2 1 4
1

2 4 42
2

 

 x = ± 3 ] است. دقت کنید که حالت تساوی به ازای , )4 +∞ یعنی برد تابع، بازۀ
اتفاق می افتد.

اول حواسمان به دامنه باشد: 551   3 
0 5 5 0 1 1≤ + ⇒ − ≤ ≤ + ⇒ − ≤x x x x,  

. حالا ضابطه را هم خوش دست کنیم! − ≤1 x ک نتایج بالا می شود اشترا

 y x x x x
x x

x x
= + − + = + − + × + + +

+ + +
5 1 5 1 5 1

5 1  

 =
+ − +
+ + +

⇒ =
+ + +

( ) ( )x x

x x
y

x x

5 1
5 1

4
5 1  

x افزایش می یابند، پس جمع آن ها نیز زیاد  +1 x و هم + 5 با افزایش x، هم

x صعودی است و مینیمم آن به ازای کوچک ترین  x+ + +5 1 می شود. یعنی
x است و: = عضو دامنه اتفاق می افتد. کوچک ترین عضو دامنه1−

 − + + − + =1 5 1 1 2  
یعنی:

 x x
x x

+ + + ≥ ⇒ <
+ + +

≤5 1 2 0 1
5 1

1
2  

 ''"× <
+ + +

≤4 0 4
5 1

2
x x

 
) است.  , ]0 2 پس برد تابع،

کنیم 552 فرض  گر  ا می کنیم.  رسم  را  تابع  نمودار  اول:  روش    4 
g است. پس نمودار هموگرافیک x(| |) f مساوی x( ) g آن گاه x

x
x

( ) =
+1

، سمت چپ محور yها را  g x( | | ) g را می کشیم، سپس برای رسیدن به x( )

حذف کرده، قرینۀ سمت راست نمودار نسبت به محور yها را به نمودار اضافه 
y را رسم می کنیم  = x و1 = ، دو خط1− g x

x
x

( ) =
+1 می کنیم. برای رسم

ad ، با دو قسمت صعودی مواجه هستیم: bc− = − >1 0 و چون0

-1
x

y

1
x

y

1

0

g(x)= x
x+1

f(x)=g(|x|)=
|x|
|x|+1

 [ , )0 1 با توجه به شکل، برد تابع f می شود:
روش دوم: ضابطه را خوش دست می کنیم:

 f x
x

x x
( )

(| | )

| | | |
= + −

+
= −

+
1 1

1 1 1
1  

حالا: 
 | | | |

| |
x x

x
≥ ⇒ + ≥ ⇒ <

+
≤0 1 1 0 1

1 1  

 ⇒ − ≤ −
+
< ⇒ ≤ −

+
< ⇒ ≤ <1 1

1 0 0 1 1
1 1 0 1

| | | |
( )

x x
f x  
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f می  تواند مساوی 1 شود؟ نه، چون: x( ) روش سوم )عددگذاری(: آیا

 f x
x

x
x x( )

| |

| |
| | | | (!)= ⇒

+
= ⇒ = + ⇒ =1 1 1 1 0 1  

پس گزینه های )2( و )3( که 1 را دارند رد می شوند. گزینۀ )1(  هم که درست نیست، 
f نمی تواند منفی شود. خب فقط گزینۀ )4( ماند دیگر! x( ) چون

روش اول: کمی ضابطه را خوش دست تر کنیم: 553   3 

g x
f x

f x

f x

f x f x
( )

( )

( )

( ( ) )

( ) ( )
= −

+
= + −

+
= −

+
1
1

1 2
1 1 2

1  

) است، بنابراین:  , )−∞ −1 سؤال گفته برد تابع f مساوی

 f x f x
f x f x

( ) ( )
( ) ( )

( )
<− ⇒ + < ⇒

+
< −

+
>

× −
1 1 0 1

1 0 2
1 0

2
'''''"  

 '''"+ −
+

> ⇒ >1 1 2
1 1 1

f x
g x

( )
( )  

) است. , )1 +∞ یعنی برد g مساوی
g می تواند 1 شود؟ نه، چون: x( ) روش دوم )عددگذاری(: آیا

 g x( )
f (x)

f (x)
= ⇒ −

+
=1 1

1 1  

  ⇒ − = + ⇒ − =f ( ) f (x)x 1 1 1 1  
g می تواند صفر شود؟ x( ) پس گزینه های )1( و )4( که 1 را دارند رد می شوند. آیا

 g x
x

x x( )
f (x)

f ( )
f ( ) f ( )= ⇒ −

+
= ⇒ − = ⇒ =0 1

1 0 1 0 1  

g نمی تواند  x( ) f نمی تواند 1 شود. پس x( ) ) است و , )−∞ −1 اما برد f مساوی
صفر شود و گزینۀ )2( که شامل صفر است رد می شود.

x را برحسب y بنویسیم: 554   2 

  y
x

x
yx y x x yx y=

−
⇒ − = ⇒ − + =

2 2 2
1 0  

معادله ای درجه دو برحسب x! برای وجود x باید دلتا نامنفی باشد:

  y y y y y y2 4 0 4 0 0 4− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤( ) IÄ  

 هم قابل نوشتن است.  - ( , )0 4 ) است که به شکل , ] [ , )−∞ +∞0 4 برد تابع

x را برحسب y می نویسیم: 555   2 

 y
x

x
y

x

x x
= +

−
⇒ = +

− +
3
1

3
2 12 2( )

 

 ''''"x
yx yx y x yx y x y

≠
− + = + ⇒ − + + − =

1 2 22 3 2 1 3 0( ) ( )  
 ، y ≠ 0 (. با فرض x = −3 با توجه به ضابطۀ اولیۀ تابع، y می تواند صفر باشد )به ازای
∆ نامنفی باشد. معادلۀ بالا درجه دوم برحسب x است. برای وجود x در این معادله، باید

 ∆ = + − − = + + − + = +( ) ( )2 1 4 3 4 4 1 4 12 16 12 2 2y y y y y y y y  

 ''''"0 0 16 1 1
16

≤ ≤ + ⇒ − ≤
∆ y y  

، ابتدا رادیکال را تنها می کنیم تا بعداً  556 y x برحسب  2   برای نوشتن
2 برسانیم: بتوانیم راحت تر به توان

 y x x y x x= + − ⇒ − = −2 1 2 12 2  
بگذارید همین جا عهد ببندیم که زیر رادیکال منفی نباشد:

 0 1 1 1 12 2≤ − ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤x x x  

و حاصل رادیکال هم نامنفی باشد:
 0 2 2≤ − ⇒ ≤y x x y  

حالا با خیال راحت به توان 2 برسانیم:
 ( ) ( )y x x y xy x x x yx y− = − ⇒ − + = − ⇒ − + − =2 1 4 4 1 5 4 1 02 2 2 2 2 2 2  
، باید دلتا  x x به دست آمد. برای داشتن جواب و وجود معادله ای درجه دو برحسب

نامنفی باشد: 

 
∆ ≥ ⇒ − − ≥  → − − ≥

⇒ − + ≥ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤

÷0 16 20 1 0 4 5 1 0

5 0 5 5 5

2 2 4 2 2

2 2
y y y y

y y y

( ) ( )
 

− و  ≤ ≤2 5y . با این حساب، − ≤2 y ، پس − ≤ ≤1 1x 2x و y≤ اما گفتیم
.[ , ]-2 5 برد تابع می شود

روش اول: x را برحسب y می نویسیم: 557   3 

 y
x
x

xy x x yx= + ⇒ = + ⇒ − + =1
2 2 1 2 1 0

2 2 2  

∆ نامنفی باشد: معادله ای درجه دو برحسب x ! شرط وجود x )جواب( آن است که

∆ = − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ − ≤4 1 0 1 1 12 2( )y y y yIÄ  

 هم  - -( , )1 1 ) است که به شکل , ] [ , )−∞ − +∞1 1 یعنی برد تابع مساوی
قابل نوشتن است. 

بگوییم می توانیم  پس  است!  معروف  تقریباً   − ≤
+

≤1 2
1

12
x
x

اینکه روش دوم: 

 − ≤ <1 1 0
f x( )

گر ا و   1≤f x( ) 0 آن گاه 1 1< ≤
f x( )

گر ا  . − ≤ ≤1 1 1
f x( )

. یعنی برد تابع همان است که در روش اول گفتیم! f x( ) ≤ آن گاه1−

x را برحسب y می نویسیم: 558   3 

 y x x x y x= − − ⇒ − = −4 42 2  
یعنی باشد،   0 4 2≤ − x باید که  باشد  برسانیم، حواسمان  توان 2  به  اینکه  از  قبل 

 . y x≤ ≥0 پس −x yو چون حاصل رادیکال هم نامنفی است، باید − ≤ ≤2 2x
حالا به توان دو:  

 ( )x y x x xy y x− = − ⇒ − + = −2 2 2 2 24 2 4  
 ⇒ − + − =2 2 4 02 2x yx y( )  

برای وجود x، باید دلتای معادلۀ بالا نامنفی باشد:
 ∆ = − − − = − +( y) ( )( ) ( )2 4 2 4 4 82 2 2y y  

 '''''"
0 2 20 8 8 8
≤

≤ − + ⇒ ≤ ⇒ ≤
∆

y y | y |  

 ⇒ − ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤8 8 2 2 2 2y y  
. − ≤ ≤2 2 2y ، پس y x≤ − و ≤ ≤2 2x اما گفتیم

، پس  559 x x2+ روش اول: صورت و مخرج یک وجه مشترک دارند:   2 
ضابطه را کمی خوش دست کنیم:

 y
x x

x x

x x

x x x x
= +

+ −
= + − +

+ −
= +

+ −

2

2

2

2 22
2 2
2

1 2
2

( )  

به ازای آن  مینیمم  دارد.  مینیمم  پس  است،  مثبت   x2 ضریب مخرج  در 

. یعنی: ( )− − − = −1
2

1
2 2 9

4
2 x اتفاق می  افتد و برابر است با

b
a

= − = −2
1
2

 x x2 2 9
4+ − ≥ −  
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− آن گاه: ≤ + − <9
4 2 02x x گر ا

 1
2

4
9

2
2

8
92 2x x x x+ −

≤ − ⇒
+ −

≤ −  

 ⇒ +
+ −

≤ ⇒ ≤1 2
2

1
9

1
92x x

y  
0 آن گاه:  22< + −x x گر ا

 0 1
2

0 2
2

1 1 2
2

12 2 2<
+ −

⇒ <
+ −

⇒ < +
+ −

⇒ <
x x x x x x

y  

. ( , ] ( , )−∞ +∞1
9 1 پس برد تابع می شود

روش دوم: x را برحسب y می نویسیم:  

 y
x x

x x
yx yx y x x= +

+ −
⇒ + − = +

2

2
2 2

2
2  

 ⇒ − + − − =( ) (y )x yy x1 1 2 02  
∆ نامنفی باشد: معادله ای درجه دو برحسب x ! برای وجود x باید

 ∆ = − − − − = − − + = − −( ) ( ) ( ) (y )(y y) ( ) ( )y y y y y1 4 1 2 1 1 8 9 1 12  

 '''''"∆≥
− − ≥ ⇒ ≤ ≤

0 9 1 1 0 1
9 1( )( )y y y yIÄ  

کنیم حساب  دلتا  روش  با  هم  را   x یعنی  ریشه ها  خود  و  بیاییم  گر  ا اما 

y مخرج را صفر می کند. = ، می بینیم که1 ( (y )

( )
)x

y y

y
=
− − ± − +

−
1 9 10 1
2 1

2

 y از صورت کوچک تر است،  تابع اصلی هم چون مخرج همیشه 2 واحد  از ضابطۀ 

تابع مساوی برد  یعنی   .1< y بگوییم باید   1≤ y به جای باشد. پس  نمی تواند 1 

) است.  , ] ( , )−∞ +∞1
9 1

560 : y x
x

x= + <
2 1 0,  3   برد

 y
x
x x

x
x

y
x= + = +  → ≤<2 01 1 2  

2 است(  )جمع هر عدد مثبت با معکوسش حداقل
 x x y≤ ⇒ − ≤ − ⇒ ≤−0 1 1 1  : y x= −1 ,x ≤ 0 برد

f می شود: . پس برد تابع y≤ −1 ≥2 یا  y یعنی کلاً 
 Rf = −∞ − +∞( , ] [ , )1 2  

0 را نمی بینیم.  1, در مجموعۀ بالا، 2 عدد صحیح

، دو تابع با هم برابر باشند: 561 x = کافی است به ازای1   4 
f ( ) g( ) a a a a1 1 1 3 2 4 2= ⇒ + − = ⇒ = ⇒ =  

، داریم: x دقت کنید که به ازای1≠

f x
x x

x
x g x( )

( )( )
( )=

+ −
−

= + =
2 1 1

1
2 1  

مخرج 562 یعنی  بشود.  همین  باید  هم  Dg ، پس Df = − { }2   2 
. همچنین ضابطۀ g باید ساده  x = 2 g باید فقط یک ریشه داشته باشد: x( )

b باشد، با توجه به اینکه سوال گفته = 0 گر شود و به شکل ضابطۀ f درآید. ا
b و  ≠ 0 ، هرگز ضابطه ها یکسان نخواهد شد. پس a ≠ 0 a و در نتیجه b≠

 x = 2 مضاعف ریشۀ  باید  مخرج  گفتیم  است!  دو  درجه  واقعاً   g x( ) مخرج
) یا ضریبی از آن درآید. حالا برویم سراغ  )x - 2 2 یعنی به شکل باشد،  داشته 
3 است!  2( )x - x داشته باشد، پس به شکل - . صورت باید عامل2 g x( صورت(

ax یعنی: x a− = − ⇒ =6 3 2 3( )  

) در مخرج همان 1 است. در واقع: )x - 2 2 پس ضریب

 g x
x

x x
( )

( )

( )
= −

−
=

−
3 2

2
3
22

 

این  از مقایسۀ  ) است.  )x x x− = − +2 4 42 2 g به شکل x( ) فهمیدیم مخرج

. بنابراین: d = 4 c و = −4 ، b = 1 ، معلوم می شود: bx cx d2+ + عبارت با

 cd
a b−

= −
−

= −( )( )4 4
3 1 8  

563 ،[ ]− = −103 003 104/ پس  − < − < −10 4 10 3 0 0 3 10 3/ خب   2 

پس  1 41
37 2< < و  [ ]− = −51

13 پس4  − = − < − < − = −4 52
13

51
13

39
13 3

]. عبارت موردنظر در صورت سؤال، برابر می شود با: ]
41
37 1=

 − − − + = −104 4 4 5 1 83( ) ( )  

y را 2  564 x=[ ] f باید نمودار x x( ) [ ]= +2 برای رسیدن به نمودار   3 
نمودار بگوییم  و   f x x( ) [ ]= +2 بنویسیم می توانستیم  ببریم.  به چپ  واحد 

y را 2 واحد به بالا ببریم. نتیجه یکی می شود! x=[ ]

x

y

1-1
-2-3

2

1
2

-1

3

f(x)=[x+2]

x

y

y=[x]

،1 1 1× = ] سه مستطیل مطابق شکل ایجاد می شود که مساحت آن ها , )-1 2  در بازۀ 

1 می باشد. مجموع این مساحت ها می شود 6. 3 3× = 1 و 2 2× =

. تا این جا  565 2[] x و ارتفاع پله ها هم 2 است:
2 طول پله ها 2 است:   4 

2 اما شروع کار در مبدأ از روی محور xها نیست و انگار نمودار 1 واحد  2[ ]
x شد

 y
x= +2 2 1[ ] بالا رفته: 

هم  566 این جا  در   . k u k≤ < می گوییم1+  ،[u]= ∈k وقتی   1 
می نویسیم:

 [ ]x x x+ = ⇒ ≤ + < ⇒ ≤ <0 4 3 3 0 4 4 2 6 3 6/ / / /  

بگوییم می توانیم  کار،  این  برای  کنیم.  ضرب   1 1/ در را  طرف  دو  می خواهیم 

 11 2 6 2 6 0 26 2 86/ / / / /× = + = 1. به عنوان مثال،  1 1 0 1 0 1/ / /a a a a= + = +( )

1، به دست  1/ 1. بنابراین با ضرب نامساوی بالا در 1 3 6 3 6 0 36 3 96/ / / / /× = + = و

] برابر با 2 یا 3 می شود. ]1 1/ x 2. با این حساب، حاصل 86 1 1 3 96/ / /< <x می آید

با توجه به توضیحات مسئله، نمودار تابع  567   2 
را رسم می کنیم.

شروع  اما   . 2[ ]x است: پله ها 2  ارتفاع  و   1 پله ها  طول 

نمودار در مبدأ از روی محور xها صورت نگرفته و انگار 

. بنابراین f x x( ) [ ]= +2 3 همه چیز 3 واحد بالا رفته:

.2 1a b− = . در نتیجه b a= =3 2 »

x

y

1 2

5

7

3

3
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