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11 ازتساویدوزوجمرتبنتیجهمیشود: 1نیزگ 1  2


a b a

a b
a b b

+ =− =  ⇒ ⇒ − = 
− = =−  

2 1 1
2

2 3 1

21 ازهریکازعددهای1و2دوپیکانخارجش�دهاس�ت،پس 1نیزگ 1  3
. ab=−8 .بنابراین b=−2 و a=4 کهنتیجهمیشود a b− =6 و a b+ =2

31 نتیجه 1نیزگ 1 m( , )23 )و , )3 4 ب�اتوجهبهزوجهایمرت�ب  1

و m n( , )+4 .ب�اتوجهبهزوجه�ایمرتب m=±2 ،پس m =2 4 میش�ود

، m=2 .اگر n m= ،پ�س1− m n n+ = +2 1 نتیجهمیش�ود n( , )+4 2 1

ک�هب�هخاط�ردوزوجمرت�ب f {( , ),( , ),( , )}= 3 4 3 2 4 3 و n=1 آنگاه
، m=−2 )کهعضورابطههستند،اینرابطه،تابعنیست.اگر , )3 2 )و , )3 4

،fبنابرای�نرابط�ۀ. f {( , ),( , ),( , )}= − − −3 4 9 2 4 5 و n=−3 آنگاه

. mn=6 تابعاست،پس

41 برایاینکهبردتابعfتکعضویباشدبایداعداد3m،6 1نیزگ 1  1
یکسانباشند: m n+2 و

 mm m m n n n      , == ⇒ = + = → + = ⇒ =23 6 2 2 6 4 6 2 
. mn=4 بنابراین

51 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x xf x

f x x
x xf x

( ) ( )
( )

( ) ( )

 = + = += + ⇒
 = + = +

4 4 2 4
2 24 4

4 4 4
4 4



. x xf f x x x( ) ( ) ( )− = + − + =2 4 4
2 4

بنابراین

61 ، 1نیزگ 1 x
t

− =1 1
2

و t≠0 ،آنگاه t
x

=
−
2

1
اگ�رفرضکنی�م  3

.بهاینترتیب tx
t t

+= + =2 21 پس


t

x ttf f t t
x x t

t

( ) ( )

+ +
+ += ⇒ = = = +

− − + −

2 1
2 1 2 2 1

1 1 2 21

. f x x( )= +1 ،آنگاه x≠0 بنابرایناگر

71 و 1نیزگ 1 f( )2 ،پ�سابت�دامقادی�ر f f( ) ( )− =22 4
5
چ�ون  4

راحسابمیکنیم: f( )4

f k k f      ( ) , ( )< ⇒ = × + = + ≥ ⇒ = × =2 82 4 2 2 4 2 4 4 4 4 4
5 5

بنابراین

f f k  k( ) ( )− = ⇒ + − = ⇒ = + − =−2 8 2 2 82 4 2 4 2 4 2
5 5 5 5 5

. k=−1 ،یعنی k=−2 2 پس

پاسخسؤالهایدستگرمی

81 برایاینکهتابعثابتباشد،بایدفقطیکعضودربردآن 1نیزگ 1  3

.بنابراین
a b

a b

− =


− =

2

3 7 2
،پس f( )=1 2 وجودداش�تهباش�د.باتوجهبهآنکه

. a b+ =4 .درنتیجه b=1 و a=3
91 راه حل اولتوجهکنیدکهچونتابعfهمانیاست،پس 1نیزگ 1  2

.بنابراین f x x( )− = −4 4


a a

a x b x
b b

( )
− = ⇒ =− + + = − ⇒
+ =− ⇒ =−

2 7 1 4
2 7 1 4

1 4 5


. f a b f( ) ( )+ = − =−1 1 درنتیجه

،بهدستمیآید x=1
2
راه حل دوماگردرتساویدادهشدهقراردهیم

 f a b a b a b( ) ( )− = − × + + ⇒− = − + + ⇒ + =−7 1 7 72 7 1 1 1
2 2 2 2



101 ضابطۀتابعfبهصورتزیراست: 1نیزگ 1  3
 f x ax ax x bx b a x a b x b( ) ( ) ( )= − + − + = + − + +2 2 23 1 3 

برایاینکهتابعfخطیباشد،بایدضابطۀآنیکچندجملهایدرجۀاولباشد.پس
 a a f x b x b( ) ( )+ = ⇒ =− ⇒ = − +1 0 1 3 

. f b b( )= − + =1 3 3 درنتیجه

111 رادرضابطۀتابعقرارمیدهیم: 1نیزگ 1 x=0 و x=2 ، x=3 مقادیر  2
 f a b c      f a b c      f c( ) , ( ) , ( )= + + = + + =3 9 3 2 4 2 0 

بنابراین
f f f a b c a b c c a b c f( ) ( ) ( ) ( )− + = + + − − − + = − + = −3 2 2 2 0 9 3 8 4 2 2 1

121  1نیزگ 1 x f x x f x( ) ( )+ = × −2 4 12 ش�کل ب�ه را تس�اوی  4

. xf x
x

( ) +=
−

2 12
4 1

،پس x f x x( ) ( )− × = +4 1 2 12 مینویسیم.درنتیجه

131  1نیزگ 1 bx
a

=−
2

، f x ax bx c( )= + +2 طولرأسسهمی  2

طولرأسسهمیاست.پس x
a

=− 2
2

است.بنابراینطبقمعادلۀدادهشده

.مختصاترأسسهمیدرمعادلۀآنصدقمیکند،پس a=−1ودرنتیجه
a
− =2 1
2

a  a b b b= −− = + + →− =− + + ⇒ =−11 2 1 1 2 2 
. ab=2 بنابراین

141 و5محورطولهارا 1نیزگ 1 چونس�همیدرنقاطیبهط�ول1−  1
قطعکردهاست،ایننقاطعرضیکساندارند.پسمعادلۀمحورتقارنبهصورت

)نسبتبهآنقرینۀیکدیگرند. , )5 0 )و , )−1 0 استکهنقاط x −= =5 1 2
2

151 .همچنینباتوجهبه 1نیزگ 1 c=5 ازرویشکلمعلوممیشودکه  1

. b− =−2
2

اس�ت،پس bx=−
2
معادل�ۀدادهش�ده،طولرأسس�همیبرابر

. b c− ،درنتیجه1−= b=4 بنابراین

 فصل اول: دست گرمی



)3(

161 توج�هکنی�دک�همح�ورتقارنس�همیم�وردنظ�رخط 1نیزگ 1  3

ودرنتیجه b
a

− >0
2

است.چونعلامتaوbفرقمیکند،پس bx
a

=−
2

محورتقارنازناحیههایاولوچهارممیگذرد)گزینههای)1(و)3((.همچنین،
،کهدرس�تنیست.بنابراین c=0 اگرس�همیازمبدأمختصاتبگذرد،آنگاه

سهمیموردنظرمیتواندبهصورتگزینۀ)3(باشد.
171 نمودارتابعدرحالتهایزیرازناحیۀچهارمنمیگذرد: 1نیزگ 1  3

.اکنون m m m( )∆= − − = −2 2 24 4 5 16 راحس�ابمیکنیم: ∆ بنابراین
توجهکنیدکه

 c
a

b

m m

m

m m

m

a

m m

m m

#pH#ÁoÃ¬¥HoT H

½k¶A#Swj¾M#ÁIÀ

{

½pIM

³»j » Ï»H#ÁIÀS²Ie : 

IÄ

 :³¼w ÁIÀïS²Ie

³nI¿a »

>

≥ ⇒ − ≥ ⇒− ≤ ≤

− < ⇒−

∆≤ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ ≤

∆> ⇒ − > ⇒ <−







→

< ⇒ >

< ≤

2

2

2

4 40 5 16 0
5 5

40 4
5

0 4 0 2 2

0

5 16 0
5

4 2
5

0 0

اجتماعمحدودههایبهدستآمدهدرهمۀحالتهابرابراستبا

m− ≤ ≤4 2
5

181 محیطشکلبرابراستبا 1نیزگ 1  2
 x y y x+ = ⇒ = −4 4 40 10

مساحتشکلبرابراستبا
S xy xy xy x x x x( )= + = = − =− +22 3 3 10 3 30

است.بنابراین
a
∆−
4

بیشترینمقداراینعبارتدرجۀدومبرابر

Smax ( )
=− =

−
900 75

4 3

191 باشند،دردامنۀ 1نیزگ 1 x x− + =2 3 1 اعدادیکهجوابمعادلۀ0  3

است. bS
a

=− =3 تابعfقرارندارند.باتوجهبهمعادلهمجموعایناعدادبرابر

201 بهازای 1نیزگ 1 f x( ) باش�د،بایدمخرج اگ�ردامنۀاینتابع  4
تماممقادیرحقیقیxمخالفصفرباشد،پس

x kx k

k  k k| |

∆<+ + = →∆= − <

< ⇒ < ⇒− < <

02 2

2

1 0 4 0

4 2 2 2
باتوجهبهمقادیردادهشدهگزینۀ)4(درستاست.

211 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

fD x x  x

x x x

x x x x IÄ 

{ | , }= − ≥ − >

− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

− > ⇒ > ⇒ > <−

2 2

2 2

2 2

9 0 1 0

9 0 9 3 3

1 0 1 1 1

.پس fD [ , ) ( , ]= − −3 1 1 3 ازاش�تراکناحیههایفوقمعلوممیش�ودکه

دردامنۀتابعهستند. ±2 و ±3 عددهایصحیح

221 میگیری�م 1نیزگ 1 نتیج�ه  x− ≤ ≤4 4 از اول راه ح��ل   3
fبنابراینبردتابع. x− = − ≤ − ≤ + =5 3 8 3 2 3 8 11 ،پس x− ≤− ≤8 2 8

است. [ , ]−5 11 بازۀ

یکتابعخطیاس�تکهضریبxدرآن f x x( )=− +2 3 راه حل دومچون
اس�تک�هبرابر f f[ ( ), ( )]−4 4 منف�یاس�تب�ردآنباتوجهب�هدامنهبرابر

میشود.  [ , ]−5 11

231 . 1نیزگ 1 f x x x x( ) ( )= + − = + −2 22 2 1 ابتداتوجهکنیدکه3  3
،آنگاه x [ , ]∈ −4 5 ازطرفدیگر،اگر

 x x x x( ) ( )− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒− ≤ + − ≤2 24 5 3 1 6 0 1 36 3 1 3 33
بنابراینبزرگترینعضوبردfبرابر33است.

241 ، 1نیزگ 1 x [ , ]∈ 0 1 واگر f gD D [ , ]= = 0 1 درموردگزینۀ)4(،  4

.بنابراینایندوتابعبرابرند.درموردگزینههایدیگر،یا f x g x( ) ( )= آنگاه
. f x g x( ) ( )≠ دامنۀتابعهابرابرنیست،یا

f g f gD  D D D { } ,= − = ⇒ ≠0  گزینۀ )1(

f gD D f x x  g x x f x g x       , ( ) | | , ( ) ( ) ( )= = = = ⇒ ≠ گزینۀ )2(

f g f gD   D  D D ( , ] [ , ) , [ , )= −∞ +∞ = +∞ ⇒ ≠0 1 1 گزینۀ )3(

251 .بنابراین 1نیزگ 1 Sr=
π
Sودرنتیجه r=π 2 توجهکنیدکه  1

 SP r P S S S( ) ( )= π = π ⇒ = π = π
π

2 2 2 2

261 و 1نیزگ 1 a
2
فرضکنیم،شعاعدایره a اگرطولضلعمربعرا  1

میشود.بنابراین a4 محیطمربعبرابر
a a

aa  a

P

PP a a

P

½oÄHj SeIv¶       ”Mo¶#SeIv¶

½k #ªºn ÁIÀSµv¤ SeIv

      

{ ¶

,

( )

)

,

( ) (

= ⇒ = =π =

π −π= − =

−π −π= =

2 2

22 2

2 2

4
4 4

4
4 4

4 4
16 4 64

271 معادلۀنیمدایرهراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  3
 yx y y x y x≥+ = ⇒ = − → = −02 2 2 2 21 1 1 

میش�ودومحیطآنبرابر x− 21 وعرضآن x2 بنابراینطولمس�تطیل
. P x x x x x( ) ( )= + − = + −2 22 2 1 4 2 1 استبا

281 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


f g f g f g

f gf g f g

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

+ = + =− − =− + −⇒ = =−
−− = − = − − =

2 2 2 1 2 3 2 3 1
1 31 1 1 2 1 3





 فصل اول: دست گرمی
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291 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 f f g

g

D x x D D g x    { | , ( ) } { , , }= ∈ ≠ =0 1 2 3 

بنابراین



f ff f     
g g g g

ff
g g

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )

= = =− = = =
−

= = =

1 26 31 6 2 3
1 1 2 1
3 03 0
3 9



است. −3 برابر f
g
بنابراینمجموعمقادیرتابع

301 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 f g x f x g x x x x x x( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − = + + − + + = +2 23 2 2 1 1 

. f g x x x( )( )− − = − + =1 1 1 بنابراین
.اکنوناگر f g( )( )− = − =1 6 4 2 ،پس g( )=1 4 و f( )=1 6 راه حل دومچون
بهدس�ت f g( )( )− 1 ،2 بهج�ایxق�راردهیم f g x( )( )− −1 درعب�ارت
،حاصل2 x=2 میآیدکهبرابر2است.تنهادرعبارتگزینۀ)1(،باقراردادن

میشود.
311 راه حل اولدامنۀتابعfبهصورتزیربهدستمیآید 1نیزگ 1  2

 f
x x

x D
x x

( , ]
− ≥ ⇒ ≤ ⇒ < ≤ ⇒ =
− > ⇒ >

8 0 8
3 8 3 8

3 0 3


دامنۀتابعgبهصورتزیربهدستمیآید

 g

x
Dx

x

 [ , )

−∞ +∞
⇒ =− − + −

−

3 5
3 53 0

5
بهصورتزیراست f g× بنابرایندامنۀتابع

 f g f gD D D ( , ] [ , ) ( , )× = = =3 8 3 5 3 5  

راه ح��ل دومباتوجهب�هگزینههاامتحانمیکنیمکهآیاع�دد6دردامنۀتابع
عب�ارتزیررادی�کالدرتاب�عgرامنفی x=6 ق�رارداردی�ان�ه.چون f g×

هم f g× دردامنۀتابعgنیس�تودرنتیج�هدردامنۀ x=6 میکن�د،پ�س
نیست.پسگزینههای)1(،)3(و)4(نمیتوانندجوابباشند.

321 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x

g x x
x x

( ) | |
− ≥= − =

− + <

1 1
1

1 1


بنابراین



x x x
f g x f x g x

x x x

x x

x x

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

− − − ≥− = − =
+ − − + <

≥=
<

2 1 1 1

3 1 1 1

1

4 1



331 بهمحاسباتزیرتوجهکنید 1نیزگ 1  3



gof g f g

gof g f g
gof g f g
gof g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = − =

= = − =
− = − = =
= = − =

1 1 1 2

2 2 1 2
1 1 3 2

3 3 2 4
. gof  {( , ),( , ),( , ),( , )}= −1 2 2 2 1 2 3 4 بنابراین

ت
ن

341 .ازطرفدیگر، 1نیزگ 1 fof f f( )( ) ( ( ))=3 3 ابتداتوجهکنیدکه  4

f f f f      ( ) , ( ( )) ( ) −= + = = = =2 13 13 3 4 13 3 13 6
2

. fof( )( )=3 6 بنابراین
351 رابهدستمیآوریم 1نیزگ 1 gof a( )( ) و fog a( )( ) ابتدا  3

 fog a f g a f a a a
gof a g f a g a a a

( )( ) ( ( )) ( ) ( )
( )( ) ( ( )) ( ) ( )

= = − = − + = −
= = + = + − = +

3 2 2 3 2 3 6 1
2 3 3 2 3 2 6 7 

بنابراینمعادلۀزیربهدستمیآید

 a a a a a− + + = ⇒ =− ⇒ =− 36 1 6 7 2 10 6
5


361 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
fog x f g x f x x a x x ax ax( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + = + + = + +2 2 22 2 1 2 1

دوعضویباش�د. ax ax+ + =2 2 1 2 بنابراینبایدمجموعۀجوابهایمعادلۀ
مثبتباشد: ax ax+ − =2 2 1 0 یمعادلۀ ∆ یعنیباید

a a a a a a a a IÄ ( ) ( ) ( )∆= − − = + > ⇒ + > ⇒ > <−2 22 4 1 4 4 0 4 1 0 0 1

371 بهمحاسباتزیرتوجهکنید 1نیزگ 1  1



fog f g f
fog f g f
fog f g f
fog f g f ½kzº#œÄ o•U

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− = − = =
− = − = =

− = − = =
= =

3 3 1 3
2 2 0 2
1 1 1 3

1 1 3



. fog        {( , ) , ( , ) , ( , )}= − − −3 3 2 2 1 3 بنابراین

381 دامنۀتابعfogبهصورتزیربهدستمیآید 1نیزگ 1  2
 fog g fD x D g x D x x{ | ( ) } { , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ − ≤ − ≤0 2 1 5 2 3 

. x≤ ≤1 3 پس x− ≤− ≤−6 2 2 نتیجهمیشود x− ≤ − ≤1 5 2 3 ازنامعادلۀ
. fogD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ ≤ ≤ =0 2 1 3 1 2 بنابراین

391 و 1نیزگ 1  fD [ , )= +∞1 بهترتی�ب g و f تابعه�ای دامن�ۀ  3

است.بنابراین gD [ , ]= − 3 3

 gof f gD x D f x D x x x  { | ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ≥ − ≤ − ≤1 3 1 3 

. x≤4 پس x− ≤1 3 نتیج�همیش�ود x− ≤ − ≤3 1 3 ازنامعادل�ۀ
. gofD x x x  { | , } [ , ]= ≥ ≤ =1 4 1 4 بنابراین

401 ابت�دانمودارتابعfرایکواحدبهس�متراس�تانتقال 1نیزگ 1  2
بهدستبیاید.سپسقرینۀایننموداررا y f x( )= −1 میدهیمتانمودارتابع
بهدستبیاید. y f x( )=− −1 نس�بتبهمحورxرسممیکنیمتانمودارتابع
درآخ�ر،ای�ننم�وداررای�کواح�دب�هب�الاانتق�المیدهی�مت�انم�ودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )= − −1 1



)5(

411 رارسممیکنیم.برایاینکار، 1نیزگ 1 y f x( )= − ابتدانمودارتابع  3
قرینۀنمودارfرانسبتبهمحورyرسممیکنیم.اکنون،برایرسمکردننمودارتابع
راکهزیرمحورxاست y f x( )= − ،قرینۀقس�متیازنمودارتابع y f x| ( )|= −

نسبتبهمحورxرسممیکنیموقسمتیراکهزیرمحورxاستحذفمیکنیم.

421 کافیاستابتدا 1نیزگ 1 y f x( )= −2 1 برایرس�منمودارتابع  2
رایکواحدبهس�متراس�تمنتقلکنیمتانمودارتابع y f x( )= نمودارتابع
رس�مش�ود.س�پسدرنم�وداراخیرط�ولنقاطرابر2تقس�یم y f x( )= −1

بهدس�تآید.توج�هکنیدکهبااینکار y f x( )= −2 1 میکنی�متانمودارتابع
نموداردرراستایمحورطولهامنقبضمیشود.



431 رایکواحدبهسمت 1نیزگ 1 g x f x( ) ( )= −2 اگرنمودارتابع1  2
بهدستمیآید.اگرطول y f x( ( ))= − −2 1 راس�تمنتقلکنیم،نمودارتابع1
 y f x f x( ( )) ( )= − − = − −2 2 1 1 4 2 نقاطایننموداررانصفکنیم،نمودارتابع1
بهدس�تمیآی�دواگ�رعرضنق�اطایننم�وداررادوبراب�رکنیم،نم�ودارتابع
بهدس�تمیآی�د.پ�سضابط�ۀتابع�یکهنم�ودارآن y f x( ( ) )= − −2 4 2 1

است. y f x( )= − −2 4 2 2 بهدستآمدهبهصورت
441 رارس�ممیکنی�موآنرادو 1نیزگ 1 y x| |= ابت�دانم�ودارتابع  1

بهدستآید.این y x| |= +2 واحدبهسمتچپمنتقلمیکنیمتانمودارتابع

رس�م y x| |= + −2 نموداررایکواحدبهپایینمنتقلمیکنیمتانمودارتابع1

ش�ود.اکنونقس�متیازایننمودارراکهزیرمحورxاس�تنسبتبهاینمحور
قرینهمیکنیموقس�متیراکهزیرمحورxاس�تحذفمیکنیمتانمودارتابع

رسمشود. y x| || |= + −2 1

451 )}هرمؤلفۀدوم 1نیزگ 1 , ),( , ),( , ),( , )}1 3 2 4 5 7 6 1 درتابع  3

متناظردقیقاًیکمؤلفۀاولاس�ت.یعنیهیچدوزوجمرتبیمؤلفۀدومیکس�ان
ندارند،پساینتابعیکبهیکاست.

461  1نیزگ 1 a( , )−4 1 و a( , )1 چ�ونمؤلف�ۀدومزوجمرتبهای  2

یکسانهستند،پسبایدمؤلفههایاولآنهاهمبرابرباشند،
 a a a− = ⇒ =4 2 

برابرباشند، b( , )+1 3 و  ( , )10 3 بههمینترتیببایدمؤلفۀاولدوزوجمرتب
 b b= + ⇒ =10 1 9

. a b+ =11 بنابراین
471 باتوجهبهنمودارتابعهایدادهشده،واضحاستکهتابع 1نیزگ 1  3

یکبهیکاست. f x x x( ) ,= − ≤21 0
گزینۀ )1(

گزینۀ )2(

گزینۀ )3(

گزینۀ )4(

481 راه ح��ل اولنم�ودارتابعب�هازایمقادی�رمختلفkبه 1نیزگ 1  4
شکلزیراست

نبایداز2 x<1 ب�هازای y x k= +2 واضحاس�تکهبیش�ترینمقدارتاب�ع
بیشترباشد،پس

 k k+ ≤ ⇒ ≤2 2 0 
یکبهی�کاس�تو g x x( )= +2 1 ،آنگاهتاب�ع x≥1 راه ح��ل دوم اگ�ر
یکبهیکاس�تو h x x k( )= +2 ،آنگاهتابع x<1واگر gR [ , )= +∞2

.درنتیج�هب�رایاینک�هتاب�عfیکبهی�کباش�دبای�د hR  k( , )= −∞ +2

k k+ ≤ ⇒ ≤2 2 0 ،پس g hR R =∅

491 ،اما 1نیزگ 1 − <−3 تاب�عگزینۀ)1(اکیداًنزولینیس�ت،زیرا1  3
،ام�ا <0 1 .تاب�عگزین�ۀ)2(اکی�داًنزول�ینیس�ت،زی�را f f( ) ( )− < −3 1
و  − <− <3 1 1 زی�را اس�ت، نزول�ی اکی�داً )3( گزین�ۀ تاب�ع . f f( ) ( )=0 1
، − <−2 1 .تابعگزینۀ)4(اکیداًنزولینیس�ت،زیرا f f f( ) ( ) ( )− > − >3 1 1

. f f( ) ( )− = −2 1 اما
501 ،پس 1نیزگ 1 < <1 2 3 چونتابعfنزولیاستو  3

 f f f a a a( ) ( ) ( )≥ ≥ ⇒ + ≥ − ≥ −1 2 3 2 1 2 2
اکنونتوجهکنیدکه

 a a a  a a a     ( ) , ( )+ ≥ − ⇒ ≥− − ≥ − ⇒ ≥2 1 2 3 1 2 2 2 2 
. a≥2 اشتراکجوابهاینامعادلههای)1(و)2(میشود



 فصل اول: دست گرمی
)6(

511  1نیزگ 1 y x x= − +22 4 3 طولرأسسهمی  2

.ازروینمودارتابعfمعلوماست b
a

− =1
2

برابراس�تبا

وهرزیرمجموعۀآناکیداً [ , )+∞1 کهاینتابعرویبازۀ
( , )1 2 صع�ودیاس�ت.ازبازهه�ایدادهش�دهفق�طبازۀ

است. [ , )+∞1 زیرمجموعۀبازۀ

521 رایکواحدبهس�متراست 1نیزگ 1 y f x( )= اگرنمودارتابع  4
بهدس�تمیآی�د.بنابراین،اگرنمودار y f x( )= −1 انتق�الدهیم،نمودارتابع
رای�کواح�دبهس�متچ�پانتقالدهی�م،نم�ودارتابع y f x( )= −1 تاب�ع
بهدستمیآید.اکنوناگرقرینۀقسمتهاییازایننمودارراکهزیر y f x( )=

xرس�مکنیموقس�متهاییراکهزیرمحورxاس�ت،نس�بتبهمحورxمحور
بهدستمیآید.ازرویایننمودار y f x| ( )|= استحذفکنیم،نمودارتابع

)اکیداًنزولیاست. , )− −2 1 رویبازۀ y f x| ( )|= معلوماستکهتابع

531 ب�اتوج�هب�هنم�ودار،تابعf 1نیزگ 1  1
صعودیاست.

541 برایاینکهتابعیوارونپذیرباش�د،بایدیکبهیکباشد. 1نیزگ 1  3
.تاب�عگزینۀ)2( f f( ) ( )= =1 3 2 تاب�عگزین�ۀ)1(یکبهی�کنیس�ت،زی�را
.تابعگزینۀ)3(یکبهیکاست،زیرا f f( ) ( )= =2 5 3 یکبهیکنیست،زیرا
fبنابرای�نمقادیرتابع، f( )=−4 5 و f( )=−3 4 ، f( )=−2 2 ، f( )=−1 1

. f f( ) ( )= =1 3 0 متمایزند.تابعگزینۀ)4(همیکبهیکنیست،زیرا

551 رارس�ممیکنی�م.برایاینکارباید 1نیزگ 1 f ابتدانمودارتابع1−  1
رارسم f −− رسمکنیم.سپسنمودارتابع1 y x= قرینۀنمودارfرانسبتبهخط

رانسبتبهمحورxرسمکنیم. f میکنیم.برایاینکاربایدقرینۀنمودارتابع1−

561 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


f og f g f

g of g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− − −

− − −

= = =

= = =

1 1 1

1 1 1

2 2 1 4

3 3 4 3


بنابراینمقدارموردنظربرابر7است.
571 .ب�هاین 1نیزگ 1 f ( )− =1 2 ،پس1 f( )=1 2 توج�هکنی�دک�ه  2

. f f( ) ( )−+ =11 2 3 ترتیب،
581 بهص�ورت 1نیزگ 1 را f تاب�ع ضابط�ۀ ابت�دا اول راه ح��ل   1

مینویسیموxرابرحسبyپیدامیکنیم: y x( )= − −22 4


xx y  x  y

x y x y f x x

( ) | |

( )

<

−

− = + ⇒ − = + →

− = + ⇒ = − + ⇒ = − +

22

1

2 4 2 4

2 4 2 4 2 4

)عبورمیکند،پسنمودارتابع , )−3 21 راه حل دومچوننمودارتابعfازنقطۀ

)عبورمیکند.اکنونگزینههارایکییکیبررسیمیکنیم: , )−21 3 ازنقطۀ f −1

f ( )− = − =−1 21 2 25 3 گزینۀ )1( 

f ( )− =− + =1 21 2 25 3 گزینۀ )2( 

f ( )− = −1 21 2 17 گزینۀ )3(

f ( )− = +1 21 2 17 گزینۀ )4(

591 باتوجهبهشکل، 1نیزگ 1  2

 c cB c a
a a

ˆcos = ⇒ = ⇒ =2 6 2 6
7 7

اکنونطبققضیۀفیثاغورس،


a b c a a a a

a a a

( )= + ⇒ = + ⇒ = +

= ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 6 2425 25
7 49

25 25 49 7
49

601 ابت�داتوجهکنید 1نیزگ 1  3
ک�هبنابرقضیۀخطوطم�وازیومورب،

.درنتیجه، ACBˆα=

 ABACB
BC

ˆtan tanα= = = =3 3
1

611 را 1نیزگ 1 ش�کل ابت�دا  2
بهصورتمقابلکام�لمیکنیم.اکنون
توجهکنیدکهبنابرقضیۀفیثاغورسدر

،ABCمثلثقائمالزاویۀ

 AB AC BC AB= + = + = ⇒ =2 2 2 2 22 3 13 13 

. ACABC
AB

 : sinα= = 2
13

 درنتیجه،

621 صورتکسربرابراستبا 1نیزگ 1  4

 ( ) ( )− = − =33 3 3 3 3 34 3 0
2 2 2 2

. A=0 بنابراین

631 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



ABCD ADCS S

DC AD D̂( sin )

sin

=

= × ×

= × × = × =0

2

12
2

35 4 120 20 10 3
2

641 α 1نیزگ 1 ،انتهایکمانروبهروبهزاویۀ <α<0 0180 270 اگر  2
درناحیۀسومقراردارد.

651 ش�کل 1نیزگ 1 روی از  3
. a c> و b<0 مقابلمعلوممیشودکه

. a c b> > بنابراین



)7(

661 ،مش�خصاس�تکه 1نیزگ 1 sin cosα α>0 ب�اتوج�هب�ه  3
، cos cotα α<0 همعلامتهس�تند.باتوجهبه cosα و sinα مقادیر
مختلفالعلامتهستند.بنابراین cotα و cosα مشخصاستکهمقادیر

αدرناحیۀسومقراردارد.دراینناحیه، انتهایکمانروبهروبهزاویۀ
             sin , cos , cotα< α< α>0 0 0

671 ودرنتیجه 1نیزگ 1 sin≤ α≤0 1 ،پس ≤α≤0 090 180 چون  1
m m m≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤0 1 1 1 2 2 4
2 2

681 ، 1نیزگ 1 xsin≤ ≤20 1 ،بنابرای�ن xsin− ≤ ≤1 1 میدانی�م  4
.بنابراینکمترین xsin≤ + ≤22 2 3 5 ودرنتیج�ه xsin≤ ≤20 3 3 پس
مقدارعبارت2وبیشترینمقدارآن5است،کهحاصلضربآنها10میشود.

691 ب�اتوجهبهاینک�همحورطوله�اباخطم�وردنظرزاویۀ 1نیزگ 1  1

است. 3
3

یاهمان tan 030 تشکیلمیدهد،شیبخطبرابر 030 مثلثاتی

( , )6 3 استوچونخطازنقطۀ y x b= +3
3

پسمعادلۀآنبهصورت

میگذرد،پسمختصاتایننقطهدرمعادلۀخطصدقمیکنند:

 b b= × + ⇒ =−33 6 3
3

است. x y− − =3 3 0 یاهمان y x= −3 3
3

پسمعادلۀخط

701 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 x x x x
x

tan tan tan tan
tan
− = ⇒ − = ⇒ =1 12 1 2

3


. x
x

cot
cot

= =
− −

3 3
1 3 1 2

.درنتیجه x
x

cot
tan

= =1 3 بنابراین

711 میتواننوشت 1نیزگ 1 tan cotα α=1 باتوجهبهرابطۀ  2

 m m m m
m

( )( )+ = ⇒ − = + ⇒ =
−

1 2 1 2 1 2 3
2 1

ودرنتیجه cotα=5 و tanα=1
5
بنابراین

tan cotα+ α= + =2 2 1 62625
25 25

721 میتواننوشت 1نیزگ 1 sin cosα+ α=2 2 1 باتوجهبهرابطۀ  4

( ) cos cos cos+ α= ⇒ α= ⇒ α=±2 2 23 16 41
5 25 5

بای�دمنفیباش�د،پس cosα ،مق�دار <α<0 090 180 ب�اتوج�هب�هاینک�ه

،بهدس�تمیآی�د sintan
cos

αα=
α
.ب�اتوج�هب�هرابط�ۀ cosα=− 4

5

. tan cosα− α=− + =3 4 1
4 5 20

.بنابراین tanα= =−
−

3
35

4 4
5

731 و 1نیزگ 1  x
x

tan
cos

+ =2
2

11 اتحاده�ای از اس�تفاده ب�ا  1

بهدستمیآید x
x

cot
sin

+ =2
2

11



x xA x x x x

x x
x xx x x x
x x

tan cot tan cos cot sin

cos sin

sin coscos sin sin cos
cos sin

= + = +

= × + × = + =

2 2 2 2 2 2

2 2

2 22 2 2 2
2 2

1 1

1

741 راه حل اولمخرجمشترکمیگیریم: 1نیزگ 1  4
cos sin cos cos cos

sin sin sin sin sin

cos ( cos ) cos sin cos cot
sin sin sin

θ − θ− θ θ− θ− − = =
θ θ θ θ θ
θ − θ θ θ θ= = = = θ

θ θ θ

4 2 4 2 4

4 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2
4 4 2

1 1 1

1

راقراردهیم،مقدارعبارت 030 مقدار θ راه حل دوماگردرعبارتدادهشدهبهجای

 030 مقدار θ .اگردرگزینههابهجای − − = − − =1 1 9 16 4 9 3
1 1

16 4

برابراستبا

برابر3میشود.تنهاگزینۀ)4(میتوانددرستباشد. cot θ2 راقراردهیم،فقط

751 راب�هت�واندو 1نیزگ 1 tan cotα+ α=3 طرفی�نتس�اوی  3
. tan cot tan cotα+ α+ α α=2 2 2 میرسانیم:9

،پس tan cotα α=1 چون
tan cot tan cotα+ α+ = ⇒ α+ α=2 2 2 22 9 7

761 تقسیممیکنیم: 1نیزگ 1 xsin دوطرفتساویدادهشدهرابر  1

 x x
x x x

cos cot
sin sin sin

+ = ⇒ + =2 3 33 3 2 

اگردوطرفاینتساویرابهتواندوبرسانیم،بهدستمیآید

x x x
x

x x x x x

x x 

cot cot ( cot )
sin

cot cot cot cot cot

cot , cot

+ + = = +

+ + = + ⇒ − =

= =

2 2
2

2 2 2

99 12 4 9 1

9 12 4 9 9 5 12 0

120
5



. xcot =12
5
ودرنتیجه xcot ≠0 ،پس xcos ≠0 چون

771 : 1نیزگ 1 D= 075 قرارمیدهیم D R=
π0180
درتساوی  4

 R R π= ⇒ =
π

0

0
75 5

12180


781 رامیتوان 1نیزگ 1 0500 راه حل اول  2
 090 درنظ�رگرفت.5تا 050 بهعلاوۀ 090 5ت�ا
یعن�ی5تاربعدای�ره،پسانتهایکم�انروبهروبه

درناحیۀدومقراردارد. 0500 زاویۀ
،پسانتهایکمان ≤ ≤0 0 090 140 180 و = +0 0 0500 360 140 راه ح��ل دوم 

درناحیۀدومقراردارد. 0500 روبهروبهزاویۀمرکزی

791 ابت�داان�دازۀزاوی�ۀمرک�زیAOBرابرحس�برادیان 1نیزگ 1  3

 D R R R π= ⇒ = ⇒ =
π π

0

0 0
20

9180 180
حسابمیکنیم:

طولمسیرماهوارهبرابرطولکمانABاستکهبرابراستبا

 l r AB oT¶¼±Ã¨
π= ×θ⇒ = × = π36000 4000
9





 مرگ تسد  لوا لصف 
)8(

808 ناحی�ۀ م�ورد نظر قطاعی از دایرۀ به ش�عاع ۶ اس�ت، که ۀ8یزگ -8  1
0120 اس�ت. ابتدا ان�دازۀ زاوی�ۀ قطاع را  ان�دازۀ زاوی�ۀ قط�اع برحس�ب درجه 

 θ برحسب رادیان حساب می کنیم. اگر این اندازه 
θ π= ⇒θ=
π

0

0
120 2

3180
باشد، آن گاه 

πθ=2 برابر است با 
3

r=6 و  مساحت قطاعی که در آن 

r  mπθ= × × = π2 2 21 1 26 12
2 2 3

818 ابتدا توجه کنید کهۀ8یزگ -8  1

       

      

sin( ) sin , sin( ) sin
cos( ) cos , cos( ) cos

π+α =− α π−α = α
π+α =− α π−α =− α

 

A sin sin sin tan
cos cos cos

− α− α − α= = = α
− α+ α − α
2 4 6 3
3 2

بنابراین 

828 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  1

 

 

cos( ) cos , sin( ) cos

sin( ) sin , cos( ) sin

ππ−α =− α +α = α

π−α =− α +α = α

2
3
2

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 
cos cos cos cot
sin sin sin

− α− α − α= = α
− α− α − α

2
2

838 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  3

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

= − = =

= − =− =−

0 0 0 0

0 0 0 0

2135 180 45 45
2
1120 180 60 60
2

بنابراین

sin cos

sin cos

( )
( )

+
− + + += = = ×

− − ++ −

+
= = + = +

−

0 0

0 0

2
2

2 1
135 120 2 1 2 1 2 12 2

2 1 2 1 2 1 2 1135 120
2 2
2 1 2 1 3 2 2
2 1

848 توجه کنید که ۀ8یزگ -8  2

 

sin sin( ) sin

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

cos cos( ) cos

π π π= π+ =− =−

π π π= π+ = =

π π π= π− =− =−

π π π= π− = =

7 1
6 6 6 2
5 1
4 4 4
7 2 1
4 4 4
5 12
3 3 3 2

 

. A=− × − × =−1 11 1 1
2 2

بنابراین 

858 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  2

     cos cos

cos cos

π π π π+ =π⇒ =−

π π π π+ =π⇒ =−

7 7
8 8 8 8
3 5 3 5
8 8 8 8

بنابراین 
cos cos cos cos

cos cos cos cos

π π π π+ + +

π π π π=− − + + =

3 3 3 3

3 3 3 3

3 5 7
8 8 8 8

7 5 5 7 0
8 8 8 8

868 از رابطه های نسبت های مثلثاتی مجموع و تفاضل زاویه ها ۀ8یزگ -8  1
نتیجه می شود

cos( )cos cos sin sin cot
sin cos sin cos sin( )

+− = = =
+ +

0 00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

20 4020 40 20 40 360
320 40 40 20 20 40

878 ، ۀ8یزگ -8 sin( ) sin cos cos sinα+β = α β+ α β چ�ون   4
پس

x x x x x x xsin cos cos sin sin( ) sin+ = + =3 2 3 2 3 2 5

x برابر می شود با  π=
15

بنابراین مقدار عددی عبارت مورد نظر به ازای 

sin π= 3
3 2

888 ش�کل ۀ8یزگ -8 نمادگ�ذاری  از   2
مقابل اس�تفاده می کنی�م. در این صورت، بنابر 

قضیۀ فیثاغورس،

AKB AB AK BK AB

BKC BC BK CK BC

:

:

= + = + = ⇒ =

= + = + = ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 2 13 13

2 1 5 5





، در نتیجه ABCˆ =α+β اکنون توجه کنید که 
ABC

    

ˆcos( ) cos( ) cos cos sin sin= α+β = α β− α β

= × − × = − = =2 2 3 1 4 3 1 65
6513 5 13 5 65 65 65
898 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  1

 sin cos sin( ) sin+ = + =0 0 0 0 025 25 2 25 45 2 70

، پس sin cos=0 070 20 در نتیجه، چون 
sin cos sin cos

cos cos cos

+ = = =
0 0 0 0

0 0 0
25 25 2 70 2 20 2

20 20 20
908 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  3

A  ( sin cos )

(cos sin sin cos )

sin( ) sin( )

= +

= +

= + = =

0 0

0 0 0 0

0 0 0

3 12 15 15
2 2

2 30 15 30 15

2 30 15 2 45 2

918 sinα مقداری منفی است. پسۀ8یزگ -8 ابتدا توجه کنید که   4

     (.¡.¡.ù)

cos sin sin sin

sin sin , sin

α= − α⇒ = − α⇒ α=

−α= ⇒ α= α=

2 2 2

2

1 22 1 2 1 2 2
3 3

1 3 3
3 3 3

928 . پسۀ8یزگ -8 cos sinα= − α22 1 2 توجه کنید که   2

 

x x x

x x x
x x x x
x x

sin ( ) cos ( ) cos( )

cos cos cos
sin sin cos sin
cos cos

π π π− − − −
= =

= = =

21 2 2 2
4 4 2

2 2 2

 



)9(

931 میتواننوشت 1نیزگ 1  3
cos sin

sin cos sin cos

(sin cos ) ( sin ) ( )

++ =

= = = =

2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

0 0 2 0 2 2

1 1 15 15
15 15 15 15

1 1 1 16
1 115 15 30
2 4

941 رادیاناس�ت، 1نیزگ 1 π3
4

رادیان،نصف π3
8

باتوجهبهاینکه  1

ودرنتیجه πα=3
8

قرارمیدهیم cos cosα= α−22 2 1 درتساوی

cos( ) cos cos cos

cos( ) cos cos

cos cos

cos

π π π π× = − ⇒ = −

π π ππ− = − ⇒− = −

π π −= − ⇒ =

π −=

2 2

2 2

2 2

3 3 3 32 2 1 2 1
8 8 4 8

3 2 32 1 2 1
4 8 2 8

3 2 3 2 22 1
8 2 8 4

3 2 2
8 2

951 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


cos cos( ) sin

sin sin( ) cos

= + =−

= + =

0 0 0 0

0 0 0 0

105 90 15 15

105 90 15 15

بنابراین



cos sin sin cos

sin (sin cos ) sin

cos( ) cos

+ = +

= + + = +

−= − × + = − = − =

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

0 0

3 105 105 3 15 15

2 15 15 15 2 15 1

3 4 31 2 15 1 2 30 2
2 2



961 راه حل اولمیتواننوشت 1نیزگ 1  4



sin / cos / sin / cos /

cos / sin / sin / cos /

cos( / ) cos

sin( / ) sin

−− =
×

− × −= = =−
×

0 0 2 0 2 0

0 0 0 0

0 0

0 0

22 5 22 5 22 5 22 5
22 5 22 5 22 5 22 5

2 22 5 45 2
1 12 22 5 45
2 2

،بنابراین cot tan cotα− α= α2 2 راه حل دوم میدانیم
tan / cot / (cot / tan / )

cot

− =− −

=− =−

0 0 0 0

0

22 5 22 5 22 5 22 5

2 45 2

971 راه حل اولعبارترابهشکلزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2



sin
tan cos sin cos
tan

cos

sin

= =
+

= = × =

0

0 0 0 0
2 0

2 0

0

15
15 15 15 15

11 15
15

1 1 1 130
2 2 2 4



،پس tansin
tan

αα=
+ α2
22

1
راه حل دوم میدانیم

tan sin
tan

= =
+

0 0
2 0
15 1 130

2 41 15

981 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x
xx
xx

x x x x

tan tan
tantan( )
tantan tan

tan tan tan tan

π+
π ++ = ⇒ = ⇒ =

π −−

+ = − ⇒ = ⇒ =

147 7 7
4 11

4
31 7 7 8 6
4

بنابراین

x x x
x x

tan cos cos
cos cos

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 2
2 2

1 9 1 16 41 1
16 25 5

پس

 x xx x
x

sin sintan sin
cos

= ⇒ = ⇒ =3 3
4 4 5

5



991 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



tan tan( ) tan tan( )

( )tan tan

tan tan

= + = = +

++ + + += = = × =
−− − +−

+ += =− −
−

0 0 0 0 0 0

20 0

0 0

285 180 105 105 60 45

1 360 45 3 1 3 1 1 3
1 31 3 1 3 1 31 60 45

1 3 2 3 2 3
2



1001 .دراینصورت 1نیزگ 1 a bβ= + و a bα= − ف�رضکنی�د  1
ودرنتیجه b=β−α2

 b tan tan
tan tan( )

tan tan
β− α += β−α = = =−

+ α β −
3 4 72

1 1 12 11


. bcot =−112
7
پس

1011 ،پس 1نیزگ 1 tan( )α+ =0 135
2
چون  2

tan tan( )
tan( ) tan( ( ))

tan tan( )

− α+
−α = − α+ =

+ α+

−
= =
+

0 0
0 0 0

0 0
45 3510 45 35

1 45 35
11

12
1 31
2

1021 باتوجهبهشکل، 1نیزگ 1  3

و x
y

tanα= =1
2

 x
y

tan( ) ++α =0 845

ازطرفدیگر،

 tan tantan( )
tan tan

+
+ α+α = = =

− α −

00
0

11
45 245 3

11 45 1
2

بنابراین
x x y x

y y
     ,+ = = ⇒ =8 13 2

2
درنتیجه

x x x x
x

/+ = ⇒ = + ⇒ = =8 83 6 8 1 6
2 5



 فصل اول: دست گرمی
)10(

1031 توجهکنیدکهضابطۀتابعبهشکلزیراست: 1نیزگ 1  2
x x x

f x
x x x

x x

x x

IÄ

cos cos cos
( )

cos cos cos

cos

− ≥=
+ <

π π ≤ ≤ ≤ ≤ π=
π π < <

0
2

0
2

30 0 2
2 2
3

2 2
بنابرایننمودارتابعبهشکل

روبهرورسممیشود:

1041 باتوجهبههریکازشکلهایزیرمیتوانفهمیدکهاگر 1نیزگ 1  2

ومیتواننوشت xsin< ≤1 1
2

،آنگاه xπ π< <2
6 3

m m m−< ≤ ⇒ < − ≤ ⇒ < ≤1 1 1 2 1 4 3 5
2 4



میتواندمقادیرصحیح4و5باشد. m بنابراین

1051 و 1نیزگ 1  y a bx csin( )= + تواب�ع تن�اوب دورۀ میدانی�م  3

و  fT π= =
π

2 4

2

پ�س اس�ت. T
b| |
π=2 براب�ر  y a bx ccos( )= +

.بنابراین gT
a a| | | |
π π= =
−
2 2

 f gT T a a
a

| |
| |
π= ⇒ = ⇒ =π⇒ =±π42 4

1061 ،پس 1نیزگ 1 xx cossin −=2 1 2
2

چون  1

 x xf x x cos cos( ) sin − −= + = + =2 1 2 25 212 12
2 2



.
| |
π=π2
2

بنابرایندورۀتناوبتابعfبرابراستبا

برابر y a bx ccos ( )= +2 و y a bx csin ( )= +2 نکتهدورۀتناوبتوابع

Tاست.
b| |
π=

1071 رویبازهه�ایب�هص�ورت 1نیزگ 1 f x x( ) tan=− 2 تاب�ع  1

اکیداًنزولیاس�ت.بنابراینتابعfرویبازۀ k∈ ک�ه k k( , )π π π π− +
2 4 2 4

)اکیداًنزولیاستورویبازههایدیگرچنیننیست. , )π π3
4 4

1081 )اکیداً 1نیزگ 1 , )π π−
4 4

توجهکنیدکهتاب�عتانژانترویبازۀ  2

صعودیاست،پس


x x x

m m

tan( ) tan tan tanπ π π π− < < ⇒ − < < ⇒− < <

−− < < ⇒− < <

1 1
4 4 4 4

2 31 1 1 4
5



1091 مینویسیم. 1نیزگ 1 x xcos( ) cosπ− =
4

معادلهرابهصورت  2

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x k x k k

x k x x k x k k

   ¡ ¡ ù)

 

, (. . .

,

π π− = π+ ⇒ π=− ∈

π π π− = π− ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

2 2
4 4

2 2 2
4 4 8







)رامشخصمیکنیم: , )π0 2 اکنونجوابهایواقعدربازۀ


k

x π π π

0 1 2

9 17
8 8 8



)دارد. , )π0 2 بنابراینمعادلهدوجوابدربازۀ

1101 مینویسیم 1نیزگ 1 x xtan( ) tanπ− = 2
6

معادلهرابهصورت  2

وجوابهایآنبهصورتزیرهستند

 x k x x k k  ,π π= π+ − ⇒ = π− ∈2
6 6

 

)رابهدستمیآوریم.بهدوروش , )−π π اکنونتعدادجوابهایواقعدربازۀ

میتواناینکارراانجامداد.

راه حل اول


k

x

−

π π π π− −

0 1 2 1

5 11 7
6 6 6 6



راه حل دوم

k k k k k, { , }π π π−π< π− <π⇒− < π< ⇒− < < ∈ ⇒ ∈5 7 5 7 0 1
6 6 6 6 6



)دوجوابدارد. , )−π π بنابراینمعادلهدربازۀ

)غ.ق.ق.(

)غ.ق.ق.()غ.ق.ق.(



)11(

1111 ،بنابراینمعادلۀموردنظر 1نیزگ 1 sin π=3
2 3

توجهکنیدکه  1
میشود



x k k
x

x k k

x k k

kx k

      

      

      

      

,
sin( ) sin

( ) ,

,

( )
,

π π − = π+ ∈π π− = ⇒
π π − = + π− ∈


π =− π− ∈

 + π =− π+ ∈

2 2
6 32

6 3 2 2 1
6 3

12
2 1

2 4











1121 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x xtan tan tan= ⇒ = ⇒ =±2 2 1 33 1
3 3



هستند. x k π= π−
6
و x k π= π+

6
بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورت

1131 راقط�عمیکند، 1نیزگ 1 y=−1 جای�یکهنم�ودارتاب�عfخط  4
است،پس f x( )=−1


x x k x k

kx k      

sin( )

,

π π π− = ⇒ − = π⇒ =− π+

π π=− + ∈

2 0 2 2
4 4 4

2 8




عبارتانداز [ , ]π−π 3
2

جوابهایواقعدربازۀ

k

x

− −

π π π π π− −

0 1 2 1 2

3 7 5 9
8 8 8 8 8



قطعمیکند. [ , ]π−π 3
2

رادرپنجنقطهازبازۀ y=−1بنابرایننمودارتابعخط

1141 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x x

x x x

x x k k

x x k k

x x k k

  

  

  

sin sin sin (sin )

sin (sin )(sin )

sin ,

sin ,

sin ,

− = ⇒ − =

− + =

= ⇒ = π ∈


π = ⇒ = π+ ∈


π =− ⇒ = π− ∈


3 20 1 0

1 1 0

0

1 2
2

1 2
2







نق�اطانتهای�یکمانهاینظیرجوابهارارویدایرۀمثلثاتیمش�خصمیکنیم.

نوشت. kx k  ,π= ∈
2

 بنابراینجوابهایکلیمعادلهرامیتوانبهصورت

راه حل دومتوجهکنیدکه



x x x x x x

x x k k

x x k x k k

  

  

sin sin sin (sin ) sin cos

sin ,

cos ( ) ,

− = ⇒ − = ⇒− =

= ⇒ = π ∈

 π π= ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

3 2 20 1 0 0

0

0 2 1
2 2





هس�تندکهمیتوان π
2
بنابراینجوابهابهصورتمضاربزوجومضاربفرد

نوشت. kx k ,π= ∈
2

 آنهارابهصورتجوابکلی

1151 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2


x x x x

x x x x

( cos ) cos cos cos

(cos )( cos ) cos , cos

− + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 22 1 5 4 2 5 2 0

12 2 1 0 2
2



.جوابهایمعادلهکهدر xcos =1
2
جوابندارد،پ�س xcos =2 معادل�ۀ

است. π2 هستندکهمجموعآنهابرابر ππ−2
3
و π

3
قراردارند، [ , ]π0 2 بازۀ

1161 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3


xx x x x x
x

x x x x

sinsin cos sin cos sin
cos

sin ( cos ) sin cos

= ⇒ =

− = ⇒ =

2

2

2 2

2 1 0 2 0


بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x x k k

kx x k x k

 sin ,

cos ,

= ⇒ = π ∈

π π π= ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

0

2 0 2
2 2 4







. π7
4

و π5
4

، π3
4

، π
4
، π )عبارتان�داز , )π0 2 جوابه�ایواق�عدربازۀ

پسمعادلهدراینبازهپنججوابدارد.
1171 دریکهمس�ایگیمح�ذوف1،مقادیرfمنفیهس�تند، 1نیزگ 1  1

،پس f x f x| ( )| ( )=− بنابرایندراینهمسایگی


x x

f x f x
f x f x
( ) ( )

lim lim
| ( )| ( )→ →

= =−
−1 1

1

1181 .بنابراین 1نیزگ 1 f x( ) ( )−→ −1 ،آنگاه x +→1 اگر  4


x t

f f x f t
( )

lim ( ( )) lim ( )
+ −→ → −

= =
1 1

2 

1191 مقادیرحدراستوحدچپراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  4

 x x

x x

f x x x

f x x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + = + =

= − = − =−

3

2 2
2

2 2

2 8 4 12

3 4 6 2

،14واحدازمقدارحدچپآندراین x=2 بنابراینمقدارحدراس�تتابعدر
نقطهبیشتراست.

1201 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 x x

x x

x a af x a
x

f x x ax b a b a b

lim ( ) lim

lim ( ) lim ( ) ( )

− −

+ +

→ →

→ →

+ × += = = +
− × −

= + + = + + = + +
2 2

2 2

2 2

3 3 2 6
2 3 2 2 3

2 2 4 2

،پسهریکازحدهایبالابرابربا4است:
x

f xlim ( )
→

=
2

4 چون


a a

a b
a b b

+ = =−  ⇒ ⇒ + = 
+ + = =  

6 4 2
2

4 2 4 4



 فصل اول: دست گرمی
)12(

1211  1نیزگ 1
x  

f xlim ( )
→−1

ابت�داتوجهکنی�دکهبنابرقضای�ایحد،  3

وجوددارد.ازطرفدیگر

x x
x x xf x f xlim ( ( )) ( ) ( ) ( ) lim ( )

→− →−
− + − = ⇒ − − − + − − =2 2

1 1
1 6 1 1 1 1 6

.
x

f xlim ( )
→−

=
1

3 پس

1221 نتیج�ه 1نیزگ 1 در . x
+

→2 2 2 آنگاه ، x +→2 اگ�ر  2
.

x x
x x xlim ( [ ]) lim ( )

+ +→ →
= =

2 2
2 2 4 .پس x[ ]=2 2

1231 راازص�ورتومخ�رجح�ذفمیکنی�م، 1نیزگ 1 x−3 عام�ل  2
سپسحدراحسابمیکنیم:


x x x

x xx x x
x x xx

( )
lim lim lim

( )( )→ → →

−− = = = =
− + +−

2

23 3 3

33 3 1
3 3 3 6 29



1241 است.میتواننوشت 1نیزگ 1
  

0
0 حدموردنظربهصورت  3

 x x

x

x xx
x x x x

x
x x

( )( )
lim lim

( )( )

lim

→ →

→

− +− =
− − + +

+ += = =
+ + + × +

2

3 24 4

2 24

4 416
64 4 4 16

4 4 4 1
64 16 4 4 4 16



1251 از 1نیزگ 1 x−3 4 وقتیxازس�متچپبه1نزدیکمیشود،  1
xازطرفدیگروقتی، x[ ]− =−3 4 2 نزدیکمیشود،پس سمتچپبه1−

.بنابراینحدموردنظر x x| | ( )− =− −1 1 ازس�متچپبه1نزدیکمیشود،

برابراستبا

x x

x xx
x x
| | ( )

lim ([ ] ) lim ( )
− −→ →

− − −
− + = − + =− − =−

− −1 1

1 13 4 2 2 1 3
1 1

1261 اس�ت.توجهکنیدکهبنابر 1نیزگ 1
  

0
0 حدموردنظربهصورت  2

.درنتیجه x x x x( ) ( )( )− = − = − +2 29 3 3 3 اتحادمزدوج،

 x  x  x  
x x

x x x x
lim lim lim

( )( )→ → →

− −= =
− − + +

= = =
++

9 9 9
3 3 1

9 3 3 3
1 1 1

3 3 69 3



1271 بااستفادهازاتحادچاقولاغرمیتواننوشت 1نیزگ 1  1



x x

x

x

x xx x
x x x x

x
x x x x

x x x

( )
lim lim( )

( )

lim( )
( )( ) ( )

lim
( )( )( ( ) )

→ →

→

→

+ + + ++ − + −= ×
− − + + + +

+ −= ×
− + + + + +

= = =
+ ++ + + + +

33 23 3

2 2 33 27 7

33 27

33 27

1 2 1 41 2 1 2
49 49 1 2 1 4

1 8 1
7 7 1 2 1 4

1 1 1
14 4 4 4 1687 1 2 1 4

1281 راه حل اولمیتواننوشت 1نیزگ 1  3

x x x

x

x xx x
x x x

x

( cos )( cos )sin coslim lim lim
cos cos cos

lim ( cos )

→ π → π → π

→ π

− +−= =
− − −

= + = + =

2 2

2 2 2

2

1 11
1 1 1

1 1 1 2

، x→ π2 .همچنی�ناگر x t= π+2 ،آنگاه x t− π=2 راه ح��ل دوماگ�ر
.بنابراین t→0 آنگاه

x t  t  t  

tx t t
x t t t

sin ( )sin sinlim lim lim lim
cos cos( ) cos→ π → → →

π+
= = = =

− − π+ −

22 2 2

22 0 0 0

2 2
1 1 2 1

2
1291 میتواننوشت 1نیزگ 1  2



x  x

x  

x  

x x x
x x x x

x x x x
x x

x x

cos cos sinlim lim
sin cos sin cos

(cos sin )(cos sin )
lim

sin cos

lim (cos sin ) ( )

π π→− →−

π→−

π→−

−=
+ +

− +
=

+

−= − = − =

2 2

4 4

4

4

2

2 2 2
2 2

1301 میتواننوشت 1نیزگ 1 x xcos sin= − 22 1 2 بااستفادهازاتحاد  1


x x x

xx x
x x x

( sin )cos sinlim lim lim
sin sin sin→π →π →π

− −− = = =
2 2

2 2 2
1 1 21 2 2 2

1311 میتواننوشت 1نیزگ 1  3


x  x  

xx
x x x
x x x 

x

sin
sinlim lim
sin sin→ →

+
+ + ×= = =

−− −

2

2 20 0

22
2 0 2 12 2

1 01


1321 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


x x

x x

x x

x x x

x

x x

sin( ) sin( )
lim lim

( )( )

sin( )
lim lim

→ →

→ →

− −
=

− − +

−
= × = × =

− +

2 2

4 2 22 2

2

2 22 2

4 4
16 4 4

4 1 1 11
8 84 4



1331 میتواننوشت 1نیزگ 1  2

x  x  

x  

xx 
x x

x x x x

x x

x

( )
cos coslim lim

sin ( )

lim

→ →

→

− − +
− = =

− +
= =− + =

22

0 0
2 2

20

21 1
2 2 2

2
1 32 2
2 2

1341  1نیزگ 1 tx π+=
4

.دراینصورت x t−π=4 فرضمیکنیم  1

.بنابراین t→0 ،آنگاه x π→
4
واگر

t  t  x  

t  

t t
x

x t t

t

t

cos ( ) cos( )
coslim lim lim

sin
lim

π → →→

→

π+ π+
= =

−π

−
= =−

0 0
4

0

2
2 4 2 2

4

12
2

1351 و 1نیزگ 1 f( )=2 توجهکنیدکه1  1

 x x

x x

xf x x  
x
xf x x
x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

−= − = − =
−
−= + = + =
−

2 2

2 2

2 2 1 1
2
2 2 1 3
2



فقطپیوستگیراستدارد. x=2 بنابراینتابعدر



)13(

1361 چونتابعدرنقطۀ3پیوستهاست،حدهایچپوراست 1نیزگ 1  4
تابعدرایننقطهباهمبرابرند:

 x x

x x

f x ax a

f x x a a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= − = −

= + = +

2

3 3

3 3

16 16 9

2 6


.بهاینترتیب a=1ودرنتیجه a a− = +16 9 6 بنابراین


x x

f x
x x

( )
+ ≥= − <

2
2 1 3
16 3



.
x x

f x xlim ( ) lim( )
→ →

= − = − =2 2
1 1

16 16 1 15 درنتیجه

1371 بای�دمخرجهیچج�اصفرنش�ود،درنتیجهبای�ددلتای 1نیزگ 1  3
منفیباشد x mx m− + + =2 2 6 0 معادلۀ


m m m m

m m m m m

( ) ( ) ( )

( )( )

∆= − − + < ⇒ − + <

− − < ⇒ − + < ⇒− < <

2 2

2

2 4 6 0 4 4 6 0

6 0 3 2 0 2 3


 ،1،0و2ب�رایmروی بنابرای�نتاب�عfب�هازایچهارمق�دارصحیح1−
پیوستهاست.

1381  1نیزگ 1 y
x

[ ]= 1 عددیصحیحشود،تابع
x
1 درنقاطیکهمقدار  1

ناپیوستهاست.ایننقاطبهصورتزیرهستند:
 k k x
x k

      ,= ∈ ⇒ =1 1
 

 k k
k

< < ⇒ < < ⇒ ≤ ≤1 1 1 1 10 2 9
10

،( , )1 1
10

دربازۀ
یعنیدرهشتنقطهتابعناپیوستهاست.

1391 نزدیک 1نیزگ 1 −2 توج�هکنی�دکهوقتیxازس�متچپب�ه  1
ازسمتچپبهصفرنزدیکمیشود.بنابراین x+2 میشود،

x x( )
lim

−→ −
=−∞

+2

1
2

1401 4  1نیزگ 1


x x

x x x

x
x x

x
x x

 

[ ]
lim lim

[ ]
lim lim lim

+ +

− − −

+→ →

→ → →

− − −= = =−∞

−
= = =

0 0

0 0 0

1 1
0

0 0 0

1411 ،بنابرای�نب�رای 1نیزگ 1 x( ) +− →23 0 ،آنگاه x→3 اگ�ر  1
شود،بایدحدصورتکسرعددیمنفیشود: −∞ اینکهحاصلحد

x
ax a alim( )

→
+ < ⇒ + < ⇒ <−3

3
13 0 27 3 0
9

1421 برایاینکهنمودارتابعش�بیهشکلموردنظرشود،وقتی 1نیزگ 1  4
.فقطدرگزینۀ)4(، f x( )→−∞ ،باید x +→2 و x −→2

x x
f x f xlim ( ) lim ( )

− +→ →
= =−∞

2 2

1431 ،مقادیر 1نیزگ 1 x +→1 واگ�ر
x

xlim
+→

=2

1
1 توج�هکنیدکه  3

.
x

x
x

lim
+→

=+∞
−

2

1 1
مثبتان�دوب�هصف�رمی�لمیکنن�د.بنابرای�ن x−1

منفیان�دوبهصفر x−1مقادیر، x −→1 واگ�ر
x

xlim
−→

=2

1
1 همینط�ور

.بهاینترتیب،نم�ودارتابعfدر
x

x
x

lim
−→

=−∞
−

2

1 1
می�لمیکنن�د.بنابراین

بهشکلگزینۀ)3(است. x=1 همسایگینقطۀ

1441 ،پس 1نیزگ 1
x

+→1 1 ،آنگاه x −→1 توجهکنیدکهاگر  2

 xt t
x x

++= = + ⇒ →1 11 2 

.
x t

xf f t
x

lim ( ) lim ( )
− +→ →

+ = =+∞
1 2

1 پس

1451 .همچنی�ن 1نیزگ 1 xtan →−∞ ،آنگاه x ( )+π→
2

اگ�ر  2

. x(cos ) −− →4 1 0 ،ودرنتیجه xcos −→4 1 ،پس x ( )+→ π4 2 چون

.
x

x
x

 ( )

tanlim
cos+π→

=+∞
−

2
4 1

بنابراین

1461 وچونحدچپوحدراست 1نیزگ 1
x

xlim
→

=
2

2 توجهکنیدکه  2

ریش�ۀمضاعفمخرج x=2 اس�ت،باید +∞ براب�ر x=2 تاب�عدرنقط�ۀ

باشد.زیرافقطدراین x( )− 22 باش�د.بهعبارتدیگرمخرجبایدبهصورت
همعلامتخواهندبود.پس x=2 صورتمقادیرتابعدردوطرف

x ax b x x ax b x x a b  ( ) ,+ + = − ⇒ + + = − + ⇒ =− =2 2 2 22 2 2 4 4 2 4
. a b+ =2 پس

1471 ص�ورتومخرجکس�رراتجزیه،س�پسکس�رراس�اده 1نیزگ 1  2

و x=1پ�س. x x xf x
x x x x x

( )( )
( )

( )( )( ) ( )( )

− + += =
− − + − +

2 1 1
1 2 2 1 2

میکنی�م:

مجانبهایقائمنمودارتابعfهستند. x=−2

1481 درحالتیکهمخرجریشۀمضاعفدارد،نمودارتابعیک 1نیزگ 1  1
m m m m,∆= ⇒ − = ⇒ = =20 8 0 0 8 مجانبقائمدارد:

،تنهامجانب m=8 ودرحالت x=0 ،تنه�امجانبقائ�م m=0 درحال�ت

ریش�ۀمخرجباش�د،مخ�رجعامل x=3 اس�ت.همچنیناگر x=2 قائ�م

داردکهباصورتکس�رس�ادهمیشود.دراینصورتمخرجدرجۀاول x−3

استوتنهایکریشهدارد.درنتیجهنمودارتابعیکمجانبقائمدارد:
xm m m f x

x x x
      ( ) , ( )

( )( )
−− + = ⇒ = = =

− − −
2 3 12 3 3 0 9

3 2 3 2 3

، m مجان�بقائمنمودارتابعاس�ت.بنابراینبهازایس�همقدار x=3
2
پ�س

نمودارتابعfفقطیکمجانبقائمدارد.

1491 ریش�هندارد، 1نیزگ 1 xy
x

=
+1

و xy
x

=
+2 1

مخ�رجتواب�ع  3

، xy
x
−= 1 پسنموداراینتوابعمجانبقائمندارد.همچنینریشۀمخرجتابع

اس�تکهتابعدراطرافآنتعریفنش�دهاس�ت.پسنم�وداراینتابعنیز x=0

است: xy
x
−=

3 1 مجانبقائمنمودارتابع x=0 مجانبقائمندارد.

x  x  

x x
x x

      lim , lim
+ −→ →

− −=−∞ =+∞
3 3

0 0

1 1



 فصل اول: دست گرمی
)14(

1501 و 1نیزگ 1 x π=
4
عبارتانداز [ , ]π0 2 ریشههایمخرجدربازۀ  2

مجانبقائم x π=5
4
ریشۀصورتکسرنیست،پسخط x π=5

4
که x π=5

4

 x π=
4
ریش�ۀصورتنیزهست،ولیخط x π=

4
نمودارتابعاس�ت.بااینکه

مجانبقائمنمودارتابعاست،زیرا

x x x

x x

x x x
x x x  x  

x  

x  x  

   

  

lim lim lim
sin cos sin( ) ( )

( )
lim lim

( ) ( )

π π π→ → →

π π→ →

−π −π −π= =
− π π− −

π−
= = =+∞

π− π−

3 3 3

4 4 4
1

3 3 3

2
34 4

4 4 4

2 2
4 4

4
44

2 24 4
پسنمودارتابعfدومجانبقائمدارد.

1511 ضابطۀتابعراسادهترمیکنیم: 1نیزگ 1  3
x x x

x xf x
x x x

sin cos sin
sin( ) tan
cos cos cos

= = = =
+ 2

2
2 2 2

1 22
2 2

مجانبهایقائمنمودارتابعهستند. k( )∈  x k π= π+
2 2

بنابراینخطهای

مجانبهایقائمنموداراینتابعهستند. k( )∈  x k= π+π2 پسخطهای
1521 . 1نیزگ 1

x
f x

 

lim ( )
→ +∞

=2 ازرویشکلمعلوماستکه  2

1531 .بنابراین 1نیزگ 1
x

f x
 

lim ( )
+→

=+∞
1

ابتداتوجهکنیدکه  3

tx x
fof x f f x f t

 
  

lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
+ + → +∞→ →

= = =
1 1

2

1541 اس�ت.همچنین 1نیزگ 1 x2 برابر x( )+ 21 بزرگتری�نجمل�ۀ  4

است.پس x3 برابر x( )− 31 و x( )+ 31 بزرگترینجملۀ


x x

x x x
x x x  

( )
lim lim

( ) ( )→ +∞ → +∞

+
= =

+ + −

2 3

3 3 3
2 1 2 1
1 1 2



1551  1نیزگ 1 x−3 و x+1مقادیر، x→−∞ توجهکنیدکهوقتی  4
بهترتیبمنفیومثبتاند.بنابراین

x x

x

a x x a x x
x ax x ax

a x a a
a x a 

| | ( )
lim lim

| |

( )
lim

( )

→−∞ →−∞

→ −∞

+ + − − − + −
=

− + − − + −

− + − − −= =
− − −

1 3 1 1 3 1
3 15 3 15

3 1 3
1 12 1

. a=5
3
،بنابراین a

a
− =
−

3 2
1

درنتیجه

1561 ب�رایآنک�هح�دم�وردنظ�ربراب�رصف�رش�ود،بای�د 1نیزگ 1  3
درجۀمخرجبیش�ترازدرجۀصورتباشد.مخرجازدرجۀاولاست،پسباید

ضریبجملاتدرجۀدوموسومدرصورتبرابرصفرباشند:


a a

b
a b a b

− = ⇒ = ⇒ =
− = ⇒ =

1 0 1
2

2 0 2


. a b+ =3 بنابراین

1571 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x xx x  

lim [ lim ] [ ]
→ −∞ → −∞

= ⇒ = =1 10 0 0 

،پس
x

[ ]=−1 ،بنابراین1
x

− < <11 0 ،آنگاه x→−∞ ازط�رفدیگر،اگ�ر

.بنابرای�نحاص�لعبارتموردنظ�ربرابر
x xx  

lim [ ] lim ( )
→ −∞ → −∞

= − =−1 1 1

است. −1

1581 مجانبافقینمودارتابعfاس�ت،پس 1نیزگ 1 y=2 چ�ونخط  2

.اکنونتوجهکنیدکه
x  

f xlim ( )
→+∞

=2 یا
x  

f xlim ( )
→−∞

=2


x  x  

ax ax a
a x a x a

lim lim
( ) ( )→+∞ →+∞

+ = =
− − − −

1
1 2 1 1



) x→−∞ )همینطوروقتیکه

 x=2 .بنابراین xf x
x

( ) +=
−

2 1
2
ودرنتیجه a=2 ،پ�س a

a
=

−
2

1
بنابرای�ن

مجانبقائمنمودارتابعfاست. x=2 ریشۀمخرجوخط

1591 چون 1نیزگ 1  4


x  x  x  

x xf x
x x x

lim ( ) lim lim
→+∞ →+∞ →+∞

= = =
+ +

2 2

2 2
2 2 2

1

مجانبافقیتابعfاست.برایپیداکردنمحلبرخوردنمودار y=2 پسخط

راحلکنیم: f x( )=2 تابعبامجانبافقیآن،بایدمعادلۀ

 x x x x x
x x

= ⇒ = + + ⇒ =−
+ +

2 2 2
2
2 2 2 2 2 2 1

1


)است. , )−1 2 ،پسنقطۀموردنظر f( )− =1 2 چون

1601  1نیزگ 1 xy
x
− +=
+

1
1
مجان�بافق�ینم�ودارتابع y=−1 خ�ط  1

اس�ت.ب�راییافت�نرفتارای�نتابعدراط�رافمجانبافق�یبای�دببینیموقتی
هستندیاکمترازآن: ،مقادیرتابعبیشتراز1− x→−∞ یاوقتی x→+∞

x yxxy  
x x x x y

( ) →+∞⇒ >−− + + − += = =− + ⇒
+ + + →−∞⇒ <−

11 21 21
1 1 1 1

بنابرایننمودارتابعfدراطرافمجانبافقیآنبهشکلگزینۀ)1(است.

1611 ابتداتابعرابهصورت 1نیزگ 1  1

 x x xf x
x x

( ) − + − += = +
− −

2

2 2
4 7 4 111

4 4


، x→+∞ مینویسیمتابتوانآنراراحتتربررسیکرد.پسوقتی

x  
f x f x      lim ( ) , ( )

→+∞
= <1 1

، x→−∞ ووقتی

x  

f x f x      lim ( ) , ( )
→−∞

= >1 1 

بنابرایننمودارتابعfدراطرافمجانبافقیآنبهشکلگزینۀ)1(است.
1621 برابر 1نیزگ 1 x=3 ش�یبخطمماسبرنمودارتابعfدرنقطۀ  3

اس�ت.پسش�یبخطعمودبراینخط،کههم�انخطمماسبر f ( )′ =3 2

. f ( )′ − =− 11
2
است.پس − 1

2
است،برابر x=−1 نمودارتابعدرنقطۀ



)15(

1631 و 1نیزگ 1 x a= شیبخطمماسبرنمودارتابعfدرنقطههای  4
مثبتاست. x d= منفیودرنقطۀ x b= صفر،درنقطۀ x c=

1641 ، 1نیزگ 1 x=1 باتوجهبهتعریفمشتقتابعfدرنقطۀ  2

  h h

f h f h f f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim ( ) ( )
→ →

+ + + − ′= = = − =−
0 0

1 2 1 11 1 11 2 1
2 2 2 2

1651 رامینویسیم: 1نیزگ 1 x=5 تعریفمشتقتابعfدرنقطۀ  1

x x

x

f x f x x xf
x x

x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim(( )( )( )( ))
→ →

→

− − − − −′ = =
− −

= − − − − = × × × =
5 5

5

5 1 2 5 05
5 5

1 2 3 4 4 3 2 1 24



1661  1نیزگ 1 f ( )′ 1 مقدار x=1 بااستفادهازتعریفمشتقدرنقطۀ  2
رابهدستمیآوریم:

x x

x

x x
x

f x ff
x x

x
x

( )cos ( )

tan( )( ) ( )
( ) lim lim

cos ( ) coslim
tan( ) tan

→ →

→

− π
−

π
−′ = =
− −
π π= = =−
π π

3

1 1
3 3

1

1 0

1 41
1 1

1

4 4



1671 مشتقپذیرباشد،آنگاه 1نیزگ 1 x0 میدانیماگرتابعfدرنقطۀ  2

.بنابراین
 h

f x mh f x nh
m n f x

h
( ) ( )

lim ( ) ( )
→

+ − +
′= −0 0

00

  h h

f h f h f h f h
h h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ( )) ( ) ( )

→ →

+ − − + − −
=

′ ′= − − =

0 0

2 2 2 2 2 2 2 21
3 3

1 42 2 2 2
3 3

1681 بااستفادهازتعریف،مشتقچپومشتقراستتابعfدر 1نیزگ 1  3
رابهدستمیآوریم: x=1 نقطۀ



x x

x x

x x

x x

x
f x f xf

x x
x x x
x x x

x
f x f xf

x x
x x x

x x x

| |
( ) ( )

( ) lim lim

( )( )
lim lim

( )( )

| |
( ) ( )

( ) lim lim

( )( ) ( )
lim lim

( )( )

+ +

+ +

− −

− −

+
→ →

→ →

−
→ →

→ →

−
−

− +′ = =
− −

− + += = =
+ − +

−
−

− +′ = =
− −

− − + − +
= = =−

+ − +

2

2

1 1

2 21 1
2

2

1 1

2 21 1

1 0
1 11

1 1
1 1 1 1
1 1 1

1 0
1 11

1 1
1 1 1 1
1 1 1



بهاندازۀ2واحدازمشتقچپ x=1درنقطۀfبنابراینمقدارمشتقراستتابع
تابعدرایننقطهبیشتراست.

1691 ،1و5پیوس�تهنیست،پسدر 1نیزگ 1 −3 تابعfدرنقطههای  3
و3مشتقچپو ایننقطههامش�تقپذیرنیس�ت.همینطور،درنقطههای1−
مشتقراستتابعfبرابرنیستند،پستابعfدرایننقطههامشتقپذیرنیست.
و4مش�تقپذیراس�ت.بنابراینتاب�عfدرپنجنقطۀ −2 تاب�عfدرنقطهه�ای

صحیحازدامنهاشمشتقپذیرنیست.

1701 .بنابراین 1نیزگ 1 g x f x
x

( ) ( )′= =
3 2
1

3
بنابرتعریفمشتق،  4

g( )= =
3 2
1 18

123 8


1711 بنابرقاعدۀتقسیم، 1نیزگ 1  3
f x g x g x f xf x

g g x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′−′ =
2

.ازطرفدیگر، f g g ff
g g

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′− − − − −′ − =
−2

1 1 1 11
1

پس

f x x x f

ff x x

g x x g

gg x x

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

 = + − − =− ⇒ 
′ − =′ = + 

 = + − = ⇒ 
′ − =−′ = 

3

2

4

3

1 1 3

1 43 1

1 1 2

1 44

. f
g

( )( )
( ) ( )

( )

× − − −′ − = =−
2

4 2 4 31 1
2

بنابراین

1721 ابتداضابطۀتابعرابهکمکاتحادمزدوجسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
f x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )

= − + + = − +

= − = −

2 2 4 4 4

8 9

1 1 1 1 1

1

. f ( ) ( )′ = − =8
4 4
1 19 1 0
3 3

.پس f x x( )′ = −89 بنابراین1

1731 دراطرافنقطۀ 1نیزگ 1 x x− 24 توجهکنیدکهمق�دارعبارت  2
منفیاست. x=−2 همدراطراف x+1منفیاستومقدارعبارت x=−2

پسدراطرافایننقطه

 f x x x x x x

f x x f

( )

( ) ( )

= − − − = − −

′ ′= − ⇒ − =−

2 24 1 5 1

2 5 2 9

مق�دارعبارتهای x=5 همچنی�نتوج�هکنی�دکهدریکهمس�ایگینقط�ۀ
بهترتیبمنفیومثبتاست.پسدراطرافایننقطه x+1و x x− 24

 f x x x x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − + + = − + ⇒ = − ⇒ =2 24 1 3 1 2 3 5 7

. f f( ) ( )′ ′+ − =−5 2 2 درنتیجه
1741 توجهکنیدکهبنابرقاعدۀتقسیم، 1نیزگ 1  3



x x x x x x xf x
x x x

x x x x x x x

x x x
x x x x x x x x x x

x x x

(sin cos sin )( cos sin )
( )

( cos sin )

(cos sin cos )( sin cos )

( cos sin )

cos ( cos sin ) sin ( sin cos )

( cos sin )

+ − −′ =
−

− − +
−

−

− + +
=

−

2

2

2

. f ( )
( )

π
π π′ = =

−

2
2

2
4

2 41
بنابراین

1751 عاملصفرکنندهاست، 1نیزگ 1 xsin ،عبارت x=π درنقطۀ  3
حس�ابکنیمودربقیۀ x=π بنابراینکافیاس�تفقطمش�تقآنرادرنقطۀ

عبارتضربکنیم:
f ( ) cos( ) cos ( ) cos ( )′ π = π × π = π =−8 9 1

1761 ،بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  2

f x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )−′ ′= + + = + = +2 2 4 1 2 3 2 34 2 3 2 3 4 4 2 3 16 2 3

. f ( ) ( )( ( ) )′ − = − − + =− ×2 3 31 16 1 2 1 3 16 5 بنابراین



 فصل اول: دست گرمی
)16(

1771 ،بنابراین 1نیزگ 1 gg
g

( )
′

′=
2

توجهکنیدکه  3

 xf x f
x

( ) ( ) ×′ ′= ⇒ = =
+

2

3
3 3 42 2

2 92 1


1781 بنابرقاعدۀتقسیم، 1نیزگ 1  1
x x x x x xf x

x

( )( ) ( )( )
( )

( )

− + − + − +′ =
+

2 2 3 2

4
9 4 1 2 1 3 2 1

1

. f ( )′ =31
4
درنتیجه

1791  1نیزگ 1 f x x x( )− + = + −33 5 2 4 6 اگرازدوطرفتس�اوی  4
طبققاعدۀزنجیریمشتقبگیریمبهدستمیآید:


x

x f x x

f x x f f

( ) ( )

( ) ( ) ( )=

′ ′− + − + = +

′ ′ ′− − + = + →− = ⇒ =−

2

12

3 5 3 5 6 4

103 3 5 6 4 3 2 10 2
3



1801 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 f x g f x g f x g f x( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ( )))′ ′ ′ ′= =1 12 2 2 2
2 2



رابهدس�تمیآوریمومش�تقآنرا y g f x( ( ))=1 2
2

بنابرای�نضابط�ۀتابع

حسابمیکنیم:

y g f x g x x x x( ( )) ( ) ( )= = + = − + = − =−333 3 31 1 1 12 8 1 1 8 1 8
2 2 2 2

. y′=−1درنتیجه

1811 .بنابراین 1نیزگ 1 g g g( )′ ′=2 2 توجهکنیدکه  2

 f x x x x x( ) (tan ) (tan ) ( tan )(tan )′ ′= = + 22 2 1

f ( ) ( )( )π′ = + =2 1 3 3 8 3
3

درنتیجه

1821 .بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  1

f x x x x x x

x x x x x x

( ) (sin ) sin ( ) cos sin

( )cos sin sin cos

′ ′ ′= = ×

= × =

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3

3 2 6

f ( )π π′ = × × × = π1 2 36 2
2 2 2 2 4

درنتیجه

1831 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x

f x
x x

( )
− <′ = + >
2

2 1 1
3 2 1



. f f( ) ( )′ ′− + =− + =1 2 3 14 بنابراین11

1841 شرطلازمبرایمشتقپذیری،پیوستگیاست: 1نیزگ 1  4


x x
f f x f x a b a b( ) lim ( ) lim ( )

+ −→ →
= = ⇒ + = + ⇒ − =−

1 1
1 2 1 2 2 1

همچنینبایدمشتقچپومشتقراستتابعباهمبرابرباشند:



ax x
f x a b a b

x b x

aa b
a b

ba b
  

( )
+ >′ = ⇒ + = + ⇒ − =
+ <

=− =− ⇒ ⇒ + = 
=− =  

2
2 2 1

2 2 3 2 2 2 1
3 2 1

22 1 7
3 22 2 1
2

1851 نمودارتابعfبهصورتزیررسممیشود: 1نیزگ 1  4

نمودارتابعنقطۀگوش�هایداردوتابعدر x=−2 و x=2 ، x=0 درنق�اط
. fD  { , }′ = − ±0 2 ایننقاطمشتقندارد.پس

1861 مش�تقپذیرنیس�ت،پس 1نیزگ 1 x=3 چ�ونتاب�عfدرنقطۀ  3
 a a+ − = ⇒ =9 3 12 0 1 صفراست: x=3 بهازای x ax+ −2 12 مقدار
علام�تعب�ارت −2 .درنزدیک�ینقط�ۀ f x x x( ) | |= + −2 12 بنابرای�ن

منفیاست،بنابراین x x+ −2 12
f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )′ ′=− + − ⇒ =− − ⇒ − =2 12 2 1 2 3 

1871 باش�د.ش�یب 1نیزگ 1 x y( , )0 0 ف�رضکنی�دنقطۀموردنظر  2
اس�ت،کهچونخط f x( )′ 0 خ�طمماسبرنمودارتابعfدرایننقطهبرابربا

.اکنونتوجهکنیدکه f x( )′ =0 0 مماسموازیمحورxاست،پس


f x x x x

f x x x

( ) ( )

( ) ( )

′ = − + = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2
0 0 0

3 6 3 3 1

0 3 1 0 1


. y f x f( ) ( )= = =−0 0 1 بنابراین1

1881 است: 1نیزگ 1 f ( )′ −2 شیبخطمماسموردنظربرابر  3

 xf x f x f
x x

( ) ( ) ( )
( )

′ ′= ⇒ = ⇒ − =
+ + 2

2 2 2 2
1 1



)میگذرد. , )−2 4 ،پ�سخ�طمم�اسازنقط�ۀ f( )− =2 4 ازط�رفدیگ�ر
بنابراینمعادلۀخطمماسبهصورتزیراست:

 y x y x( )− = + ⇒ = +4 2 2 2 8 

1891 برنمودار 1نیزگ 1 x y( , )0 0 فرضکنیدخطموردنظردرنقطۀ  4
تابع،کهس�همیاس�ت،مماسباش�د.دراینص�ورت،مقدارمش�تقfبهازای

است.بنابراین y x= +5 برابرباشیبخط x x= 0

 y x x x′= − ⇒ − = ⇒ =0 0
54 4 4 4 1
4


است،پس y x x= − +22 4 6 رویسهمی x y( , )0 0 چوننقطۀ

 y x x ( )= − + = × − × + =2 2
0 0 0

5 5 332 4 6 2 4 6
4 4 8



)میگذردوش�یبآن1اس�ت،پس , )5 33
4 8

بنابرای�نخ�طموردنظرازنقطۀ

است. y x− − =8 8 23 0 ،یعنی y  x  − = −33 5
8 4

معادلهاشبهصورت

1901 ف�رضمیکنیم.ش�یبخط 1نیزگ 1 a
a

( , )1 نقط�ۀتماسرا  2

 f x f a
x x a a

( ) ( )−′ ′= ⇒ =−1 1
2 2

مماسرابهدستمیآوریم:



)17(

اس�ت. y  x a
a a a

( )− =− −1 1
2

بنابرای�نمعادلۀخطمماسبهصورت

)رادرمعادلهجایگذاریمیکنیم: , )3 0 نقطۀ

  a a a a
a a a

( )−− = − ⇒ = − ⇒ =1 10 3 2 3 1
2



اس�ت.درنتیج�ه y x=− +1 3
2 2

بنابرای�نمعادل�ۀخ�طمم�اسبهص�ورت

است. 3
2
عرضازمبدأخطمماسبرابر

1911 مقداردوآهنگتغییرراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  2



f f A

f f

 
A

  ½â pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

 â½pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

( ) ( )
[ , ]

( / ) ( )
[ , / ]

/
/

/ /
/

−−
= = =− =

−
−

=
−

−− −
= = = =− =

×

1

2

1 14 1 121 4
4 1 3 6

4 41 44 4 41
4 41 4

1 1 2 2 1 1
502 1 2 4 2 42

0 41 41 41 41 21
100 100

.
A
A

/
−

× ×= = = = =
× ×−

×

1

2

1
41 21 41 7 2876 2 87

50 6 50 2 50 100
41 21

بنابراین

1921 حسابمیکنیم: 1نیزگ 1  [ , ]1 2 مقدارآهنگتغییرمتوسطرادربازۀ  1
f f

ˆw¼T¶ oÃÃ™U#ª¹ÀA

( ) ( ) ( )− − −
= = =

−
2 1 1 1 2
2 1 1



ازطرفدیگر،آهنگتغییرلحظهایدرنقطۀموردنظرهمانمشتقتابعدراین
نقطهاستکهبایدبرابر2باشد.پس

 f x x x   x
x x

(.¡.¡.ù)( ) ,′ = + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− =2
2 2

2 21 2 1 2 2 2

1931 آهنگتغییرلحظهایتابعهمانمش�تقآناس�ت.پس 1نیزگ 1  3
.بیشترینمقدارتابع f x x x( )′ =− + −23 6 6 مش�تقتابعfراپیدامیکنیم:

است،پسبیشترینمقدار
a
∆−
4

برابر a y ax bx c( )< = + +20 درجۀدوم

. ( )( )

( )

− − −
− =−

−
36 4 3 6 3

4 3
آهنگتغییرلحظهایبرابراستبا

1941 مشتقاولودومتابعراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  4
 f x ax b f x a( ) ( )′ ′′= + ⇒ =2 2 

بنابراین

f a a

f a b b

( )

( )

′′ =− ⇒ =− ⇒ =−

′ =− ⇒ + =− ⇒ =

2 2 2 2 1

2 2 4 2 2
. a b− =−3 درنتیجه

1951 مشتقدومتابعfرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  3
 f x x x f x x( ) ( )′ ′′= + − ⇒ = +26 6 2 12 6 

 f a a a( )′′ = ⇒ + = ⇒ =− 10 12 6 0
2

بنابراین

1961 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 f x  f x f
x x

( ) ( ) ( )′ ′′ ′′= − ⇒ = ⇒ − =−
2 3

1 21 1 2 

1971 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 f x x f x x f( ) cos ( ) sin ( ) ( )π′ ′′ ′′= ⇒ =− ⇒ =− =−12 2 4 2 4 2
12 2



1981 .بنابراین 1نیزگ 1 f x x( ) sin= −1 2 توجهکنیدکه  4
f x x f x x x( ) cos ( ) ( sin ) sin′ ′′=− ⇒ =− − =2 2 2 2 2 4 2 

1991 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2

x  x  
x x x x
x x x x

lim lim
→− →−

− + − += = =−
−+ − +

3 2 2

3 2 21 1
2 3 5 6 6 6 6 4

3 63 2 3 6
2001 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  3

x x
x x x

xx x
lim lim
→ →

− −
− ×= = =

− −− +23 3

3 31 1
3 12 3 2 3

2 7 6 7 27 12
2011 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  4


h

h

f h f hL
h

f h f h f f

( ) ( )
lim

( ) ( )
lim ( ) ( )

+

+

→

+ −
→

+ − −
=

′ ′+ + − ′ ′= = +

0

0

1 1

1 1 1 1
1

.
x x

f x
x x

( )
 >′ =

<

2

3

3 1

4 1
اکنونتابعمشتقراپیدامیکنیم:

. L= + =3 4 7 ،بنابراین f ( )−′ =1 4 و f ( )+′ =1 3 واضحاستکه

2021 بنابرقاعدۀهوپیتال، 1نیزگ 1  3

x  x  

x x x x
x

sin cos cos sinlim lim
π π→ →

+
− += = =
−π

4 4

2 2
22 2

4 4 4 4

2031 ، 1نیزگ 1 f x( )′ =0 ک�ه نقاط�ی و  f x( )′ ≥0 اگ�ر میدانی�م  3
)نمودار , ]−∞ 3 تش�کیلیکبازهندهندتابعاکیداًصعودیاس�ت.رویبازۀ

 x=3 و x=1 تابعمشتقبالایمحورxیامماسبرآناستوفقطدرنقطۀ
)اکیداًصعودیاس�ت. , ]−∞ 3 مش�تقبرابرصفراس�ت.پستابعرویبازۀ

بنابراینبیشترینمقدارممکنaبرابر3است.

2041 ،پس 1نیزگ 1 f x x( )′ = −2 1 توجهکنیدکه  1

 f x x x       xIÄ( )′ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤− ≥20 1 0 1 1 
اکیداًصعودیاست،پس  [ , )+∞1 )و , ]−∞ −1 بنابراینتابعfرویبازههای

اکیداًصعودینیست.  ( , )−1 2 رویبازۀ

2051 . 1نیزگ 1 f x x x x x( ) ( )′ =− + = − +23 2 3 2 توج�هکنیدکه  2
بنابراین


x

f x( )

−∞ +∞

′ − + −

20
3

0 0


)اکی�داًصعودیاس�ت.بنابراینبیش�ترین , )20
3

درنتیج�هتاب�عfرویب�ازۀ

است. 2
3
مقدارممکنaبرابر



 فصل اول: دست گرمی
)18(

2061 مشتقتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  4
 f x x mx x f x x mx( ) ( )′=− + − + ⇒ =− + −3 2 212 1 3 2 12

. x mx− + − ≤23 2 12 0 ،درنتیجه f x( )′ ≤0 بایدمشتقتابعنامثبتباشد،یعنی
برایاینکهایننابرابریهموارهدرستباشد،باید

m m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 144 0 36 6 6
باش�د،تابع   { , , , , , , }± ± ± ± ± ±0 1 2 3 4 5 6 بنابرای�ناگ�رmعضومجموعۀ

اکیداًنزولیاست.

2071 .ازطرفدیگر، 1نیزگ 1 xf x
x

sin( )
cos

′ =
2

2 2
2

توجهکنیدکه  2

x x x

x x x

x x x

x x x

( , ) ( , ) sin

( , ) ( , ) sin

( , ) ( , ) sin

( , ) ( , ) sin

π∈ π ⇒ ∈ π π ⇒ >

π π π π∈ − − ⇒ ∈ − − ⇒ <

π π π∈ ⇒ ∈ π ⇒ >

π π π π∈ − − ⇒ ∈ − − ⇒ >

3 2 2 3 2 0
2

2 2 0
4 6 2 3

2 2 0
6 2 3

5 7 5 72 2 0
8 12 4 6

)اکیداًنزولیاست. , )π π− −
4 6

فقطرویبازۀ f ′ بنابراین

2081 مشتقپذیراستو 1نیزگ 1 درتمامنقاط f تابع  2

f x x x x x( ) ,′ =− + = ⇒ = =26 6 0 0 1

است. 2 نقاطبحرانیتابعfهستندکهفاصلۀآنهابرابر  ( , )1 1 )و , )0 0 پس

2091 ابتداتابعرابهصورتچندضابطهایمینویس�یم،سپس 1نیزگ 1  1
مشتقتابعراپیدامیکنیم:

x x x x x
f x f x

x xx x x
( ) ( )

 + − ≥− − >− ′= ⇒ = 
− − <−− − − <− 

2

2

2 4 2 2 2 2

2 2 22 4 2

نقطۀبحرانیتابعاست. −2 مشتقندارد،پسنقطۀبهطول x=−2 تابعدرنقطۀ
ازطرفدیگر،

x x
f x

x x

                      

   (.¡.¡.ù)

( )
− = ⇒ =′ = ⇒
− − = ⇒ =−

2 2 0 1
0

2 2 0 1

بنابرای�ننقط�ۀب�هط�ول1نقط�ۀبحران�یتاب�عاس�ت.مجم�وععرضه�ای
. f f( ) ( )− + =− + =2 1 4 5 1 نقاطبحرانیبرابراستبا

2101 ریش�ههایصورتومخرجتابعمشتقاگردردامنۀتابع 1نیزگ 1  3
باشند،طولنقاطبحرانیهستند.

x x x xf x x x
x x x

( )
( )

− + − −′ = + = =
2 2 2 23
3 3 32 2 2

4 6 4 7 42
3 3 3

مشخصاستکهصورتکسردوریشهومخرجآنیکریشهداردکههمگیدر
است(،بنابراینتابعfسهنقطۀبحرانیدارد. دامنۀتابعهستند)دامنۀتابع

2111 و 1نیزگ 1 fD  [ , ]= 1 3 توجهکنیدکه  3

 f x
x x

( )′ = −
− −

1 1
2 1 2 3

مشتقپذیرنیست.ازطرفدیگر x=3 و x=1 تابعfدرنقاط
 f x x x x x x( )′ = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =0 1 3 1 3 2 

استکهدارایسهعضواست.   { , , }1 2 3 پسمجموعۀطولنقاطبحرانیتابع

2121  1نیزگ 1 x π=3
2

و x π=
2
نمودارتابعfبهصورتزیراست.در  3

تابعfمشتقندارد)نقطۀگوشهای(. x=π مشتقتابعfبرابرصفراستودر
)دارد. , )π0 2 سهنقطۀبحرانیدربازۀ f پستابع

2131 و2مینیممنسبیدارد.مجموع 1نیزگ 1 درنقطههای1− f تابع  2
اینعددهابرابر1است.

2141 بهص�ورتزیراس�ت. 1نیزگ 1 f x( )′ ج�دولتعیی�نعلام�ت  3
دارد. x=−2 بنابراینتابعfفقطیکنقطۀمینیممنسبیدر


x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + +

2 2

0 0


2151 . 1نیزگ 1 f x x x x x( ) ( )′ = − = −3 2 28 3 8 3 ابتداتوجهکنیدکه  2

بنابراینجدولتغییراتتابعfبهصورتزیراست:



x

f x

f x

ÂLvº

min

( )

( )

−∞ +∞

′ − − +

30
8

0 0

  


بنابراینتابعfفقطیکنقطۀاکسترممنسبیدارد.

2161 بهشکل 1نیزگ 1 f نمودارتابع  1
ماکزیمم x=0 مقابلاست.اینتابعدرنقطۀ
مینیممنسبیدارد. x=1 نسبیودرنقطۀ

2171 بهص�ورتزی�راس�توتاب�عدرنقاط 1نیزگ 1 f نم�ودارتاب�ع  3

مینیممنسبیدارد. x=π ماکزیممنسبیداردودرنقطۀ x π=3
2

و x π=
2

2182 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

f x x

f x x x

( ) cos

( ) cos ,

′ = −

π π′ = ⇒ = ⇒ =

1 2

1 50
2 3 3



x

f x( )

π π π

′ − + −

50 2
3 3
0 0

اکسترممنسبیدارد. x π=5
3

و x π=
3
بنابراینتابعfدرنقاط

2191 .بنابراین 1نیزگ 1 f x x( )′ = −4 8 ابتداتوجهکنیدکه  4
 f x x( )′ = ⇒ =0 2 

.پسمقدار f( )=5 11 و f( )=−2 7 ، f( )=0 اکن�ونتوج�هکنیدکهچ�ون1

واختلافآنها −7 ماکزیمممطلقومینیمممطلقتابعfبهترتیببرابر11و
است. ( )− − =11 7 18 برابر



)19(

2201 نمودارتابعfبهصورت 1نیزگ 1  3
مقابلاس�ت.حداکث�رمقدارتاب�عبرابر3و
اس�تواختلاف −2 حداقلمقدارآنبرابر

ایندومقداربرابر5است.

2211 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x x x xf x       x

x x

f x x x x   .¡.¡.ù

( )
( ) ,

( ) ( )

( ) , ( )

+ − −′ = = >
+ +

′ = ⇒ − = ⇒ = =−

2 2

2 2 2 2

2

1 2 1 0
1 1

0 1 0 1 1

.بنابراین
x  

f xlim ( )
→+∞

=0 و
x  

f xlim ( )
+→

=
0

0 ، f( )=11
2
ازط�رفدیگ�ر،

. f( )=11
2
ماکزیمممطلقتابعfبرابراستبا

2221 نقاطبحرانیتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  2
f x x x x x x

x x
x x

x x x

              

( ) sin cos sin cos cos

cos
cos ( sin )

sin ,

′ =− + = ⇒− + =

π = ⇒ =− = ⇒
π π = ⇒ = =



2 2 2 0 4 2 0

0
22 1 2 0

1 5
2 6 6

اکنونمقادیرتابعدرنقاطزیرراحسابمیکنیم:

f f f f f                        ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )π π π= = = = π =3 5 31 0 1 1
2 6 2 6 2

است. 3
2
درنتیجهبیشترینمقدارتابعبرابر

2231 ،پس 1نیزگ 1 y x a= −2 چون  3
A x xy x x a x ax

aA x x a x

( ) ( )

( )

= = − = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

22 2

0 4 0
4

. a a aa( ) − × =−
222

4 4 8
بنابراینکمترینمقدارxyبرابراستبا

2241 ط�ولاض�لاعقائم�ۀمثل�ثراaوbف�رضمیکنی�م. 1نیزگ 1  1

Sرابهدستآوریم.توجه ab=1
2

میخواهیمبیش�ترینمقدارمس�احت،یعنی

،درنتیجه b a= − 216 .پس a b+ =2 2 16 کنیدکه


S a a a

aS a a  S a a
a

( )

( ) ( )

= −

′ ′= − − ⇒ = ⇒ =
−

2

22
2

1 16
2
1 16 0 2 2
2 2 16



. ( ) =1 2 2 8 4
2

بنابراینبیشترینمقدارSبرابراستبا

2251 راروینموداردرنظ�رمیگیریم.پس 1نیزگ 1 B x y( , ) نقط�ۀ  4
.بنابراین y x= +2 9

d x AB x y x x x x

xd x d x x
x x

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )

= = − + − = − + + = − +

−′ ′= = ⇒ =
− +

2 2 2 2

2

4 0 4 2 9 6 25

2 6 0 3
2 6 25

بهدستمیآیدوبرابراستبا4. x=3 بنابراینکمترینمقدارdبهازای

2261 توجهکنیدکهمساحتمستطیلABCDبرابراستبا 1نیزگ 1  4
 f x x x( ) ( )( )= − −3 1 1 2 .بنابراینبایدبیشترینمقدارتابع x x( )( )− −3 1 1 2

راپیداکنیم.توجهکنیدکه
f x x x x

f x x x

( ) ( ) ( )( )

( )

′ = − + − − =− +

′ = ⇒− + = ⇒ =

3 1 2 3 1 2 12 5

50 12 5 0
12

 x= 5
12

بنابراینتابعfفقطیکنقطۀبحرانیداردوبیشترینمقدارآنبهازای

.درنتیجهبیش�ترینمقدارمس�احت 1
24

بهدس�تمیآی�د،کهبرابراس�تبا

است. 1
24

مستطیلABCDبرابر

2271 نم�ودارتابعرارس�ممیکنیم.جهتتقعرنم�ودارتابعf 1نیزگ 1  2
روب�هپایی�نورویب�ازۀ  ( , )0 2 روب�هب�الا،رویب�ازۀ  ( , )−∞ 0 رویب�ازۀ
)روبهبالاست.پسدوبارجهتتقعرنمودارتابعfتغییرکردهاست. , )+∞2

2281 مشتقدومتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  2
f x x x x f x x x f x x( ) ( ) ( )′ ′′= − + − ⇒ = − + ⇒ = −4 2 3 26 1 4 12 1 12 12

ب�رایاینکهجهتتقعرنمودارتابعروبهپایینباش�د،بایدعلامتمش�تقدوم
تابعمنفیباشد:

x x x− < ⇒ < ⇒− < <2 212 12 0 1 1 1
روبهپاییناس�ت.پس  ( , )−1 1 بنابرای�نجه�تتقعرنمودارتاب�عfرویبازۀ

. ( )− − =1 1 2 برابراستبا b a− بیشترینمقدار

2291 مشتقدومتابعراپیداوتعیینعلامتمیکنیم: 1نیزگ 1  2
x x xxf x f x

x x

x
x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

− + + +−′ ′′= ⇒ =
+ +

−=
+

2 2 2 2

2 2 2 4

2

2 3

2 12 8 122
12 12

6 24
12

f x x( )′′ = ⇒ =±0 2 پس

روبهپاییناس�ت.پس  ( , )−2 2 باتوجهبهجدولزیر،جهتتقعرfرویبازۀ

بیشترینمقدارaبرابر2است.


x

f x

 

( )

−∞ − +∞

′′ + − +

2 2

0 0


2301 نامنفیباشد.پس 1نیزگ 1 بایدمشتقدومتابعروی  1
f x x mx x

f x x mx x mx

( )

( ) ( )

′ = − +

′′ = − + = − + ≥

3 2

2 2

8 6 6

24 12 6 6 4 2 1 0

درنتیجهباید

m m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 16 0 4 2 2



 فصل اول: دست گرمی
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2311 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  1
xf x x f x  

x x x

f x x x x

( ) ( )

( ) ( )

−′ ′′= + ⇒ = − =

′′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

3

3 3

3 3 2

1 1 8 12 2
2 4 4

1 10 8 1
8 4

وصورت f x( )′′ رویبازۀموردنظرمثبتاست،علامت f x( )′′ چونمخرجکسر

،( , )1 1
4

ورویبازۀ f x( )′′ <0،  ( , )10
4

کس�ریکس�اناس�ت.بنابراینرویب�ازۀ

.پسجهتتقعرنمودارتابعfابتداروبهپایینوسپسروبهبالاست. f x( )′′ >0

2321 نمودارتوابعبهشکلزیراست: 1نیزگ 1  3

y x= 3 
نقطۀعطفدارد. x=0 در

y x= 3 
نقطۀعطفدارد. x=0 در

 y x|sin |= 

نقطۀعطفندارد.

 y xsin| |=

درتمامنقاطبرخوردبامحور
نقطۀ x=0 طولهابهجز

عطفدارد.

2331 مشتقدومتابعراتعیینعلامتمیکنیم: 1نیزگ 1  1
f x x x f x x x x x

f x x

( ) ( ) ( )

( ) ,

′ ′′= − ⇒ = − = −

′′ = ⇒ =

4 3 3 2 24 3 4 3

30 0
4



x

f x      

f      
þõø ¾á õ£º

( )

−∞ +∞

′′ − − +

∩ ∩ ∪

3
0 4
0 0 

تغییرعلامتمیدهدوتابعدرایننقطهمش�تقدارد، x=3
4
مش�تقدومدر

طولتنهانقطۀعطفنمودارتابعاست. x=3
4
یعنیخطمماسدارد.پس

2341 مشتقدومتابعراپیداوتعیینعلامتمیکنیم: 1نیزگ 1  1
x xx xf x f x f x

x x x

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+− −′ ′′= ⇒ = ⇒ =
− − −

22

2 2 2 2 3
2 31

1 1 1


x

f x

f x
 þõø ¾â õ£º

 

( )

( )

−∞ − +∞

′′ − + − +

∩ ∪ ∩ ∪

1 0 1

0

تغییرمیکندولیفقطدرنقطۀ x=−1و x=1 ، x=0 جه�تتقعرنم�وداردر
خطمماسوجوددارد.پسنمودارتابعفقطیکنقطۀعطفدارد. x=0

ت
ن

ت
ن

2351 مشتقدومتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  4
y x ax x y x ax x ax( )′ ′′= + + ⇒ = + + = + +3 2 2 24 3 12 12 6 12 6 2 2

برایاینکهنمودارتابعنقطۀعطفنداشتهباشد،بایدمشتقدومتغییرعلامت
نبایدریشۀسادهداشتهباشد.پس x ax+ + =22 2 0 ندهد،یعنیمعادلۀ

a a a∆≤ ⇒ − × × ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 2 2 0 16 4 4

2361 مشتقدومتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  2
f x ax x b f x ax( ) ( )′ ′′= + + ⇒ = +23 2 6 2 

کهطولنقطۀعطفنمودارتابعاست،مقدارمشتقدومموجود x=1درنقطۀ
وبرابرصفراست.پس

f a a( )′′ = ⇒ + = ⇒ =− 11 0 6 2 0
3


ازطرفدیگرمختصاتنقطۀعطفدرمعادلۀتابعصدقمیکنند.پس

f b b b( ) ( ) ( )= ⇒− + + + = ⇒− + =− ⇒ =−3 21 1 21 1 1 1 1 1 1
3 3 3

2371 برمحورطولهامماسش�ده 1نیزگ 1 x=−1نم�وداردرنقط�ۀ  3
است.پسدرایننقطهمقدارتابعومقدارمشتقتابعهردوصفرهستند:

f x x ax bx f a b

f x x ax b f a b

a b    a
ab

a b b

( ) ( )

( ) ( )

= + + + ⇒ − =− + − + =

′ ′= + + ⇒ − = − + =

− =− =  ⇒ ⇒ = 
− + =− =  

3 2

2

2 1 1 2 0

3 2 1 3 2 0

1 4
20

2 3 5

2381 هس�تند. 1نیزگ 1 ay=
2
و x=−2 مجانبه�اینم�ودارتابع  3

اس�تکهمختصاتآندرمعادلۀخط a( , )−2
2

پسمحلبرخوردآنهانقطۀ

a a( )= − + ⇒ =−2 2 1 6
2

صدقمیکنند: y x= +2 1

2391 ) 1نیزگ 1 , )+∞2 استکهنبایددربازۀ x a= مجانبقائمتابع  3

.ازطرفدیگر،مش�تقتابعبایدمنفیباش�دتاتابعاکیداً a≤2 قراربگیرد.پس
a af x a a
x a

( )
( )

− − −′ = < ⇒− − < ⇒ >−
− 2

2 3 0 3 3 0 1 نزولیباشد:

.اینتابع f x( )=2 ،آنگاه a=−1توجهکنیدکهاگر. a− < ≤1 2 بنابرای�ن
نزولیاستولیاکیداًنزولینیست.

2401 . 1نیزگ 1 b=1پس، bf( )=0
2
،چ�ون f( )=10

2
طب�قنم�ودار  4

) x<0درقسمت( x .ازاینکهنموداربرمحور x axf x
x x

( ) + +=
+ +

2

2
1
2
درنتیجه

ریشۀمضاعفمنفیدارد: x ax+ + =2 1 0 مماساست،نتیجهمیگیریممعادلۀ

a a a a b
Âÿ¹¶ ¾â zÄn

∆= ⇒ = ⇒ =± → = ⇒ + =20 4 2 2 3

2411 نم�ودارتاب�عازمب�دأمختص�اتعبورکردهاس�ت،پس 1نیزگ 1  1
مجانبقائمنمودارتابعاس�تو x=1همچنین. a=0 ،درنتیج�ه f( )=0 0

ریشۀمضاعفمخرجاست.بنابراین، x=1 ،پس
x

f xlim ( )
→

=+∞
1

چون

x bx c x x x b   c( ) ,+ + = − = − + ⇒ =− =2 2 22 2 1 2 4 2 4 2

. f( )=2 ،درنتیجه1 xf x
x x

( )=
− +22 4 2

پس



)21(

2421 مجانبافق�ینمودارتابعاس�ت،پسدرجۀ 1نیزگ 1 y=0 خ�ط  1
bxa f x
x

( ) += ⇒ =
+2
10
1

صورتبایدکمترازدرجۀمخرجباشد.بنابراین

ماکزیممنسبیداردومشتقآندرایننقطهصفراست: x=1
2
تابعدرنقطۀ

b x x bx bx x bf x
x x

bf  b b

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

+ − + − − +′ = =
+ +

′ = ⇒− − + = ⇒ =

2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1
1 40 1 0
2 4 3

2431 تعریفنش�دهاست.پساین 1نیزگ 1 x=1و x=−1 تابعدر  1

حفره x=1 .در
b c b    
b c c

+ + = =  ⇒ − + = =−  

1 0 0
1 0 1 اعدادبایدریشۀمخرجباشند:

وجوددارد،پسبایدصورتکسرهمدرایننقطهصفرباشد:
 a a a b c+ − = ⇒ = ⇒ + + =1 2 0 1 0 

2441 تعریفنمیشود. 1نیزگ 1 f ′ ناپیوستهاست، f درنقطهایکه  2
بنامیم، x a= را f پ�سگزینۀ)4(نادرس�تاس�ت.اگرنقط�ۀناپیوس�تگی
رویاینبازهمنفیاست f ′ نزولیاست،پس a( , )−∞ رویبازۀ f نمودار

جهتتقعرنمودار a( , )−∞ وگزینۀ)1(نادرس�تاس�ت.درنقطهایازبازۀ

درایننقطهباید f ′ تغییرمیکند)ازروبهبالابهروبهپایین(،پسنمودار f
ازحالتصعودیبهحالتنزولیتغییرکند.پسگزینۀ)3(نادرستاست.

2451 ب�هکم�کش�کلزی�ر،مجموع�ۀدادهش�دهراس�ادهتر 1نیزگ 1  2
، −2 ، −3 ، −4 .بنابرایناعدادصحیح A [ , ] ( , ]= − −4 2 2 4 مینویسیم:

3و4درمجموعۀAقراردارند.

2461 عدد2بایددرنامساویهایزیرصدقکند: 1نیزگ 1  2
 a a  a a     ,≤ ⇒ ≤ < + ⇒ >−2 2 1 2 3 1

. a ( , ]∈ −1 1 ودرنتیجه a− < ≤1 بنابراین1

2471 .بنابراینبا 1نیزگ 1 a a
a a

< < <2
2 4

1 1 ،پس a− < <1 0 چون  4

 a a a
a a a

( , ) ( , ) ( , )=2 2
2 4 2

1 1 1
 توجهبهشکلزیر،

2481 درحالتزیراشتراکبازههاتهیخواهدبود: 1نیزگ 1  3

 a a a a− ≥ + ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 24 2 1 1 1 پس
a [ , ]∈ −1 1 یعنی

2491 ابتدامجموعۀAرابانوشتناعضایشمشخصمیکنیم. 1نیزگ 1  3

عددیصحیحش�ود،مقادی�رصحیحیکهxمیتواند
x
10 توج�هکنیدبرایآنکه

 , , ,± ± ± ±1 2 5 10 اختیارکند،شاملمقس�ومعلیههایصحیحعدد10یعنی

.درنتیجهAمجموعهایمتناهی A { , , , }= ± ± ± ±1 2 5 10 اس�ت.بنابراین

اس�ت.ازطرفیمجموعۀBش�املاعدادصحیحیاس�تکهمعکوسش�اناز1
بزرگترند.میدانیممعکوسهمۀعددهایصحیح)بهجزصفر(،از1کوچکترند
پسمجموعۀBتهیاست.بنابراینمجموعۀBنیزمجموعهایمتناهیاست.

2501 اگرتعدادمحدودیازاعضایمجموعۀنامتناهیAراکه 1نیزگ 1  4
درمجموع�ۀمتناهیBنیزقراردارند،حذفکنیم،بازهممجموعهاینامتناهی

نامتناهیاست. A B− باقیمیماند.یعنی
بررسیسایرگزینههابهصورتزیراست:

 A B− .پ�س A B { }− = 0 ،آنگاه B= و A= گزین��ۀ )1(اگ�ر
متناهیاستولیAوBنامتناهیاند.

 A B− .پس A B { }− = − 1 ،آنگاه B { }= 1 و A= گزینۀ )2(اگر
نامتناهیاستولیBمتناهیاست.

.پسAمتناهیو A B− =∅ ،آنگاه B= و A { }= 1
2

گزین��ۀ )3(اگر

متناهیاست. A B− Bنامتناهیاستولی

2511 .بنابرای�ناعداد 1نیزگ 1 A ( , ]′= −2 2 ب�اتوجهبهش�کلزی�ر،  3
هستند،کهمجموعآنهابرابر2است. A′ ،صفر،1و2عضو −1 صحیح

2521 مجموع�ۀعلاقهمن�دانب�هفوتب�الراب�اAومجموع�ۀ 1نیزگ 1  3
، n A( )=30 علاقهمن�دانبهوالیبالراباBنش�انمیدهی�م.دراینصورت
.ازط�رفدیگ�ر40نفرحداقلبهیکیازدورش�تهعلاقهدارند. n B( )=35

.بنابراین n A B( )=40 پس


n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − ⇒ =40 30 35 25

 

 



پس25نفربههردورشتهعلاقهدارند.

2531 2  1نیزگ 1


n A B n A B n A B n B A

n A B n B A n A B n B A

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − + −

− = − + − ⇒ − + − =20 4 16

 



2541 توجهکنیدکهدردوحالتزیرایندوبازهجداازهمهستند: 1نیزگ 1  1

a a− ≥ ⇒ ≥1 2 3

a a+ ≤− ⇒ ≤− 53 2 3
3

ودر a a− < +1 3 2 بازهباش�دباید a a [ , ]− +1 3 2 ازط�رفدیگربرایاینکه

.بنابراین a>− 3
2
نتیجه

 a ([ , ) ( , ]) ( , )∈ +∞ −∞ − − +∞5 33
3 2

  

،دوبازۀموردنظرجداازهمهستند. a≥3 اگر



 فصل اول: دست گرمی
)22(

2551 باتوج�هبهش�کلمقابل 1نیزگ 1  1
دو A B و B A− ، A B− مجموعهه�ای

بهدوجداازهمهستند.
2561 توجهکنیدکهدرش�کلاول،6دایرۀرنگیوجوددارد.در 1نیزگ 1  1

ش�کلدوم،4دایرۀرنگیبهدایرههایرنگیاولیهاضافهمیش�ود،درشکلسوم،
دای�رۀرنگ�یبهدایرهه�ایرنگیاولیهاضافهمیش�ود،…درش�کلnاُم، ×2 4
دایرۀرنگیبهدایرههایرنگیاولیهاضافهمیشود.بنابرایناگرتعداد n( )− ×1 4
 na n n( )= + − = +6 4 1 4 2 بگیریم، na دایرهه�ایرنگ�یدرش�کلnاُمرا

)توجهکنیدکهشکلnاُم،nدایرۀخاکستریدارد(.بنابراین
a = × + =20 4 20 2 82

2571 است،پس 1نیزگ 1 nt an b= + جملۀعمومیالگو  1


t a b
t a b
= + =  ⇒ = + =  

4

16

16 4 16
28 16 28 

.بنابراین b=12 و a=1ازحلدستگاهفوقبهدستمیآید
 nt n t= + ⇒ =212 14 

2581 مربعکوچکتشکیلشدهاست 1نیزگ 1 n( )+ 22 ش�کلnاُماز  2
مرب�عکوچ�کس�فیدواگ�رnفردباش�د، n( )+2 2 ک�هاگ�رnزوجباش�د،
مربعکوچکس�فیددرش�کلوج�وددارد.بنابرایندر n n( )+ − = +2 2 1 2 3

)مربعکوچکوجودداردکه40تایآنهاسفیدهستند. )220 ش�کلهجدهم،
پسدرشکلهجدهم360مربعکوچکرنگیوجوددارد.

2591  1نیزگ 1 n
n
− =
+

4 3 3
3

بای�دببینیمبهازایکداممقدارnتس�اوی  3

 n n n− = + ⇒ =4 3 3 9 12 برقرارمیشود.پس
بنابراینجملۀدوازدهمدنبالهبرابر3است.

2601 ،عدد 1نیزگ 1 24 ،عددآخردستۀدوم 22 عددآخردس�تۀاول  4
است.پسعدد n( )22 و…عددآخردس�تۀnاُمبرابر 26 آخردس�تۀس�وم

است.بنابراینعدداولدستۀیازدهم402است. 220 آخردستۀدهم

2611 بهدس�تمیآید. 1نیزگ 1 n na a −= −1 3 ازرابط�ۀدادهش�ده  4
باجملۀقبلیآنبهدستمیآید.پس −3 یعنیهرجملۀدنبالهازجمعکردن
داریمکهجملۀبیستمآن −4 وجملۀاول −3 یکدنبالۀحسابیباقدرنسبت

. a a d ( )= + =− + − =−20 1 19 4 19 3 برابراستبا61

2621 وقدرنسبتآنdباشد. 1نیزگ 1 a1،فرضکنیدجملۀاولایندنباله  1
دراینصورت


a a d a d

a a d a d

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − = ⇒ + =

= ⇒ + − = ⇒ + =
4 1 1

9 1 1

5 4 1 5 3 5 1

30 9 1 30 8 30 2


،پس d=5 25 اگ�رتس�اوی)1(راازتس�اوی)2(کمکنی�م،بهدس�تمیآید
.اکن�وناگ�راینمقدارdرادرتس�اوی)1(قراردهیم،بهدس�تمیآید d=5

.بنابراینجملۀعمومیدنبالۀحسابیموردنظر،برابراستبا a =−1 10

 na a n d n n( ) ( )( )= + − =− + − = −1 1 10 1 5 5 15

2631 ایناعداددنبالهایحس�ابیتشکیلمیدهندکهمتناهی 1نیزگ 1  2
بودهوقدرنس�بتآن7اس�ت.کوچکترینعددس�هرقمیکهبر7بخشپذیر
اس�ت،105وبزرگترینعددس�هرقمیکهبر7بخشپذیراست،994است.

استکهبرابراستبا128. − +994 105 1
7

پستعدادایناعداد

2641 است،پس 1نیزگ 1
x+

1
2
و

x
1 واسطۀحسابی 1

2
عدد  2

 x x
x x x x

( )
( )
+ += × + ⇒ =

+ +
1 1 1 1 21
2 2 2 2

x x x x x+ = + ⇒ = ⇒ =±2 22 2 2 2 2 درنتیجه
2651 .اکنونقدرنس�بتدنباله 1نیزگ 1 a a+ >2 1 ،پس a>0 چون  2

.اختلافکوچکترینوبزرگترین a a ad + − += =
+

2 1 1
4 1 5

رابهدستمیآوریم

عددهاییکهدرجکردهایمبرابر3dاستودرنتیجه
a a a a( )+

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
3 1 9 3 3 45 3 42 14

5



2661  1نیزگ 1 a d a a d, ,− + جم�لاتدنبال�ۀحس�ابیرابهصورت  3

.از a=7 ودرنتیجه a=3 21 درنظرمیگیریم.مجموعآنها3aاست.پس
طرفدیگر،


a d a a d d

d d d          IÄ  

( )( )( ) ( )

, , , ,

− + = ⇒ − =

− = ⇒ = ⇒ =± ⇒

2

2 2

168 7 49 168

49 24 25 5 2 7 12 12 7 2
پسنسبتبزرگترینعددبهکوچکترینعددبرابر6است.

2671 . 1نیزگ 1 r( )>0 فرضکنیدقدرنسبتایندنبالۀهندسیrباشد  3
دراینصورت


a a a a r a r

a a a r a r a r r

                 (1)

   (2)

( )

( )

+ = ⇒ + = ⇒ + =

+ = ⇒ + = ⇒ + =

4 4
1 5 1 1 1

2 6 2 4
3 7 1 1 1

30 30 1 30

120 120 1 120

؛پس r =2 4 اگرتس�اوی)2(رابرتس�اوی)1(تقس�یمکنیم،بهدس�تمیآید

. a =1
30
17

.بهاینترتیب،ازتساوی)1(نتیجهمیشود r =4 16

2681 پس 1نیزگ 1 + = + = +3 9 5 7 4 8 راه حل اولچون  2
 a a a a a a= =3 9 5 7 4 8 

. a a a a a a( )= =2
3 5 7 9 4 8 9 درنتیجه

راه حل دوم توجهکنیدکه
a a r      a a r a a a r,= = ⇒ = =3 7 2 10

4 1 8 1 4 8 1 3

a a a a a r a r a r a r a r a r( )= = = =2 4 6 8 4 20 2 10 2
3 5 7 9 1 1 1 1 1 1 9 پس

2691 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 a a a a a a a a a( ) ( )= ⇒ = ⇒ =±8 8

1 2 8 1 8 1 8 1 881 3 

ازطرفدیگر،
 a a a a  a a a a     ,+ = + ⇒ = + = + ⇒ =2 7 1 8 4 5 1 82 7 1 8 4 5 1 8 

. a a a a a a a a a a( )( ) ( )= = =2
2 4 5 7 2 7 4 5 1 8 9 پس

2701 اگرجملۀاولدنبالۀحس�ابیaوقدرنس�بتآنdباشد، 1نیزگ 1  2
هستند.پس a d+8 و a d+3 ، a d+ جملاتدوم،چهارمونهمبهترتیب

استودرنتیجه a d+8 و a d+ واسطۀهندسی a d+3
a d a d a d a ad d a ad d

d ad d a

( ) ( )( )+ = + + ⇒ + + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2 2

2

3 8 6 9 9 8

3 3
پسقدرنسبتدنبالۀحسابی3برابرجملۀاولآناست.



)23(

2711 ،بنابراین 1نیزگ 1 d=2 و a =−1 7 درایندنباله  4

S ( ( ) )= × − + × =10
10 2 7 9 2 20
2

2721 بنابرفرضمسئله، 1نیزگ 1  1

S a d a d( )= + = ⇒ + =15 1 1
15 2 14 300 7 20
2

. a a d= + =8 1 7 بنابراین20

2731 جملۀاولدنبالهبرابر9وقدرنسبتآن8است.بنابراین 1نیزگ 1  3
مجموعnجملۀنخستدنبالهبرابراستبا

 n n na n d n n n n( ( ) ) ( ( )) ( )+ − = × + − = + − = +2
12 1 2 9 8 1 18 8 8 4 5

2 2 2
nدرنتیجه n n n

n n n n (.¡.¡.ù)  ( )( ) ,

+ = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

2 24 5 636 4 5 636 0

534 53 12 0 12
4

بنابراینبایددوازدهجملۀنخستدنبالهراجمعکنیم.
2741 جملۀنخستبهدستمیآید 1نیزگ 1 n=1 باقراردادن  2

 a S= = − =1 1 5 4 1
مجموعجملههایاولودومبهدس�تمیآید،س�پسجملۀ n=2 باقراردادن

دومراحسابمیکنیم:
S a a a a= + = × − × = ⇒ = − = − =2

2 1 2 2 15 2 4 2 12 12 12 1 11
 d a a= − = − =2 1 11 1 10 بنابراین

2751 بنابرفرضمسئله، 1نیزگ 1  1



qS a q q
q

q q q q q q

q q q q q q 

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ,

−
= = ⇒ − = −

−

− + + = − ⇒ + + =

+ − = ⇒ − + = ⇒ = =−

3
3

3 1

2 2

2

1 195 135 1 195 1
1

135 1 1 195 1 9 9 9 13

1 49 9 4 0 3 1 3 4 0
3 3

2761  1نیزگ 1 a =1
2
9
.درایندنباله

n

n
qS a
q
−

=
−1

1
1
توجهکنیدکه  3

.بنابراین
a

q
a

−
= = =−2

1

1
33

2 2
9

و


n

n
nS

( )
( ) ( )

− −
= ⇒ = × ⇒ − =− = −

− −

5
3 1

55 55 2 3 243 32
72 72 9 3 2 32 21

2
.یعنیبایدپنججملۀنخستدنبالۀموردنظرراباهمجمعکنیم n=5 بنابراین

شود. 55
72

تاحاصلبرابر

2771 بنابرفرضمسئله، 1نیزگ 1  1



qS a a a q q
q

qS a a q q
q

( ) ( )

( ) ( ) ( )

−
= ⇒ = ⇒ − = −

−

−
= ⇒ = ⇒ − = −

−

5
5

5 1 1 1

15
15

15 1 1

15 5 1 5 1 1
1

1100 100 1 100 1 2
1

دوطرفتساوی)2(رابردوطرفتساوی)1(تقسیممیکنیم:


a q a q q qq

qq q

( ) ( )( )( )

( )

− − + +−
= ⇒ =

−− −

15 5 10 5
1 1

5 5
1 1 1100 1 20

5 11 1
. a a a+ + =1 6 11 20 ،بنابراین a q a q a+ + =10 5

1 1 1 20 پس

2781 .درنتیجه 1نیزگ 1 x x x| |= =−4 4 ،پس x<0 چون  2

x x x x x( )+ = + − =3 43 43 2 3 2 

2791 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 b a a b a a b a a| | | |− = ⇒ − = ⇒ =6 6 0 0

نتیج�ه در . b=−1 ، a<0 اگ�ر و  b=1 ، a>0 اگ�ر بنابرای�ن

واگر a+1 کهاگرaمثبتباشدبرابربا a b a b a| | | | | |+ = + = +6 66 6 1

است. a−1 aمنفیباشد،برابربا

2801 میتواننوشت 1نیزگ 1  1
n

n n

n
n n

× × × × × × × ×= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

34 3 4 2 24 3 4 2 4 2 2 3 4 2

1
16 8

2 8 2 8 2 2

12 2 2
16 8

2811 ودر 1نیزگ 1 a a<2 3 .بنابراین a>1نتیجهمیشود a a> از  3

پس >3 1
4 2

.همچنین a a<3 2 .یعنی a a<3 32 3 نتیجه

a a a a= > =
3 1

4 34 2

بنابرایننابرابریدادهشدهدرگزینۀ)3(نادرستاست.

2821 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 a a a( )= ⇒ = ⇒ =
3 3 5 5 5
5 5 3 3 316 16 16 

. a ( ) ( )
×

= = = = = =
3 5 3 5 3 5 5

4 54 3 4 3 4 4 416 16 16 2 2 32 بنابراین

2831 بااستفادهازنمایشاعدادبانمایگویابهدستمیآید 1نیزگ 1  3

  = × × = =
1 1 19 19

3 4 3 4 12 243 3 3 3 3 3 3 3 

. a=19
24

بنابراین

2841 .ازطرف 1نیزگ 1 a a
aa

( )+ = + −2 2
2

9 34 2 12 توج�هکنیدک�ه  3

.اگردوطرفاینتساویرادر2ضربکنیم،بهدست a
a

+ =3 4
2

دیگر،بنابرفرض

. − =28 12 52 .بنابراین،حاصلعبارتموردنظربرابراستبا a
a

+ =32 8 میآید

2851 میتواننوشت 1نیزگ 1  2


( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + + −÷ = ×
− − +−

+ − − −= = = = =
−− + −

2 2

2 2

3 2 2 6 2 5 3 2 2 3 2 2
3 2 2 6 2 5 6 2 56 2 5

3 2 2 3 2 2 3 2 2 9 8 1 1
36 20 16 46 2 5 6 2 5 6 2 5

2861 بنابراتحادمربعمجموعسهجمله، 1نیزگ 1  1
 a b c a b c ab bc ca( ) ( ) ( )− + = + + + − − +2 2 2 2 2 1 
 ab bc ca ab bc ca+ − = ⇒− − + =−8 8 ازطرفدیگر،

درنتیجه،ازتساوی)1(نتیجهمیشود
 a b c a b c= + + − ⇒ + + =2 2 2 2 2 236 16 52 



 فصل اول: دست گرمی
)24(

2871 و 1نیزگ 1 x x x x( )( )− − = − +21 2 3 2 ابت�داتوجهکنی�دکه  4

.بنابراین x x x x( )( )− + = − −24 1 3 4

 x x x x x x x x( )( )( )( ) ( )( )

( )( )

− − − + = − + − −

= + − =

2 21 2 4 1 3 2 3 4

7 2 7 4 27


2881 ابتداعبارتراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2

 A x x x x x x

x x x

( )= − + − − − + −

=− + + −

3 2 3 2

3 2

6 12 8 8 12 6 1

7 6 6 7


برابر6است. x2 بنابراینضریب

2891 ابتداعبارترابهکمکاتحادمزدوجواتحادچاقولاغر 1نیزگ 1  3
سادهمیکنیم:



A x x x x x x

x x x x x x

x x x x

( )( )( )( )

(( )( ))(( )( ))

( )( )

= − + + + − + +

= − + + + − + +

= − + + = − + =

2 2

2 2

3 3 6 6

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

. A ( )= =12 62 2 ونتیجهمیشود x=12 2 حالقرارمیدهیم

2901 میتواننوشت 1نیزگ 1  1



x y x y x x y y

x y x y x y

x y x y

( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))( )

( )( )

− − − − = − + − + +

= − − + = − − + − + +

= − − + +

2 2 2 2

2 2

6 8 7 6 9 8 16

3 4 3 4 3 4

7 1



عاملعبارتموردنظراست. x y+ +1 بنابراین

2911 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x x x x x x

x x x x

( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

3 4 4 4 2

2 2


عاملیازعبارتموردنظراست. x x− +2 2 بنابراین

2921 صورتکسراولبرابراستبا 1نیزگ 1  3
 y y y y y( ) ( )( )+ = + = + − +3 3 23 3 3 1 3 1 1 

بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا
y y y x y x y

y x x y y

( )( ) ( )
( )

( )

+ − + −
× = +

− − +

2

2
3 1 1 3 1

1


2931 ب�اتوج�هبهاتح�ادجملۀمش�ترک،عبارتدادهش�دهرا 1نیزگ 1  3
سادهمیکنیم:

 a ab ac bc a a b c bc a b a c( ) ( )( )+ + + = + + + = + +2 2

.بنابراینحاصلعبارتموردنظر a c a b c b+ = + + − = + =3 2 5 توجهکنیدکه
. × =3 5 15 برابراستبا

2941 میتواننوشت 1نیزگ 1  2



a a a aa
a a a a a a

a a a a a
a a a a a

a  
a

( ) ( )(( ) )

( ) ( )

( )

− − + +− = =
− − −

+ += = + + = + +

= − + + = + =

2 3 2 2 2 26

4 2 2 2 2 2

4 2 4 2 2
2 2 2 2 2

22

1 1 11
1 1
1 1 1 1

1 2 1 5 3 8



2951 مخرجکسرراگویاکردهوعبارتراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
( )( )

( )( )

+ ++ + + +− = − = −
−− − +

+= − = + − =

4 2 3 3 14 2 3 4 3 4 6 2 35 5 5
3 13 1 3 1 3 1

10 6 3 5 5 3 3 5 3 3
2

2961  1نیزگ 1 + +1 2 3 ص�ورتومخرجکس�ردادهش�دهرادر  3
ضربمیکنیم:



( )

( ) ( )

( ) ( )

+ ++ +× =
+ − + + + −

+ + + +
= =

2 2
4 1 2 34 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 1 2 3 2 1 2 3

2 2 2
ضربمیکنیم: 2 اکنونصورتومخرجاینکسررادر

. ( )+ +
× = + +

2 1 2 3 2 2 2 6
2 2

2971 ابتدامخرجطرفچپتساویراگویامیکنیم: 1نیزگ 1  4

 ( )

+ + + += × =
− − + + −

+ += = + +

3 33 3

3 3 3 33 3

33 33

1 1 9 3 1 9 3 1
3 1 3 1 9 3 1 3 1

9 3 1 1 1 19 3
2 2 2 2



. a=1
2
بنابراین

2981 برابر 1نیزگ 1 x−2 بر P x( ) باقیماندۀتقس�یمچندجمل�های  1

. P( ) ( ) ( )= − + − + =5 3 22 2 4 2 3 2 2 1 11 استبا

2991 برابر 1نیزگ 1 x−1بر P x( ) باقیمان�دۀتقس�یمچندجمل�های  4
 x−1بر P x( ) .چونچندجمل�های P a a( )= − − =− −1 3 4 5 4 2 اس�تبا

بخشپذیراست،پساینباقیماندهصفراست،درنتیجه

 a a− − = ⇒ =− 14 2 0
2


3001 برابربا 1نیزگ 1 x+4 بر P x( ) باقیماندۀتقس�یمچندجملهای  2
. P( )− =4 16 استوچونبنابرفرض،اینباقیمانده16است،پس P( )−4

درنتیجه


P x ax bx P a b

a b a b      

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + − ⇒ − = − + − −

=− − − ⇒ + =−

13 97 13 97

13 97 13 97

5 4 4 4 5

16 4 4 5 4 4 21 1


 P( )4 برابربا x−4 بر P x( ) ازطرفدیگر،باقیماندۀتقسیمچندجملهای
است.اکنونتوجهکنیدکه

 P a b P(1) Á»IvU oMI¹M( ) ( )= + − → =− − =−13 974 4 4 5 4 21 5 26 
است. −26 بنابراینباقیماندۀموردنظربرابر

3011  1نیزگ 1 x−2 بر P x( ) چ�ونباقیماندۀتقس�یمچندجملهای  4
.درنتیج�ه،باقیماندۀتقس�یمچندجملهای P( )=2 4 براب�ربا4اس�ت،پ�س

. P P( ) ( )× = =14 2 4
2

برابراستبا x−1 2 بر P x( )4

3021 جوابهایمعادلهبرابرهستندبا 1نیزگ 1  1
bx

a
− ± ∆ ± − × ±= = = = ±

28 8 4 13 8 12 4 3
2 2 2





)25(

3031 معادل�ۀگزین�ۀ)3(ب�هازایهرمقدارmج�وابحقیقی 1نیزگ 1  3
دارد،زیرامعادلهایکهبهازایهرm،دلتایمربوطبهآنهمیشهمثبتباشد،

جواباینتستاست.
 mx x m m− − = ⇒∆= + >2 20 1 4 0 

،آنگاهمعادلهبهیکمعادلۀدرجۀاولتبدیلمیشود m=0 توجهکنیدکهاگر
کهبازهمدارایجوابحقیقیاست.بررسیسایرگزینههابهصورتزیراست:

 x x m m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 2 0 4 4 گزینۀ )1(

 x x m m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 2 20 1 4 گزینۀ )2( 

 mx x m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 1 0 1 4 گزینۀ )4( 

3041 ،پس 1نیزگ 1 ∆≥0 باید  1


k

x k x k

k k k

( ) ( )

( )
>

− + + = ⇒∆= + − ≥

+ ≥ → + ≥ ⇒ ≥

2 2

02

1 1 0 1 4 0

1 4 1 2 1


پسحداقلمقدارمثبتkبرابر1است.

3051 توج�هکنی�دک�هچ�ونمجم�وعضریبه�ایمعادل�ۀ 1نیزگ 1  1
براب�رباصفراس�ت،پسیک�یازجوابهایمعادلۀ x x− + =292 167 75 0

،پ�سکوچکترین <75 1
92

اس�ت.چون 75
92

م�وردنظ�ر1وج�وابدیگرآن

است. 75
92

جواب

3061 معادلهرابهروشتجزیهحلمیکنیم: 1نیزگ 1  1

 x x
x x x x      ( )( ) ,

<
− − = → = =1 2

1 23 2 2 0 3 2 2 

. x x ( ) ( )+ = + = + =4 2 4 2
1 2 3 2 2 9 8 17 بنابراین

3071 فرضمیکنیم.بنابراین 1نیزگ 1 x+2 ایندوعددفردراxو  3


x x x x x x

x x x   x  ¡.¡.—

( )

( )( ) (. ),

+ + = ⇒ + + = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

2 2 2 22 130 2 4 4 130 2 63 0

9 7 0 9 7


بنابرای�ندوع�ددم�وردنظ�ر،7و9هس�تندواخت�لافمربعهایآنه�ابرابر
یعنی32است. −81 49

3081 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x x x x x x( )+ = +2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 
.بنابراینحاصلعبارتموردنظر x x =−1 2 و1 x x+ =1 2 4 ازطرفدیگر،

.( )( )− =−1 4 4 برابراستبا

3091 αβ=−5.بنابراین 1نیزگ 1 α+β=2و ابتداتوجهکنیدکه  1

( ) ( ) ( )α +β = α+β − αβ α+β = − × − × =3 3 3 3 8 3 5 2 38 

3101 −=α 1نیزگ 1
β
1 βجوابهایمعادلهباشند،آنگاه αو اگر  3

αβ=−1.بنابراین ودرنتیجه
m m m− =− ⇒ − =− ⇒ =−1 1 1 2 1

2


3111 ، 1نیزگ 1 x x− =1 22 17 وچون x x+ =−1 2 5 توجهکنیدکه  4
 x1 .چون x =1 4 پ�سب�اجمعکردنطرفیناینتس�اویهابهدس�تمیآید

جوابمعادلۀموردنظراست،پس4دراینمعادلهصدقمیکند:
m m( )+ − + = ⇒ =24 5 4 4 16 0 13 

3121 βجوابمعادلهاست،پسدرمعادلهصدقمیکند: 1نیزگ 1  4

 β −β− = ⇒ β =β+2 22 7 0 2 7 

.α+ β =α+β+ = + =2 1 152 7 7
2 2

α+β=1.بنابراین
2
ازطرفدیگر،

3131 مجموعوحاصلضربجوابهاراحسابمیکنیم 1نیزگ 1  3


S

P ( )( )

=α+β= − + + =

=αβ= − + = −

2 3 3 3 5

2 3 3 3 3 3


بنابراینمعادلۀموردنظربهشکلزیراست:
x Sx P x x− + = ⇒ − + − =2 20 5 3 3 0 

3141 .بنابراین 1نیزگ 1 x x =−1 2 و1 x x+ =1 2 1 توجهکنیدکه  1



x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x x x

( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + + + + ++ = = = =
+ + + + + + + + −

× = = = =
+ + + + + + + + −

2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 21 1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1



است. x x− + =2 3 1 0 بنابراینمعادلۀموردنظر

3151  1نیزگ 1 ax bx c+ + =2 0 معادل�ۀ جوابه�ای اینک�ه ب�رای  2

.توج�هکنیدک�هدراینحالت c
a
<0 مختل�فالعلام�تباش�ند،کافیاس�ت

0<∆.بنابراین

 m m
m
+ < ⇒− < <2 0 2 0 

3161 راه حل اولبرایاینکهمعادلۀموردنظردوجوابمنفی 1نیزگ 1  4
،مجموعجوابهامنفیوحاصلض�ربآنهامثبت ∆>0 داش�تهباش�د،باید

باشد.درنتیجه

 aa a a    ( )( ) , ,∆> ⇒ − − > ⇒ >− =− < > ⇒ <
− −
40 16 4 2 0 2 2 0 0 0
2 2

. a− < <2 0 بنابراین
راه ح��ل دومابت�دامعادل�ۀدادهش�دهرابهصورت
مینویسیم.اکنونسهمیبهمعادلۀ x x a+ =22 4
رادری�کدس�تگاه y a= وخ�ط y x x= +22 4
، a− < <2 0 مختصاترس�ممیکنیم.بنابرایناگر
،معادلهیک a>0 معادلهدوجوابمنفیداردواگر

جوابمنفیویکجوابمثبتدارد.
طولنقاطبرخوردسهمیبامحورxهستندو x=−2 و x=0 توجهکنیدکه

است.  ( , )− −1 2 رأسشکهنقطۀمینیممآناستنقطۀ

3171 ∆است.پس 1نیزگ 1 شرطداشتندوجواب،مثبتبودن  1


a a

a a
a a
IÄ    ( ) ( ) ( )

 + > ⇒ >


∆= + − > ⇒ + > ⇒
 + <− ⇒ <−

2 2
1 8 7

1 64 0 1 64 1
1 8 9



شرطمثبتبودندوجوابایناستکهمجموعوحاصلضربجوابهامثبت
باش�ند.حاصلضربجوابهابرابر4اس�تکهمثبتاستومجموعجوابها

 a a a ( )+− > ⇒ + < ⇒ <−1 0 1 0 1 2
2

است.پس a+− 1
2

برابر

. a<−9 ازنابرابریهای)1(و)2(نتیجهمیشود
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3181 توج�هکنیدکهمعادل�هدوجوابداردک�هیکیمثبتو 1نیزگ 1  4
یکیمنفیاست،پسحاصلضربجوابهامنفیاست:

 k k
k
( )

( , )
−

< ⇒ ∈ −
+

5 2 0 6 2
6



ازط�رفدیگرچونقدرمطلقجوابمنفیازجوابمثبتبزرگتراس�ت،پس
مجموعجوابهامنفیاست

k k k
k k
( )

( , ) ( , )
+ +− < ⇒ > ⇒ ∈ −∞ − − +∞
+ +

17 1 10 0 6 1
6 6

 

. k ( , )∈ −1 2 بنابراین

3191 یکجوابمعادلهاست. 1نیزگ 1 x=−1 ابتداتوجهکنیدکه  1
( ) ( ) ( )− − − − − − =3 21 1 3 1 1 0

بنابراینمعادلهرابهصورتزیرمینویسیم
x x x x x x x x

x x x x x x x

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

+ − − − = ⇒ + − + + =

+ − + + = ⇒ + − − =

3 2 2 2 2

2 2

2 3 1 0 1 2 3 1 0

1 1 2 1 0 1 2 1 0

بهدس�تمیآیندکه x x− − =2 2 1 0 پ�سجوابه�ایدیگ�رازحلمعادل�ۀ
.درنتیج�همجموعجوابه�ایمنفیمعادله −1 2 و +1 2 عبارتان�داز

. ( )− + − =−1 1 2 2 برابراستبا

3201 یک�یازجوابهایمعادلهاس�ت،پسدر 1نیزگ 1 x=2 چ�ون  4
عاملیاز x−2 .چون a=−4 پس a+ + + =8 4 2 6 0 معادلهصدقمیکند:

. x x x x Q x( ) ( )− + + = −3 24 6 2 است،بنابراین x x x− + +3 24 6

 x−2 رابر x x x− + +3 24 6 Qچندجملهای x( ) ب�رایبهدس�تآوردن

Q.بنابراین x x x( )= − −2 2 3 تقسیممیکنیم،کهنتیجهمیشود

x x x x x x x x x( )( ) ( )( )( )− + + = − − − = − + −3 2 24 6 2 2 3 2 1 3
هس�تندکهمجموع 3 و −1 جوابهایدیگرمعادله x=2 پ�سبهغی�راز

مربعهایآنها10است.

3211 بهص�ورت 1نیزگ 1 معادل�ه ، t x= ≥2 0 کنی�م ف�رض اگ�ر  4

اس�ت.ع�دد t ±=3 13
2

درمیآی�دک�هجوابه�ایآن t t− − =2 3 1 0

منفیاستوقابلقبولنیست.بنابراین −3 13
2

 x x+ += ⇒ =±2 3 13 3 13
2 2



پسحاصلضربجوابهایمعادلهبرابراستبا

 + + +− =−3 13 3 13 3 13
2 2 2



3221 . 1نیزگ 1 t≥0 و x t=± ،آنگاه x t=2 اگرف�رضکنی�م  3
درمیآی�د.اگراینمعادلهدو t t m− + − =2 22 1 0 همچنینمعادلهبهش�کل
جوابمثبتداش�تهباشد،معادلۀاصلیچهارجوابخواهدداشت.بنابرایندر

بایدشرطهایزیربرقرارباشند: t t m− + − =2 22 1 0 معادلۀ


m m m

b c m m
a a

m   IÄ       

( )

,

∆> ⇒ − − > ⇒ < ⇒− < <

− > ⇒ > > ⇒ − > ⇒ <− >

2 2

2 1

0 4 4 1 0 2 2 2

0 2 0 0 1 0 1


)باش�د،معادلۀاصلی , ) ( , )− −2 1 1 2 بنابرای�ناگرmعض�ومجموعۀ

چهارجوابخواهدداشت.اینمجموعهرامیتوانبهصورتزیرهمنوشت
 m ( , ) [ , ]∈ − − −2 2 1 1 

3231  1نیزگ 1 x x x x( ) ( )− + − − =2 2 22 3 0 معادل�هراب�هش�کل  3

بهدستمیآید x x t− =2 مینویسیم.باقراردادن



t t t t

x x x x

x x x x

jnHkº#JH¼]#¾²jI•¶

IÀJH¼]#“¼µ\¶

,+ − = ⇒ =− =

− =− ⇒ − + = ⇒∆< ⇒

− = ⇒ − − = ⇒∆> ⇒ =

2

2 2

2 2

2 3 0 3 1

3 3 0 0

1 1 0 0 1



3241 معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشت 1نیزگ 1  2



x xx x
x x x x

x xxx
x x x x

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

( )
( )
( )( ) ( )( )

+ − −
− = ⇒ =

− + − +

++ = ⇒ =
− + − +

2 1 12 1 0 0
1 1 1 1

33 0 0
1 1 1 1



هس�تندکههردوقابلقبولهس�تندومجموع −3 جوابهایاینمعادله0و
است. −3 آنها

3251 دوطرفمعادلهرادرمخرجمشترککسرهایدوطرف 1نیزگ 1  3
استضربمیکنیم: x x( )( )− +3 3 3 کهبرابر

x xx x x x x x
x x

x x x x

x x x x x

x x x x

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

+ −− + + − + = × − +
− +

+ + − = − +

+ + + − + = −

+ = − ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 103 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3

3 3 3 3 10 3 3

3 6 9 3 6 9 10 9

6 54 10 90 4 144 6
و6هیچکدامازمخرجهاراصفرنمیکنند،هردوقابلقبولهستند. −6 چون

است. −36 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر
3261 معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشت 1نیزگ 1  2

x a x x a
x x a x x a

x a x a x a

x a x a

( )( ) ( )( )

( )

( )

− + + − += ⇒ =
+ − + −

− + = + − −

+ − − − =

2

2

2 2 3 3 2 34 4
3 3

3 2 3 4 12 4 12

4 9 4 10 3 0

 a a aIÀïJH¼]#“¼µ\¶
−= =− ⇒ − =− ⇒ =4 9 1 4 9 1 2
4 4

بنابراین

درمیآی�دکهچون x x+ − =24 23 0 ،آنگاهمعادل�هبهص�ورت a=2 اگ�ر
کههرکداممخرجیکی x=−3 و x=2 پسمعادلهدوجوابدارد.) ∆>0
ازکسرهارادرمعادلۀاولیهصفرمیکنند،هیچکدامجوابمعادلۀبالانیستند.

پسهردوجواباینمعادلهقابلقبولهستند.(
3271 ضربمیکنیم 1نیزگ 1 x x a( )+ طرفینمعادلهرادر  1

 x a x x ax x a x a( )+ + = + ⇒ + − − =2 23 2 2 2 2 4 0 
0≤∆.پس برایاینکهمعادلهجوابداشتهباشدباید

 a a a a a a a( )− + ≥ ⇒ − + + ≥ ⇒ − + ≥2 2 22 4 8 0 4 16 16 8 0 2 4 0 

aهموارهمثبتاس�ت،پسمعادلهب�هازایتماممقادیر a a− +2 2 4 عب�ارت
جوابدارد.

3281 سمتراستمعادلۀدادهشدهرابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2

x x
x x

( )= + + −
+ +

2
2
15 2 1 1

1
،اینمعادلهمیشود x x t+ + =2 1 اگرفرضکنیم

t t t t t t t
t

,= − ⇒ = − ⇒ − − = ⇒ =− =2 215 52 1 15 2 2 15 0 3
2



)27(

بهاینترتیب


x x x x

x x x x x x

jnHkº#JH¼]( )

,

+ + =− ⇒ + + = ∆<

+ + = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2

2 2

5 71 0 0
2 2

1 3 2 0 2 1


بنابراینمعادلۀموردنظردوجوابدارد.

3291 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 x x x
x xx

( ) ( )+ = + + = − +2 2 2
2

1 1 12 4 

تبدیلمیش�ود. x x
x x

( ) ( )− = −21 3 1
2

پ�سمعادلۀم�وردنظرب�همعادلۀ

،کهمجموعجوابهایشصفراس�ت، x − =2 1 0 ،یعنی x
x

− =1 0 بنابراینیا

اس�ت. 3
2
ک�همجموعجوابهایش x x− − =2 3 1 0

2
،یعنی x

x
− =1 3

2
ی�ا

است. 3
2
بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابربا

3301 اگراینعددxباشد،آنگاه 1نیزگ 1  4

x x x x
x x
+ = ⇒ + = ⇒ − − =2 2

2
1 1 4 1 4 4 1 0

است. − 1
4
معادلۀبالادوجوابداردکهحاصلضربآنهابرابر

3311 اگرماش�ینکندتربهتنهاییدرtساعتکارراتمامکند، 1نیزگ 1  3

ساعتکارراتماممیکند.پسماشینکندتر t
3
ماش�ینس�ریعتربهتنهاییدر


t
3 کاروماش�ینسریعتربهتنهاییدریکساعت

t
1 بهتنهاییدریکس�اعت

کاررا 1
6
کارراانج�اممیده�د.ازطرفدیگردوماش�ینباهمدریکس�اعت

انجاممیدهند.بنابراین

 t
t t t
+ = ⇒ = ⇒ =1 3 1 4 1 24

6 6


بنابراینماشینکندتربهتنهاییدر24ساعتکارراانجاممیدهد.

3321 ،پس 1نیزگ 1 a b− ب�اتوج�هبهج�دولتعیینعلام�تباید0>  3
ریشۀعبارتاست،بنابراین x b= .همچنین a b<



a b b a b a b b a b

a b a b  
a b b

b b

(.¡.¡.—)

( ) ( ) ( )

( )( )

− − + = ⇒ − − − =

− = ⇒ =− − = ⇒
− = ⇒ =

2 2 0 2 0

0
2 0

2 0 2


چونaعددیطبیعیاست،پس
 a b a< = ⇒ =2 1 

. a b+ =3 بنابراین

3331 ب�اتوج�هبهج�دولتعیینعلامت،مش�خصاس�تکه 1نیزگ 1  2
ودرنتیجه a− =2 0 عبارتموردنظربایدچندجملهایدرجۀاولباش�د.پس
 x=4 اس�ت.چون y b x( )=− + +2 4 .بنابرای�نعبارتبهصورت a=2

ریشۀعبارتاست،پس
 b b( )− + × + = ⇒ =−2 4 4 0 1

. a b− =3 بنابراین

3341 ابتداعبارترابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  3

 x x x xy
x

( )( )( )( )

( )

− − − +
=

− 3
1 2 1 1

2


و x( )− 21 .چونعبارتهای x xy
x

( ) ( )

( )

− +
=

−

2

2
1 1

2
اکنونآنراسادهمیکنیم

 x+1نامنف�یهس�تند،علامتعب�ارتاخیرراباتوج�هبهعلامت x( )− 22

تعیینمیکنیم:

x

y

−∞ − +∞

− + + +

1 1 2

0 0

3351 را 1نیزگ 1  x x− < −4 1 3 2 و  x x− < +3 2 5 6 نامعادل�ۀ دو  2
حلمیکنیم:

x x x x

x x x

− < + ⇒− < ⇒ >−

− < − ⇒ <−

3 2 5 6 2 8 4

4 1 3 2 1

جوابمسئلهاست.پس x− < <−4 اشتراکمجموعۀجوابهایفوقیعنی1
. a b+ =−5 ودرنتیجه b=−1و a=−4

3361 برقرارباشند.پس 1نیزگ 1 a>0 و ∆<0 بایدشرایط  1
m m

m m m m m m

     (1)

( ) ( )( )

− > ⇒ >

∆= − − < ⇒ − − > ⇒ + − >2

1 0 1

8 4 1 0 2 0 1 2 0

باتوجهبهجدولتعیینعلامتزیرباید
mm IÄ       (2)  ><− 21

. m>2 ازدوشرط)1(و)2(نتیجهمیشود

m

m m

−∞ − +∞

− − + − +2

1 2

2 0 0

3371  1نیزگ 1 x xy
x x x

( ) ( )

| |( )

− +
=

−

2 3

5
1 2

2
ابتداجدولتعیینعلامتعبارت  4

رارسممیکنیم:


x

y

−∞ − +∞

+ − + + −

2 0 1 2

0 0

)است. , ] ( , )−∞ −2 0 2 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظر

3381 نامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1
x xx

x x
− −− − ≥ ⇒ ≥

22 21 0 0

بهکمکتعیینعلامتمجموعۀجوابهاینامعادلهراتعیینمیکنیم.

x

x x
x

−∞ − +∞

− − − + − +
2

1 0 2

2 0 0

.در b=2 و a=−1است.پس   [ , ) [ , )− +∞ −1 0 2 اینمجموعهبهصورت

. a b+ نتیجه1=

نت

نت نت

ت
ن



 فصل اول: دست گرمی
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3391 طرفینمعادلهرابهتواندومیرسانیمومعادلهراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
x x x x x− = − + ⇒ − + =2 21 4 4 5 5 0

هس�تند.ولی x +=5 5
2

و x −=5 5
2

جوابه�ایاینمعادلهبهصورت

درمعادل�ۀاصلیصدقنمیکندزیرااینعددکوچکتراز2اس�تو −5 5
2

،آنگاهسمتچپمعادله،نامنفیو x< <1 2 اگر x x− = −1 2 درمعادلۀ

 x +=5 5
2

س�متراستآنمنفیاس�تکهقابلقبولنیست.بنابراینفقط

جوابمعادلهاست.

3401 مینویسیمو 1نیزگ 1 x x+ + = +1 1 2 3 معادلهرابهشکل  1
طرفینآنرابهتواندومیرسانیم:

 x x x x x+ + + + = + ⇒ + = +1 1 2 1 2 3 2 1 1 
دوبارهطرفینتساویاخیررابهتواندومیرسانیم:

x x x x x

x x x   x

( ) ( )

,

+ = + ⇒ + = + +

− − = ⇒ =− =

2 2

2

4 1 1 4 4 2 1

2 3 0 1 3

هردوجوابدرمعادلۀاصلیصدقمیکنند،پسمجموعجوابهابرابر2است.

3411 معادلۀموردنظررااینطورمینویسیم: 1نیزگ 1  4

x x x x+ + − − + + =2 25 28 24 5 5 28 0

،اینمعادلهمیشود x x t+ + =2 5 28 اکنوناگرفرضکنیم
t t t t t   t( )( ) ,− − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 24 5 0 8 3 0 8 3

،یعنی t=8 ،پس t≥0 چون

x x x x x x

x x x   x( )( ) ,

+ + = ⇒ + + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

2 2 25 28 8 5 28 64 5 36 0

4 9 0 4 9

است. −36 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر

3421 اگراینعددراxفرضکنیم،آنگاه 1نیزگ 1  2
x x xx x x x x x

x    x

 »j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

,

− = ⇒ = → = ⇒ =

= =

2 2 4
2 2 4

0 4

چ�ونهردوع�دددرمعادلۀاولیهصدقمیکنن�د،بنابرایندوعددباخاصیت
موردنظروجوددارد.

3431 جواب 1نیزگ 1 x=1چون. a>1ازرویش�کلمعلوماستکه  1

معادلهاست،پس

 aa a a| | | | >× − = − ⇒ − = → − =122 1 1 1 1 1 1 1

. a=2 بنابراین

3441 اگ�رخطوس�همینقطۀمش�ترکینداش�تهباش�ند،باید 1نیزگ 1  4
ج�وابنداش�تهباش�د.بنابرای�نمعادل�ۀ x kx k x+ + + =−2 2 1 معادل�ۀ

جوابندارد،یعنی x k x k( )+ + + + =2 2 1 1 0


k k k k k

k k

( ) ( )∆= + − + < ⇒ + + − − <

< ⇒− < <

2 2

2

2 1 4 1 0 4 4 1 4 4 0

3 3 3
4 2 2

3451 تع�دادجوابه�ایمعادلۀم�وردنظر،تع�دادنقطههای 1نیزگ 1  3
 y x| || |= −2 اس�ت.نمودار y k= و y x| || |= −2 برخوردنمودارتابعهای

رادرشکلزیررسمکردهایم:

رادرچهار y x| || |= −2 نمودار y k= ازرویشکلمعلوماستکهاگرخط

. k< <0 2 نقطهقطعکردهباشد،باید

3461 مینویس�یمونمودار 1نیزگ 1 xx| | ( )= 1
2

معادل�هرابهص�ورت  2

رارس�ممیکنیم.نموداره�ایکدیگررادریک xy ( )= 1
2

و y x| |= تابعه�ای

نقطهقطعمیکنند،پسمعادلهیکجوابدارد.

3471 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  2

 x x|log | | |= − −1 1 

رارس�ممیکنیم.باتوجهبه y x|log |= و y x| |= − −1 1 ونم�ودارتابعهای

شکلمعادلۀموردنظردوجوابدارد.

3481 1  1نیزگ 1
a a a

a a a

a a a

·¼a

·¼a

     ·¼a

| | | ( ( ))| ( )

| | | ( )| ( )

| | ( )

| | | |
| |

| |+ − + = + − − + + <

= + + = − + + <

= − =− <

3 2 1 3 2 1 1 0

3 3 3 3 3 0

0



)29(

3491 ،درنتیجه 1نیزگ 1 a a| |=− چونaمنفیاست،پس  4
a b   a b| | | || |− = − −

b a a a b| |< =− ⇒ + <0 اکنونتوجهکنیدکه

.ازطرفدیگر، a b a b a b| | | || |− = − − =− − بنابراین

 b a b a b a| | | | | || | | |− = − = +2 2 2 

بنابرای�ن . b a b a| |+ =− −2 2 نتیج�ه در ،
 

b a b a a
< <

+ = + + <
0 0

2 0 چ�ون

. a b b a a( )− − − − − =2 حاصلعبارتموردنظربرابراستبا

3501 ،پس 1نیزگ 1 x< <1 2 چون  3
x xx x x          
x x x x x
| | | |

, ,
| |

− − − −= =− = = =
− − − −

2 2 1 11 1 1
2 2 1 1

. − − + =−1 1 1 بنابراینحاصلعبارتموردنظربرابراستبا1

3511 x  1نیزگ 1 x x x x x( )< ⇒ − = − <2 2 1 0 توجهکنیدکه  4
 x x| |= و  x x| |− = −1 1 ، x x| |+ = +1 1 بنابرای�ن . x< <0 1 نتیج�ه در

. x x x x( )+ − − + =1 1 3 بنابراینحاصلعبارتموردنظربرابراستبا

3521 رامیتوانبهصورتزیرنوشت 1نیزگ 1 A عبارت  1
A x x| | | |= − + −2 6 7 2 

 A x x A| |≥ − + − ⇒ ≥2 6 7 2 1 باتوجهبهنابرابریمثلث،

1است. برابر A پسکمترینمقدارعبارت

3531 معادلهرابهشکلزیرحلمیکنیم: 1نیزگ 1  4
x x

x x x| |
− = =  − = ⇒ ⇒ − =− =−  

2 3 5
2 3 2 3 1

بنابراینمجموعجوابهایمعادلهبرابر4است.

3541 . 1نیزگ 1 x x| | | |=3 3 و x x| | | |− = راه حل اولتوجهکنیدکه  1

بنابراینمعادلۀموردنظرمیشود
 x x x x x x x | | | | | | | | | | ,+ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− =3 15 5 15 3 3 3 

بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظرصفراست.
همجواب x− راه حل دومتوجهکنیدکهاگرxجوابمعادلۀموردنظرباشد،

اینمعادلهاست.بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردصفراست.

3551 تس�اویهایزیرنتیجه 1نیزگ 1 x x x| | | |− = −23 1 ازتس�اوی  4

میشوند


x x x x x

x x x x x

( )

( ) ( )

− = − ⇒ − − =

− =− − ⇒ − + =

2 2

2 2

3 1 2 1 0 1

3 1 4 1 0 2


مجم�وعجوابه�ایمعادلۀ)1(برابر2ومجموعجوابه�ایمعادلۀ)2(برابر
4اس�ت.پ�سمجموعجوابه�ایمعادلۀاصلیبرابر6اس�ت)توجهکنیدکه

معادلههایبهدستآمده،جوابمشترکندارند(.

3561 نامعادلهرابهصورتزیرحلمیکنیم: 1نیزگ 1  2
a ax a a x a x− +− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤ + ⇒ ≤ ≤3 33 2 3 3 2 3

2 2
است.پس a a[ , ]− +3 3

2 2
بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادله،بازۀ

 a aa a a a b b      ,− +=− ⇒ − =− ⇒ = = ⇒ =3 33 2 1 2
2 2

3571 نامعادلهرابهشکلزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2
x x x| | | | | |− < ⇒− < − < ⇒− < <2 6 6 2 6 4 8

را x| |<8 هموارهبرقراراس�ت،پسکافیاس�تنامعادلۀ x| |− <4 نابرابری

x x| |< ⇒− < <8 8 8 حلکنیم:

تا7درنامعادلهصدقمیکنندکهتعدادآنها15تااست. −7 بنابرایناعدادصحیح

3581 مینویسیم. 1نیزگ 1 x x| | | |> −2 2 ابتدانامعادلهرابهصورت  2

اکنوندوطرفنامعادلهرابهتوان2میرسانیمتابهنامعادلۀزیربرسیم:
 x x x x( ) ( ) ( )> − ⇒ − − >2 2 2 24 2 2 2 0
یابهطورمعادل x x x x( ( ))( )− − + − >2 2 2 2 درنتیجه0

x x( )( )+ − >2 3 2 0

.( , ) ( , )−∞ − +∞22
3

 بنابراینمجموعۀجوابهایموردنظربرابراستبا

3591 ،درنتیجه 1نیزگ 1 x x x− + − = −2 4 2 6 توجهکنیدکه  2
 x x x x| | | | | |− + − = − + −2 4 2 4 

بنابراین،حالتتساوینابرابریمثلثپیشآمدهاست.درنتیجه
 x x x( )( ) ( , )− − ≥ ⇒ ∈ −2 4 0 2 4 

پستنهاعددصحیحیکهتساویموردنظربهازایآنبرقرارنیست3است.

3601 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4



f f

     

     

( ) ( ) | ( ) | | ( ) |

| ( ) | | ( ) | | | | |

| | | |
+ +

− −

− + − = − − − − −

+ − − − − − = − − −

+ − − − =− + =

3 1 5 2 5 3 3 1 2 3 5 3 1 2

5 3 5 2 2 3 5 5 2 2 5 3 3 5 3 5 3 7

5 3 5 8 3 5 5 12 4 4 0

 

 



3611 است. 1نیزگ 1
x

x x

x
f x

#### ####

#

#

# #

#

##

( )
≥

− ≤

=


2

2 0

0
ضابطۀتابعfبهش�کل  3

نمودار x≤0 رارس�مکنیموبرای y x= 2 نمودارتابع x≥0 پ�سبایدبرای

رارسمکنیم. y x=− 2 تابع

3621 بنابرای�ن 1نیزگ 1 .
xx

x x
| | >− =
− − <

1 11
1 1 1

ک�ه کنی�د توج�ه  1

.درنتیجهنمودارتابعfمانندگزینۀ)1(است.
x x

f x
x x

( )
 + >=

− <

2

2
1 1
1 1

3631 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

x x x x
f x x x x x x

x x x x

        

      

                  

( )

( )

 − + + ≤− − ≤−
 

= + + − < ≤ = + − < ≤ 
 + − > > 

1 1 1 1
1 1 0 2 1 1 0
1 0 1 0



درنتیجهنمودارتابعfمانندگزینۀ)3(است.



 فصل اول: دست گرمی
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3641 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

           [ ] , [ ] [ ] , [ ] [ ] , , [ ] [ ] , [ ]= = = = = = = =1 2 3 4 5 18 19 200 1 2 9 10
2 2 2 2 2 2 2 2



ازجمعتساویهایبالانتیجهمیشود

 [ ] [ ] [ ] [ ] ( )+ + + + = + + + + = + =1 2 3 20 2 1 2 9 10 90 10 100
2 2 2 2

  

3651 ابتداباحلنامعادله،محدودۀxرامییابیم: 1نیزگ 1  4
 x x x x x( )+ < ⇒ + < ⇒− < <2 0 1 0 1 0

وصفرباشدوبهتوانهرعددفردیبرسد،درهمانمحدوده اگرعددیبین1−
باقیمیماند،ولیاگربهتوانعددیزوجبرسد،عددیبینصفرو1میشود،یعنی



k k

k k

x x
x

x x

x x x

[ ]

[ ]

...[ ] [ ] [ ] ( )

+ +

 < < ⇒ =− < < ⇒
− < < ⇒ =−

+ + + = × + × − =−

2 2

2 1 2 1

2 10

0 1 0
1 0

1 0 1

5 0 5 1 5

3661 ، 1نیزگ 1 n n n n( )< + < +3 3 2 33 1 راه ح��ل اول ازنابرابری  1

. n n n[ ]+ =3 3 23 ،بنابراین n n n n< + < +3 3 23 1 نتیجهمیگیریم
راه حل دوم چونتس�اویبهازایهرعددطبیعیnبایدبرقرارباشد،پسمثلًا

،آنگاه n=2 بایدتساویبرقرارباشد.اگر n=2 بهازای

 n n[ ] [ ]+ = =3 33 23 20 2
برابر2میشود. n=2 ازطرفدیگرفقطعبارتگزینۀ)1(بهازای

3671 ع�ددصحی�حاس�ت،معادل�هرابهص�ورت 1نیزگ 1 x[ ] چ�ون  3
x x[ ]=− ⇒− ≤ <1 1 0 مینویسیم.بنابراین x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]+ = − −2

3681 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

f       ( ) |[ ] [ ]| | ( )|− = − + − = − + − =1 5 7 3 4 7
2 2 2

3691 ،پس 1نیزگ 1 x+1قرارمیدهیمfدرضابطۀxبهجای  1


f x x x x x x x

x x x f x

( ) ( ) [ ] [ ( )] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

+ = + − + − + = + − − − −

= − − =

1 4 1 1 3 1 4 4 1 3 3

4 3

3701 ابتداتوجهکنیدکهباید 1نیزگ 1  3
x x x[ ] [ ]− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥2 0 2 2

. fD [ , )= +∞2 بنابراین

3711 راصف�رمیکنند،در 1نیزگ 1 f x( ) مقادی�ریازxک�همخ�رج  2
دامنۀتابعfقرارندارند.اکنونتوجهکنیدکه

x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <2 0 2 2 3 6 9
3 3 3

. a b+ =15 ودرنتیجه b=9 ، a=6 .پس fD  [ , )= − 6 9 بنابراین

3721 ضابطۀتابعبهشکلزیراست 1نیزگ 1  4


x xx f x x

x xx f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

− < < ⇒− < < ⇒ =− ⇒ =− −

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

2 0 1 0 1 1
2 2

0 2 0 1 0
2 2

پسنمودارتابعبهشکلمقابلاست

3731 باتوجهبهفرضهایمسئله، 1نیزگ 1  2


a

a a

f b

f b b

( )

( ) +

=− ⇒ + =−

= ⇒ + = ⇒ × + =1

3 30 4
4 4

1 0 4 0 4 4 0


اگررابطۀاولراازرابطۀدومکمکنیم،نتیجهمیشود


a a

b b b−

× = ⇒ =−

+ =− ⇒ + =− ⇒ =−1

33 4 1
4

3 1 34 1
4 4 4



. a b+ =−2 درنتیجه

3741 رابهدستمیآوریم 1نیزگ 1 f x( )− ابتدا  4


x xx

x x
x

f x( )
−

−

−
− −− = = =
+ ++

1 1
2 1 1 22

12 1 1 21
2



.
x x x x

x x x
f x f x( ) ( ) − − − + −+ − = + = =

+ + +
2 1 1 2 2 1 1 2 0
1 2 1 2 1 2

بنابراین

3751 یعن�ی 1نیزگ 1 
x

x

x
f x

x
( )

−

 − ≥=
− <

2 1 0

2 1 0
ک�ه کنی�د توج�ه  4

.بنابرایننمودارتابعبهشکلزیررسممیشود.
x

x

x
f x

x
( )

( )

 − ≥
=

− <


2 1 0

1 1 0
2

3761 اکیداًصعودیباش�د،آنگاه 1نیزگ 1 روی xy a= اگرتابع  1
. k>0 ،پس k+ >3 1 1 .بنابراین a>1

3771 ،بنابراین 1نیزگ 1 ( ) ( )−= =4 481 3 2
16 2 3

توجهکنیدکه  2

 x x x x x( )( ) ( ) ( ) (( ) ) ( )+ − + − − −= ⇒ = =2 1 2 4 1 4 12 81 2 3 2
3 16 3 2 3



. x=2
5
،پس x x( )+ =− −2 4 1 درنتیجه

3781 معادلهراحلمیکنیم 1نیزگ 1 x5 بافاکتورگیریاز  1


x x x

x x

( ) ( )−+ × = ⇒ + = ⇒ × =

×= = = ⇒ =

2

3

3 285 1 3 5 140 5 1 140 5 140
25 25

25 1405 125 5 3
28



پسمعادلهیکجوابدارد.



)31(

3791  1نیزگ 1 x a=2 ،معادل�ۀ xy=2 ب�اتوج�هب�هنم�ودارتاب�ع  2
،جواب a≤0 واگ�ر x b( )= ،دقیقاًیکج�وابدارد a>0 درصورت�یک�ه

ندارد.بنابراین


xx

xx

jnHj#JH¼ #¦Ä  jnHj#JH¼ #¦Ä

 jnHkº#J

 ]

H¼ jnHkº# ¼] H

]

J ]

. , .

. , .

− = ⇒

+ =

− = ⇒

+ = ⇒ ⇒

2 6 0 2 5 0

2 6 02 5 0


یکبهیکاست،پسمعادلۀاصلیدوجوابدارد. xy=2 چونتابع

3801 ،معادلۀموردنظرمیشود 1نیزگ 1 x t=3 اگرفرضکنیم  2
x x t t t t,× × − × − = ⇒ − − = ⇒ =− =2 1 13 9 9 6 3 1 0 27 6 1 0

9 3

.درنتیجه x=−1 ،پ�س x −= = 113 3
3

،یعن�ی t=1
3
،پ�س t>0 چ�ون

معادلهیکجوابدارد.

3811 آنگاه 1نیزگ 1 ، f x g xa a( ) ( )< و  a< <0 1 اگ�ر میدانی�م  1

،پس < <10 1
2

وبالعکس.چون f x g x( ) ( )>

 x x x− > − ⇒ <3 3 3 

3821 ،نامعادلۀدادهش�دهرامیتوان 1نیزگ 1 x t=5 اگ�رفرضکنیم  1
اینطورنوشت


x x tt t t

t t t t( )( )

−+ × < ⇒ + × < ⇒ + <

+ − < ⇒ + − <

1 2 2

2

25 24 5 1 24 1 5 24 5
5

15 24 5 0 5 0
5



. x<−1 ،درنتیجه x −< = 115 5
5

،یعنی t  − <1 0
5

،پس t+ >5 0 چون

3831 .اکنوناگر 1نیزگ 1 ×= × =
1 1 1

5 4 5 5 4 47 7 7 7 7 توجهکنیدکه  4
استفادهکنیم،بهدستمیآید n

a ax n xlog log= ازویژگی

 log log log= = =
1

5 4 47 7 7
1 17 7 7 7
4 4

3841  1نیزگ 1 a a ax y xylog log log ( )+ = بااستفادهازتساوی  3
بهدستمیآید

log ( ) log ( ) log (( )( )) log− + + = − + = =4 4 4 4
13 1 3 1 3 1 3 1 2
2

3851 ،پس 1نیزگ 1 x
a

a
x

log
log

=1 چون  1

log log log ( )
log log

log log log

+ = + = ×

= = = =

6 6 6
4 9

2
6 6 6

1 1 4 9 4 9
6 6

36 6 2 6 2

3861 میتواننوشت 1نیزگ 1 c cb aa blog log= بهکمکتساوی  3


logloglog log= = = = =329 9 3

1 1336 3 2 23 6 6 6 6 6

3871 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 alog =4 ازتساوی  2

 aa alog log log= ⇒ = ⇒ =22 2 2 2
2


بنابراین


a a

log log log log (log log )

( )

= = = = −

= − = −

3 10125 5 3 5 3 3 10 2
2

33 1 3
2 2



3881 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


a a a a

b b b b

log log( ) log log log

log log( ) log log log

= ⇒ × = ⇒ + = ⇒ = −

= ⇒ × = ⇒ + = ⇒ = −

30 3 10 3 10 3 1

50 5 10 5 10 5 1


. a
b

log
log

log
−= =
−5

3 13
5 1

بنابراین

3891 .بنابراین 1نیزگ 1 x x x+ = × = × =2 23 3 3 9 3 4 توجهکنیدکه  1
x x log= ⇒ = 3

4 43
9 9



3901  1نیزگ 1 ay xlog= ف�رضکنیدک�هنم�ودارfازروینمودار  1
،دوواحدبهسمت ay xlog= بهدس�تآمدهباشد.معلوماس�تکهنمودار
چپمنتقلش�دهاس�تتانمودارfبهدستآید.بنابراینضابطۀتابعfمیتواند
، alog =2 2 ،پس f( )=0 2 باش�د.ازط�رفدیگ�ر af x x( ) log ( )= +2

(.بنابراین a>0 )توجهکنیدکه a= 2 .بنابراین a =2 2 یعنی
f x x( ) log ( )= +2 2

3911 میتواننوشت 1نیزگ 1  3
f x x x x x( ) log( ) log( )= + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =24 2 4 6 2 4 2 2 4 10 52

. f ( )− =1 6 52 ،پس f( )=52 6 بنابراین
3921 2  1نیزگ 1
3931 لگاریتمفقطبرایاعدادمثبتتعریفمیشود،پس 1نیزگ 1  2

 fx x x D ( , )− > ⇒ < ⇒− < < ⇒ = −2 29 0 9 3 3 3 3 
وصفردردامنۀتابعهستند. ±1 ، ±2 بنابرایناعدادصحیح

3941 ،آنگاه 1نیزگ 1 xy −= 5 13 اگر  4


y

y x x
log

log
+

= − ⇒ = 3
3

1
5 1

5

.
x

f x
log

( )− +
= 31 1

5
بنابراین

3951 ابتداxرابرحسبyحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  2
 y yy x x xlog ( )= − ⇒ = − ⇒ = +3 2 3 2 3 2

. xf x( )− = +1 3 2 بنابراین

3961 راحلکنیم: 1نیزگ 1 x x x− =2 7 کافیاستمعادلۀ  1
 x x x x,− = ⇒ = =2 8 0 0 8

قابلقبولنیس�تچونلگاریتمصفرتعریفنمیشود. x=0 واضحاس�تکه
پسمعادلهفقطیکجوابدارد.



 فصل اول: دست گرمی
)32(

3971 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x x x

x x x

log log log

log ( ) log ( ) log ( )

= =

− = − = −2

1
22 2 2

4 22

1
2

16 6 6
2



درنتیجه،معادلۀموردنظرمیشود



x x x x

x x x x x x

x x x x ¡#¡   #—    

log log ( ) log log ( )

log ( ( )) ( )

( )( ) , (. . . )

+ − = ⇒ + − =

− = ⇒ − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 2 2 2

4 2
2

1 1 6 2 6 4
2 2

6 4 6 2 6 16 0

8 2 0 8 2



درمعادلۀاصلیصدقنمیکند،بنابراینغیرقابلقبولاست. x=−2 دقتکنیدکه

3981 ازتعری�فلگاریت�ممعادل�هرابهص�ورت 1نیزگ 1 ب�ااس�تفاده  4
مینویسیم.بنابراین x x( )− =22 1


x x x x x

x x x x( )( ) ,

− + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 24 4 1 4 5 1 0

14 1 1 0 1
4

برابر x=1
4
برابر1وبهازای x=1استکهبهازای x−2 پایۀلگاریتمعبارت1

میش�ود.ولیمیدانیمکهپایۀلگاریتمبایدمثبتومخالف1باش�د.پس − 1
2

هیچکدامازمقدارهایبهدستآمدهقابلقبولنیستندومعادلهجوابندارد.

3991 نامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  4
xlog ( ) log− ≤3 310 9

نتیجهمیگیریم
 x x− ≤ ⇒ ≥10 9 1

ودر x− >10 0 وقتیمعناداراس�تکه xlog ( )−3 10 ازطرفدیگرعبارت

است. [ , )1 10 .پسمجموعۀجوابهاینامعادلهبازۀ x<10 نتیجه

4001 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 x xlog( ) log( )+ > +2 2 1 ازنامعادلۀ  2
 x x x+ > + ⇒ <2 2 1 1

 x>− 1
2
برای xlog( )+2 1 وعبارت x>−2 ب�رای xlog( )+2 عبارت

)است. , )− 1 1
2

معناداراست.پسمجموعۀجوابهاینامعادله

4011 .از 1نیزگ 1 x>2 ،یعنی x− >2 0 ابت�داتوجهکنیدک�هبای�د  4
طرفدیگر،باید

x/ /log ( ) log− ≥ =0 5 0 52 0 1

) / <0 5 1 درنتیجه)چون
x x− ≤ ⇒ ≤2 1 3

. ab=6 ،پس b=3 و a=2 .بهاینترتیب fD ( , ]= 2 3 بنابراین

4021 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
AB AC a a

a a a a

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ + + − = − + −

+ + + = − + +

2 2 2 2

2 2

1 1 1 3 1 5

2 1 0 6 9 16
اگردوطرفاینتساویرابهتواندوبرسانیم،بهدستمیآید

a a a a a a+ + = − + ⇒ = ⇒ =2 22 1 6 25 8 24 3

4031 .بنابراین 1نیزگ 1 AB ( ) ( )= − + − =2 20 3 0 0 3 توجهکنیدکه  2

AC a b a b

BC a b a b

a a b

     1

     

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

= ⇒ − + − = ⇒ + =

= ⇒ − + − = ⇒ − + =

− + + =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

3 0 0 3 9

3 3 0 3 3 9

9 6 9 2

.درنتیجهاز a=3
2
،پس a− =9 6 0 ازتس�اویهای)1(و)2(نتیجهمیش�ود

،بنابراین b a  = − = − =2 2 9 279 9
4 4

تساوی)1(بهدستمیآید

b  | |=3 3
2

4041 )یعن�ینقط�ۀ 1نیزگ 1 , )− + +2 4 3 1
2 2

وس�طضل�عBCنقط�ۀ  1

)اس�ت.ط�ولمیانۀنظی�ررأسAبرابربافاصلۀنقطۀAازنقطۀوس�ط , )1 2

. ( ) ( )− + − =2 22 1 5 2 10 ضلعBCاست،یعنیبرابراستبا

4051 ) 1نیزگ 1 , )2 7 و a( , )3 ش�یبخ�طراس�تیک�هازنقطهه�ای  3

.ش�یبخطراس�تیک�هازنقطههای a a− = −
−

7 7
3 2

میگ�ذردبراب�راس�تبا

.اگردوخطبرهمعمود − =
− −
4 8 2
1 1

)میگذردبرابراستبا , )1 8 )و , )−1 4

است،پس −1 باشند،حاصلضربشیبهایآنهابرابر

a a( )( )− =− ⇒ =137 2 1
2

4061  1نیزگ 1 x y+ + =4 3 20 )برخط0 , )3 1 طولعمودواردازنقطۀ  3
فاصلۀایننقطهازاینخطاستکهبرابراستبا

| |× + × +
= =

+2 2

4 3 3 1 20 35 7
54 3

4071 ویژگیهایموردنظر 1نیزگ 1 ax by c+ + =0 ف�رضکنیدخط  4

،درنتیجه a
b

− =−1 اس�ت،پس −1 راداش�تهباش�د،چونش�یباینخط

.ازطرفدیگر،چونفاصلۀمبدأازاینخطبرابربا5است،پس a b=
a a c c c a c a

aa a

| | | |
| | | |

| |

× + × +
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

+2 2

0 0 5 5 5 2 5 2
2

و  ax ay a+ + =5 2 0 نظ�ر م�ورد راس�ت خطه�ای بنابرای�ن

 x y+ + =5 2 هستندکهمیتوانآنهارابهصورت0 ax ay a+ − =5 2 0

نوشت. x y+ − =5 2 0 و



فصل دوم

پاسخ آزمون ها



11 چ�ونfفق�طی�کزوجمرت�بدارد،پ�ستس�اویهای 1نیزگ 1  2
، a=1برق�راراس�تک�هنتیجهمیش�ود a=2 2 و b c+ =2 2 ، a b− =2 1

. a b c+ + =2 ،پس c=0 و b=1

21 و 1نیزگ 1 a2 ازعدد2دوپیکانخارجش�دهاست،پسدوعدد  4
. a=2 یا a=−1کهنتیجهمیشود a a= +2 2 بایدیکسانباشند.پس a+2
،باید a=−1اگر. a b+ =6 ،پس b a= =2 4 ،بایدداشتهباشیم a=2 اگر
.پسحاصل a b+ =−2 ودرنتیجه b=−1پس، b b= +2 داش�تهباش�یم1

است. −2 برابر6یا a b+

31 }اس�تک�ه3عضودارد. 1نیزگ 1 , , }1 3 5 دامنۀتابعمجموعۀ  3

استکهبایدتعداداعضایآنکمتراز3باشد. a{ , , }23 5 بردتابعمجموعۀ

پس a=± 3 یا a=± 5 .بنابراین a =2 5 یاباید a =2 3 یعنییاباید
4مقدارمختلفبرایaوجوددارد.

41 تعدادجوابهای 1نیزگ 1  4
تع�داد ب�ا براب�ر  f x( )=1 معادل�ۀ
بانمودار y=1 نقطههایبرخ�وردخط
تابعfاست.ازرویشکلروبهرومعلوم
استکهتعدادایننقطههاسهتااست.

52 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 f x x x x x x( ) ( )− = − + =− − +2 2 24 8 2 12 2 4 12 

)چنینxایوجوددارد، x x− =2 4 3 بنابراین،اگرxعددیحقیقیباشدکه
مثبتاست(،آنگاه x x− − =2 4 3 0 زیرادلتایمعادلۀدرجۀدوم

 f( ) ( )=− + =3 2 3 12 6 
61 راقرارمیدهیم: 1نیزگ 1 x−1مقدار،xدرضابطۀتابعبهجای  4

 f x x x x x( ) ( ) ( )− = − − − = − +2 21 1 2 1 4 3
راقرارمیدهیم: x+1مقدارxدرضابطۀتابعبهجای

 f x x x x( ) ( ) ( )+ = + − + = −2 21 1 2 1 1

. f x f x x x x x f x( ) ( ) ( ) ( )− + + = − + = − + = +2 21 1 2 4 2 2 2 2 2 بنابراین2

71 ودرنتیجه 1نیزگ 1 x t
x
+ =
−

1
2

راه حل اولفرضمیکنیم  1

 ttx t x tx x t t x t x  t
t

( ) ,+− = + ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ = ≠
−

2 12 1 2 1 1 2 1 1
1

: t
t
+
−

2 1
1
دررابطۀدادهشدهبهجایxقرارمیدهیم

 t t t tf t
t t t

( ) ( )+ + − + += − = =
− − −

2 1 4 2 1 3 32 1
1 1 1

. xf x
x

( ) +=
−

3 3
1

،آنگاه x≠1درنتیجهاگر

،بهدستمیآید x=−1 راه حل دوماگردررابطۀدادهشدهقراردهیم
 f( )=−0 3 

اکنوندرتوابعدادهشدهدرگزینههابهجایxمقدارصفرراقرارمیدهیم.تنها
تابعگزینۀ)1(است. f( )=−0 3 تابعیکهدرآن

فصلاول

فصل دوم: آزمون ها

81 ازضابطۀاولبهدستمیآید 1نیزگ 1 x=2 برای  3
 f m( )= −2 4 2 

.ب�رایاینکهرابطه،تابعباش�د،بایدفقطیک f m( )= −2 8 وازضابط�ۀدوم
. m=2 ،پس m m− = −4 2 8 وجودداش�تهباش�د.یعنی f( )2 مقداربرای

. f( )= − =2 8 2 6 رامحاسبهکنیمکهبرابراستبا f( )2 بنابراینباید

91 وقتیک�هnتوانچهارم 1نیزگ 1 n4 آنگاهعدد n∈ اگ�ر  3
،اع�دادیگویا 4 81 و 4 16 ع�ددیطبیعیباش�د،گوی�اخواهدبود.پ�س

هستندوبقیۀاعداددادهشدهگنگهستند.بنابراین

 f f f( ) ( ) ( )+ + + = × + × =4 4 42 3 100 2 1 97 0 2

101 بهص�ورت 1نیزگ 1 میت�وان را  y x( ) | |− = −31 1 رابط�ۀ  2

نوش�ت.ب�رایه�رxدقیقاًیکمق�دارyوج�ودداردکهدر y x| |= − +3 1 1

تس�اویفوقص�دقمیکند.بنابرای�ندراینرابط�هyتابعیازxاس�ت.بقیۀ
گزینههارامیتوانبامثالنقضردکرد:



y x x y

y x x y

y x x y

| | | |,

| | ,

| | ,

= = ⇒ =±

= + = ⇒ =±

= − = ⇒ =±

2

3

1 1

1 2 5

1 2 1

111  1نیزگ 1 m m( , )−32 )و , )2 0 ب�اتوجهب�هزوجهایمرت�ب  1

نتیجهمیشود:
 m m m , ,− = ⇒ = −3 0 0 1 1

وfتابعنیست. f {( , ),( , ),( , )}= 2 0 0 1 0 2 ، m=0 اگر

وfتابعنیست. f {( , ),( , ),( , ),( , )}= 2 0 1 1 0 2 2 1 ، m=1اگر

وfتابعاست. f {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −2 0 1 1 0 2 2 1 ، m=−1اگر

باشد. −1 پسmفقطمیتواندبرابر

121 . 1نیزگ 1 f a( )=4 یا f a( ،پس1=( f( )=4 2 و f( )=1 2 چون  3
. a=5 نتیج�همیش�ود f a( )=4 واز a=3 نتیج�همیش�ود f a( از1=(

بنابراینمجموعمقادیرممکنبرایaبرابر8است.

131 ب�اتوجهبهش�کل،ج�وابنامعادلۀموردنظ�ربهصورت 1نیزگ 1  2
،4و5( −2 ، −3 ، −4 ، −5 است.بنابراین6عددصحیح) [ , ] [ , ]− −5 2 4 5

درایننامعادلهصدقمیکنند.

141 رادررابطۀدادهشدهقرارمیدهیم: 1نیزگ 1 x=2 ابتدا  4
 f f f( ) ( ) ( )− = − + ⇒ =−2 2 2 4 6 4 2 2

. f( )− =2 10 ،درنتیجه f x x x( )= −2 3 پس

151  1نیزگ 1 t≥1 و x t= −2 ،آنگاه1 t x= +2 اگ�رفرضکنیم1  2
بنابراین

 f x x x f t t t t t( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = − ⇒ = − − − = − +2 2 2 2 2 21 1 1 3 2

. f x x x( )= − +2 3 2 ،آنگاه x≥1 بنابرایناگر



)35(

161 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x x

x x x x

( )

( )

+ + = + −

+ + + = + +

3 2 3

3 2 3

6 12 2 8

6 12 10 2 2


.اگردراینتس�اویبهج�ایxقراردهیم xf x
x

( )
( )

( )

+ −
+ =

+ +

3

3
2 82
2 2

بنابرای�ن

. xf x
x

( ) −=
+

3

3
8
2
،بهدستمیآید x−2

171 ،پس 1نیزگ 1 x− ≤ <1 0 ،آنگاه x<− ≤0 1 توجهکنیدکهاگر  2

 x xf x f x
x x
( )

( ) ( )
− − +− = = =−
− −

1 1 

،پس x< ≤0 1 ،آنگاه x− ≤− <1 0 واگر

 x xf x f x
x x
( )

( ) ( )
+ − −− = = =−
− −

1 1 

. f x f x( ) ( )− =− بنابراینهمواره

181 چون 1نیزگ 1  2
 f a b b a      f a b a b( ) ( ) , ( ) ( )− = × − + = − = × + = +1 1 6 6 4 6 4

پس


f f b a a b

a b a b

( ) ( )

( )

− + =− ⇒ − + + =−

+ =− ⇒ + =−

1 6 10 6 4 10

5 10 2

. f a b a b b b( ) ( )= + = + + = −1 4 3 3 2 درنتیجه

191 اگرضابطۀدادهش�ده،متعلقبهیکتابعباش�دبایددر 1نیزگ 1  4
درضابطۀاولبا f( )2 منحصربهفردباش�د.یعنیمقدار f x( ) مقدار x=2

آنگاه ، f x x a( )= +22 اگ�ر باش�د. براب�ر دوم ضابط�ۀ در آن مق�دار

.بنابراین f a( )= −2 8 2 ،آنگاه f x ax( )= −3 2 .اگر f a( )= +2 8

 a a a a+ = − ⇒ = ⇒ =108 8 2 7 10
7


ودرنتیجه

 f a f( ) ( ) ( )= = × + =2 107 7 7 10 7 2 10 1410
7



201 زی�ر 1نیزگ 1 ش�کل ب�ه را  y y y x+ + − =3 2 33 3 0 رابط�ۀ  1
مینویسیم:


y x y x

y x y x

( ) ( )+ − − = ⇒ + = +

+ = + ⇒ =− + +

3 3 3 3

3 33 3

1 1 0 1 1

1 1 1 1
واضحاس�تکهدراینرابطهبهازایهرمقدارxدقیقاًیکمقدارyوجوددارد،
پسyتابعیازxاس�ت.برایرابطههایدیگرمیتوانمثالهاینقضزیررادر

نظرگرفت:



y y x x y y

y xy x x y y

y xy x x y y

, ,

, ,

, ,

− + = = ⇒ = =

− + = = ⇒ = =±

+ + = = ⇒ = =−

2 2

3 33 3

2 2

2 0 0 0 2

4 4 0 2

9 3 0 3

211 بردتابعثابت،یکعضودارد.بنابراین 1نیزگ 1  2

m

m  n  

m m

m n n n

mn k k k,

=

= = −

− = ⇒ =

+ = → + = ⇒ =−

+ = →− + = ⇒ =

6

6 1

2 4 6

2 4 6 2 4 1

4 6 4 10



221 وxبرابربا 1نیزگ 1 x2 اگ�رfتابع�یثابتباش�د،بایدضرای�ب  2
صفرباشند:

 a a  b b,− = ⇒ = + = ⇒ =−4 0 4 3 0 3 

. f x ab( ) ( )= + = × − + =19 4 3 19 7 دراینصورت
بنابراین

 f a b f( ) ( )+ = =1 7 

231 است. 1نیزگ 1 f x x( )= درتابعهمانی،ضابطۀتابعبهش�کل  3
بنابراین



f m n f m n

m n
m      n

m n

( ) , ( )

,

− = − =− = + =

− =− ⇒ = =
+ =

4 2 4 6 6

2 4 8 10
3 36

. mk
n

= =4
5
،بنابراین m mf k

n n
( )= = ازطرفدیگر

241 راه حل اول ابتداضابطۀتابعراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  3


x ax a x x a xf x

x x
x x a x a x

x

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
,

− + + − + + +
= =

+ +
+ − +

= = − + ≠−
+

2 4 2 4 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
2

ودرنتیجه a− =2 2 0 اس�ت.بنابراینبای�د f x x( )= ضابط�ۀتابعهمان�ی
. f a f( ) ( )− = − =−1 1 ،پس a=1

،بنابراین f( )=0 0 راه حل دوم چونتابعfهمانیاست،پس

 a a− = ⇒ =4 4 0 1
2



. f a f( ) ( )− = − =−1 1 درنتیجه

251 چ�ونfتابع�یخطیاس�ت،پ�سضابط�ۀآنبهصورت 1نیزگ 1  1
است،بنابراین f x ax b( )= +


f f a b a b a b

f f a b a b b

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− − = + − − + = − =

− = + − + =− =

2 3 2 2 3 2 8 2 46

3 3 1 3 3 2 22
. f( )− =−2 17 .بنابراین f x x( )= −3 11 و b=−11، a=3 درنتیجه

261 .دراینصورت 1نیزگ 1 f x ax b( )= + راه حل اولفرضکنید  3
f x a x b ax a b

f x a x b ax a b ax a b

( ) ( )

( ) ( ( ) ) ( )

− = − + = − +

+ = + + = + + = + +

1 1

2 2 2 2 2 2 2 4 2
.بنابراین f x f x ax a b x( ) ( )− + + = + + =− +1 2 2 3 3 3 9 21 پس


a a

f x x
a b b

( )
=− =−  ⇒ ⇒ =− + 
+ = =  

3 9 3
3 10

3 3 21 10

رادراین x=1برقراراست،پسxراه حل دوم تس�اویدادهش�دهبهازایهر
.فقطدرتابعگزینه)3(اینش�رط f f( ) ( )+ =0 2 3 12 تس�اویقرارمیدهیم:

برقراراست.

271 راحسابمیکنیمتامقادیرaوb 1نیزگ 1 f( )2 و f( )−1 ابتدا  1
بهدستآید:


f a b a

f a b b

( )

( )

− = + = =  ⇒ 
= − = =  

1 3 1

2 4 2 0 2


. f( )=−1 1 ودرنتیجه f x x x( )= −2 2 بنابراین
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281 ،پس 1نیزگ 1 x x| |= ،آنگاه x>0 ابت�داتوج�هکنیدک�هاگ�ر  1

.درنتیجه x x| |+ =0 و x x| |=− ،آنگاه x≤0همچنی�ناگ�ر. f x
x

( )= 1

تعری�فنمیش�ود، x≤0 تاب�عب�هازای
.بنابرایننمودار fD ( , )= +∞0 بنابراین

اینتابعبهصورتمقابلخواهدبود:

291 و 1نیزگ 1 fD  ( , )= + ∞0 ابتداتوجهکنیدکه  1

x xf x
xx xx

( )= = =
3

1

بنابرایننم�ودارتابعfبهصورتروبهرو
رادریکنقطهقطع y x= استوخط

میکند.

301 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
x x x xf x

xx x x x
( )

( )( )

+ + + += = =
−− − + +

2 2

3 2
1 1 1

11 1 1

fرایکواحدبهراستمنتقلکنیمنمودارتابع y
x

= 1 بنابرایناگرنمودارتابع

رادوواحدبهپایینمنتقل y x= 2 بهدس�تمیآید.همچنیناگرنمودارتاب�ع
کنیمنمودارتابعgبهدستمیآید.

درس�هنقطهنمودار x xf x
xx

( ) + += =
−−

2

3
1 1

11
مطابقش�کلزیرنمودارتابع

راقطعمیکند. g x x( )= −2 2 تابع

311 .درنتیجه 1نیزگ 1 f( )=2 2 است.پس f x x( )= ضابطۀاینتابع  3
 k k k− = ⇒ = ⇒ =14 2 2 2 12 6 

. f f( ) ( )− × = − =−14 3 6 4 4 راحسابکنیم: f( )− ×14 3 6 بنابراینباید

321 ضابطۀتابعرابهشکلزیرمینویسیم 1نیزگ 1  1
 f x kmx kx m x x k x km x m( ) ( ) ( )= − − + + = − + + −2 2 22 2 2 2 2 2 
درتابعثابت،مقدارتابعبهxبستگیندارد.پسدرضابطهنبایدxوجودداشته

بایدصفرباشند.پس x2 باشد.یعنیضرایبxو

 k

k k

km m m=

− = ⇒ =

+ = → + = ⇒ =−2

2 0 2

2 0 2 2 0 1


. k m+ =1 بنابراین

331 است.بنابراین 1نیزگ 1 f x x( )= ضابطۀتابعهمانیبهصورت  3
 a  b  a b c          , ,− = − = + − =2 0 3 1 0 

. c a b= + = + =2 4 6 و b=4 ، a=2 درنتیجه

341  1نیزگ 1 f x k( )= راه ح��ل اولضابطۀتاب�عثاب�تبهصورت  3
است.بنابراین

 x k x kax k
ax

+ = ⇒ + = −
−

2 1 2 1 3
3



برقرار k=−1 3 و ka=2 تساویفوقیکاتحاداست.پسبایدتساویهای

. a=−6 و k=− 1
3
باشند.بنابراین

 f( )=− 11
3
وتابعثابتاست،پس f( )=− 10

3
راه حل دومباتوجهبهاینکه

ودرنتیجه

f a a
a

( ) += =− ⇒ =− + ⇒ =−
−

2 1 11 9 3 6
3 3



351 ضابطۀتابعرابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  4
 f x mx mx x x m m x m x m( ) ( ) ( )= − + − − = − + − −2 2 22 4 1 2 4 

اس�ت.یعنیی�کچندجملهای f x ax b( )= + ضابطۀتوابعخطیبهش�کل
تاضابطۀتابعیکچندجملهایدرجۀاول m=1درجۀاولاست.بنابراینباید

شود،یعنی
 m f x x( )= ⇒ =− −1 2 1

. f m f( ) ( )= =−1 3 بنابراین

361 چ�ونتابعخطیاس�ت،بایدضابطۀآنی�کچندجملهای 1نیزگ 1  4
درجۀاولباش�د.پسبایدصورتومخرجکس�ردرضابطۀدادهشدهسادهشوند.
است.یعنی x+1یعنیصورتبایدبهشکلضربدوعبارتباشدکهیکیازآنها

x mx x x a x mx x a x a( )( ) ( )+ + = + + ⇒ + + = + + +2 2 22 1 2 1 
برایاینکهتساویفوقبرقرارباشدبایدداشتهباشیم

 aa m a m     , == = + → =22 1 3 
پسضابطۀتابعبهصورتزیراست:

 x xf x x x
x

( )( )
( ) ,

+ +
= = + ≠−

+
1 2 2 1

1


پسنمودارتابعبهشکلزیراست:



)37(

371 نظ�ر 1نیزگ 1 در  f x ax b( )= + بهص�ورت را تاب�ع ضابط�ۀ  3
میگیریم.بنابراین

f a b f f f a b a a b b a ab b

f a b f f f a b a a b b

a ab b

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( )

= + ⇒ = + = + + = + + =

− =− + ⇒ − = − + = − + +

=− + + =−

2

2

1 1 1

1 1

7



اگرطرفینتساویهایاخیرراازهمکمکنیم،نتیجهمیشود


a ab b a ab b a a a

a b b b f x x
a ab b

a b b b f x x

( ) ( )

( )

( )

+ + − − + + = − − ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

= ⇒ + + = ⇒ =− ⇒ = −+ + = ⇒
=− ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =− +

2 2 2 2

2

1 7 2 8 4 2

2 4 2 1 1 2 1
1

2 4 2 1 3 2 3

. f( )=0 3 یا f( )=−0 1 بنابراین
381 را 1نیزگ 1 x−1مقدارxراه ح��ل اول درضابط�ۀتابعبهج�ای  1

قرارمیدهیم:
 f x a x b x ax ax bx a b( ) ( ) ( )− = − − − + = − − + + +2 21 1 1 2 2 2 

بنابراینازرابطۀدادهشدهبهدستمیآید
 f x f x ax ax bx a b ax bx x( ) ( )− − = − − + + + − + − = +2 21 2 2 2 6 2
.چوناینرابطهبهازایهرxبرقراراست،پس ax a b x− + + = +2 6 2 بنابراین


a a

a b
a b b

− = =−  ⇒ ⇒ − =− 
+ = =  

2 6 3
8

2 5


بهازایهرمقدارxبرقرار f x f x x( ) ( )− − = +1 6 2 راه حل دومچونرابطۀ
همبرقراراست: x=1 است،پسبهازای

f f a b a b a b( ) ( ) ( )− = ⇒ − − + = ⇒ − + − = ⇒ − =−0 1 8 2 2 8 2 2 8 8 
391 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

f
xf x      D

x x x
( ) , { }

( )( )
+= = = − ±

+ − −
1 1 1

1 1 1


رایکواحدبهس�متراس�تمنتق�لکنیمنمودارتابع y
x

= 1 اگرنمودارتابع

بهدستمیآید. y
x

=
−
1

1

و y=0 بنابرای�ننمودارتابعfبهصورتش�کلرس�مش�دهاس�تک�هخطوط

راداشتهباشد − 1
2
راقطعنمیکند.پسkفقطمیتواندمقادیر0و y=− 1

2

است. − 1
2
کهمجموعآنهابرابر

401 ، 1نیزگ 1 x<0 وبرای f x x( )= و x  x| |= ، x≥0 ب�رای  2
.نمودارتابعهایfوgرادرشکلزیررسمکردهایم.از f x( )=0 و x  x| |=−

رویاینشکلمعلوممیشودکهنمودارهادردونقطهمتقاطعاند.

411 منفیباشد. 1نیزگ 1 x2 چونس�همیماکزیممدارد،بایدضریب  4
پسگزینههای)1(و)2(نادرستهستند.باتوجهبهشکلدادهشدهطولرأسسهمی

ودرگزینۀ)4( x
( )

=− =
−
4 2

2 1
عددیمنفیاست.درگزینۀ)3(طولرأسسهمی

است.پسگزینۀ)4(درستاست. x
( )
−=− =−
−
4 2

2 1
طولرأسسهمی

421 اس�ت.عرضرأس 1نیزگ 1 x
k k
−=− =2 1
2

طولرأسس�همی  3

.چونرأسس�همی y k
k k k

( ) ( )= − + = −21 1 12 2 2 س�همیراپیدامیکنیم:

. k −= 1
2

درنتیجه
k k

( )− =−1 12 2 است،پس y x=−2 رویخط

431  1نیزگ 1 y mx m x m= + +2 22 3 محورتقارنسهمیبهمعادلۀ  2

.بهاین m=−2 ،یعنی m− =2 اس�ت.بنابرای�ن my m
m

=− =−
22

2
خط

،کهعرضرأسآنبرابر y x x=− + −22 8 6 ترتیب،معادلۀس�همیمیشود

. ac b
a

( )( )

( )

× − − −− = =
−

22 4 2 6 84 2
4 4 2

استبا

441 راه ح��ل اولباتوجهبهش�کلمحورتقارنس�همیداده 1نیزگ 1  2

 x −= =3 1 1
2

میگذرد،پسمعادلۀآن  ( , )−1 0 )و , )3 0 ش�دهازوس�طنقاط

اس�ت.ازطرفدیگرب�اتوجهبهمعادلۀداده

اس�ت. bx
a

=
2

ش�ده،ط�ولرأسس�همی

. b
a
=2 .درنتیجه b

a
=1

2
بنابراین

)عبورکردهاست،پسمختصاتایننقطه , )−1 0 راه حل دومسهمیازنقطۀ

درمعادلۀسهمیصدقمیکنند.بنابراین

 a b c a b c      (1)( ) ( )= − − − + ⇒ + + =20 1 1 0 

)عبورکردهاست،پس , )3 0 همچنینسهمیازنقطۀ

 a b c      (2)− + =9 3 0 
دوطرفمعادلۀ)1(راازدوطرفمعادلۀ)2(کممیکنیم:

 ba b c a b c a b a b
a

− + − − − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =9 3 0 8 4 0 8 4 2 

است.از b
a
برابر ax bx c− + =2 0 راه حل سوم مجموعجوابهایمعادلۀ

هستند. x=3 و x=−1طرفدیگرباتوجهبهشکل،جوابهایاینمعادله

. b
a

( )= + − =3 1 2 بنابراین
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451  1نیزگ 1 c−2 راه ح��ل اولب�اتوجهبهنم�وداردادهش�ده،cو  1
هستند.بنابراین ax bx c+ + =2 0 جوابهایمعادلۀ


b bc c c b ac
a a ac b
cc c c ac
a a

( )

 − =− = ⇒ =  ⇒ ⇒ + =− 
 − = − = ⇒ =−  

2
1

1 12 2
2



راه ح��ل دومب�اتوج�هب�هنم�وداردادهش�ده،cیک�یازجوابه�ایمعادل�ۀ
است.بنابراین ax bx c+ + =2 0

 cac bc c ac b ac b≠+ + = → + + = ⇒ + =−02 0 1 0 1 

461 ب�رایآنک�هنم�وداریکس�همی،مح�ورxرادردوطرف 1نیزگ 1  1
منفیباشد.پس y=0مبدأمختصاتقطعکند،بایدحاصلضربجوابهایمعادلۀ

 m m
m
− < ⇒ < <2 0 0 2 

471 درحالتهایزیرنمودارتابعدرجۀدومازناحیههایاولو 1نیزگ 1  2
دومصفحۀمختصاتعبورنمیکند.

دراینمعادله x2 حداکثریکجوابداردوضریب f x( )=0 بنابراینمعادلۀ
منفیاست.



a m m

m m

m m

m m

IÄ

( )

( ) ( )

( )

= − < ⇒ <

∆≤ ⇒ − − ≤ ⇒ − ≥

 − ≥ ⇒ ≥




− ≤− ⇒ ≤


2 2

1 0 1 1
10 1 4 1 0 1
4

1 31
2 2

2
1 11
2 2



. m≤1
2
ازاشتراکناحیههای)1(و)2(نتیجهمیشود

481 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 mac b m m
a a

( )−∆ −− = = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
2 4 2 364 5 5 2 9 5 7

4 4 4


491 ب�ا 1نیزگ 1 براب�ر ش�ده اس�تفاده نردهه�ای ط�ول مجم�وع  3
.همچنی�نمس�احتکلزمین x y= −4 200 3 اس�ت.پس y x+ =3 4 200

.درنتیجه A xy=2 برابراستبا

 A xy xy y y y y( ) ( )= = × = − = − 21 1 12 4 200 3 200 3
2 2 2



بنابراین


yA y y y y   

y

( ) (( ) )

( )

= − =− − =− − −

= − − ≤

2 2 2

2

200 100 100002 200 3 3 3
3 3 9

10000 100 100003
3 3 3



است. 5000
3

،یعنیحداکثرمساحتاصطبلبرابر A≤5000
3

بنابراین

501 ب�اتوج�هب�هش�کلزیر 1نیزگ 1  2
میتواننتیجهگرفتمحیطمستطیلبرابراستبا

x x x x

x x

x

( )

( )

( )

+ − =− + +

=− − + +

=− − + ≤

2 2
0 0 0 0

2
0 0

2
0

2 2 4 2 4 8

2 2 1 10

2 1 10 10
درنتیجهبیشترینمحیطمستطیلبرابراستبا10.

511 مختصاترأسسهمیراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  4

x y ( ) ( )−=− = ⇒ = − + =
×

22 1 1 1 23 2 1
2 3 3 3 3 3

عددیمثبت x2 )اس�توچونضری�ب , )1 2
3 3

بنابرای�نرأسس�همینقطۀ

است،پسسهمیدارایپایینتریننقطهاست،یعنیگزینۀ)4(درستاست.

521 است 1نیزگ 1 a( , )−1 2 نقطۀ y ax ax= − +2 2 2 رأسسهمی  3

قراردارد.پس y bx bx= + +2 2 1 کهرویسهمی
a b b a b ( )− = + + ⇒ + − =2 2 1 3 1 0 1

اس�تکهرویس�همی b( , )− −1 1 نقط�ۀ y bx bx= + +2 2 رأسس�همی1

قراردارد.پس y ax ax= − +2 2 2
b a a b a ( )− = + + ⇒ =− −1 2 2 3 1 2

 a a( )+ − − − =3 3 1 1 اگردرمعادلۀ)1(مقدارbراازمعادلۀ)2(قراردهیم،آنگاه0

. a b+ =0 ودرنتیجه b=1
2
.بنابراین a=− 1

2
درنتیجه

531  1نیزگ 1 y ax bx c= + +2 س�همی تق�ارن مح�ور معادل�ۀ  1

است.درنتیجه bx
a

=−
2

بهصورت

 m m m m m
m( )
−− = ⇒ − =− + ⇒ = ⇒ =
−
2 1 33 4 2 4 6

2 3 4 2 2

541 OA،پسمح�ورتقارن 1نیزگ 1 OB< توج�هکنیدک�هچ�ون  4

bوaیعنیعلامت، b
a

− >0
2

س�همیپارهخطOBراقطعمیکند.درنتیجه،

،در a>0 فرقمیکند.ازطرفدیگر،چونس�همیپایینتریننقطهدارد،پس
.ازطرفدیگر،عرضنقطۀتلاقیس�همیومحورyمنفیاس�ت، b<0 نتیجه

. bc>0 .بهاینترتیب، c<0 پس
551 .طول 1نیزگ 1 c=0 )عبورمیکن�د،پس , )0 0 س�همیازنقط�ۀ  2

.عرض b a=−2 درنتیجه b
a

− =1
2

اس�ت.پ�س x=1رأسس�همیبرابر

،بنابراین y=−1 رأسسهمیبرابراستبا

 b aa b a a a=−× + × =− → − =− ⇒ =221 1 1 2 1 1
. b=−2 بنابراین

561 و 1نیزگ 1 x=4 ب�اتوج�هبهاینکهس�همیمح�ورطوله�ارادر  1
 f x k x x( ) ( )( )= + −2 4 قطعکردهاس�ت،معادلۀسهمیبهشکل x=−2

است.بنابراین f( )−4 1 است.ازطرفدیگرمساحتمستطیلبرابر
 f f( ) ( )− = ⇒ − =4 1 8 1 2 
 k k( )( )− + − − = ⇒ =− 21 2 1 4 2

5
پس

ی�ا  f x x x( ) ( )( )=− + −2 2 4
5

ش�کل ب�ه س�همی معادل�ۀ بنابرای�ن

. c=16
5

استودرنتیجه f x x x( )=− + +22 4 16
5 5 5



)39(

571 وعرض 1نیزگ 1 x2 باتوجهبهش�کلمعلوممیش�ودضری�ب  4
نقطۀتقاطعسهمیبامحورyمثبتاست.درنتیجه

 m m           (1),+ > >2 0 0 
ازط�رفدیگر،چونمجموعضرایبصفراس�ت،بنابرای�ن،جوابهایمعادلۀ

و1هستند،کهباتوجهبهشرط)1(هردومثبتهستند. m
m+2

اعداد y=0

)است. , )+∞0 بنابراینحدودmبازۀ
581 ابت�داتوجهکنیدکهنمودارتابعfیکس�همیاس�تکه 1نیزگ 1  1

ماکزیم�مدارد.بنابرای�ندرحالتکلیبایدبهصورتهایزیرباش�دتاازناحیۀ
اولصفحۀمختصاتعبورکند.

دوجوابداش�تهباشدکههردومنفینباشندیا f x( )=0 بنابراینبایدمعادلۀ
باشد،آنگاه x=0 اینکهیکیصفرودیگریمنفینباش�د.اگریکیازجوابها
درمیآیدک�هازناحیۀاولصفحۀ f x x( )=− 2 ومعادل�هب�هصورت m=0
منف�ی ج�واب دو داش�تن ش�رط پ�س نمیکن�د. عب�ور مختص�ات

رابررسیمیکنیم: b c  
a a

 ( , , )∆> − < >0 0 0


m c m m

am m  
b mm a

IÄ      ,

>  > ⇒− > ⇒ < ∆> ⇒ + > ⇒ 
 − < ⇒ <<−  

2
0 0 2 0 0

0 8 0
0 08



. m>0 ،نبایدبرقرارباشدودرنتیجه m<0 پس

591 βنش�انمیدهیم.دراین 1نیزگ 1 αو جوابهایمعادلهرابا  1
و k( )α+β=− −2 =α+β،چ�ون αβ2 ص�ورتطب�قف�رضمس�ئله،

.بنابراین k=−2 پس k k− + =−2 2 ،بنابراین kαβ=−

f x x x x x x( ) ( ) ( )=− − + =− + + =− + + ≤2 2 22 4 1 2 2 1 2 1 3 3
برابر3است. f x( ) پسبیشترینمقدار

601 ط�ولاض�لاعقائمهراباbوcنش�انمیدهی�م.دراین 1نیزگ 1  2
.ازطرفدیگر، b c+ =8 صورت

S bc b b b b( ) ( )= = − = − 21 1 18 8
2 2 2

بهدستمیآید.در b
( )
−= =
−
8 4

2 1
بهازای b b− 28 بیش�ترینمقدارعبارت

. ( )× − = =21 168 4 4 8
2 2

نتیجه،بیشترینمقدارSبرابراستبا

611 )عبورمیکند،طولرأسسهمی 1نیزگ 1 , )−0 1 س�همیازنقطۀ  2

 ac by
a

( )( )

( )

− − −−= = =
−

2 4 1 1 164 3
4 4 1

وع�رضآن bx
a ( )
− −= = =

−
4 2

2 2 1
)ونمودارآنبهش�کلزیراس�ت. , )2 3 اس�ت،درنتیج�هرأسس�همینقطۀ

بنابرایناینسهمیازناحیۀدومنمیگذرد.

621 دارایپایینتریننقطه 1نیزگ 1 y x x= −2 2 س�همیبهمعادلۀ  1
 y ax bx c= + +2 است.پسسهمیبهمعادلۀ y=−1و x=1بهمختصات

)است.بنابراین , )−1 1 )عبورمیکندورأسآن , )−0 2 ازنقطۀ

b  a

bx b a
a

y a b a b

a a  

c c

a b

Âµ¿w##táHn Ï¼Š  

Âµ¿w##tHá n#ƒo–  

 

:

: ( ) ( )

,= −

=− = ⇒ =−

= + − =

− = + + ⇒

− ⇒ + =

→ − = ⇒ =− =

=−

2

2

2 0 0 2

1 2
2
1 1 2 1 1

2 1 1 2
. abc ( )( )( )= − − =1 2 2 4 بنابراین

631  1نیزگ 1 x=2 خط y x x= − +2 4 محورتقارنسهمیبهمعادلۀ1  2

است.پس ax=
2

2
خط y ax a x= −2 3 استومحورتقارنسهمیبهمعادلۀ

 a a a= ⇒ = ⇒ =±
2 22 4 2

2


641  1نیزگ 1 b ac
a
− >

2 4 0
4

رابهص�ورت b c
a
>

2

4
ابت�دانابراب�ری  4

است، b ac
a
−−

2 4
4

مینویس�یم.میدانیمعرضرأسس�همیموردنظربرابر

کهمنفیاست.درنتیجهبایدعرضرأسسهمیموردنظرمنفیباشد،بنابراین
دربینگزینههایدادهشدهگزینۀ)4(میتوانددرستباشد.

651 اس�ت.مختصات 1نیزگ 1 y ax bx c= + +2 معادل�ۀس�همی  4
نقاطدادهشدهرادرمعادلۀسهمیقرارمیدهیم:


x y a b c

x y a b c

x y a b c

  (1)

  (2)

  (3)

,

,

,

=− = ⇒ = − +

= = ⇒ = + +

= = ⇒ = + +

1 0 0

1 4 4

2 9 9 4 2



اگردوطرفمعادلۀ)1(راازدوطرفمعادلۀ)2(کمکنیم،بهمعادلۀزیرمیرسیم:
 a b c a b c b b( )− = + + − − + ⇒ = ⇒ =4 0 4 2 2 

درمعادلههای)1(و)3(بهجایbمقدار2راقرارمیدهیمودستگاهمعادلات
زیرراحلمیکنیم:


a c a c a

a c a c c

− + = + = =    ⇒ ⇒  
+ + = + = =    

2 0 2 1

4 4 9 4 5 1


( , )−2 1 اس�ت.اینس�همیازنقطۀ y x x= + +2 2 بنابراینمعادلۀس�همی1
عبورمیکند.

661 چونسهمیماکزیممدارد،پس 1نیزگ 1  1
 m m+ < ⇒ <−1 0 1

همچنین،سهمیمحورxراقطعنمیکند،درنتیجهدلتایمعادلۀآنمنفیاست:
 m m( ) ( )∆= + + + <21 16 1 0 

،در m+ <1 0 میرس�یم.میدانیم m m( )( )+ + <1 17 0 بنابراینبهنامعادلۀ
. m ( , )∈ − −17 1 .بنابراین m>−17 ،پس m+ >17 0 نتیجه

671 اگرنمودارتابعfفقطازناحیۀس�ومعبورنکند،آنگاهاز 1نیزگ 1  2
مثبت x2 ناحیهه�ایاول،دوموچهارمعب�ورمیکند.)توجهکنیدکهضریب
دوجواب f x( )=0 اس�توس�همیکمترینمق�داردارد.(پ�سبایدمعادل�ۀ
داشتهباشدکهیاهردومثبتباشندیایکیمثبتودیگریصفرباشد.بنابراین



فصل دوم: آزمون ها
)40(



m m m

b m m
a

c m m
a

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( )

( , ] ( )

∆> ⇒ + > ⇒ ∈ −∞ − +∞

− > ⇒− > ⇒ ∈ −∞

≥ ⇒− ≥ ⇒ ∈ −∞

20 4 0 4 0 1

0 0 0 2

0 0 0 3





. m ( , )∈ −∞ −4 ازاشتراکمجموعۀجوابهای)1(،)2(و)3(نتیجهمیشود

681 ازشکلروبهرووفرض 1نیزگ 1  3
مسئلهنتیجهمیشود

a b a b b a( )+ = ⇒ + = ⇒ = −2 24 12 12

. l a b a a a a( )= + = + − = − +2 2 2 2 2 212 2 24 144 اکن�ونتوجهکنیدکه

.
a

( )− − × ×∆− =− =
×

224 4 2 144 72
4 4 2

براب�راس�تبا l2 کمتری�نمق�دار

بنابراین
l l≥ ⇒ ≥2 72 6 2

691 )گذشتهاست،پس 1نیزگ 1 , )−0 2 چوننمودارتابعfازنقطۀ  3
 f c( )=− ⇒ =−0 2 2 

هس�تند،در x bx c− + + =2 0 جوابهایمعادلۀ x2 و x1 ازط�رفدیگر،

.بنابراین x x c=− =1 2 2 و x x b+ =1 2 نتیجه


x x  x x x x x x  x x

b  b

( )+ − = ⇒ + − − =

− × = ⇒ =

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

3 342 2 42
2 2

7 2 42 49
2



fدرنتیجهبیشترینمقدارتابع. ac b
a
− 24

4
عرضرأسس�همیبرابراس�تبا

. ( )( )

( )

− − −
=

−
4 1 2 49 41

4 1 4
برابراستبا

701 ازفرضمسئله،معلوممیشودکه 1نیزگ 1  2
x y®§ #ˆÃd¶{ = + =3 2 4

بایدمس�احتپنجرهبیش�ترینمقدارممکنش�ود.درنتیجه
مساحتپنجرهراحسابمیکنیم:

S x xy S x xy= + ⇒ = +2 23 4 3 4
4

،پس y x= −2 4 3 چون

S x x y x x x x x( ) ( )= + × = + − = − +2 2 24 3 2 2 3 2 4 3 3 6 8

ازای ب�ه ف�وق عب�ارت مق�دار بیش�ترین ، − <3 6 0 چ�ون

بهدستمیآید. x
( )

−= =
− −

8 4
2 3 6 6 3

711 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
xx x       x

x x
,+ = ⇒ =− − = ⇒ = ⇒ =

+ +
11 0 1 1 0 0 0

1 1
. fD  { , }= − −0 1 بنابراین

721 ریشههایمخرجکسررابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  3


x x x x

x x  x x     

( )( )

,

− + = ⇒ − − =

= ⇒ =± = ⇒ =±

4 2 2 2

2 2

3 2 0 1 2 0

1 1 2 2

.پسچهارعدددردامنۀتابعقرارندارند. fD { , }= − ± ±1 2 بنابراین

731 مخرجکس�ررامس�اویصفرقراردادهوریشههایآنرا 1نیزگ 1  2
بهدستمیآوریم:


x x x x

x x x       x x x

| | | | | | | |

,

− − = ⇒ = −

= − ⇒ =− =− + ⇒ =

2 1 0 2 1
12 1 1 2 1
3

دردامنۀتابعقرار 1
3
و .بنابرایندوعدد1− fD { , }= − − 11

3
 درنتیجه

است. − 2
3
ندارندکهمجموعآنهابرابر

741 دامنۀتابعباشد،بایدمخرجکسرضابطۀ 1نیزگ 1 برایاینکه  1
تابعریشهنداشتهباشد.بنابراین

 m m m∆= − < ⇒ < ⇒− < <2 216 0 16 4 4

751 راحلکنیم.باتوجهبهجدول 1نیزگ 1 x
x
− ≥
+

9 0
2

بایدنامعادل�ۀ  2

است. x− < ≤2 9 تعیینعلامتزیر،جوابنامعادلهبهصورت
x

x
x

−∞ − +∞

− − + −
+

2 9

9 0
2

. a b− =−11 و b=9 ، a=−2 .درنتیجه fD ( , ]= −2 9 پس

761 شرطهایزیربرایتعییندامنهوجوددارد: 1نیزگ 1  3


x x       x x

x x x x x x x

,− ≥ ⇒ ≥ − ≥ ⇒ ≤

− − − ≠ ⇒ − ≠ − ⇒ − ≠ − ⇒ ≠

1 0 1 7 0 7

1 7 0 1 7 1 7 4
.پسعددهایصحیح6،5،3،2،1و7دردامنۀ fD [ , ] { }= −1 7 4 بنابراین

تابعقراردارند.

771 . 1نیزگ 1 fD x x x m{ | }= + + − ≥2 22 2 0 توج�هکنی�دکه  2

، ∆≤0 ،باید x x m+ + − ≥2 22 2 0 برایاینکههمواره
 m m m m( )∆= − − ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 2 22 4 2 0 4 8 4 0 1 1 1

وبیشترینمقدارآنبرابر1استکه بنابراینکمترینمقدارممکنmبرابر1−
اختلافآنهابرابر2است.

781 اینکه 1نیزگ 1 برای  2
به y f x( )= −2 ازنم�ودارتابع
برس�یم، y f x( )= نم�ودارتابع
کافیاس�تآنرادوواحدبهچپ

منتقلکنیم.

راتعیین x
f x( )

،عب�ارت xg x
f x

( )
( )

= ب�رایبهدس�تآوردندامنۀتابع

علامتمیکنیم:



x
f x

x
x

f x

( )

( )

−∞ − − +∞
+ − + + −
− − − + +

− + − + −

5 3 0 2
0 0 0

0

0

،پسدامنۀتابعgشاملسهعددصحیحاست. gD ( , ) [ , )= − −5 3 0 2 بنابراین

نت

ت
ن

ت
ن

ت
ن



)41(

791 تساویهایزیربایدبرقرارباشند: 1نیزگ 1  2

 a

a

a a

a b a b b b

a c a c c c

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

=

=

= ⇒ =

+ = ⇒ + = → + = ⇒ =−

+ = ⇒ + = → + = ⇒ =

4

4

1 2 1 8 4

2 2 2 5 2 5 8 5 3

3 5 3 5 4 5 1

. a b c+ + =2 بنابراین

801  1نیزگ 1 g x x x( )= −6 و f x x x( )= − 26 تابعهای  2
برابرند،زیرا

f gD D   f x x x x x x x g x[ , ], ( ) ( ) ( )= = = − = − = − =20 6 6 6 6

وهمینطورتابعهای g x x x( )= −3 و f x x x( )= −2 3 تابعه�ای

دامنۀیکسانندارند،پسبرابر g x x x( )= +3 و f x x x( )= +2 3

دامنۀیکس�ان g x x( )= −3 و f x x x( )= − +2 6 9 نیس�تند.تابعه�ای
دارند،اماضابطۀبرابرندارند،زیرا

f x x x x x g x( ) ( ) | | ( )= − + = − = − ≠2 26 9 3 3

811 س�هکس�ردرضابطۀتابعوجوددارد.مخ�رجهریکرا 1نیزگ 1  4
برابرصفرقرارمیدهیم:


x x      x x

 x x
x

,+ = ⇒ =− − = ⇒ =

− = ⇒ + − = ⇒ =
+

1 0 1 2 0 2

41 0 1 4 0 3
1

.پ�سحاصلضربعددهاییک�هدردامنۀ fD { , , }= − −1 2 3 بنابرای�ن
است. −6 تابعقرارندارندبرابر

821 مخرجکسررامساویصفرقرارمیدهیموریشههایآن 1نیزگ 1  3
رابهدستمیآوریم:



x x x x x x

x x x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) , ,

− − + = ⇒ − − + =

− − − = ⇒ − − =

− + − = ⇒ = =− =

3 2 3 2

2 2 2

2 2 0 2 2 0

1 2 1 0 1 2 0

1 1 2 0 1 1 2



.پسسهعدددردامنۀتابعقرارندارند. fD { , , }= − −1 1 2 بنابراین

831 دردامنۀتابعنیس�ت،پ�سمخرجحداقل 1نیزگ 1 x=4 چون  3
یکیازکسرهایضابطۀتابعراصفرمیکند.بنابراین


x

x

x a a a

a ax  a
x a a

=

=

− = → − = ⇒ =

+ +− = → − = ⇒ =
− −

4

4

0 4 0 4

1 10 4 0 3
4

پسحاصلجمعمقادیرممکنبرایaبرابر7است.

841 چونفقطیکعددحقیقیدردامنۀتابعقرارندارد،پس 1نیزگ 1  2
بایدفقطیکجوابداش�تهباشد.دردوحالتاین m x x+ + =2 2 1 0 معادلۀ

اتفاقمیافتد.
حالت اولمخرجریشۀمضاعفداشتهباشد:

 m m∆= − = ⇒ =±2 11 4 0
2

. n=−2 ریشۀمخرجاست،درنتیجه x=−2 دراینحالت
برابرصفرباشد. x2 حالت دوممخرجعبارتدرجۀاولباش�د،یعنیضریب

. n=−1 ریشۀمخرجاست.درنتیجه x=−1 و m=0 دراینحالت
،2است. n پسحاصلضربمقادیرممکنبرای

851  1نیزگ 1 a x bx| |− + =1 جوابهایمعادلۀ0 x=2و x=−1باید  1
باشند،بنابراین


x  

x

a x bx a b

a x bx a b

| |

| |

= −

=

− + = → + + =

− + = → − + =

1

2

1 0 1 0

1 0 2 2 1 0

. ab= 3
16

ودرنتیجه b=− 1
4
و a=− 3

4
بنابراین

861 شرطهایزیربرایتعییندامنۀتابعوجوددارند: 1نیزگ 1  3


x x  x x

x x x x

     ,− ≥ ⇒ ≤ + ≥ ⇒ ≥−

+ − ≠ ⇒ + ≠ ⇒ + ≠ ⇒ ≠

3 0 3 2 0 2

2 2 0 2 2 2 4 2
،1و3در 0 ، −1 ، −2 وعدده�ایصحی�ح fD [ , ] { }= − −2 3 2 بنابرای�ن

دامنۀتابعقراردارند.

871 اس�ت.بنابرای�نعب�ارت 1نیزگ 1 [ , ]−3 2 دامن�ۀتاب�عfب�ازۀ  3

 ( , )− −3 2 بای�درویای�نبازهنامنفیباش�دورویبازۀ ax bx a+ +2 22

 ax bx a+ + =2 22 0 جوابهایمعادلۀ x=−3 و x=2 منفیباش�د.پس
قراردهیممقدارعبارت −3 هس�تند.یعنیاگربهجایxیکبار2وباردیگر

برابرصفرخواهدشد:
a b a I a b a

a b a a b a

a a
a a a a

  

( )

( ) ,

 × + + = + + = ⇒+ 
× − + = − + =  

+ =
+ = ⇒ = =−

2 2

2 2

2

3 4 2 2 0 12 6 6 0
2 9 3 2 0 18 6 4 0

30 10 0
10 3 0 0 3

)I(ازمعادلۀ a=−3 واگ�ر b=0 ازمعادل�ۀ)I(نتیجهمیش�ود a=0 اگ�ر
 b b− + + = ⇒ =−12 2 18 0 3 نتیجهمیشود
قابل a b= =−3 .پ�سفق�ط fD = و f x( )=0 آنگاه a b= =0 اگ�ر

. a b+ =−6 قبولاستودرنتیجه

881 راحلکنیم.مطابقجدولتعیین 1نیزگ 1 f x

x x

( )
≥

−2
بایدنامعادلۀ0  4

است. x x xIÄ IÄ=− < < < ≤1 0 1 1 علامتزیرجوابنامعادلهبهصورت2

. gD { } ( , ) ( , ]= −1 0 1 1 2  بنابراین



x
f x

x x
f x

x x

( )

( )

−∞ − − +∞
− − − +

− + + + − + +

− − + +
−

2

2

2 1 0 1 2
0 0 0

0 0

0

891 وتابعfباتابعg 1نیزگ 1 g x ax b( )= + راه حل اول فرضکنید  2

 x mx ax b
x

− + = +
−

2 3
3

تساوی x≠3 برابرباشد.دراینصورتبهازایهر

برقراراست.پس
x mx ax b ax bx ax a b x b( )− + = + − − =− + − +2 2 23 3 3 3 3

برقراراست.بنابراین x≠3 تساویبالابهازایهر
a  
b

a      b b  m a b m     , , = −
=

=− = ⇒ = − = − → =1
11 3 3 1 3 4

درستباشد.پس f g( ) ( )=3 3 .همچنینبایدتساوی g x x( )=− بنابراین1+
f n     g n( ) , ( )= =− + =− ⇒ =−3 3 3 1 2 2

. m n+ =2 درنتیجه

ت
ن

ت
ن



فصل دوم: آزمون ها
)42(

س�اده x mx
x

− +
−

2 3
3

راه ح��ل دوم برایاینکهتابعfخطیباش�د،بایدکس�ر

داش�تهباشد.پسصورتکسربه x−3 ش�ود.یعنیبایدصورتکسرعامل
صفرمیشود. x=3 ازای

m m

x xx mx x x x
x x x

( )( )

( )

− + = ⇒ =

− −− + − += = =− +
− − − −

2 2

9 3 3 0 4

1 33 4 3 1
3 3 3

پسنمودارتابعfبهصورتزیراست:

x x
f x

n x
( )

− + ≠=
=

1 3

3


،بنابراین n=−2 آنگاهتابعfخطینیست.پس n≠−2 واضحاستکهاگر
 m n+ =2 

901 ضابطۀدوتابعرامساویقرارمیدهیم: 1نیزگ 1  3



bx c cx bc bx
x b

c bc b
c c

bc c b

,

,

+ = ⇒ + = +
+

 = ==  ⇒ × = ⇒ 
=  =− =−

2 8 2
8

1 48 28 2
2 1 4

2

دردامن�ۀتابعfقرار x=− 1
2
.بنابرای�ن xf x

x
( ) +=

+
4 2
8 4

،آنگاه b=4 اگ�ر

ودرنتیجه a=− 1
2
نداردودردامنۀتابعgنیزنبایدقرارداش�تهباش�د.پس

 a=1
2
کهنتیجهمیش�ود xf x

x
( ) − +=

−
4 2

8 4
، b=−4 .درحالت ab

c
=−4

. ab
c
=4 و

911 عددهای�یک�همخرجضابط�ۀتابعراصف�رمیکنند،در 1نیزگ 1  1
 x a x a( )− + + =3 1 0 ج�وابمعادلۀ x=2 دامن�ۀتابعق�رارندارن�د.پس

است.پس
 a a a( )− + + = ⇒ =8 2 1 0 6

اس�ت.دامن�ۀتابعرا f x
x x

( )=
− +3

1
7 6

بنابرای�نضابط�ۀتابعبهصورت

بهدستمیآوریم:
 x x x x x x   x   x( )( ) , ,− + = ⇒ − + − = ⇒ = = =−3 27 6 0 2 2 3 0 2 1 3

. fD { , , }= − −1 2 3 درنتیجه

921 شرایطزیربرایتعییندامنۀتابعوجوددارد: 1نیزگ 1  3


x x

x x x x

− ≥ ⇒ ≥

− − ≥ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤

12 1 0
2

174 2 1 0 2 1 4 2 1 16
2

. a b+ =9 و b=17
2
، a=1

2
.پس fD [ , ]= 1 17

2 2
بنابراین

931 ه�ردوعب�ارترادیکالیبای�دبامعنیباش�ند.درنتیجه 1نیزگ 1  3

.ب�اتوجهبهجدولهایتعیینعلامتزیرمجموعۀ x
x
− ≥
+

0
5

و x
x
− ≥

216 0

)ومجموع�ۀجوابهاینامعادلۀ , ] ( , ]−∞ −4 0 4 جوابه�اینامعادلۀاول

)است.بنابرایندامنۀتابعfبرابراستبا , ]−5 0 دوم

(( , ] ( , ]) ( , ] ( , ]−∞ − − = − −4 0 4 5 0 5 4  



x

x

x

x
x

−∞ − +∞

− − + + −

− − + +

− + − + −

2

2

4 0 4

16 0 0

0

16 0 0


x

x
x

−∞ − +∞

− − + −
+

5 0

0
5

. a b+ =−9 و b=−4 ، a=−5 بنابراین

941 شرطتعییندامنهبهصورتزیراست 1نیزگ 1  3
 a x ax b( )+ + + ≥22 0 

)باش�د،مگر , ]−∞ 3 مجموع�ۀجوابه�اینامعادلۀفوقنمیتواندبهصورت

.درنتیجه a+ =2 0 درجۀاولباشد،یعنی a x ax b( )+ + +22 اینکهعبارت
درمیآید: x b− + ≥2 0 .پسنامعادلهبهصورت a=−2

 f
b bx b x D ( , ]− + ≥ ⇒ ≤ ⇒ = −∞2 0
2 2

. b=6 ودرنتیجه b=3
2

بنابراین

951 بهدس�ت 1نیزگ 1 x f x( )− ≥3 0 دامن�ۀتابعgازحلنامعادلۀ  3
میآی�د.باتوجهبهجدولتعیی�نعلامتزیر،مجموعۀجوابهایایننامعادله

استکهشاملچهارعددصحیحاست.   [ , ] { , }−1 2 1 0



x

x

f x

x f x

( )

( )

−∞ − − +∞

− + + + − − −

− − + −

− − − − +

3

3

2 1 0 1 2

0

0 0 0

0 0 0

961 راه حل اولنمودارتابعبهش�کلزیراست.واضحاست 1نیزگ 1  1
. a b+ .درنتیجه1= b=1 و a=0 است.پس [ , ]− 0 1 کهبردتابع

 x x f x( )> ⇒ − > ⇒ >2 4 2 3 1 1 ،آنگاه x>2 راه حل دوماگر
 x f x( )+ < ⇒ <2 0 0 ،آنگاه x<−2 اگر
.درنتیجه b=1 و a=0 .پس fR   ( , ) ( , ) [ , ]= −∞ +∞ = −0 1 0 1  پس

a b+ =1

ت
ن

نت



)43(

971 .نمودارتابعfدردوحالت 1نیزگ 1 f x ax b( )= + فرضکنید  3
رادرشکلهایزیررسمکردهایم. a<0 و a>0

.پس f( )=2 و1 f( )=−1 2 ،آنگاه a>0 اگر


a b a

f x x f
a b b

( ) ( )
+ =− =  ⇒ ⇒ = − ⇒ =− 
+ = =−  

2 3 43 5 1
32 1 5



،پس f( )=−2 2 و f( )=1 1 ،آنگاه a<0 اگر


a b a

f x x f
a b b

( ) ( )
+ = =−  ⇒ ⇒ =− + ⇒ = 
+ =− =  

1 3 43 4 0
32 2 4



981 نم�ودارتابعfبهصورتزیراس�ت.واضحاس�تکهبرد 1نیزگ 1  1
است.  [ , ]−1 0 تابعfبازۀ

991 تاب�ع 1نیزگ 1 دامن�ۀ اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  3
ب�ازۀ آن ب�رد باش�د، حقیق�ی اع�داد مجموع�ۀ  f x x ax( )=− − +2 4 1

اس�ت.دراینحالتنمودارتابعfیکسهمیاستوباحذف a( , ]−∞ + 21 4
ی�کعددازدامنهمطابقش�کلزیر،عددیازبردحذفنمیش�ود،مگراینکه
طولرأسس�همیراحذفکنیم.بنابراینطولرأسس�همیبرابر4وعرضآن

است: a+ 21 4 برابر


a x a

 y a b

Âµ¿w táHn Ï¼ö

Âµ¿w táHn Æoø

( )
−= =− = ⇒ =−
−

= = + = + ⇒ =2

4 4 2
2 1

1 4 1 16 17


. a b+ =15 بنابراین

1001 راه حل اولابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x xxx g x x x x

x x
g x f x a

( )( )( )
( )

( ) ( )

− + +−≠ ⇒ = = = + + +
− −

= ⇒ =

24 3 21 1 111 1
1 1
1

ازطرفدیگر،
x g x g b f g f b            ( ) ( ) , ( ) , ( ) ( )= ⇒ = = = = ⇒ =1 1 1 4 1 1 4

. a b+ =5 بنابراین
مقادی�رaوbبهراحتی x=1و x=0 راه ح��ل دومبااس�تفادهازنقطهه�ای

بهدستمیآیند.


a

f g a
a b

f g a b b

( ) ( )

( ) ( ) =

= ⇒ = ⇒ + =
= ⇒ + = → =

1

0 0 1
5

1 1 3 4


1011 نظ�ر 1نیزگ 1 در  x−2 را آن وع�رض x را ط�ولمس�تطیل  4
. P x x x x( ) ( )= + − = −2 2 4 4 میگیریم،پسمحیطآنبرابراستبا

1021 . 1نیزگ 1 Pr=
π2
ودرنتیجه P r= π2 اگرrشعاعدایرهباشد،  4

P PS S P P( ) ( )π=π = ⇒ =
π ππ

22 2
2

1
2 44

S.بنابراین r=π 2 ازطرفدیگر

1031 هس�تند،پ�سمحی�طآن 1نیزگ 1 x −2
2
ابع�ادمس�تطیلxو  2

بهدستمیآید. xP x x  x( ) ( )= + − = +2 2 4
2

بهصورت

1041 باتوجهبهش�کلدرمییابیمکهاندازۀشعاعربعدایرهو 1نیزگ 1  2
ضلعمربعبرابرrاس�ت.ازطرفدیگر،اگرمس�احتربعدایرهراازمس�احت

مربعکمکنیم،مساحتقسمترنگیبهدستمیآید،بنابراین

S r r  r r( ) ( )−π= − π =2 2 21 4
4 4

1051 مق�دارxبایدمثبتباش�دو 1نیزگ 1  3
بایداز8کمترباش�د. x2 مقداربریدهش�دهیعنی
.بنابرای�ن x< <0 4 درنتیج�ه x< <0 2 8 پ�س

است.  ( , )0 4 دامنۀاینتابعبازۀ

1061 ازرویش�کلمعل�وماس�تکهنقط�ۀAازیکطرفتا 1نیزگ 1  4
)،وازط�رفدیگ�رت�ا , )6 0 ،یعن�ینقط�ۀ x مح�لبرخ�وردخ�طب�امح�ور
)است. , )0 6 مبدأمختصاتمیتواندحرکتکند.بنابراین،دامنۀاینتابعبازۀ

1071 توجهکنیدکهحجممخزنبرابراستبا 1نیزگ 1  4

r r r r

V ¾ºH¼TwH ´\e ½o¨#´Ãº#´\e

( )( ) ( ) π=π + × + π

= +

π

×

=2 3 3 22 420 2 20

2

3 3


1081 مطابقشکلزیر،بااستفادهازرابطۀفیثاغورس، 1نیزگ 1  2

 x xy y  ( ) + = ⇒ = −
22 2 2 22 4

2 4


همچنینطولقطرمستطیلازرابطۀفیثاغورسقابلمحاسبهاست:

 xd x y x  = + = + −
22 2 2 4

4


ضابطۀتابعموردنظراست. d x x( )= +23 4
4

بنابراین

1091 عبور 1نیزگ 1 x ( , )0 و  ( , )2 3 ش�یبخط�یک�هازنقطهه�ای  3

عبور  y( , )0 و  ( , )2 3 است.شیبخطیکهازنقطههای
x
−
−

3 0
2

میکند،برابر

روی  y( , )0 و x ( , )0 ،  ( , )2 3 اس�ت.چوننقطههای y−
−

3
0 2

میکند،برابر

برقراراست.بنابراین y
x

−− =
− −

33 0
2 0 2

یکخطواقعاند،پسبرابری

 xy y  y
x x x

−− = ⇒ = − ⇒ =
− − −
6 6 33 3

2 2 2




فصل دوم: آزمون ها
)44(

1101 مطاب�قش�کلزی�رطولضل�عOMب�هکم�کقضیۀ 1نیزگ 1  4
. AM OA x x x x( )+ = + = +2 2 2 2 2 فیثاغورسبرابراستبا

پسمحیطمثلثOAMبرابراستبا

 P x x x x x( )= + + +2

1111 }اس�تکه 1نیزگ 1 , , }2 3 4 اش�تراکدامنههایfوgمجموعۀ  2
است.پساینتابعبهشکلزیراست. f g+ دامنۀتابع
 f g {( , ),( , ),( , )}+ = −2 2 3 11 4 1

برابر12است. f g+ ومجموعاعضایبرد f gR  { , , }+ = −2 11 1 بنابراین

1121 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 f g

f g f g f g

D       D

D D D D

{ , , , }, { , , , }

{ , }+ −

= − =

= = =

1 3 5 1 1 2 5 4

1 5

راه حل اولبنابراینaیکیازمقادیر1یا5است.ازطرفدیگر،



f g f g

f g f g

f g f g

f g f g

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

+ = + = + =

− = − = − =−

+ = + = + =

− = − = − =

1 1 1 2 4 6

1 1 1 2 4 2

5 5 5 6 2 8

5 5 5 6 2 4
. a=5 ودرنتیجه f g f g( )( ) ( )( )+ = −5 2 5 پس

راه حل دومتوجهکنیدکه
f g a f g a f a g a f a g a f a g a

f   g f g

f   g f g a

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

+ = − ⇒ + = − ⇒ =

= = ⇒ ≠

= = ⇒ = ⇒ =

2 2 2 3

1 2 1 4 1 3 1

5 6 5 2 5 3 5 5

1131 و 1نیزگ 1  fD ( , ] [ , )= −∞ +∞0 3 ک�ه کنی�د توج�ه  1

. g f g fD D D   { , , }− = = −2 1 0 4 بنابرای�ن . gD  { , , , , }= −11 0 2 4

یا0یا4باشد: −1 بنابراینaبایدیکیازمقدارهای


g f g f

g f g f

g f g f

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

− − = − − − = − =

− = − = − =

− = − = − =

2 1 2 1 1 4 2 2

2 0 2 0 0 2 0 2

2 4 2 4 4 6 2 4



. f a f( ) ( )− = − =4 28 ودرنتیجه a=4 .بنابراین g f( )( )− =2 4 پس4

1141 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



x x x x x xf g x f x g x
x x x

x xx x
x x

( )( ) ( ) ( )

( )( )

− − − + −+ = + = + =
+ + +

− +−= = = −
+ +

2 4 2 2 4 2

2 2 2

2 24 2
2 2

1 1
1 1 1

1 11 1
1 1



.با f g( )( )+ =−0 .پس1 g( )=0 0 و f( )=−0 راه حل دومتوجهکنیدکه1
است. −1 حاصل x=0 توجهبهگزینههافقطدرگزینۀ)3(بهازای

1151 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 f g x f x g x f x g x x

f g x f x g x f x g x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = −

− = − ⇒ − = −

2 1

3


طرفینتساویهایبالاراجمعمیکنیم

 x xf x g x f x g x x x f x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) + −+ + − = − + − ⇒ =
22 41 3

2


رابهدستآوریم x x+ − =
2 4 2

2
پسبایدحاصلضربجوابهایمعادلۀ

 x x x x+ − = ⇒ + − =2 24 4 8 0 

است. c
a
=−8 حاصلضربجوابهایمعادلۀبالابرابر

1161 . 1نیزگ 1 fD { }= − 2 و gD { }= − 3 ابتداتوجهکنیدکه  3

ازطرفدیگر،


g f g
f

xD D D x f x x
x

( ) { | ( ) } ( { , }) { | }

{ , , }

+= − = = − − =
−

= − −

40 2 3 0
2

2 3 4

 



قرارندارندبرابر1است. g
f
پسمجموعاعدادیکهدردامنۀتابع

1171 ابتداضابطۀتابعfراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  1
 f x g x x x f x g x x x( ) ( ) , ( ) ( )+ = − − = − −2 24 6 12

باجمعطرفیندوتساویبالانتیجهمیشود
 f x x x f x x x( ) ( )= − − ⇒ = − −2 22 2 10 12 5 6

بنابراین


g f g
f

D D D x f x

x x x

( ) { | ( ) }

( ) { | } { , }

= − =

= − − − = = − −2

0

5 6 0 1 6



 

1181 ،پس 1نیزگ 1 f gD D { , }= = − 0 1 ابت�داتوج�هکنی�دک�ه  3

.ازطرفدیگر، f g f gD D D { , }− = = − 0 1 

 x x x xf g x f x g x
x x x x x x

( )( ) ( ) ( ) + + −− = − = − = =−
− − −

2 2

2 2 2
1 1 1

رس�مکنیمکه  { , }− 0 1 راب�ادامن�ۀ y=−1 بنابرای�نبای�دنم�ودارتاب�ع

بهصورتزیراست.



1191 ،پ�س 1نیزگ 1 f gD D [ , )= = +∞0 ابت�داتوج�هکنی�دک�ه  1

.ازطرفدیگر، g f f gD D D [ , )− = = +∞0

 g f x g x f x x x x x( )( ) ( ) ( ) ( )− = − = − − − = −2 3 2 3 

)است. , ]−∞ 2 بهصورتروبهرواستوبردآنبازۀ g f− پسنمودارتابع



)45(

1201 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1



x x x
f g x f x g x

x x x

x x
x x

( )
( )( ) ( ) ( )

− + ≥− = − = − − ≤−
− ≥=− − ≤−

2 1 1
1 3 1

1 1
2 1 1

رابهصورتزیربهدستمیآوریم f g− اکنونبردتابع


x x y

x x x y

≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥


≤− ⇒− ≥ ⇒− − ≥ ⇒ ≥

1 1 0 0

1 2 2 2 1 1 1


هم f g− اس�ت.ازروینم�ودارتابع [ , )+∞0 بازۀ f g− بنابرای�نبردتابع
میتوانبردآنرابهدستآورد.

1211 .بنابراین 1نیزگ 1 f g f gD D D { , , }− = =2 0 1 2 توجهکنیدکه  4


f g f g

f g f g

f g f g

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

− = − = − − =

− = − = − − =

− = − =− − =−

2 0 0 2 0 1 2 1 3

2 1 1 2 1 4 2 2 8

2 2 2 2 2 6 2 3 12
است. −1 برابر f g−2 بنابراینمجموعمقدارهایتابع

1221 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
f g x x f g f g

f g x x f g f g

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = × + = ⇒ + =

− = − ⇒ − = − =− ⇒ − =−

2 1 2 2 2 1 5 2 2 5 1

1 2 1 2 1 2 2 1 2
و f( )=2 2 اگ�ردس�تگاهمعادلهه�ای)1(و)2(راحلکنیم،بهدس�تمیآید

. f g f g( )( ) ( ) ( )× = × = × =2 2 2 2 3 6 .بنابراین g( )=2 3

1231 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 f gD D( , ] { }, { , , , , , }= −∞ − = − −4 0 2 1 0 3 4 5

بنابراین
 f f g

g

D D D x g x( ) { | ( ) } { , , , } { } { , , }= − = = − − − − = −0 2 1 3 4 1 2 3 4

سهزوجمرتبدارد. f
g
پستابع

1241 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x

f g x f x g x x x x
x x

( )( ) ( ) ( ) | | | |

− + ≤
+ = + = − + = ≤ ≤
 − ≥

2 1 0
1 1 0 1

2 1 1

ثابتاست.دراینبازه، f g+ تابع [ , ]0 1 دربازۀ


 

f g x f x g x x x x x x( )( ) ( ) ( ) | | | |
+−

− = − = − − =− + − =− +1 1 2 1 

1251 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


f g x f x g x f x g x x

f x x g x

f g x f x g x f x g x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ = + ⇒ + = −

= − −

− = − ⇒ − = 2

2 2 2 1

1 2

2 2 2



بنابراین


x g x g x x g x x x

g x x x

( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

− − − = ⇒− + − =

= − − +

2 2

2

2 1 2 5 2 2
1 2 2
5



1261 ابتدادامنۀتابعهایfوgرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  1


f

g

x x D
x
x x D

x

( , ]

[ , )

− ≥ ⇒ < ≤ ⇒ =
−
− ≥ ⇒ ≤ < ⇒ =
−

5 0 1 5 1 5
1
1 0 1 4 1 4

4
بنابراین

f g f gD D D ( , ] [ , ) ( , )× = = =1 5 1 4 1 4 

1271 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



xf g x f x g x
x

g xg x x g x xf x
f f x

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

× = × =
+

= = ⇒ =

2
1

1

2

راازتس�اوی)2( xf x( ) درتس�اوی)1(معادلآنیعنی g x( ) اگربهجای
قراردهیم،بهدستمیآید

 xf x xf x f x
x x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

× = ⇒ =
+ +

2
2 2

1
1 1

،درنتیجه xg x x f x
x

( ) ( )
( )

= =
+

22 2 2
21
بنابراین

x xf g x f x g x   
xx x

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

−− = − = − =
++ +

22 2 2 2
2 2

1 1
11 1

1281 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
f g f gD D D

x x xf g x f x g x
x x x x x x x

{ , }

( )( ) ( ) ( )

+ = = − −

++ = + = − + + = + = =
+ + + + +

1 0

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

 

.بنابرای�ننم�ودارتاب�ع f g x( )( )+ ،آنگاه1= x≠0 و x≠−1 پ�ساگ�ر

بهصورتزیراست. f g+

1291 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


f gD D

f g x f x g x x x x x

x x x

[ , )

( )( ) ( ) ( )

( )

= = +∞

− = − = + − − − −

= − = − −

2

2 2

4

4 2 4

2 1 1
بهترتیبزیرعملمیکنیم: f g− برایتعیینبردتابع

 x x x x f g x( ) ( ) ( )( )≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ − ≥2 24 1 3 1 9 1 1 8 8
ازروینمودارآنهممشخصاست. f g− .بردتابع f gR [ , )− = +∞8 پس



فصل دوم: آزمون ها
)46(

1301 ،آنگاه 1نیزگ 1 x>1 اگر  4
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( ) ( )= =− ⇒ − = − − =1 2 1 2 3 

،آنگاه x< ≤0 1 اگر
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( )= = ⇒ − = − =−1 2 1 2 1

،آنگاه x− ≤ ≤1 0 اگر
 f x g x f g x  ( ) , ( ) ( )( )=− = ⇒ − =− − =−1 2 1 2 3 

،آنگاه x<−1 اگر
 f x g x f g x ( ) , ( ) ( )( ) ( )=− =− ⇒ − =− − − =1 2 1 2 1 

. f gR  { , , , }− = − −3 1 3 1 بنابراین

1311 دامنۀتابعgبهشکلزیراست: 1نیزگ 1  1
 g fD D x f x{ | ( ) } { , , , } { , } { , }= − = = − =2 1 4 3 5 4 3 1 5 

ازطرفدیگر،

 f fg  g
f f

     

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( )
−= = =− = = =

− − − − −
1 51 1 11 5 1

2 1 2 1 3 2 5 2 1


. g {( , ),( , )}= − 11 5 1
3

بنابراین

1321 رابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1 g a( ) و f a( ) ابتدامقادیر  1



f g a f a g a f a g a      

f g a f a g a g a g a

g a g a g a g a

g a f a

g a f a

( )

( )

( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )

− = ⇒ − = ⇒ = +

× = ⇒ = → + =

+ − = ⇒ + − =

 =− → =−

 = → =

1

2

1

1

2 2 2 1

8 8 2 8

2 8 0 4 2 0

4 2

2 4

بنابراین

 f a f af fa       a
g g a g g a

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )
−= = = = = =
−

4 2 12
2 4 2

1331 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 f gD D

f x x x x

        [ , ] , { , , , , }

( )

= − = − − −

= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±2 2

3 3 1 1 3 3 4

0 9 0 9 3


بنابراین

g f g
f

D D D x f x    { | ( ) } { , , , } { , } { , }= − = = − − − − = −0 1 1 3 3 3 3 1 1

ازطرفدیگر،

 g gg g 
f f f f

     

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )

−
= = = − = = =

−
1 12 2 2 21 1
1 2 1 28 8



فقطیکعضودارد. g
f
ودرنتیجهبردتابع g

f
  {( , ),( , )}= −2 21 1

2 2
بنابراین

1341 است.پس 1نیزگ 1 { , }− 0 1 دامنۀتابعهایfوgمجموعۀ  4
 f g f gD D D { , }− = = − 0 1  

رابهدستمیآوریم: f g− اکنونضابطۀتابع


f g x f x g x

x x x x
xx x

x x xx x

( )( ) ( ) ( )

( )

( )

− = − = + −
− −
−+ − −= = =
−−

2

2

1 1 1
1

2 11 1 2
1

1351 ابتدادامنۀتابعهایfوgرابهدستمیآوریم 1نیزگ 1  1


f

g

x x
D

x x

x x
D

x x

[ , ]

[ , ]

 − ≥ ⇒− ≤ ≤ ⇒ = −
+ ≥ ⇒ ≥−

 − ≥ ⇒− ≤ ≤ ⇒ = −
− ≥ ⇒ ≤

2

2

4 0 2 2
2 2

4 0 4

4 0 2 2
2 1

1 0 1

ودرنتیجه b=1 ، a=−2 .پس f g f gD D D [ , ]+ = = −2 1 بنابراین

a b+ =−1

1361 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 f x       g x
x x bax

( ) , ( )
( )( )( )

= =
+ ++ 2

1 1
12

میتواند x=−1 قرارندارد،پستنها f g+ دردامنۀتابع x=−1 چونفقط
.برایaدوحالت b=1 ریش�ۀمخ�رجدرتابعهایfوgباش�د.بنابراینبای�د

وجوددارد:
. a=2 باشد،آنگاه f x( ) ریشۀمخرج x=−1 حالت اولاگر
. a=0 ریشهنداشتهباشد،آنگاه f x( ) حالت دوماگرمخرج

میتواند1یا3باشد. a b+ بنابراین

1371 ابتدادامنۀتابعfرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  2
 ax a ax a− + ≥ ⇒ ≥ −1 0 1

،آنگاه a=0 .اگر ax
a
−≤ 1 ،آنگاه a<0 .اگر ax

a
−≥ 1 ،آنگاه a>0 اگر

 gD [ , )= +∞2 و f gD [ , ]× = 2 5 .ب�اتوجهبهاینموضوعواینکه x∈

،درنتیجه f
aD
a

( , ]−= −∞ 1 باید

 a a a a
a
− = ⇒ − = ⇒ =−1 15 1 5

4


. f( )= 23
2

ودرنتیجه f x x( )= − +1 5
4 4

پس

1381 رابهدس�تمیآوریم)توجه 1نیزگ 1 f g( )+ 2 ابتداضابطۀتابع  2
:) x≥1 کنیدکه


f g x f x g x f x g x

x x x x x x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

+ = + +

= + + − + + − = + −

2 2 2

2

2

2 2 2

 f g x( )( )+ عبارتهاییمثبتهستند،پس g x( ) و f x( ) باتوجهبهاینکه

، a=2 .پس f g x x x x( )( )+ = + −22 2 هممثبتاس�ت.بنابرای�ن
. a b+ =3 ودرنتیجه b=1

1391 دامنۀتابعهایfوgبهصورتزیراست: 1نیزگ 1  3

 f

g

x x D

a x x a D a

[ , )

( , ]

− ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞

− ≥ ⇒ ≤ ⇒ = −∞

2 0 2 2

0


.ازطرفدیگر، a=4 .پس f g f gD D D [ , ]− = = 2 4 چون

 f g f g b

b b

( )( ) ( ) ( )+ = ⇒ + = − + − + =

+ = ⇒ =

3 5 3 3 3 2 4 3 5

2 5 3
. a b+ =7 درنتیجه



)47(

1401 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


x x x x

f x x x g x x x

x x x x

( ) , ( )

 − ≤ + ≤
  = + < < = + < < 
 

+ ≥ + ≥  

2 0 2 3 0

2 0 1 2 3 0 1

2 1 3 2 1

بنابراین


x x

f g x f x g x x x

x x

( )( ) ( ) ( )

− − ≤
− = − = − − < <

− ≥

3 1 0

1 0 1

2 1

،پس g( )=2 8 و f( )=2 4 راه حل دومتوجهکنیدکه
f g( )( )− = − =−2 4 8 4

. f g( )( )− = − =−1 5 34
2 2 2

،پس g( )=1 4
2

و f( )=1 5
2 2

همچنین

. f g( )( )− − = − =1 3 1 2 ،پس g( )− =1 1 و f( )− =1 3 همچنین
همۀاینشرایطفقطدرتابعگزینۀ)2(وجوددارد.

1411 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


fog f g f

gof g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− = − = =

− = − = − =−

2 2 2 3

1 1 3 2


. fog gof( )( ) ( )( ) ( )− − − = − − =2 1 3 2 5 بنابراین

1421 .از 1نیزگ 1 fog f g( )( ) ( ( ))− = −2 2 ابت�داتوج�هکنی�دک�ه  2

. f g f( ( )) ( )− = = + =22 4 4 2 18 و g( )− =− + =2 2 6 4 طرفدیگر،

1431 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
 fog x f g x g x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = + − = +3 2 3 4 3 2 12 7 

. fog x x x( )( ) ( )− = − + = −1 12 1 7 12 5 بنابراین
راه حل دومدقتکنیدکه

fog x f g x f x

f x x x

( )( ) ( ( )) ( ( ) )

( ) ( )

− = − = − +

= − = − − = −

1 1 4 1 3

4 1 3 4 1 2 12 5

1441 . 1نیزگ 1 gof x g f x( )( ) ( ( ))= راه ح��ل اولتوج�هکنیدکه  4
بنابراین

x
x x x xxgof x g
x x x x x

x

( )
( )( ) ( )

+ −
+ + − + +−= = = =
− + + + − −+

−

2 12 2
2 1 4 2 2 2 2 41

1 2 1 2 1 2 2 4 12
1

.فقطدر gof g f g( )( ) ( ( )) ( )= = − =−0 0 1 4 راه ح��ل دوم توجهکنیدک�ه
گزینۀ)4(،تساویبالابرقراراست.

1451 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 fog x f g x f x x x x( )( ) ( ( )) ( )= = − + = − +2 26 15 5 3 2 

.اگ�ردراینتس�اویق�راردهیم f x x x(( ) )− + = − +2 23 6 5 3 2 بنابرای�ن
. f( )=6 38 ،بهدستمیآید x=3

1461 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
 fof f fD x x D f x D x x    { | , ( ) } { , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − ≤1 2 1 4 2 2 

. x≤ ≤31
2
،پس x− ≤− ≤−3 2 2 نتیجهمیشود x≤ − ≤1 4 2 2 ازنامعادلۀ

. fofD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ ≤ ≤ =3 31 2 1 1
2 2

بنابراین

1471 ،تاب�عfog 1نیزگ 1 f x( )2 .تاب�ع g x x( )= 2 ف�رضکنی�د  3
است.بنابراینمیتواننوشت

fog g fD x x D g x D x x x    { | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ∈ ≤ ≤21 4

نتیجهمیشود x≤ ≤21 4 ازنامعادلههای


x x

x x
x x x

¥HoT{H

 1

  

,
,

 ≤ ⇒− ≤ ≤ →− ≤ ≤− ≤ ≤
≤ ⇒ ≤− ≥

2

2

4 2 2
2 1 2

1 1 1


.
f x

D
( )

[ , ] [ , ]= − −2 2 1 1 2 بنابراین

1481 و 1نیزگ 1 fD [ , ]= −2 2 ابت�دادامن�ۀتاب�عgofراباتوج�هبه  3

بهدستمیآوریم gD =

gof f gD x D f x D x x  { | ( ) } { , } [ , ]= ∈ ∈ = − ≤ ≤ − ∈ = −22 2 4 2 2

اکنونضابطۀتابعgofرامشخصمیکنیم

 gof x g f x g x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = − + = −2 2 2 24 4 1 5 
برایمحاسبۀبردازدامنۀتابعکمکمیگیریم


x x x

x gof x( )( )

− ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤− ≤

≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2

2

2 2 0 4 4 0

1 5 5 1 5


. gofR [ , ]= 1 5 بنابراین

1491 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

fog g fD x x D  g x D x x a   x  

x x a  x x x a  x

{ | , ( ) } { | , | | }

{ | , } { | , }

= ∈ ∈ = ≥ ≤ − ≤

= ≥ − ≤ − ≤ = ≥ − ≤ ≤

0 1 3

3 1 3 2 4

.برایاینکهاینتساویبرقرار fogD a [ , ] [ , ] [ , ]= +∞ − = −2 4 2 4 بنابراین

است. −2 .یعنیحداکثرمقدارaبرابر a≤−2 باشد،باید

1501 میتواننوشت 1نیزگ 1  3
g x g x

fog x f g x g x g x

x x x x
x x x x

( ) ( )
( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )

− <
= = + ≥
− − − < − < 

= = − + − ≥ − ≥ 

2 1 0
4 0

2 3 6 1 3 6 0 6 13 2
3 6 4 3 6 0 3 2 2

1511 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


fog f g f fog f g f

f fog f g f gf og f

      

         

( )( ) ( ( )) ( ) , ( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( ) ( )( ) ( ( )) ( ),

− =

=

− = = = = =

= = = = =− 5 5

1 1 3 7 1 1 2 5

3 0 13 1 0
. fog {( , ),( , ),( , ),( , )}= − −1 7 1 5 3 1 5 0 بنابراین

1521 .درنتیجه 1نیزگ 1 f( )=2 3 توجهکنیدکه  1
 gof g f g m m( )( ) ( ( )) ( )= = = + = ⇒ =2 2 3 3 2 8 2 

1531 رابهدستمیآوریم 1نیزگ 1 gof x( )( ) و fog x( )( ) ابتدا  4


fog x f g x f x

x x
xgof x g f x g

x x x

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = + = =
+ −

+= = = + =
− − −

1 12 1
2 1 1 2

1 2 11
1 1 1



بنابراین
x x x x x xfog x gof x

x x x x x x
( )( ) ( )( )

( )
+ − + + + −+ = + = =
− − −

2 2

2
1 1 1 2 2 2 3 1

2 1 2 1 2 2




فصل دوم: آزمون ها
)48(

1541 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
 fof x f f x f x f x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + +2 3 2

بنابراین



fof x f x f x

f x f x f x f x

f x x x x x

f x x x x x

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + + =

+ − = ⇒ − + =

 = ⇒ + + = ⇒ + + =


=− ⇒ + + =− ⇒ + + =

2

2

2 2

2 2

6 3 2 6

3 4 0 1 4 0

1 3 2 1 3 1 0 1

4 3 2 4 3 6 0 2

 −3 ).درمعادلۀ)1(حاصلجمعجوابهابرابر )∆<0 معادلۀ)2(جوابندارد
است. −3 برابر fof x( )( )=6 است.پسحاصلجمعجوابهایمعادلۀ

1551 میتواننوشت 1نیزگ 1  2

 x x xx xg x g x ( )
( ) ( )→ + + ++ +− = → = =1 1 22 31

3 3 3


 xfog x x f g x x f x( )( ) ( ( )) ( )+= + ⇒ = + ⇒ = +36 5 6 5 6 5
3

بنابراین

. f( )=1 5 ،بهدستمیآید x=0 اگردراینتساویقراردهیم

1561 ابتدادامنۀتابعgofرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  2



gof f gD x D f x D

x x

x

x x x

x x x x

x x x

¡.¡.—

¡.¡.—

{ | ( ) }

{ , { , , , }}

(. )

(. )

= ∈ ∈

= − ≤ ≤ − ∈ −

− =−

− = ⇒ − = ⇒ =±

− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±

− = ⇒ − = ⇒ =−

2

2

2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 3 3 0 1 2

3 3

3 0 3 0 3

3 1 3 1 2 2

3 2 3 4 1
بنابراین

gofD x x{ , { , }} { , }= − ≤ ≤ ∈ ± ± = ± ±3 3 2 3 2 3
پسحاصلضرباعضایدامنۀتابعgofبرابر6است.

1571 تاب�ع 1نیزگ 1 ، xy f( )= 2 تاب�ع ، xg x( )=2 کنی�د ف�رض  3
است،پس ،gاست.دامنۀتابع y fog x( )( )=

 x
fog g fD x x D g x D x x     { | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ∈ ≤ ≤1 2 4

. xf
D

( )
[ , ]=2 0 2 ،پس x≤ ≤0 2 نتیجهمیشود x≤ ≤1 2 4 ازنامعادلههای

1581 و 1نیزگ 1 fD { }= − −1 ابتداتوجهکنیدکه  4


fof f f

xD x D f x x
x

x x x x
x

  { | ( ) D } { , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠−
+

− =− ⇒ − =− − ⇒ =
+

11 1
1

1 1 1 1 0
1



.اکنونضابطۀتابعgرابهدستمیآوریم g fofD D { , }= = − −1 0 بنابراین


x

f x x xxg x fof x f f x
f x x x x x

x

( )
( ) ( )( ) ( ( ))

( )

− −− − − − −+= = = = = =
+ − − + ++

+

1 11 1 1 11
1 1 1 11

1



 

بنابرایننمودارتابعgبهشکلمقابلاست.

1591 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

gof f gD x x D f x D x x x{ | , ( ) } { | , }= ∈ ∈ = − ≤ ≤ ≤ − ≤22 3 1 3 13

. x− ≤ ≤−4 2 یا x≤ ≤2 4 نتیجهمیشود x≤ − ≤21 3 13 ازحلنامعادلۀ
. gofD [ , ] { }= −2 3 2 بنابراین

1601 تابعgofبهشکلزیراست 1نیزگ 1  4


f x f x

gof x g f x
f x f x

( ) ( )
( )( ) ( ( ))

( ) ( )

− >= =
− <

3 0

2 0


راحلکنیم. f x( )<0 و f x( )>0 کافیاستنامعادلههای
،آنگاه x≥0 :اگر f x( )>0 حل

 f x x x x( )= + > ⇒ >− ⇒ ≥1 0 1 0 
،آنگاه x<0 اگر

 f x x x x( )= − > ⇒ > ⇒ ∈∅1 0 1 
،آنگاه x≥0 :اگر f x( )<0 حل

 f x x x x( )= + < ⇒ <− ⇒ ∈∅1 0 1 
،آنگاه x<0 اگر

 f x x x x( )= − < ⇒ < ⇒ <1 0 1 0 

.
x x x x

gof x
x x x x

( )
( )( )

( )

− + ≥ − ≥  = = 
− − < − <  

3 1 0 2 0

2 1 0 3 0
بنابراین

1611 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



fog f g f a

fog f g f b

fog f g f c

fog f g f d

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

= = = ⇒ =

1 1 4 1 1

2 2 1 2 2

3 3 3 4 4

4 4 2 3 3



. a b c d− + − =0 بنابراین

1621 رابهدستمیآوریم 1نیزگ 1 gof a( )( و( fog( )( )2 ابتدامقادیر  4


fog f g f a

gof a g f a g a a

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = = +

= = = −

2 2 2 4

3 6 6


بنابراینبایدمعادلۀزیرراحلکنیم

a a a a( )+ − − = ⇒ = ⇒ =54 6 6 3 7 5
7


1631 رابهدستآوریم 1نیزگ 1 fof x( )( ) باید  4



x
f x x xxfof x f f x
f x x x x

x
x
x

( )
( )( ) ( ( ))

( )

+ ++ + + −−= = = =
− + + − +−

−
−=

− +

2 22 2 2 42
2 2 2 2 42

2
3 2

6



1641 باتوجهبهضابطۀتابعf، 1نیزگ 1  4

 g xfog x f g x
g x

( )
( )( ) ( ( ))

( )
= =

−1
بنابراین



g x x xg x g x xg x x
g x x

xx g x x g x
x

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

= ⇒ + = −
− +

−+ =− ⇒ =
+

2
1 2 1

1
1



)49(

1651 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
gof x g f x f x( )( ) ( ( )) ( )= = −4 19

بنابراین


f x g x x f x g x x

x xf x g x f g x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

− = + ⇒ − = +

+ +− = ⇒ − =

4 19 4 4 19 4

19 19
4 4

. f g( )( ) +− = =5 195 6
4

درنتیجه

1661 دامنۀتابعهایfوgبهشکلزیراست: 1نیزگ 1  3
 f gD D     [ , ) , [ , ]= +∞ =1 0 3

. gof f gD x D f x D x x{ | ( ) } { | }= ∈ ∈ = ≥ ≤ − ≤10 1 3 بنابراین

 x x− ≤ ⇒ ≤1 9 10 نتیجهمیشود x≤ − ≤0 1 3 ازنامعادلههای
. gofD x x x{ | , } [ , ]= ≥ ≤ =1 10 1 10 بنابراین

1671  1نیزگ 1 gD { }= − 0 ،آنگاه g x
x

( )= +1 3 اگرفرضکنیم  3

.بنابراین h x f g x fog x( ) ( ( )) ( )( )= = و

fog g fD x D g x D x
x

{ | ( ) } { { }| }= ∈ ∈ = ∈ − ≤ + ≤10 2 3 4

راحلکنیم:
x

≤ + ≤12 3 4 بایدنامعادلههای
x

x x
x x

x x

( )

( )

− − ≤ ⇒ ≤− ≤ ≤ ⇒
+ + ≥ ⇒ ≥

1 11 0 0 1
11 1

1 11 0 0 2

وازحلنامعادلۀ)2( x ( , ) [ , )∈ −∞ +∞0 1 ازحلنامعادلۀ)1(نتیجهمیشود

.ازاشتراکناحیههایبهدستآمده x ( , ] ( , )∈ −∞ − +∞1 0 نتیجهمیشود
. hD ( , )= − −1 1 دامنۀتابعhمشخصمیشود:

1681 راه حل اولابتدادامنۀتابعgofرامشخصمیکنیم: 1نیزگ 1  2

gof f gD x D f x D x x{ | ( ) } { , } [ , )= ∈ ∈ = ≥ − ∈ = +∞1 1 1

اکنونضابطۀتابعgofرابهدستمیآوریم:
 gof x g f x g x x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = − = − + = − + = +21 1 6 1 6 5
رادارد،بردآنراپیدامیکنیم: x≥1کهشرطgofاکنونباتوجهبهدامنۀتابع

 gofx x gof x R( )( ) [ , )≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 5 6 6 6

.ازطرفدیگر، f x( )≥0 ،پس f x x( )= −1 راه حل دوم چون
 gof x g f x f x( )( ) ( ( )) ( )= = + ≥2 6 6 

. gofR [ , )= +∞6 بنابراین

1691 و 1نیزگ 1 fD { }= − −2 ابتداتوجهکنیدکه  4


fof f f

xD x D f x D x
x

x x x x
x

{ | ( ) } { , }−= ∈ ∈ = ≠− ≠−
+

− ≠− ⇒ − ≠− − ⇒ ≠
+

2 42 2
2

2 4 2 2 4 2 4 0
2

.اکنونضابطۀتابعgرابهدستمیآوریم: g fofD D { , }= = − −2 0 بنابراین



f xg x fof x f f x
f x

x
x xx

x x x x
x

( )
( ) ( )( ) ( ( ))

( )

( )

−
= = =

+
− −

− − −+= = =−
− − + ++
+

2 4
2

2 42 4
4 8 4 8 42

2 4 2 4 2 42
2

. { , }− 0 2 بنابرایننمودارتابعgبهشکلزیراستوبردتابعgبرابراستبا

1701 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x

gof x g f x f x
x x

( )( ) ( ( )) ( )
− <= = + =
− ≥

6 1 0
3 2

3 4 0


1711 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
f f  f  f  f

f g f g f g f g f g

             

          

( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )

( ( )) , ( ( )) , ( ( )) , ( ( )) , ( ( ))

= = = = =

= = = = =

1 4 2 3 3 2 4 1 5 5

1 2 2 5 3 1 4 4 5 3
اکنونتوجهکنیدکه

f g f g f g f g

f g f g  f g f g

f g f g

        

     

( ( )) ( ) ( ) , ( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) , ( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ =

1 3 1 3 2 5 2 5

3 4 3 4 4 1 4 1

5 2 5 2
. g {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 3 2 5 3 4 4 1 5 2 بنابراین

1721 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 gof a g f a g a a( )( ) ( ( )) ( )= = = +5

،پس g( )=6 5 ازطرفدیگر
a a a g a g( ) ( )+ = ⇒ = ⇒ = =6 4 4 1

1731 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



fog x f g x f x a

x a a x a

gof x g f x g x a

x a a x a

( )( ) ( ( )) ( )

( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )

= = − +

= − + − + =− + +

= = − +

=− − + + =− + −

5 2

2 5 2 1 10 3 1

2 1

5 2 1 2 10 7 5
هموارهبرقراراست،پس fog x gof x( )( ) ( )( )= چون

 a a a a− = + ⇒ = ⇒ =37 5 3 1 4 6
2

برقراراست.پس x=0 راه حل دومتساویدادهشدهبهازای


fog gof f g g f f a g a

a a a a a a a

( )( ) ( )( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )

( )

= ⇒ = ⇒ = − +

− + =− − + + ⇒ + = − ⇒ =

0 0 0 0 2 1

34 1 5 1 2 3 1 7 5
2

1741 . 1نیزگ 1 xgof x g f x g
x

( )( ) ( ( )) ( )+= =
−

1
2

توجهکنیدکه  1

 xg
x x

( ) ( )*
+ =
− +

1 1
2 2

بنابراین

،آنگاه xt
x
+=
−

1
2
اگرفرضکنیم

 ttx t x t x t x
t

( ) +− = + ⇒ − = + ⇒ =
−

2 12 1 1 2 1
1

ونتیجهمیشود t
t
+
−

2 1
1
)بهجایxقرارمیدهیم )* درتساوی

 t t xg t g x
t t t t x
t

( ) ( )− − −= = = ⇒ =
+ + + − − −+
−

1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 4 1 4 12

1



فصل دوم: آزمون ها
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1751 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



gof x x f x g f x x f x

f x f x x f x

f x f x x f x x

( )( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) )

= + ⇒ = +

− + = +

− − + = ⇒ − =

2 2

2 2

2 2 2 2

3 4

4 4 0 2
.پس f x x f x xIÄ( ) ( )− = − =−2 2 چونfتابعیچندجملهایاست،پس

f x x( )=− +2 یا f x x( )= +2

1761 بهص�ورت 1نیزگ 1 آن ضابط�ۀ پ�س اس�ت، خط�ی f چ�ون  2
است.پس f x ax b( )= +



fof x f f x af x b a ax b b a x ab b

a ba
a x ab b x

a bab b

( )( ) ( ( )) ( ) ( )

,

,

= = + = + + = + +

 =− == + + = − ⇒ ⇒ 
= =−+ =− 

2

2
2 2 34

4 3
2 13



یا f( )=0 3 کهنتیجهمیش�ود f x x( )= −2 یا1 f x x( )=− +2 3 بنابراین
. f( )=−0 1

1771 . 1نیزگ 1 fof og x f f g x(( ) )( ) ( ( ( )))= ابتداتوجهکنیدکه  4
.چون f g x f x x( ( )) (| |) | || |= = + −2 4 ازط�رفدیگ�ر،میت�واننوش�ت

و f g x  x x( ( )) | | | |= + − = −2 4 2 ،پس x| |+ >2 0

 f f g x f x x x x( ( ( ))) (| | ) | | | | | || | | |= − = − + − = − = −2 2 2 4 4 4

1781 ابتدادامنۀتابعfرابهدستمیآوریم 1نیزگ 1  3
 fx x x x x D( ) [ , ]− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =24 0 4 0 0 4 0 4 

بنابراین
 fof f fD x D D x xf xx{ | ( |) } { }= ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ − − ≤24 0 4 1 40 

پس
x x x x x x

x x x

x x

( ) ( ) | |

≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒− ≤ − − ≤

− ≤− − ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ − ≤

− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤ +

2 2 2

2 2

1 4 5 1 4 25 3 4 4 21

3 2 21 21 2 3 2 3

3 2 3 2 3 2 3
. fofD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ − ≤ ≤ + = − +0 4 2 3 2 3 2 3 2 3 بنابراین

1791 . 1نیزگ 1 gD { }= − 0 و fD k[ , )= +∞ ابتداتوجهکنیدکه  2

بنابراین

 fog g fD x D g x D x k
x

{ | ( ) } { | }= ∈ ∈ = ≠ + ≥10 3 

راحلمیکنیم: k
x
+ ≥1 3 نامعادلۀ

 k xk
x x

( )+ −
+ − ≥ ⇒ ≥

1 31 3 0 0 

ی�ابهص�ورت
k

( , ]
−
10

3
مجموع�ۀجوابه�اینامعادل�ۀف�وقی�ابهص�ورت

است.باتوجهبهفرضمسئله
k

( , ] ( , )−∞ +∞
−
1 0

3


 fogD ( , ] ( , )= −∞ − +∞1 0 

بنابراین

 k k
k

=− ⇒ − =− ⇒ =
−
1 1 3 1 2

3


1801 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



g x g x

fog x f g x g x g x

g x

x x x x x

x x x x

x x

 

( ) ( )

( )( ) ( ( )) ( ) ( )

( )

( )

( )

 − <
= = + ≤ <


≥
 + − + < + <−
  = + + ≤ + < = + − ≤ < 
 

+ ≥ ≥  

2

2 2

1 0

3 4 0 2

5 2

1 1 1 0 2 1

3 1 4 0 1 2 3 7 1 1

5 1 2 5 1



1811 بایدقرینۀنمودارتابعf 1نیزگ 1 f− برایرسمکردننمودارتابع  1

رانسبتبهمحورxرسمکنیم.

1821 ابت�داقرین�ۀنم�ودارتاب�عfرانس�بتبهمحورxرس�م 1نیزگ 1  3
بهدس�تبیاید.سپس،قرینۀایننموداررا y f x( )=− میکنیمتانمودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )=− − نسبتبهمحورyرسممیکنیمتانمودارتابع

1831 ضربمیکنیمتا 1نیزگ 1 1
2
ابت�داطولنقاطروینمودارfرادر  2

بهدس�تبیای�د.اکنونقرینۀایننموداررانس�بتبه y f x( )= 2 نمودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )=− 2 محورxرسممیکنیمتانمودارتابع

1841 رس�م 1نیزگ 1 [ , ]π0 رارویبازۀ y xsin= 2 ابتدانمودارتابع  1

رویبازۀ y xsin= میکنی�م.ب�رایاینکار،طولهرنقطهروینم�ودارتابع

ضربمیکنیم.س�پسعرضهرنقطهروینموداربهدس�ت 1
2
رادر [ , ]π0 2

 [ , ]π0 رویبازۀ y xsin=2 2 آم�دهرادر2ض�ربمیکنیمتانمودارتاب�ع

بهدس�تبیاید.اکنوناگرایننموداررای�کواحدبهپایینانتقالدهیم،نمودار

بهدس�تمیآی�د.درآخ�رقرین�ۀ [ , ]π0 رویب�ازۀ y xsin= −2 2 تاب�ع1

قس�متهاییازای�ننم�ودارراکهزیرمحورxاس�تنس�بتبهمحورxرس�م

میکنیموقسمتهاییراکهزیرمحورxاستحذفمیکنیم.



)51(

1851 اگرنمودارتابعfراaواحدبهس�متراستمنتقلکنیم، 1نیزگ 1  3
بهدستمیآید.اگرنموداربهدستآمدهراaواحد y f x a( )= − نمودارتابع
بهدس�تمیآید.چون g x f x a a( ) ( )= − + ب�هبالاانتقالدهیم،نمودارتابع

.درنتیجه g( )=0 0 نموداراخیرازمبدأمختصاتعبورمیکند،پس


g f a a a a a

a a a a

( ) ( )

( )

= − + = ⇒ − + + =

− + = ⇒ − = ⇒ =

2

2 2

0 0 7 9 0

6 9 0 3 0 3


1861 اگ�رطولنقاطنمودارتاب�عfرادوبرابرکنیم،نمودارتابع 1نیزگ 1  2

بهدستمیآید.اگرنموداربهدستآمدهرایکواحدبهسمتراست xy f( )=
2

بهدستمیآید.اگرایننموداررانسبت xy f( )−= 1
2

منتقلکنیم،نمودارتابع

بهدستمیآید. xy f( )=− −1
2 2

بهمحورطولهاقرینهکنیم،نمودارتابع

1871 رایکواحدبهس�متچپ 1نیزگ 1 y x= ابت�دانمودارتابع  2

بهدس�تآید،س�پسایننموداررا y x= +1 منتق�لمیکنیمتانمودارتابع

بهدستآید. y x= + −1 1 یکواحدبهپایینانتقالمیدهیمتانمودارتابع
اکنونقرینۀقس�متیازایننمودارراکهزیرمحورxاس�تنسبتبهمحورxرسم
میکنیموقسمتیراکهزیرمحورxاستحذفمیکنیمتانمودارتابعfرسمشود.

1881 ابت�دانمودارتابعfرایکواحدبهس�متراس�تمنتقل 1نیزگ 1  3
بهدستبیاید.سپسعرضهرنقطهروی y f x( )= −1 میکنیمتانمودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )= −3 1 ایننموداررا3برابرمیکنیمتانمودارتابع

1891 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
 f x  x x x( ) log log| | log| |= = =2 2 2 

رارس�ممیکنیموقرینۀآننس�بتبهمحور y xlog= پ�سابت�دانم�ودارتابع
بهدستآید.اکنون y xlog| |= عرضهارابهنموداراضافهمیکنیمتانمودارتابع
بهدستآید. y xlog| |=2 عرضنقاطایننموداررادوبرابرمیکنیمتانمودارتابع

1901 اگرنمودارتابعfرانسبتبهمحورyقرینهکنیم،نمودار 1نیزگ 1  4
بهدس�تمیآید.اکنوناگرایننموداررایکواحدبهسمت y f x( )= − تابع
بهدستمیآید. y f x f x( ( )) ( )= − − = − +1 1 راستانتقالدهیم،نمودارتابع

1911 ابت�دانمودارتابعfرایکواحدبهس�متراس�تمنتقل 1نیزگ 1  3
بهدستبیاید.سپسعرضهرنقطهروی y f x( )= −1 میکنیمتانمودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )= −2 1 ایننموداررا2برابرمیکنیمتانمودارتابع

1921 رارسممیکنیم.برایاین 1نیزگ 1 y f x( )= − ابتدانمودارتابع  1
کار،قرینۀنمودارتابعfرانس�بتبهمحورyرس�ممیکنیم.س�پسنمودارتابع
رارس�ممیکنی�م.برایای�نکار،قرینۀقس�متیازنم�ودارتابع y f x| ( )|= −

راکهزیرمحورxاس�تنسبتبهمحورxرسممیکنیموقسمتی y f x( )= −

رادو y f x| ( )|= − راکهزیرمحورxاستحذفمیکنیم.درآخر،نمودارتابع

بهدستبیاید. y f x| ( )|= − −2 واحدبهپایینمنتقلمیکنیمتانمودارتابع

1931 برایرس�منمودارتابع 1نیزگ 1  1

بایددرنمودارتابعfطولنقاط xy f( )=2
2

رادر2ض�ربکنی�م.همچنی�نبای�دعرض
نقاطرادر2ضربکنیم.



فصل دوم: آزمون ها
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1941 رارس�ممیکنیموآنرایک 1نیزگ 1 y x= 3 ابتدانم�ودارتابع  1

بهدستآید. y x= −3 1 واحدبهسمتپایینمنتقلمیکنیمتانمودارتابع
اکن�ونقس�متیازایننمودارراک�هپایینمحورطولهاقرارداردنس�بتبهاین
مح�ورقرین�همیکنیم،س�پسقس�متیراکهپایی�نمحورطولهااس�تحذف

بهدستآید. y x| |= −3 1 میکنیمتانمودارتابع

1951 اگرنمودارتابعfرایکواحدبهس�متراستودوواحد 1نیزگ 1  1
بهدستمیآید.بنابراینباید y f x( )= − +1 2 بهبالامنتقلکنیم،نمودارتابع

رابهدستآوریم: f x( )− + =1 2 0 جوابهایمعادلۀ


x x x x x

x x x x x  x

( ) ( )

( )( ) ,

− − + − − + = ⇒− + − + − =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2

2

1 1 2 2 0 2 1 1 0

3 2 0 1 2 0 1 2


1961 اگ�رطولنقاطروینمودارتاب�عfرانصفکنیم،نمودار 1نیزگ 1  1
رس�ممیش�ودواگرعرضنقاطایننمودارراسهبرابرکنیم، y f x( )= 2 تابع
رس�ممیش�ود.اگرنموداراخیررادوواحدبهسمت y f x( )=3 2 نمودارتابع
رس�ممیش�ود.پساکنون y f x( ( ))= +3 2 2 چ�پمنتقلکنیم،نمودارتابع
بهدستآمدهاستکهاگرآنرانسبتبهمحور y f x( )= +3 2 4 نمودارتابع

بهدستمیآید. y f x( )= − +3 2 4 عرضهاقرینهکنیم،نمودارتابع

1971 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
      f x x x x x x x( ) | || | | ( )| | |= − = − = −22 2 2

رارسممیکنیم.سپس،قرینۀقسمتی y x x= −2 2 بنابراین،ابتدانمودارتابع
ازایننمودارراکهزیرمحورxاس�تنس�بتبهمحورxرسممیکنیموقسمتی

راکهزیرمحورxاستحذفمیکنیم.

مطابقشکلزیر،نمودارتوابعfوgدرسهنقطهمتقاطعاند.

1981 ابت�دانم�ودارتابعfرای�کواحدبهچپمنتق�لمیکنیمتا 1نیزگ 1  4
رس�مش�ود.س�پسنموداراینتابعرانس�بتبهمحور y f x( )= +1 نمودارتابع
رسمشود.درآخرنمودارحاصل y f x( )= −1 عرضهاقرینهمیکنیمتانمودارتابع
رسمشود. g x f x( ) ( )= + −1 1 رایکواحدبهبالامنتقلمیکنیمتانمودارتابع

نم�ودارتابعه�ایfوgرادرش�کلروب�هرو
مشاهدهمیکنیدکهنقطۀمشترکیندارند.

1991 بهترتیبزیرعملمیکنیم 1نیزگ 1  3

2001 .دراینصورتدامنۀتابعg 1نیزگ 1 h x x x( ) | |= − فرضکنید  1
بادامنۀتابعfohبرابراست:

 foh h fD x D h x D x x x    { | ( ) } { | | | } [ , )= ∈ ∈ = − ≤ − ≤ = − +∞2 2 1

 x g x f x g x f x    ( ) ( ) , ( ) ( )≥ ⇒ =− < ⇒ =−0 0 0 2 اکنونتوجهکنیدکه

بای�دنمودار [ , )+∞0 .پ�سدربازۀ
x

g x
f x x

( )
( )

≥=
− − ≤ <

1 0

2 1 0
پ�س

بایدابتداطولنقاطنمودارتابعfرا [ , )−1 0 رارسمکنیمودربازۀ y=1 تابع

رس�مشودوسپسنموداراینقسمترا y f x( )= 2 نصفکنیمتانمودارتابع
رسمشود. y f x( )=− 2 نسبتبهمحورxقرینهکنیمتانمودارتابع



2011 ابتداعرضهرنقطهروینمودارتابعfرانصفمیکنیم 1نیزگ 1  3

بهدستبیاید.سپسایننموداررایکواحدبهپایینانتقال f1
2

تانمودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )= −1 1
2

میدهیمتانمودارتابع

)و , )−0 2 ،نمودارfخطیاس�تک�هازنقطههای x<0 توج�هکنی�دکهاگ�ر

 f x x( )=− −2 ،ضابطۀfبهصورت x<0 )میگ�ذرد،بنابرایناگ�ر , )−2 0

،پس x( )− − − =1 2 1 0
2

،آنگاه f x( )− =1 1 0
2

و x<0 اس�ت.درنتیجهاگر

محورxرادرنقط�هایبهطول y f x( )= −1 1
2

.یعن�ینمودارتاب�ع x=−4

قطعمیکند. −4



)53(

2021 اگرنمودارتابعfرانسبتبهمحورعرضهاقرینهکنیم، 1نیزگ 1  4
بهدستمیآیدواگرایننموداررایکواحدبهسمت y f x( )= − نمودارتابع
بهدستمیآید.پسنمودار y f x( ( ))= − −1 راستمنتقلکنیم،نمودارتابع

است. y f x( )= − +1 نهایینمودارتابع

2031 بای�ددرنمودار 1نیزگ 1 y f x( )=− 1 2
2

برایرس�منم�ودارتابع  4

ضربکنیم. − 1
2
تاب�عfط�ولنقاطرابر2تقس�یمکنیموع�رضنق�اطرادر

بنابرای�ننم�وداردرراس�تایمح�ورطوله�ا
منقبضمیش�ودودرراستایمحورعرضها
علاوهب�راینکهمنقبضمیش�ود،نس�بتبه

محورطولهاقرینههممیشود.

2041 توجهکنیدکهاگرنمودارتابعfراaواحدبهسمتراست 1نیزگ 1  4
بهدس�تمیآیدواگرنموداربهدس�ت y f x a( )= − منتقلکنیم،نمودارتابع
بهدست g x f x a a( ) ( )= − + آمدهراaواحدبهبالامنتقلکنیم،نمودارتابع
ودرنتیجه g( )=0 0 میآی�د.ایننم�وداربایدازمبدأمختصاتعبورکند،پس

،آنگاه f x x x( )=− + −2 3 2 .اگر f a a( )− + =0

 f a a a a a a a( )− + = ⇒− − − + = ⇒ + + =2 20 3 2 0 2 2 0 

،آنگاه f x x( )= +2 اگر1

 f a a a a a a( )− + = ⇒ + + = ⇒ + + =2 20 1 0 1 0 

،آنگاه f x x( )=− −2 1 اگر

 f a a a a a a( )− + = ⇒− − + = ⇒ − + =2 20 1 0 1 0 
معادلهه�ایب�الاجوابندارند،پسگزینههای)1(،)2(و)3(جوابنیس�تند.

،آنگاه f x x x( )= + +2 5 4 اگر


f a a a a a a a

a a

( )

( )

− + = ⇒ − + + = ⇒ − + =

− = ⇒ =

2 2

2

0 5 4 0 4 4 0

2 0 2


2051 واحدبهس�متراس�ت 1نیزگ 1 a22 را y  x| |= اگرنمودارتابع  2
 a2 بهدستمیآیدواگرایننموداررا y  x a| |= − 22 منتقلکنیم،نمودارتابع

بهدستمیآید.با f x  x a a( ) | |= − −2 22 واحدبهپایینمنتقلکنیم،نمودارتابع
توجهبهنموداراینتابعمساحتناحیۀموردنظر

S.بنابراین a a a( )= =2 2 41 2
2

برابراستبا

. a=± 2 ،پس a =4 4

2061 رایکواحدبهس�مت 1نیزگ 1 y f x( )= −2 اگ�رنمودارتاب�ع  1
بهدستمیآید. y f x f x( ) ( )= − − = −1 2 3 راستمنتقلکنیم،نمودارتابع
 y f x( )= − −3 1 اگرایننموداررایکواحدبهپایینمنتقلکنیم،نمودارتابع
بهدستمیآید.اگرنموداربهدستآمدهرانسبتبهمحورطولهاقرینهکنیم،
بهدس�تمیآیدواگرایننموداررانس�بتبه y f x( )=− − +3 نمودارتابع1
بهدس�تمیآید. y f x( )=− − − +3 محورعرضهاقرینهکنیم،نمودارتابع1
تاب�ع نم�ودار کنی�م، نص�ف را نم�ودار روی نق�اط ط�ول اگ�ر اکن�ون

بهدستمیآید. y f x( )=− − − +2 3 1

2071 ضابطۀتابعرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1
 f x x x x x( ) | | |( ) |= − + = − +3 2 33 3 1 1

رایکواحدبهسمتراستویکواحد y x= 3 بنابراینکافیاستنمودارتابع
بهسمتبالامنتقلکنیم،سپسقسمتیازنمودارراکهزیرمحورxاستنسبت
بهاینمحورقرینهکنیمودرآخرقسمتیراکهزیرمحورxاستحذفکنیم.

2081 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4



f x f x f x
g x f x f x

f x f x f x

f x f x

f x f x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) | ( )|

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− + ≥=− + =
− + − <
− ≥=
− <

2 0
2

2 0

0

3 0

بنابراینکافیاس�تدرجاهاییکهمقدارfمنفی
)،عرضنقاطروی , )−1 1 اس�ت،یعنیدربازۀ

نم�ودارfرا3براب�رکنیمونموداررانس�بتبه
gمحورطولهاقرینهکنیم،دربقیۀجاهانمودار

قرینۀنمودارfنسبتبهمحورطولهااست.

2091 رانسبتبهمحورعرضها 1نیزگ 1 y f x( )= −1 اگرنمودارتابع  1
بهدس�تمیآیدواگرط�ولنقاطاین y f x( )= +1 قرین�هکنی�م،نمودارتابع
بهدس�تمیآی�د.اگراین y f x( )= +1 2 نم�وداررانص�فکنیم،نمودارتابع
تاب�ع نم�ودار کنی�م، منتق�ل راس�ت س�مت ب�ه واح�د ی�ک را نم�ودار

بهدستمیآید. y f x f x( ( )) ( )= + − = −1 2 1 2 1

باتوجهبهش�کلمقاب�لنمودارتوابع
ی�ک  y g x( )= و  y f x( )= −1

نقطۀبرخورددارند.



فصل دوم: آزمون ها
)54(

2101 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
 f x x x x x( ) | | | | | |= − + = − +2 24 3 4 3 

.بهاین f x g x( ) (| |)= ،آنگاه g x x x( )= − +2 4 3 پ�ساگرفرضکنی�م
رارسمکنیم.برایاینکار،ابتدانمودار y g x(| |)= ترتیب،کافیاستنمودار
yرارس�ممیکنیم،س�پسقس�متیازایننمودارراکهسمتچپمحورgتابع
yاس�تحذفمیکنیموقرینۀقس�متیازایننمودارراکهس�متراستمحور

استنسبتبهمحورyرسممیکنیم.

2111 .بنابراین 1نیزگ 1 f x( )≤0 توجهکنیدکههمواره  1
 y f x f x f x f x f x| ( )| ( ) ( ) ( ) ( )= − =− − =−2 

،ابتداعرضهرنقطهروینمودارتابعfرادر y f x( )=−2 برایرسمکردننمودار
بهدستبیاید.سپسقرینۀایننمودار y f x( )=2 2ضربمیکنیمتانمودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )=−2 رانسبتبهمحورxرسممیکنیمتانمودارتابع

2121 اگ�رطولنقاطنمودارتابعfرادوبرابرکنیم،نمودارتابع 1نیزگ 1  4

بهدس�تمیآی�د.اگرنم�وداربهدس�تآمدهرای�کواحدبهچپ xy f( )=
2

بهدس�تمیآید.پسنمودارموردنظر xy f( )+= 1
2

منتقلکنیم،نمودارتابع

است. xy f( )= +1
2 2

متعلقبهتابع

2131 روی 1نیزگ 1 y xsin= ابت�داعرضهرنقطهروینمودارتابع  4
بهدستبیاید. y xsin=3 را3برابرمیکنیمتانمودارتابع [ , ]−π π بازه

س�پس،قرین�ۀایننموداررانس�بتب�همحورxرس�ممیکنیمتانم�ودارتابع
را2واحد y xsin=−3 بهدستبیاید.درآخر،نمودارتابع y xsin=−3

بهدستبیاید. y xsin= −2 3 بهبالاانتقالمیدهیمتانمودارتابع

2141 رویبازۀ 1نیزگ 1 y xsin= ابتداطولهرنقطهروینمودارتابع  1

 [ , ]π0 2 رویبازۀ y xsin= 2 میکنیمتانمودارتابع 1
2
راضربدر [ , ]π0 4

fبهدستبیاید.سپس،ایننموداررایکواحدبهبالاانتقالمیدهیمتانمودارتابع
بهدستبیاید.

2151 باتوجهبهشکلمعلوممیشودکهaعددیمثبتاست. 1نیزگ 1  4
ازطرفدیگر،



f  a a       f a

x a x a
f x  x a

x a x a

( ) | | , ( )

( ) | |

= − = − =−

− = ⇒ = += ⇒ − − = ⇒
− =− ⇒ = −

0 2 2 2

2 2
0 2 0

2 2


بنابراینباتوجهبهشکلزیر



a a aS       S

aS S a a

a a a a a  a  (.¡.¡.ù)

( ) ( ( ))
,

( )

( )( ) ,

− + − −
= = =

−
+ = ⇒ + = ⇒ − + + =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2
1 2

2
2

1 2

2

2 2 2 2 4
2 2

29 94 4 4 8 9
2 2 2

4 3 0 3 1 0 3 1



ولیدرنموداررسم f( )=−0 ودرنتیجه1 f x  x( ) | |= − −1 2 ،آنگاه a=1اگر

قابلقبولنیست.درنتیجه a=1عددیمثبتاست.پس f( )0 شدهمقدار

 f x  x f f  
a

( ) | | ( ) ( ) | |= − − ⇒ = = − − =1 1 1 23 2 3 2
3 3 3



2161 نمودارتابعرابهش�کلزیررس�ممیکنی�م.بنابرایناگر 1نیزگ 1  4
نمودارنهاییرادوواحدبهپایینببریم،هردومحورمختصاتراقطعمیکند.
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2171  1نیزگ 1
x x

f x
x x

( )
 + >=
− + <

3

3

1 0

1 0
ضابط�ۀتابعبهش�کل  3

 y x=− +3 1 و y x= +3 1 اس�ت.اکن�ونتوج�هکنی�دکهنم�ودارتواب�ع

بهصورتزیراست:

بنابرایننمودارتابعfبهشکلزیراست:

2181 .دراینصورتدامنۀتابعg 1نیزگ 1 h x x x( ) | |= + فرضکنید  4
بادامنۀتابعfohبرابراست:

 foh h fD x D h x D x x x{ | ( ) } { | | | } ( , ]= ∈ ∈ = − ≤ + ≤ = −∞2 2 1 

اکنونتوجهکنیدکه


x g x f x x f

x g x f x x f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

≤ ⇒ =− − =− =

< ≤ ⇒ =− + =−

0 0 1

0 1 2

)بایدنمودارتابع , ]−∞ 0 .پسدربازۀ
x

g x
f x x

( )
( )

≤=
− < ≤

1 0

2 0 1
پس

)بایدابتداطولنقاطنمودارتابعfواقعدر , ]0 1 رارس�مکنیمودربازۀ y=1

)رانص�فکنی�مت�انم�ودارتاب�ع , ]0 2 ب�ازۀ

رس�مش�ودوس�پسنم�ودارای�ن y f x( )= 2
قسمترانسبتبهمحورxقرینهکنیم.

2191 راه حل اولاگرنمودارتابعfرانس�بتبهمحورyقرینه 1نیزگ 1  4
بهدس�تمیآید.اگرایننموداررانس�بتبه y f x( )= − کنی�م،نم�ودارتابع
بهدستمیآید.اکنوناگراین y f x( )=− − محورxقرینهکنیم،نمودارتابع
 y f x( ( ))=− − +1 نموداررایکواحدبهسمتچپانتقالدهیم،نمودارتابع

بهدستمیآید،کههماننمودارشکل)2(است.

y f x( )=− −y f x( )= −

y f x( )=− − −1

)روینمودارتابعاست.درگزینههای)1(، , )−4 0 راه حل دومدرشکل)2(،نقطۀ

ظاهرمیش�ونداماباتوجهبه f( )−5 و f( )5 مقادیر x=−4 )2(و)3(بهازای

دردامنۀتابعfنیستند،پساینسهگزینهردمیشوند. −5 شکل)1(،عددهای5و

2201 تانمودارتابعپنجبار 1نیزگ 1
k k
π π π≤ <4 5

2
مطابقش�کلباید  3

،پسحداقل k≤ <8 10 قط�عکند.بنابراین [ , ]π0
2
مح�ورطولهارارویبازۀ

مقدارkبرابر8است.

2211  1نیزگ 1 a( , )2 1 و ( , )9 1 مؤلف�ۀدومزوجمرتبه�ای چ�ون  3

مساویهستند،بایدمؤلفههایاولآنهاهممساویباشند:

 a a= ⇒ =±2 9 3

نیز a b( , )+3 2 )و , )6 2 بههمینترتیببایدمؤلفههایاولزوجمرتبهای

. b a= −6 3 ،بنابراین a b+ =3 6 مساویباشند،پس
وتابعبهصورتزیراست: b=−3 ،آنگاه a=3 اگر
 f {( , ),( , ),( , )}= 9 1 6 2 3 9

وتابعبهصورتزیراست: b=15 ،آنگاه a=−3 اگر
 f {( , ),( , ),( , )}= − −9 1 6 2 3 45

. a b− =−18 یا a b− =6 پس

2221 یکبهیکنیستند، 1نیزگ 1 y x[ ]= و y x| |= ، y x= 2 توابع  3

چونخطیموازیمحورطولهاوجودداردکهنمودارآنهارادربیشازیکنقطه
بهصورتزیراس�توهرخطموازی y x x| |= قط�عمیکند.ولینمودارتابع

محورطولهاآنرادریکنقطهقطعمیکند.پساینتابعیکبهیکاست.


x x

y x x
x x

| |
 ≥= =
− ≤

2

2

0

0


2231 یکبهیک 1نیزگ 1 y
x

=
−
1

1
و y x= +2 3 ، y x= توابع1+  4

هس�تندچونه�رخطموازیمحورطولهانمودارآنه�اراحداکثردریکنقطه

 y=1
2
یکبهیکنیس�ت.چونمث�لًاخط y x x[ ]= − قط�عمیکن�د.تاب�ع

نمودارآنرادربیشازیکنقطهقطعمیکند.
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نمودارسایرتوابعبهصورتزیراست:

2241 یکبهیکنیست.زیرا 1نیزگ 1 f x x x( )= −3 تابع  1
f f( ) ( )= =0 1 0

2251 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


x x

f x x x
x x

( )

 − ≥
= − + ≤ ≤
− + ≤

3 4 2
4 0 2

3 4 0

بنابرایننمودارتابعfبهصورتمقابلاست.
و ( , ]−∞ 2 بازهه�ای روی تاب�ع ای�ن

یکبهی�کاس�تول�ی [ , ]0 2 و [ , )+∞2

یکبهیکنیست. [ , ]1 3 رویبازۀ

2261 اس�ت. 1نیزگ 1 a− − =2 3 0 ش�رطیکبهیکنب�ودناینتابع  1

.توجهکنیدکهدراینصورتتابعfبایکتابعثابتبرابراست a=− 3
2
پس

x xax xf x f
x x x x

( )
( ) ( )

( )

− + − −+ − += = = = =− ⇒ =−
− − − −

3 3 3 23 3 6 3 32 3
2 2 2 4 2 2 2 2

2271 نمودارتابعfدرشکلزیررسمشدهاست.ازرویشکل 1نیزگ 1  2

، a>3
2
)یکبهیکاس�ت.امااگر , ]−∞ 3

2
معلوماس�تک�هتابعرویب�ازۀ

خطیموازیبامح�ورطولهاوجودداردکه
نم�ودارتاب�عرادردونقط�هقط�عمیکند.

است. 3
2
بنابراینحداکثرمقدارaبرابر

2281 نمودارتابعگزینۀ)4( 1نیزگ 1  4
بهصورتروبهرواست.هرخطموازیمحور
طوله�انمودارتابعfراحداکثردریکنقطه
قطعمیکند.پساینتابعیکبهیکاست.
نمودارتابعهایسایرگزینههابهصورتزیراست:

گزینۀ )1(

گزینۀ )2(

گزینۀ )3(

2291 راه ح��ل اولنم�ودارتابعfبهصورتزیراس�ت.مطابق 1نیزگ 1  3
. k≤3 تابعfیکبهیکاست.پس k+ ≤3 6 شکلواضحاستکهباشرط

یکبهیکاست.همچنین g x x( )= +2 4 ،آنگاهتابع x≥1 راه حل دوماگر
یکبهیکاست.ازطرفدیگر h x x k( )= +3 ،تابع x<1 اگر

g

h

x x x g x R

x x x k k h x k R k

( ) [ , )

( ) ( , )

≥ ⇒ ≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞

< ⇒ < ⇒ + < + ⇒ < + ⇒ = −∞ +

1 2 2 2 4 6 6 6

1 3 3 3 3 3 3
برایاینکهتابعfیکبهیکباشد،باید

 g hR R k k k[ , ) ( , )=∅⇒ +∞ −∞ + =∅⇒ + ≤ ⇒ ≤6 3 3 6 3  

پسحداکثرمقدارممکنkبرابر3است.

2301 راه حل اول نمودارتابعfبهازایمقدارهایمختلفkبه 1نیزگ 1  1
ش�کلزیراس�ت.برایاینکهتابعیکبهیکباش�د،بایدکمترینمقدارعبارت

از1کمترنباشد: x≤0 بهازای k x−4
 x x k x k≤ ⇒− ≥ ⇒ − ≥0 0 4 4

. k≥1
4
،پس k≥4 1 یعنی

یکبهیکاس�تواگر g x x( )= −1 2 ،آنگاهتابع x>0 راه ح��ل دوماگر

یکبهیکاستو h x k x( )= −4 ،آنگاهتابع x≤0

g

h

x x x x R  

x x k x k R k

( , )

[ , )

> ⇒ > ⇒− < ⇒ − < ⇒ = −∞

≤ ⇒− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ = +∞

0 0 2 0 1 2 1 1

0 0 4 4 4

.پس g hR R =∅ برایاینکهتابعfیکبهیکشود،باید

k k≥ ⇒ ≥14 1
4
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2311 .پ�ستاب�ع 1نیزگ 1
x

f x
x

( )
>=

− <

1 0

1 0
درگزین�ۀ)1(،  3

.پ�ستابعیکبهیک f x x( ) | |= ، x≠0 یکبهی�کنیس�ت.درگزینۀ)2(،

پ�ستابعیکبهیکنیس�ت.در f f( ) ( )= −1 1 نیس�ت.درگزین�ۀ)4(مث�لًا

گزینۀ)3(نمودارتابعبهصورتزیراستوتابعیکبهیکاست.


x x

f x x x
x x

( ) | |
 ≥= =
− <

2

2

0

0


2321 نمودارتابعهابهشکلزیراست: 1نیزگ 1  3


x

f x x x
x x

( ) | |
<= + = ⇒
≥

0 0

2 0
:گزینۀ )1(تابعیکبهیکنیست


x x

f x x x
x

( ) | |
<= − = ⇒
≥

2 0

0 0
:گزینۀ )2(تابعیکبهیکنیست

x x
f x x x

x x
( ) | |

<= + = ⇒
≥

0
2

3 0
:گزینۀ )3(تابعیکبهیکاست


x x

f x x x
x x

( ) | |
− <= + = ⇒

≥

0
2

3 0
:گزینۀ )4(تابعیکبهیکنیست

2331 . 1نیزگ 1 f f f( ) ( ) ( )= = − =0 1 1 0 درتابعگزینۀ)2(،  1

. f x( )=0 ،آنگاه x≤0 درتابعگزینۀ)3(،اگر

. f f( ) ( )= =0 2 0 درتابعگزینۀ)4(،

بنابرای�نگزینههای)2(،)3(و)4(ردمیش�وند.توجهکنیدکهمیتوانیدثابت
دو x f x( , ( ))2 2 و x f x( , ( ))1 1 کنیدتابعگزینۀ)1(یکبهیکاست.اگر

،آنگاه f x f x( ) ( )=1 2 زوجمرتبازتابعfباشندکه



A

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + = + + ⇒ − + − =

− + + + − =

− + + + =

3 3 3 3
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 0

0

1 0 1




 A x x x( )= + + + >2 2
1 2 2

1 3 1 0
2 4

اکنونتوجهکنیدکه

fوتابع x x=1 2 ،پ�س x x− =1 2 0 بنابرای�نازمعادلۀ)1(نتیجهمیش�ود

یکبهیکاست.

2341 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


x f x x x

x f x x x x

x f x x x

( )

( )

( )

≥ ⇒ = − − + =

≤ ≤ ⇒ = − + − = −

≤ ⇒ =− + + − =−

3 1 3 2

1 3 1 3 2 4

1 1 3 2



یکبهیک  [ , ]1 3 بنابرایننمودارتابعfبهصورتزیراس�تواینتابعرویبازۀ
نیز d≤3 و c≥1 ک�ه c d[ , ] اس�ت.توجهکنی�دک�هتاب�عfرویه�رب�ازۀ

یکبهیکاست.پسحداکثرمقدارممکنبرایbبرابر3وحداقلمقدارممکن
برابر2است. b a− برایaبرابر1استودرنتیجهحداکثرمقدارممکنبرای

2351 یکبهیک 1نیزگ 1 ad bc− ≠0 باش�رط ax bf x
cx d

( ) +=
+

تابع  3

،آنگاهتابعfبرابریکتابعثابتاستکهیکبهیک ad bc− =0 اس�تواگر
،آنگاهتابعfیکبهیکنیست.ازمعادلۀاخیر k k− =3 4 0 نیس�ت.پساگر
fتابعkپ�سبهازایس�همقدارمختل�ف. k=±2 و k=0بهدس�تمیآی�د

یکبهیکنیست.

2361 ب�هش�کلزیر 1نیزگ 1
x x

f x
x x

( )
 − <=

+ ≥

2

2

2 0

2 0
نم�ودارتاب�ع  2

اس�ت.واضحاس�تکهتاب�عیکبهیکاس�ت.بقیۀ
گزینهه�ارامیتوانی�دبارس�منموداری�اآوردنمثال

نقض،ردکنید.

2371  1نیزگ 1 y x kx=− +2 نم�ودارتاب�ع  3
قب�لازطولرأس x=3 بهش�کلمقابلاس�ت.اگر
س�همیق�رارگیردیابرآنمنطبقش�ود،تاب�عدربازۀ

)یکبهیکاست.بنابراین , ]−∞ 3

 k k≤ ⇒ ≥3 6
2



فصل دوم: آزمون ها
)58(

2381 ،آنگاه 1نیزگ 1 f x f x( ) ( )=1 2 راه حل اولتوجهکنیدکهاگر  4



x k x x k x x x k x x

x x x x k x x

x x x x k

( )

( )( ) ( )

( )( )

− = − ⇒ − − − =

− + − − =

− + − =

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

0

0

0

ودرنتیجه x x k+ − ≠1 2 0 ،آنگاه k<0 اگر

 x x x x− = ⇒ =1 2 1 20

پستابعیکبهیکاست.
اس�تویکبهیکاس�ت.امااگر f x x( )= همتابعبهصورت k=0 بهازای
 x2 رابرحس�ب x1 میت�وانمق�دار x x k+ − =1 2 0 ،آنگاهاز k>0

نتیجهنمیش�ود.پسدر x x=1 2 لزوماً f x f x( ) ( )=1 2 بهدس�تآوردواز
اینحالتتابعیکبهیکنیست.

راه حل دوم)اینراهحلپسازمطالعۀفصلکاربردمشتققابلاستفادهاست.(
پیوس�تهاس�ت.پسدرصورتیکهیکبهیکباش�د، [ , )+∞0 تابعfرویبازۀ

. k x kf x  
x x

( ) −′ = − =21
2 2

اکیداًیکنواست.اکنونتوجهکنیدکه

ودرنتیجهتابعfاکیداًصعودیاستویکبهیک f x( )′ >0 ،آنگاه k≤0 اگر

اکیداًنزول�یورویبازۀ k[ , ]
2

0
4

،آنگاهتاب�عfرویب�ازۀ k>0 اس�ت.اگ�ر

غیریکنواست. [ , )+∞0 اکیداًصعودیاست،پسرویبازۀ k[ , )+∞
2

4
2391 مینویسیم. 1نیزگ 1 f x f x( ) ( )+ = +3 23 1 معادلهرابهصورت  1

چونfتابعییکبهیکاست،پس
 x x x x+ = + ⇒ − + =3 2 3 23 1 2 0

یک�یازجوابهایمعادلهاس�ت،بهکمکتقس�یم x=−1 واضحاس�تک�ه
راتجزیهمیکنیم: x x− +3 2 2 عبارت

 x x x x x( )( )− + = + − + =3 2 22 1 2 2 0

تنهاجوابمعادلهاست. x=−1 جوابندارد.پس x x− + =2 2 2 0 معادلۀ
2401 قطعاًیکبهیکنیست،زیرا 1نیزگ 1 g x f x( ) (| |)= تابع  2

 x a g a f a       x a g a f a f a( ) (| |), ( ) (| |) (| |)= ⇒ = =− ⇒ − = − =

ودرنتیجهاینتابعیکبهیکنیست. g a g a( ) ( )− = بنابراین
2411 . 1نیزگ 1 f f( ) ( )>1 2 ،اما <1 2 تابعگزینۀ)1(صعودینیست،زیرا  2

. f f f( ) ( ) ( )= <2 4 5 و < <2 4 5 تابعگزینۀ)2(صعودیاست،زیرا
. f f( ) ( )>2 3 ،اما <2 3 تابعگزینۀ)3(صعودینیست،زیرا

. f f( ) ( )− >2 3 ،اما − <2 3 تابعگزینۀ)4(همصعودینیست،زیرا
2421 چونتابعfاکیداًصعودیاست،پس 1نیزگ 1  2



f f f a a a

a a a a a

a a a

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )

< < ⇒ < < ⇒ − < + < −

− < + ⇒ + − < ⇒− < <

+ < − ⇒ >

2

2

1 2 3 1 2 3 1 1 3 1

1 1 1 2 0 1 2 1

1 3 1 1 2



. a< <1 2 اشتراکجوابهاینامعادلههای)1(و)2(میشود
2431 وهربازۀ 1نیزگ 1 [ , ]−2 3 باتوجهبهشکلسؤالتابعfرویبازۀ  2

 b a− صعودیاس�ت.بنابراینحداکث�رمقدار a b− ≤ < ≤2 3 ک�ه a b[ , ]

برابر5است.

2441 ،آنگاهتابعصعودی 1نیزگ 1 a>1اگر xy a= درتابعنمای�ی  1

 k k k| |− > ⇒ > ⇒ >2 23 1 4 2 است.بنابراین

2451 طولرأسسهمیبهمعادلۀ 1نیزگ 1  1

. b
a

− =3
2 4

برابراستبا f x x x( )=− + −24 6 1

fازروینم�وداراینس�همیمعلوماس�تکهتابع

)اکیداًنزولیاست. , )+∞3
4

رویبازۀ

2461 )4( 1نیزگ 1 گزین�ۀ تاب�ع نم�ودار  4
بهصورتزیراستواینتابعنزولیاست.


x x

f x
x x

( )
− − ≥=
− + <

2 0

2 0

بارس�منم�ودارتوابعگزینهه�ایدیگ�رمیتوانید
نزولیبودنآنهاراردکنید.

2471 ش�رطصعودیبودنتابعfآناستکههمۀمقادیرتابع 1نیزگ 1  1
باشد: y x a= +1 کوچکترازیامساویباکمترینمقدارتابع y x= +2 2 1


x x a a y a

x x y

≥ ⇒ + ≥ + ⇒ ≥ +


< ⇒ + < ⇒ <

1

2

1 1 1

1 2 1 3 3


. a≥2 .پس a≤ +3 1 بنابراین

2481 ازتعریفتابعصعودینتیجهمیشود 1نیزگ 1  2
 m m m− ≥ + ⇒ ≥2 1 1 2 

2491 را 1نیزگ 1 f x( )≥0 ب�رایپیداکردندامنۀتابعgبایدنامعادلۀ  2
،پ�سبای�د f x f( ) ( )< 0 ،آنگاه x<0 واگ�ر f( )=0 0 ح�لکنی�م.چ�ون
fراحلکنیمکهباتوجهبهاکی�داًصعودیبودنتابع f x f( ) ( )≥ 0 نامعادل�ۀ

. gD [ , )= +∞0 .پس x≥0 نتیجهمیشود

2501 ،تابعیصعودیبا 1نیزگ 1 مجم�وعدوتابعصعودیبادامنۀ  1
 f2 ،یعن�یتابع f g− و f g+ اس�ت.بنابرای�نمجم�وعدوتابع دامن�ۀ

صعودیاست،پستابعfنیزصعودیاست.

2511 تاب�عfاکیداًصعودی،تابعgاکی�داًنزولی،تابعhثابت 1نیزگ 1  4
)همصعودیوهمنزولی(وتابعkغیریکنواست.

2521 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x

IÄ ( )

( )( ) ( )

− < < ⇒ ≤ + ≤ −

≤ + ⇒ − + ≥ ⇒ ≤ ≥

+ ≤ − ⇒ − + ≤

− − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2

2 2

2 2 2

2 0 1 4 3 7

4 3 4 3 0 1 3 1

3 7 2 7 3 0

12 1 3 0 3 2
2



fآنگاهتابع، x≤ ≤1 1
2

یا x=3 باتوجهبهشرایط)1(و)2(نتیجهمیشوداگر

صعودیاست.پسبهازایمقادیرصحیح3و1تابعfصعودیاست.
2531 رویبازههاییاکیداًصعودیاس�تکهتابعf 1نیزگ 1 f− تاب�ع  3

اکیداًنزولیاس�ت، [ , ]−3 1 رویآنه�ااکی�داًنزولیاس�ت.تاب�عfرویب�ازۀ
رویاینبازهاکیداًصعودیاست. f− بنابراینتابع



)59(

2541 بایدمبنایلگاریتمبینصفرو1باشد.پس 1نیزگ 1  3
 k k< − < ⇒ < <0 1 1 1 2 

2551 نمودارتابعfبهشکلمقابل 1نیزگ 1  2
اس�ت.برایاینکهتابعنزولیباش�د،بایددامنۀآن

. k≥2باشد،بنابراین [ , )+∞2 زیرمجموعۀبازۀ

2561 نم�ودارتاب�عfبهص�ورت 1نیزگ 1  3
هم a b[ , مقابلاس�ت.چ�ونتاب�عfرویبازۀ[
صعودیاستهمنزولی،پسرویاینبازهتابعی
ثابتاس�ت.ازروینمودارتابعfمعلوماستکه
تابعیثابتاس�ت،  [ , ]−1 2 ای�نتابعرویب�ازۀ
ک�ه  a b[ , ] مانن�د ب�ازهای ه�ر روی همینط�ور
.بنابرای�نبیش�ترینمق�دارممکن a b− ≤ < ≤1 2
، b=2 و a=−1وقتیبهدستمیآیدکه b a−

. b a− =3 کهدراینصورت

2571 صعودیهستند. 1نیزگ 1 y x k= −4 و y x= − +1 2 توابع  3

y x k x,= − <4 1y x= − +1 2

بیش�تراز2نباش�دتاتابعfصعودی k−4 مطابقش�کلهایبالاکافیاس�ت
. k≥2 ،درنتیجه k− ≤4 2 باشد.پس

2581 باتوجهبهتعریفتابعاکیداًنزولی، 1نیزگ 1  3
 a a a a a a a( )( )− < ⇒ − − < ⇒ + − < ⇒− < <2 23 2 2 3 0 1 3 0 1 3 

2591 دامنۀتابعgازحلنامعادلۀزیربهدستمیآید: 1نیزگ 1  1
 f x f x f x f( ) ( ) ( ) ( )− − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥2 2 0 2 2 2 1 

باتوجهبهاکیداًنزولیبودنتابعfنتیجهمیشود
 x x− ≤ ⇒ ≤2 1 3

. gD ( , ]= −∞ 3 بنابراین

2601 صعودیان�د،پ�سمجموع 1نیزگ 1 y f x( )= و y x= تواب�ع  2
صعودیاست. y x f x( )= + آنهاصعودیاست.یعنیتابع

2611 ازتعریفتابعصعودینتیجهمیشود 1نیزگ 1  3


f f f m m m

m m m      m m m

( ) ( ) ( )

,

< < ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ +

− ≤ ⇒ ≥− ≤ + ⇒ ≤

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 3 3


ودرنتیج�هmمیتواندپنجمق�دارصحیح0،1،2،3و m− ≤ ≤1 3 بنابرای�ن
راداشتهباشد. −1

2621 تابع�یکهه�مصعودیاس�توهمنزول�ی،تابعیثابت 1نیزگ 1  4
است.پسfتابعثابتاست.بنابراین

 f f f       a a a b      a b( ) ( ) ( ), , ,= = − = + = − =− =−1 2 3 2 3 6 4 4 10

. a b+ =−14 درنتیجه

2631 رارس�مکنی�موعرضهر 1نیزگ 1 y xsin= اگ�رنمودارتابع  2
بهدس�تمیآیدکه f x x( ) sin=3 نقط�ۀآنراس�هبرابرکنیم،نمودارتابع

وهربازۀدیگر [ , ]π π−
2 2

بهصورتزیراست.واضحاستکهتابعfرویبازۀ

aصعودیاس�ت.پسحداکثرمقدار aπ π− ≤ ≤
2 2

که a[ , ]π−
2

بهص�ورت

است. π
2
برابر

2641 رادوواحدبهسمتراستانتقال 1نیزگ 1 y
x

=
−
1 ابتدانمودارتابع  2

بهدستبیاید.اکنونازرویاین y
x x( )

= =
− − − +

1 1
2 2

میدهیمتانمودارتابع

 a( , )−∞ )وهربازۀدیگریمانند , )−∞ 2 نمودارمعلوماستکهتابعfرویبازۀ
صعودیاست.بنابراینحداکثرمقدارaبرابر2است. a≤2 که

2651 نم�ودارتابعبایدبهش�کلزیرباش�د،یعنیاگ�رطولرأس 1نیزگ 1  3
)باشد،آنگاهتابعغیریکنوامیشود.پس , )3 5 است،دربازۀ x k= سهمیکه1+

k k< + < ⇒ < <3 1 5 2 4

2661 نمودارتابعfبهصورتزیراس�ت.ازروینمودارتابعf 1نیزگ 1  4
که a b[ , ] وهربازهایبهصورت  [ , ]−1 3 معلوماس�تکهاینتابعرویبازۀ
وقتیبه b a− اکیداًنزولیاس�ت.بنابراین،بیش�ترینمقدار a b− ≤ < ≤1 3

. b a− =4 ،کهدراینصورت b=3 و a=−1 دستمیآیدکه

2671 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


k x x

f x kx x
k x x

( )
( ) | |

( )

+ − ≥= + − =
− + <

1 1 1
1

1 1 1


برایاینکهتابعfصعودیباشد،بایدهردوخطموجوددرضابطۀتابعصعودی
باشند،یعنیشیبنامنفیداشتهباشند.پس


k

k
k

+ ≥ ⇒ ≥
− ≥

1 0
1

1 0




فصل دوم: آزمون ها
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2681 ابتداتوجهکنیدکهتابعfاکیداًصعودیاست،پس 1نیزگ 1  3


x f x f f x

x f x f f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

> ⇒ > ⇒ >

< ⇒ < ⇒ <

6 6 0

6 6 0

راحلکنیم.با x
f x( )
− ≥

24 0 برایبهدس�تآوردندامن�ۀتابعgبایدنامعادل�ۀ

توجهبهجدولتعیینعلامتزیر،جوابنامعادلهبهصورتزیراست:
 x ( , ] [ , )∈ −∞ −2 2 6

بنابرایندردامنۀتابعgچهارعددطبیعیقراردارد.



x

x

f x

x
f x

( )

( )

−∞ − +∞

− − + − −

− − − +

− + − + −

2

2

2 2 6

4 0 0

0

4 0 0

2691  1نیزگ 1 y x= صعودیاس�ت،پستابع1+ y x= تاب�ع  2
هموارهمثبتهس�تند. y x= نیزصعودیاس�ت.همچنینمقادیرتابع1+

نزولیاست. y
x

=
+

1
1
بنابراینتابع

2701 صعودیان�د،پسمجموع 1نیزگ 1 y x= 3 و y x= تابعه�ای  3

صعودیاست.توابعسهگزینۀدیگرغیریکنواهستند. y x x= +3 آنهایعنی

2711 مق�دارaراپیدا 1نیزگ 1 f og a( )( )− − =−1 1 ابت�داازتس�اوی1  3

میکنیم:

f g a f g a

g a g a a

( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

− − −

−

=− ⇒ − =

= ⇒ = ⇒ =−

1 1 1

1

1 1

4 4 2


 f( )=−3 2 رامیخواهی�مکهباتوجهبهتس�اوی f ( )− −1 2 بنابرای�نمق�دار

. f ( )− − =1 2 3 نتیجهمیگیریم

2721 راپیدامیکنیم: 1نیزگ 1 f −1 تابع  4
 f {( , ),( , ),( , ),( , )}− = − − −1 2 1 5 3 3 2 1 5

. gof {( , ),( , )}− =1 2 4 5 0 درنتیجه

2731 .بنابراین 1نیزگ 1 g ( )− =1 2 3 ،پس g( )=3 ابتداتوجهکنیدکه2  2


f a g f a

f a f a a

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− − −

−

+ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ =

1 1 1

1

2 6 3 6

3 3 2
. g a g( ) ( )= =2 4 درنتیجه

2741 )عبورمیکند،نمودار 1نیزگ 1 , )9 11 چوننمودارتابعfازنقطۀ  4

عبورمیکند.  ( , )11 9 ازنقطۀ f −1 تابع

2751 قرینۀنم�ودارتابعfنس�بتبهخط 1نیزگ 1 f نم�ودارتاب�ع1−  3
استکهبهشکلزیراست: y x=

ت
ن

2761 همانبردتابعfاس�ت.پسبردتابعf 1نیزگ 1 f دامنۀتابع1−  1
رابهدستمیآوریم:


f x x

x x

x x f x

( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + −

− ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤

≤ + ≤ ⇒− ≤ + − ≤ ⇒− ≤ ≤

2

2 2

1 1

1 2 0 1 3

0 1 9 1 1 1 8 1 8

. ff
D R [ , ]− = = −1 1 8 بنابراین

2771 نمودارتابعهابهشکلزیراست: 1نیزگ 1  4
گزینۀ )2(گزینۀ )1(

گزینۀ )4(گزینۀ )3(

باتوجهبهنمودارهاواضحاستکهتابعگزینۀ)4(وارونپذیراست.

2781 قرینهکنیم 1نیزگ 1 y x= اگ�رنمودارتابعfرانس�بتبهخ�ط  3

 f x x( )= −3 4 بهدستمیآید.بنابراینبایدتابعوارونتابع f نمودارتابع1−

رابهدستآوریم.

 y xy x y x x f x( )−+ += − ⇒ + = ⇒ = ⇒ =14 43 4 4 3
3 3



است. xy += 4
3

بنابراینمعادلۀخطجدید

2791 را 1نیزگ 1 x مق�دار y x= − +1 2 ازتس�اوی راه ح��ل اول  3

برحسبyبهدستمیآوریم:

y x y x x y x y y( ) ( )− = − ⇒ − = − ⇒ = − + ⇒ = − +2 2 22 1 2 1 2 1 4 5

. f x x x( )− = − +1 2 4 5 بنابراین

کهفقطدرتابعگزینۀ)3( f ( )− =1 2 ،پس1 f( )=1 2 راه حل دومتوجهکنیدکه

صدقمیکند.

2801  1نیزگ 1 fx D∈ ه�ر ب�رای  2

برقراراست.پس f of x x( )( )− =1 تس�اوی

اس�تو g x x x( ) ,= ≤3 تاب�عgبهصورت

نمودارآنبهشکلروبهرواست.

2811 و 1نیزگ 1 fD  { , , , }= 1 2 3 5 ابتداتوجهکنیدکه  2


f

f D {( , ),( , ),( , ),( , )} { , , , }−
− = ⇒ =1

1 3 1 4 2 2 3 1 5 3 4 2 1 



)61(

بنابراین



ff f f
D D D

f f f f

f f f f

f f f f

 { , , }

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

− −×
− −

− −

− −

= =

× = × = × =

× = × = × =

× = × = × =

1 1

1 1

1 1

1 1

1 2 3

1 1 1 3 5 15

2 2 2 4 3 12

3 3 3 2 1 2





بهصورتزیراست f f −× 1 بنابراینتابع
 f f  {( , ),( , ),( , )}−× =1 1 15 2 12 3 2 

2821 ودرنتیجه 1نیزگ 1 f a( )=3 .پس f a( )− =1 3 فرضکنید  2

 a a a a a
a

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
−

33 3 3 2 3
1 2



. f ( )− =1 33
2
یعنی

2831 )عبورمیکند،نمودار 1نیزگ 1 , )8 9 چ�وننمودارتابعfازنقطۀ  4

)عبورمیکند: , )9 8 ازنقطۀ f −1 تابع

f f( ) ( )−= + − = ⇒ =3 18 8 8 1 9 9 8

2841 رس�م 1نیزگ 1 y x= ابتداقرینۀنمودارتابعfرانس�بتبهخط  4

را f بهدس�تبیاید.س�پسقرین�ۀنمودارتابع1− f میکنیمتانمودارتابع1−
بهدس�تبیاید. y f x( )−= −1 نس�بتبهمحورyپیدامیکنیمتانمودارتابع

رایکواح�دبهپایینمنتق�لمیکنیمتا y f x( )−= −1 درآخ�رنم�ودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )−= − −1 1 نمودارتابع

2851 برابردامنۀتابعfاست.پسدامنۀتابعf 1نیزگ 1 f بردتابع1−  3
رابهدستمیآوریم:

 x x x x x x x     ( ) ,− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ − ≠ ⇒ ≠24 0 4 0 0 4 1 0 1
.بنابرایناعدادصحیحصفر،3،2و4در ff

R D [ , ) ( , ]− = =1 0 1 1 4 پ�س

قراردارند. f −1 بردتابع

2861 نمودارتابعهایچهارگزینهبهصورتزیراست: 1نیزگ 1  4
گزینۀ )1(


x x

f x x x
x x

( ) | |
 <=− =
− ≥

2

2

0

0


گزینۀ )2(


x x

f x x x
x x

( ) | |
<= − =
≥

4 0
3

2 0
 

گزینۀ )3(


x x

f x x x
x x

( ) | |
<= + =
≥

0
2

3 0


گزینۀ )4(


x x

f x x x
x x

( ) | |
<= − =

− ≥

4 0
3

2 0
 

وارونپذیرنیست. f x x x( ) | |= −3 باتوجهبهنمودارها،تابع

2871 رابهدستمیآوریم 1نیزگ 1 f x( )−1 ابتدا  1

 a y a xy a x x a y x f x( )−− −= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =13 3
3 3



فقطیکجوابداشتهباشد a xx −=2
3

بنابراینبایدمعادلۀ

 x x a  a a     ,+ − = ∆= + = ⇒ =−2 13 0 1 12 0
12



2881 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
 ff x x x x D( ) ( ) , [ , )= − + = − − = +∞2 24 2 2 2 2

بنابراینfتابعییکبهیکاست.توجهکنیدکه


x

y x x y x y

x y x y

( ) ( ) | |

≥

= − − ⇒ − = + ⇒ − = +

→ − = + ⇒ = + +

2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

. f x x( )− = + +1 2 2 بنابراین

2891 . 1نیزگ 1 ffof f
D D R− −= =1 1 توجهکنیدکه  3

،fازط�رفدیگرباتوجهبهنمودارتابع
،بنابرای�ندامن�ۀتاب�ع fR ( , ]= −∞ 1

)است. , ]−∞ 1 برابر fof −1

2901 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x x

x x xf og x g of x g f x

x xg x g x g x x( )

( ) ( ) ( )( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

− − − −

→ +− −

− − −= ⇒ = ⇒ =

− −− = → = ⇒ = +

1 1 1 1

11 1

2 2 2
2 2 2

2 11 2 1
2 2

را xf og x( ) ( )− − −=1 1 2
2

راه حل دوم اگرتابعهایواروندوطرفتساوی

پیداکنیمبهدستمیآید
 f og x x      ( )( ) ( )− = +1 2 2 1 

،پسازتساوی)1(نتیجهمیشود f x x( )− = +1 1 ازطرفدیگر،

f g x x g x x g x x( ( )) ( ) ( )− = + ⇒ + = + ⇒ = +1 2 2 1 2 2 2 1



فصل دوم: آزمون ها
)62(

2911 رابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1 g−1 و f −1 ابتدا  1


f

g

{( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , )}

−

−

= −

= − −

1

1

2 1 3 2 4 2 1 4

2 2 1 3 1 4 2 1


رابهدستمیآوریم: g of− −1 1 اکنون



 g of {( , ),( , ),( , )}− − =1 1 2 3 3 2 4 1 
توجهکنیدکهمیتوانابتداfogراحس�ابکرد،س�پسبااس�تفادهازتس�اوی

مسئلهراحلکرد. g of fog( )− − −=1 1 1

2921 روینمودارتابعوارون 1نیزگ 1  b( , )−1 و a( , )7 اگ�رنقطههای  1
رویتابعfهستند.اماازطرفدیگر b ( , )−1 و a ( , )7 تابعfباشند،نقطههای
 x<1بزرگت�رازیکهس�تندیاکوچکترازآن.پ�سبافرضbوaنمیدانی�م

بهدستمیآید:
 x x       x x (.¡.¡.ù)  (.¡.¡),+ = ⇒ = + =− ⇒ =−3 7 4 3 1 4 

، x≥1 همچنینبافرض

 x x        x x (.¡.¡)  (.¡.¡.ù),+ = ⇒ = + =− ⇒ =− 23 1 7 2 3 1 1
3



بنابراینمیتواننوشت
 f f      f f( ) ( ) , ( ) ( )− −− =− ⇒ − =− = ⇒ =1 14 1 1 4 2 7 7 2

. f f( ) ( )− −+ − = − =−1 17 1 2 4 2 بنابراین

2931 )عب�ورمیکند،پس 1نیزگ 1 , )3 2 ازنقطۀ f نم�ودارتاب�ع1−  4

)عبورمیکند.بنابراین , )2 3 نمودارتابعfازنقطۀ
 f a a( )= ⇒ + + = ⇒ =−2 3 8 2 3 7

درنتیجه
 f x x x f( ) ( )= + − ⇒ = + − =3 7 3 27 3 7 23 

2941  1نیزگ 1 y f x( )= قرینۀنمودارتابع y f x( )−= 1 نمودارتابع  2
است. y x= نسبتبهخط

رایکواحدبهراستویکواحدبهبالامنتقلکنیم، y f x( )−= 1 اگرنمودار

رسممیشود. y f x( )−= − +1 1 نمودارتابع1

2951 )برخورد 1نیزگ 1 , )1 2 درنقطۀ f −1 چ�وننمودارتابعهایfو  1

میکنند،پس


f f a b

f f f a b

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )−

∈ ⇒ = ⇒ + =

∈ ⇒ ∈ ⇒ = ⇒ + =1

1 2 1 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1

درنتیجه


a b
a b

a b
,

+ = ⇒ =− =
+ =

4
3 7

2 1
. ab=−21 بنابراین

2961 . 1نیزگ 1 f x ax b( )= + چونfتابعیخطیاست،فرضمیکنیم  2
دراینصورت


f a b

f f a b

     (1)

     (2)

( )

( ) ( )−

= ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ + =1

1 3 3

11 3 3 11 3 11
. b=−1و a=4 اگردستگاهمعادلههای)1(و)2(راحلکنیم،بهدستمیآید

. f( )− =−3 13 ودرنتیجه f x x( )= −4 1 بنابراین

2971  1نیزگ 1 f x( )−1 رابهدستمیآوریمکهوارونتابع f x( ) ابتدا  2

 
y k x ky x k x y k x f x( )
− −= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =2 2
2 2

است:

نبایدجوابداشتهباشد x kx −=2
2

بنابراینمعادلۀ

 x x k x x k k k      ,= − ⇒ − + = ∆< ⇒ − < ⇒ >2 2 12 2 0 0 1 8 0
8


2981 .بنابراینتابعf 1نیزگ 1 f x x( ) ( )= + −31 ابتداتوجهکنیدکه1  3
یکبهیکاست.ازطرفدیگر،

 y x x y x y x y( ) ( )= + − ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = + −3 3 3 31 1 1 1 1 1 1 1

. f x x( )− = + −31 1 درنتیجه1

2991 بنابرای�ن 1نیزگ 1 . x af x
x

( )− +=
−

1
2

ک�ه کنی�د توج�ه  1

.پس af a( )− += = +
−

1 33 3
3 2



f of f f

a af a
a

a a a a
a

( )( ) ( ( ))

( )
( )

− − − −

−

= ⇒ =

+ +
+ = ⇒ =

+ −
+ = ⇒ + = + ⇒ =
+

1 1 1 1

1

9 93 3
4 4

39 93
4 3 2 4

2 3 9 8 12 9 9 3
1 4



3001 . 1نیزگ 1 ff of
D D { }− = = −1 3 توجهکنیدکه  1

3011 توجهکنید: 1نیزگ 1 g−1 و f −1 ابتدابهتابعهای  2



f g f g

f

g

D D

 

 

{( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , )}

D { , , , } { , , , } { , , }− − − −

−

−

−

= − −

=

= = − =1 1 1 1

1

1

2 1 3 1 2 2 1 4

2 3 3 4 4 2 1 1

2 3 2 1 2 3 4 1 2 3 1 



رابهدستآوریم: f g− −−1 1 اکنونمیتوانیمتابع

 f g  

 

{( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , )}

− −− = − − − −

= − −

1 1 2 1 3 3 1 4 1 4 1

2 2 3 5 1 3


برابراستبا f g− −−1 1 مجموععضوهایدامنهوبردتابع
 ( ) ( )+ − + + − + + =2 2 3 5 1 3 2 



)63(

3021 .پ�س 1نیزگ 1 f( )= − + = + =39 9 1 2 2 2 4 توج�هکنی�دک�ه  4
. f f( ) ( )−+ =19 4 13 ودرنتیجه f ( )− =1 4 9

3031 )عب�ورمیکند، 1نیزگ 1 , )8 13 چ�وننم�ودارتاب�عfازنقط�ۀ  4

)میگذرد: , )13 8 ازنقطۀ f −1 نمودارتابع

 f f( ) ( )−= × + − = ⇒ =3 18 2 8 8 5 13 13 8

3041 قرینهمیکنیمتا 1نیزگ 1 y x= نمودارتابعfرانس�بتب�هخط  2
دردو f رس�مش�ود.بنابرش�کلزیر،نمودارتابعهایfو1− f نمودارتابع1−

نقطهمتقاطعاند.

3051  1نیزگ 1 f )نقط�ۀبرخوردنم�ودارتابعه�ایfو1− , )1 2 چ�ون  3

.بنابراین f( , )∈2 1 ،یعنی f( , ) −∈ 11 2 و f( , )∈1 2 است،پس

f a b
b b b b b

f a b

( )

( )

 = ⇒ − = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =
= ⇒ − =

1 2 3 2
3 2 6 3 4 24 7

2 1 6 1

. a b+ =8 ودرنتیجه a=1پس

3061 : 1نیزگ 1 x=2 قرارمیدهیم f x g x( ) ( )− = −2 1 3 درتساوی1  3
 f g g f( ) ( ) ( ) ( )= − ⇒ = +3 6 1 6 3 1

. g( )= + =6 2 1 3 .درنتیجه f( )=3 2 پس f ( )− =1 2 3 ازطرفدیگر،

3071 بهص�ورت 1نیزگ 1 را f تاب�ع ضابط�ۀ ابت�دا اول راه ح��ل   2
مینویسیم.حالاxرابرحسبyپیدامیکنیم: y x( )= + −21 1


y x y x

x y x y

( )

( )

+ = + ⇒ + = +

= + − ⇒ = + −

2

2

1 1 1 1

1 1 1 1

. f x x x x x x( ) ( )− = + − = + + − + = + − +1 21 1 1 1 2 1 2 2 بنابراین1

 f f( ) ( )−= ⇒ =11 3 3 1 راه حل دوم
دربینگزینههایدادهشدهفقطاگردرعبارتدادهشدهدرگزینۀ)2(،بهجای

،حاصل1میشود. 3 xقراردهیم

3081 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x f x x x x x

x f x x x x

x f x x x x x

( )

( )

( )

 ≥ ⇒ = + − + − =− +
− ≤ ≤ ⇒ = + + − − =


≤− ⇒ =− − + − − =− −

1 2 1 2 2 3

2 1 2 1 2 1

2 2 1 2 2 3



وارونپذیراست.توجهکنیدکهتابعfروی [ , ]− −2 1 بنابراینتابعfبادامنۀ
ه�موارونپذیراس�تولیبرایاینکه b≥1و a≤−2 ک�هدرآن a b[ , ]−

درنظرمیگیریم. [ , ]− −2 1 کمترینمقدارباشددامنهرا b a−


xf xyx y x x y y

( )− − =− > ⇒ =− + ⇒ = ⇒ − > ⇒ <


1 3
3 21 2 3 32 1 1

2



xf xyx y x x y y

( )− − − =− −
<− ⇒ =− − ⇒ = ⇒− − <− ⇒ >



1 3
3 22 2 3 32 2 1

2

.
x x

f x x x
( )−

− <= − − >


1
3 1

2
3 1

2

بنابراین

3091 برقرار 1نیزگ 1 fof x x( )( )− =1 تس�اوی fx R∈ برایه�ر  2
، x≥2 .پسب�رایهر fR [ , )= +∞2 ،fاس�ت.ب�اتوج�هبهنم�ودارتاب�ع

.بنابراین g x x( )= +3
 gx x g x R( ) [ , )≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞2 3 5 5 5 

3101 راه ح��ل اولضابط�ۀتاب�عوارونتابعه�ایfوgراپیدا 1نیزگ 1  2
میکنیمکهبهصورتزیرهستند:

 f x x g x x      ( ) ( ) , ( )− −= − + = +31 3 11 2 1 

بنابراین


f og x f g x f x

x x

( )( ) ( ( )) ( )

( )

− − − − −= = +

= + − + = +

31 1 1 1 1

3 3

1

1 1 2 2


.ازطرفدیگر، f og x gof x( )( ) ( ) ( )− − −=1 1 1 راه حل دومتوجهکنیدکه

 gof x g x x x( )( ) ( ) ( )= + − = + − − = −3 3 31 2 1 2 1 2 

. f og x x( )( )− − = +1 1 2 .بنابراین gof x x( ) ( )− = +1 2 و

3111 . 1نیزگ 1 fog a a( )( )− =1 توجهکنیدکه  2

ودرنتیجه g a c( )− =1 ،پ�س f c a( )= .چ�ون f g a a( ( ))− =1 بنابرای�ن
.بههمینترتیب g c a( )=



f b c

f d d

f a b

fog b c f g b c

g b b g b b

fog c d f g c d

g c d g d c

fog d b f g d b

g d a g a d

( )

( )

( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

=− −

−

=− −

−

=− −

−

= ⇒ = →

= ⇒ =

= ⇒ = →

= ⇒ =

= ⇒ = →

= ⇒ =

1 1

1

1 1

1

1 1

1

. g a d b b c a d c{( , ),( , ),( , ),( , )}= پس

3121 ،دراینصورت 1نیزگ 1 f a( )− =1 1 فرضمیکنیم  2



f a a a a a

a a    a a a

a a a a

( )

( )*

,

= ⇒ + + + = ⇒ + + + =

+ =− − ⇒ + = + +

− + − −+ − = ⇒ = =

2

2

1 2 2 1 2 2 1

2 1 2 2 1

1 5 1 51 0
2 2

 − +1 5
2

.بنابراین a≤−1 ،پس a− − ≥1 0 )واضحاستکه )* ازتساوی

قابلقبولنیست.



فصل دوم: آزمون ها
)64(

3131 فرضمیکنیمطولنقطۀبرخوردaباشد.دراینصورت 1نیزگ 1  4
است.در f روینمودارتابع1− a a( , )+1 است.پسنقطۀ a+1 عرضآن

روینمودارتابعfاست.پس a a( , )+1 نتیجهنقطۀ


f a a a a a

a a a a a a

( ) ( ) ( )

( )( )

+ = ⇒ + + + + =

+ + + = ⇒ + + = ⇒ =−

3

3 2 2

1 1 2 1 9

3 4 12 0 3 4 0 3

است. a+ =−1 2 پسعرضنقطۀبرخورد

3141  1نیزگ 1 f −1 نم�ودارتاب�ع  2
 y x= قرینۀنمودارتابعfنس�بتبهخط
استکهدرشکلرسمشدهاست.بنابراین
مساحتقس�مترنگیموردنظراستکه
ازدومثلثویکمربعتشکیلشدهاست:

S S S S S × ×= + + ⇒ = × + + =1 2 3
1 2 1 22 2 6
2 2

3151  1نیزگ 1 f نقطۀبرخ�وردنمودارتابعه�ایfو1− m n( , ) اگ�ر  2
.بنابراین f n m( )= و f m n( )= باشد،نتیجهمیشود

af a b      f b( ) , ( )− = ⇒ − + = =− ⇒− + + =−1 1 1 11 1 1 1
3 3 3 27 3

درنتیجه


a b

a b
a b

  ,

− + =− ⇒ =− =−
 + =−


2
2 83
9 9263

9



. a b+ =−10
9
پس

3161 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 g of g f g( )( ) ( ( )) ( )− − −− = − =1 1 11 1 3 

واگردرتس�اوی g s( )=3 .دراینصورت g s( )− =1 3 اکن�ونف�رضکنید

،بهدستمیآید x s= قراردهیم g x f x( ) ( )= − +1 1


g s f s

f s
g s

( ) ( )
( )

( )

= − + ⇒ + =−
=

1 1
1 2

3


. g ( )− =1 3 3 .یعنی s=3 ،پس s+ =1 4 بنابراین،چونتابعfیکبهیکاست،

3171 مقدارxرابرحسبyبهدستمیآوریم: 1نیزگ 1 x ay
x b
+=
+

2 ازتساوی  3

 a byyx by x a y x a by x
y

( )
−

+ = + ⇒ − = − ⇒ =
−

2 2
2

. ab=12 و b=−3 ، a=−4 ودرنتیجه a bxf x
x

( )− −=
−

1
2

بنابراین

3181 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x x x x x

f x
x x x x x

  

( ( ))
( )

( )

+ − − < + <  = = 
+ − ≥ − ≥  

3 1 1 2 1 1

3 1 1 4 1 1

، h x x( )= −4 1، x≥1 وب�رای g x x( )= +2 1، x<1 ف�رضکنی�دب�رای
بنابراین


xx x g x  g x x g x

xx x h x  h x x h x

     

     

( ) , ( ) ( )

( ) , ( ) ( )

−

−

−< ⇒ + < ⇒ < = + ⇒ =

+≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ = − ⇒ =

1

1

11 2 1 3 3 2 1
2

11 4 1 3 3 4 1
4

.
x x

f x
x x

( )−
− <

= + ≥


1
1 3

2
1 3

4

بنابراین

و f ( )− =1 1 0 ،پ�س f( )=2 7 و f( )=0 1 راه ح��ل دومتوج�هکنی�دک�ه

.اینشرایطفقطدرتابعگزینۀ)1(وجوددارد. f ( )− =1 7 2

3191 تابعهاییبرابرند،پسدامنۀ 1نیزگ 1 f راه ح��ل اولچونfو1−  4
آنهابرابراست.اکنونتوجهکنیدکه


f

f

a xf x D
x

x af x D
x a

( )
( ) { }

( ) { }
( )

−
−

+ +
= ⇒ = −

−
+ += ⇒ = −

− + 1
1

1 4 1
3 1 3

4 1
3 1 3





. a=0 ،درنتیجه a+ =1 1
3 3

.پس a{ } { }+− = −1 1
3 3

  بنابراین

. xf x f x
x

( ) ( )− += =
−

1 4
3 1

،آنگاه a=0 توجهکنیدکهاگر

.بنابراین a d=− ،آنگاه f f −= 1 اگر ax bf x
cx d

( ) +=
+

راه حل دومدرتابع

. a=0 ،درنتیجه a ( )+ =− −1 1 دراینجا

3201  1نیزگ 1 fof x x( )( )− =1 تساوی ff
x D R−∈ =1 برایهر  3

برقراراست.بردتابعfرابهدستمیآوریم:
 fx x f x R( ) [ , )− ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 0 1 2 2 2 2

.بنابراین g x x( )=2 ، x≥2 پسبرایهر

gx x g x R( ) [ , )≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞2 2 4 4 4

3211 نم�وداراولی�هونم�ودارانتقالیافت�هرادریکدس�تگاه 1نیزگ 1  2
مختصاترسممیکنیم.طولنقطۀبرخوردنمودارهاجوابمعادلۀزیراست:

 x x| ( )| | | ( )+ − = −1 14 1 2 1
2 2



مثبتاست.بنابراینمعادلۀ)1(میشود x+4 توجهکنیدکهxمنفیو

 x x x( )+ − =− − ⇒ =−1 14 1 2 3
2 2



تجربی - 93 
3221 . 1نیزگ 1 gof a g f a g a a( )( ) ( ( )) ( )= = + ابتداتوجهکنیدکه  2

 a a a+ = ⇒ =6 4 ،پس g( )=6 5 ازطرفدیگر
تجربی - 91 

3231 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
x x x

x x xgof x g f x g x
x x x x

x x

( )
( )( ) ( ( )) ( )

− − + ++
− + += = = = =
+ − + − +−

+ +

2 1 4 2 2 22 2
2 1 1 1 2

1 2 1 2 2 2 12
1 تجربی - 196 



)65(

3241 ابتداضابطۀتابعgراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  3
 g f x g x x x( ( )) ( )= + = + +22 3 8 22 20 

و tx −= 3
2

.دراینصورت x t+ =2 3 فرضمیکنیم


t tg t

t t t t t

( ) ( ) ( )− −= + +

= − + + − + = − +

2

2 2

3 38 22 20
2 2

2 12 18 11 33 20 2 5


و g x x x( )= − +22 5 بنابراین

fog x f g x g x x x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + = − + + = − +2 22 3 2 2 5 3 4 2 13
ریاضی - 92 

3251 نم�ودار 1نیزگ 1 ب�ه  y f x( )= −2 نم�ودار از اینک�ه ب�رای  4
برس�یم،کافیاس�تآنرامطابقش�کلزیردوواحدبهچپمنتقل y f x( )=

را xf x( ) ،عبارت g x xf x( ) ( )= کنیم.برایبهدستآوردندامنۀتابع
تعیینعلامتمیکنیم:



x

f x

x

xf x

( )

( )

−∞ − − +∞

+ − + + −

− − − + +

− + − + −

5 3 0 2

0 0 0

0

0 0 0 0

. gD [ , ] [ , ]= − −5 3 0 2 بنابراین

خارج از کشور تجربی - 94 

3261 معلوم 1نیزگ 1 y x| |= 3 راه ح��ل اولباتوجهب�هنمودارتاب�ع  3

میشودکهاینتابعیکبهیکنیست،بنابراینوارونناپذیراست.

)روینموداراینتابعهستند،پس , )0 0 )و , )−1 1 ،( , )1 1 راه حل دومس�هنقطۀ
خارج از کشور تجربی - 95 اینتابعصعودی،نزولی،یکبهیکووارونپذیرنیست.

3271 . 1نیزگ 1 f og a f g a( )( ) ( ( ))− −= =1 1 6 ک�ه کنی�د توج�ه  4
نتیجهمیشود g( )=4 7 .باتوجهبهاینکه g a f( ) ( )= = − =6 12 5 7 بنابراین

 a=4
ریاضی - 93 

3281 ،آنگاه 1نیزگ 1 x<0 اگر  3
yy x x y x y x y y| |<=− − ⇒− = ⇒ =− → =02 2

،آنگاه x≥0 واگر
 yy x x y x y y| |≥= ⇒ = → =02 

وضابط�ۀتاب�عوارونتاب�عfبهص�ورت x y y| |= بنابرای�ندره�رحالت�ی

تجربی - 96 است. f x x x( ) | |− =1

3291 راه حل اولابتداضابطۀتابعوارونتابعfرابهدستمیآوریم 1نیزگ 1  2
yxy xy y x x y y x

x y
( )

++= ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =
− −

2 44 2 4 1 2 4
2 1

نقطههای f x f x( ) ( )−= 1 .اکنونباحلمعادلۀ xf x
x

( )− +=
−

1 2 4
1
بنابراین

برخورددوتابعرامییابیم:


x x x x x
x x
x x x x x x( )( ) ,

+ += ⇒ + − = −
− −
− − = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2

2

4 2 4 3 4 2 8
2 1
3 4 0 1 4 0 1 4



رابیابیم: y x= راه حل دومکافیاستطولنقطههایبرخوردنمودارتابعfوخط

 x x x x x x x x x
x

,+ = ⇒ − = + ⇒ − − = ⇒ =− =
−

2 24 2 4 3 4 0 1 4
2



خارج از کشور تجربی - 96 

3301 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 ax x bax by y       x y b y
b

,− −+ = ⇒ = − = ⇒ =8 28 2 3
3



چونخطهایدادهش�دهنس�بتبهنیمس�ازربعهایاولوس�ومقرینۀیکدیگر

وارونیکدیگرند.ازطرف x by −=2
3

و axy
b
−=8 هس�تند،پستابعهای

و b
b
=8

2
.بنابرای�ن x by +=3

2
میش�ود x by −=2

3
دیگ�ر،وارونتاب�ع

.درنتیجه b=±4 ،یعنی b =2 16 .درنتیجه a
b
− =3

2
ab a a b

ab a a b

−=− ⇒ = ⇒ = ⇒ + =
−

−= ⇒ = ⇒ =− ⇒ + =−

34 6 2
4 2

34 6 2
4 2

خارج از کشور ریاضی - 93 . a b+ =±2 بنابراین

3311 ط�ولنق�اطتلاق�ینم�ودارتاب�عم�وردنظرب�امحورx 1نیزگ 1  3
و x=−2 هستند.جوابهایاینمعادله x x− − =2 3 10 0 جوابهایمعادلۀ

هس�تند.بنابرای�ننم�ودارتاب�ع x=5
موردنظربهصورتمقابلاست.ازروی
اینش�کلمعلوماس�تکهبای�دنمودار
تاب�عراحداقلدوواح�دبهطرفxهای
مثبتانتق�الدهیمتاط�ولنقاطتلاقی
نمودارحاصلبامحورxغیرمنفیباشد.
خارج از کشور تجربی - 93 

3321 ابتدادقتکنیدکه 1نیزگ 1  3
f x x x x x x x( ) [ ] [ ] [ ]− = − − − = − − + = −2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 2

. g x f x f x x x x x x x( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]= − − = − − + = −2 3 2 2 2 2 2 2 2 پس
اکن�ونف�رضمیکنی�مkع�ددصحی�حدلخواهیباش�د.دراینص�ورتاگر

و x k[ ]= ،آنگاه k x k≤ < +1
2

k x k x k[ ]≤ < + ⇒ =2 2 2 1 2 2 

و x k[ ]= ،آنگاه k x k+ ≤ < +1 1
2

.اگر g x k k( )= − =2 2 0 بنابراین

 k x k x k[ ]+ ≤ < + ⇒ = +2 1 2 2 2 2 2 1 

. gR { , }= −1 0 .درنتیجه g x k k( )= − − =−2 2 1 1 بنابراین
خارج از کشور ریاضی- 92 



فصل دوم: آزمون ها
)66(

3331 راپیدامیکنیم: 1نیزگ 1 fog x( )( ) ابتدا  2

 fog x f g x f x x x( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )= = + = + − = +2 22 2 4 3 2 1 
راحلمیکنیم: fog x f x( )( ) ( )= اکنونمعادلۀ

x x x x x x

x x

( ) ( )+ = − ⇒ + + = − +

= ⇒ =

2 2 2 22 1 2 3 4 4 1 4 12 9

116 8
2

تجربی - 92 

3341 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



x
x xgof x g f x g

x x
x

x x
xx x

x x
x

( )
( )( ) ( ( )) ( )

+−
+ −= = =
− + +

−
− − −

− −−= = =− −
+ + −
−

2 31 3
2 3 2
2 2 3 2

2
2 6 9

7 72 1
2 3 4 2 7

2



خارج از کشور تجربی - 96 

3351 . 1نیزگ 1 gof f gD x x D f x D{ | , ( ) }= ∈ ∈ توجهکنیدکه  2

.درنتیجه gD [ , ]= 0 1 و fD { }= − ±1 ازطرفدیگر،



gof
xD x x
x

x x x x
x x x
x x x x
x
x x x
x

IÄ  IÄ

  0

      

{ | , }+= ≠± ≤ ≤
−

+ + + − +≤ ⇒ − = ≤
− − −

≤ ⇒ <− = >
−
+ ≥ ⇒ − > ⇒− < <
−

2

2

2 2 2 2

2 2 2

2

2

2 2
2

11 1
1

1 1 1 11 1 0
1 1 1
2 0 1 0 1

1
1 0 1 0 1 1
1



ازاشتراکناحیههایبهدستآمدهدامنۀتابعgofبهدستمیآید،بنابراین

 gofD { }= 0

ریاضی - 96 

3361 از 1نیزگ 1 تاب�ع دامن�ۀ  1
بهدس�ت  x− < − <2 1 2 نامس�اوی
.باتوجهبه fD ( , )= −1 3 میآید،پس

،دربازۀ y x x= − −2 2 3 نمودارتاب�ع

)مقدارتابعfهموارهمنفیاست , )−1 3

واینتابعنهصعودیاستونهنزولی.
ریاضی - 91 

3371 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 g of a( )( )− − =1 1 8 راه حل اولازتساوی  2

 g f a g f a( ( )) ( ) ( )− − −= ⇒ =1 1 18 8 
بنابراین

 f a f a( ) ( )− −× + = ⇒ =1 15 8 9 7 
. a=3 ،یعنی a f( )= 7 پس

.چون g of x fog x( )( ) ( ) ( )− − −=1 1 1 راه ح��ل دومابت�داتوجهکنیدک�ه

. fog a( )( )=8 .یعنی fog a( ) ( )− =1 8 ،بنابرای�ن g of a( )( )− − =1 1 8
درنتیجه

 f g a f a a( ( )) ( )= ⇒ = ⇒ =8 7 3
خارج از کشور تجربی - 96 

3381  1نیزگ 1
x x

f x
x

( )
− ≤=

>

4 4 2

4 2
بهص�ورت را تاب�ع ضابط�ۀ  4

)وارونپذی�راس�ت.ف�رضمیکنی�م , ]−∞ 2 مینویس�یم.تاب�عfدرب�ازۀ

.ازطرفدیگر، yx +
=

4
4

،دراینصورت y x= −4 4

 x x y≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤2 4 4 4 4 

. f x x x  ( ) ,− = + ≤1 1 1 4
4

بنابراین

خارج از کشور ریاضی - 92 

3391 ضابطۀتابعوارونتابعرابهدس�ت 1نیزگ 1 x< <0 ابت�دابرای1  1
میآوریم:



x xy x x x
x x

y x x y x y

f x x f x

| |

( ) ( )−

= − = − = −

= − ⇒ = − ⇒ = −

= − =

2 2 2

2 2 2 2 2

1 2

1 1 1

1 1 1

1



: x− < <1 0 بههمینترتیببرای


x xy x x x y x
x x

x y x y f x x f x

| |

( ) ( )−

−= − = − =− − ⇒ = −

= − ⇒ =− − ⇒ =− − =

2 2 2 2 2

2 2 2 1 2

1 1 1 1

1 1 1


. f ( )− =1 0 0 ،درنتیج�ه f( )=0 0 همچنی�ن
نوش�ت میت�وان ص�ورت ه�ر در پ�س
.توجهکنیدکهنمودارتابع f x f x( ) ( )− =1

بهش�کلمقابلاستکهازدوربعدایرهویک
متقارناس�ت،بنابراینوارونآنبا y x= نقطهتش�کیلش�دهونسبتبهخط
خارج از کشور ریاضی - 91 خودشبرابراست.

3401 رابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1 f راه حل اولابتداضابطۀتابع1−  4

y x x y x y f x x( ) ( )−= + ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −2 11 1 1 1

راپیدامیکنیم: f −1 اکنونمحلبرخوردنمودارتابعهایfو

 x

f x f x x x

x x x

x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

−

≥

= ⇒ + + =

→ + + + + =

+ + + + =

1 2

0 4 2

4 2

1 1

1 2 1 1

1 2 3 3 0



معادلۀبالاباتوجهبهاینکهمجموعچندمقدارنامنفیاست،جوابندارد.
راه حل دومنم�ودارتابعfرارس�م
میکنی�م.ب�اقرین�هکردننم�ودار
،نم�ودار y x= نس�بتب�هخ�ط

رارس�ممیکنیم.واضحاست f −1

کهدونمودارنقطۀبرخوردیندارند.
ریاضی - 92 



3411 باتوجهبهشکلزیر، 1نیزگ 1  1

 ACB BC
BC BC

ˆsin = = = ⇒ =2 1 6
3

اکنونطبققضیۀفیثاغورس
BC AC AB AB AB= + ⇒ = + ⇒ =2 2 2 2 2 2 26 2 32

. ABC
AC

ˆtan = = =4 2 2 2
2

.بنابراین AB=4 2 یعنی

3421 ابت�داتوج�هکنیدکهطولضلعمرب�عABCDبرابر6 1نیزگ 1  4
اس�ت.مطابقش�کلزیر،پارهخ�طEFراموازیDCرس�ممیکنی�م.دراین

BF.درنتیجه، AE= =4 و EF DC= =6 صورت،

 EFBFE
BF

 : tanα= = =6 3
4 2

 

3431 ازنمادگذاریش�کلزیراستفادهمیکنیم.توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
،درنتیجه BACˆα= بنابرقضیۀخطوطموازیومورب،

 BCBAC
AC

ˆtan tan cotα= = = ⇒ α=3 4
4 3

. tan cotα+ α= + =3 4 25
4 3 12

پس

3441 مطابقش�کلدادهش�ده،درمثل�ثقائمالزاویۀABC، 1نیزگ 1  1
ˆCABپساینمثلثقائمالزاویۀمتساویالساقیناست.ازطرف = 045 چون

.پس BADˆ = 060 ،ABDدیگردرمثلثقائمالزاویۀ

 x yBD x x
AB y y y

tan
+

= ⇒ = = + ⇒ = −060 3 1 3 1

اکنونتوجهکنیدکهبنابرقضیۀفیثاغورس
،ABCدرمثلث


AC AB BC

z y y z y

= +

= + ⇒ =

2 2 2

2 2 2 2

بنابراین

 DC x
AC y

− −= = =3 1 6 2
22 2

3451 درمثلثقائمالزاویۀAHB،درموردزاویۀBمیدانیم 1نیزگ 1  1

 AH AHB AH
HB

ˆtan = ⇒ = ⇒ =3 6
4 8

فصلدوم

فصل دوم: آزمون ها

CHبااستفادهازقضیۀفیثاغورسمیتوانیمطولضلعACHدرمثلثقائمالزاویۀ
راحسابکنیم:

 AC CH AH

CH CH

= +

= + ⇒ =

2 2 2

265 36 29

3461 بنابرای�ن 1نیزگ 1 . cB
b

ˆcot = = 2 ش�کل ب�ه توج�ه ب�ا  3

.ازطرفدیگرطبققضیۀفیثاغورس، c b= 2

 b c b b

b b b b

( ) ( ) ( )+ = ⇒ + =

+ = × ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

6 3 2 6 3

2 36 3 36 6

ودرنتیجه c=6 2 بنابراین

S bc= = × × =1 1 6 6 2 18 2
2 2

3471 .همچنیندر 1نیزگ 1 B Ĉˆ+ = 090 ،OBCدرمثلثقائمالزاویۀ  2
. B HOCˆˆ = =α .درنتیجه HOC Cˆ ˆ+ = 090 ،OCHمثل�ثقائمالزاوی�ۀ

،OHBاکنوندرمثلثقائمالزاویۀ

 OHB OB
OB OB

ˆsin sin
sin

α= = = ⇒ =
α

2 2

،OCHدرمثلثقائمالزاویۀ

 OH OC
OC OC

cos
cos

α= = ⇒ =
α

2 2

بنابراین

OB OC
sin cos

+ = +
α α

2 2 

3481 ارتف�اعAHرارس�ممیکنی�م.ب�اتوج�هبهش�کلزیر، 1نیزگ 1  2

.بنابرای�نبای�دمقدارyرابهدس�تآوریم.درمثل�ثقائمالزاویۀ y
sinα=

4
،ABHدرمثلثقائمالزاویۀ. x y+ =2 2 9 ،ACH

 y x y x x( )+ − = ⇒ + − + =2 2 2 26 16 12 36 16 

بهدستمیآید x y+ =2 2 9 باجایگذاری


x y

x x x

y y y( )+ =

− + = ⇒ = ⇒ =

→ + = ⇒ = ⇒ =
2 2 9 2 2 2

299 12 36 16 12 29
12

29 455 4559
12 144 12

ودرنتیجه

sinα= =

455
45512

4 48



فصل دوم: آزمون ها
)68(

3491 ابتداتوجهکنیدکهچونمثلثهایABDوACDدرارتفاع 1نیزگ 1  2

.بنابراین ABD

ACD

AH BDS BD
S CDAH CD

×
= = =

×

1
2 1
1
2

واردازرأسAمشترکاند،پس


ABD ACDS S AB AD AC AD

AB AC

sin sin

sin sin sin sin

= ⇒ × × α= × ×

× α= × ⇒ × α= × ⇒ α=

0

0

1 1 45
2 2

2 245 9 6
2 3



3501 ،ازطرفدیگر، 1نیزگ 1 B Bˆ ˆ=1 2 دقتکنیدکهدرشکلزیر  1

 ABE BCDS B S B     
ˆ ˆsin , sin= × × × = × × ×1 2

1 13 5 6 8
2 2

بنابراین

ABE

BCD

S
S

= 5
16

3511 مطابقشکل، 1نیزگ 1  2

 bB c b
c

ˆsin = = ⇒ =4 5
5 4

.بنابراین b c+ =7 ازطرفدیگر

 bb b b   c,+ = ⇒ = ⇒ = = × =5 9 28 5 28 357 7
4 4 9 4 9 9

اکنونطبققضیۀفیثاغورس،


c a b a

a a

( ) ( )

( )( )

= + ⇒ = +

− +− × ×= = = = = ⇒ =

2 2 2 2 2 2

2 22
2 2 2

35 28
9 9
35 28 35 2835 28 7 63 7 7 49 7

9 9 39 9 9

3521 ازنمادگذاریش�کلزیراستفادهمیکنیم.توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
بناب�رقضیۀخطوطم�وازیومورب،

.درنتیجه ACBˆα=
ABACB
AC

ˆtan tanα= = =5
3

3531 درمثلثقائمالزاویۀABH، 1نیزگ 1  1

 AH AH AHB AH
AB

ˆsin sin= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 245 3
26 6

،بنابراین
BH

= 31 ،پ�س AHB
BH

ˆtan tan= =045 ازط�رفدیگ�رچ�ون

.درمثلثقائمالزاویۀAHC،طبققضیۀفیثاغورس، BH= 3



AH HC AC

HC

HC HC

( ) ( )

+ =

+ =

= ⇒ =

2 2 2

2 2 2

2

3 2 3

9 3

. HC
BH

= =3 3
3

بنابراین

3541 ارتف�اعCHرارس�ممیکنی�م.مطاب�قش�کلزی�ردر 1نیزگ 1  2
،BCHوACHمثلثهایقائمالزاویۀ

h hx h y h
x y

   tan , tan= = ⇒ = = = ⇒ =0 03 330 3 60 3
3 3

،بنابراین x y+ =24 .ازطرفدیگر x y h+ =4 3
3

بنابراین

 h h= ⇒ =4 324 6 3
3

3551 ارتف�اعواردب�رضلعBCرارس�ممیکنیم.ب�اتوجهبه 1نیزگ 1  2
،ABHشکلزیر،درمثلثقائمالزاویۀ

 AH BH
BH BH

tan = ⇒ = ⇒ =0 8 360 3 8

،ABHازطرفدیگردرمثلثقائمالزاویۀ
AHABH x
AB x x

ˆsin sin= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 8 3 3 8 360 16
2

3561 طب�ق 1نیزگ 1 . MB y= و CM AB x= = کنی�د ف�رض  1

،در x y y+ =3 .پ�س x x
y x y
=

+
3 ،بنابرای�ن tan tanθ= α3 ف�رض

و cotα=3
2
.بنابراین tan θ=2 و tanα=2

3
.ازاینرو x y=2 نتیجه

cot cotα+ θ= + =3 1 2
2 2

ودرنتیجه cotθ=1
2

3571 راه حل اولدرمثلثهایقائمالزاویۀABHوACH، 1نیزگ 1  1


BH BH AB ABBHAB

HC ACCH CH AC
AC

  

cos cos
cos
coscos cos

 β= ⇒ = β× β ⇒ =
α α= ⇒ = α×



، ABC ازطرفدیگردرمثلثقائمالزاویۀ

 AB AB AC AC     
BC BC

cos , cosβ= = α= =
4 4



. BH AB
HC AC

( ) tan= = α2 2 بنابراین



)69(

،ABCراه حل دومدرمثلثقائمالزاویۀ


AB AB AB
BC
AC AC AC
BC

sin sin

cos cos

α= = ⇒ = α

α= = ⇒ = α

4
4

4
4

،AHCدرمثلثقائمالزاویۀ

 HC HC AC
AC

cos cos cosα= ⇒ = α= α24

،ABHدرمثلثقائمالزاویۀ

 BH BH AB
AB

cos cos sin cosβ= ⇒ = β= α β4

نتیج�ه در و  cos sinβ= α پ�س هس�تند، متم�م β و α چ�ون

. BH
HC

sin tan
cos

α= = α
α

2 2
2

4
4

.بنابراین BH sin= α24

3581 . 1نیزگ 1 BD x
AB AB

cosα= = ،ABDدرمثل�ثقائمالزاویۀ  2

.بنابراین AB AB AB
BC x x x

cosα= = =
+8 9

،ABCدرمثلثقائمالزاویۀ

 x AB AB x AB x
AB x

= ⇒ = ⇒ =2 29 3
9

. x x
AB x

cosα= = =1
3 3

درنتیجه

3591 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 ABCS AC BC BC BCsin ( )= × × = × × × =01 1 245 8 2 2 1
2 2 2

همینطور،

ABCS AB BC AB BC AB BCsin ( )= × × = × × = ×01 1 1 130 2
2 2 2 4

ازتساویهای)1(و)2(نتیجهمیشود

 BC AB BC AB= × ⇒ =12 2 8 2
4



،AHCرارسممیکنیم.باتوجهبهشکلزیردرمثلثAHراه حل دومارتفاع

 AH AHC AH
AC

ˆsin sin= = ⇒ = ⇒ =0 245 4 2
2 8



 AHB AB
AB AB

ˆsin sin= = ⇒ = ⇒ =0 1 4 230 8 2
2

،ABHدرمثلث

3601 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


ADE

ABC

S AD AE A A A

S AB AC A A A

ˆ ˆ ˆsin sin sin

ˆ ˆ ˆsin sin sin

= × × = × × × =

= × × = × × × =

1 1 217 3
2 2 2
1 1 5 4 10
2 2

.پس ADE ABCS S A Aˆ ˆ( )sin sin+ = + =21 4110
2 2

بنابراین

  A A A.SwH ½jIeˆ ˆ ˆsin sin α= ⇒ = → = 041 41 1 30
2 4 2

3611 درربعس�ومقرار 1نیزگ 1 0230 انته�ایکمانروبهروب�هزاویۀ  4
اعدادیمنفیهستند.انتهایکمانروبهرو cos 0230 و sin 0230 دارد،پس
ع�ددیمنفیو sin 0310 دررب�عچه�ارمق�راردارد،پ�س 0310 ب�هزاوی�ۀ

عددیمثبتاست. cos 0310

3621 واضحاستکهباید 1نیزگ 1 x xcos tan+ =21 ازتساوی1  4

،نتیجهمیشودکه xx
x

costan
cos
−=−

21 .بنابراینازتساوی xcos >0

.بنابراینانتهایکمانزاویۀxدرناحیۀچهارمقراردارد. xtan <0

3631 توجهکنیدک�هدومثلثقائمالزاویۀPOQوOTQدر 1نیزگ 1  4
زاویۀحادۀرأسQمشترکاند،پسزاویۀحادۀدیگرآنهانیزبرابراست،یعنی

،OPTدرمثلثقائمالزاویۀ.OTQ POQˆˆ = =α

OP
OT OB BT BT

BT BT

sin

sin sin

α= = =
+ +

+ = ⇒ = −
α α

1 1
1

1 11 1

3641  1نیزگ 1 − ≤α≤0 015 15 از  4
.باتوجه − ≤ α≤0 030 2 30 نتیجهمیگیری�م

ودر sin− ≤ α≤1 12
2 2

ب�هش�کلمقاب�ل

. m− ≤ ≤2 2 ،یعنی m− ≤ ≤1 1
2 4 2

نتیجه

، ±2 بنابرای�نmمیتوان�دمقادی�رصحیح
وصفرباشد. ±1

3651 برابر1است. 1نیزگ 1 cosβ و sinα میدانیمحداکثرمقدار  1
و sinα=1 نتیج�همیش�ود sin cosα+ β=2 5 7 بنابرای�نازتس�اوی

. sin cosα− β= − =−3 4 3 4 1 .بنابراین cosβ=1

3661 .بنابراین 1نیزگ 1 sin≤ α≤0 نتیجهمیشود1 ≤α≤0 00 180 از  3


sin sin

sin
sin

≤ α≤ ⇒ ≤ α+ ≤

α+≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
α+

0 2 2 1 2 1 3

1 2 1 31 1 3
3 3 2 1

پسحداکثرمقدارعبارتبرابر3است.
3671 αباش�د.چون 1نیزگ 1 ف�رضکنی�دزاوی�ۀبی�نای�ندوضلع  1

،پس sinα≤1
W±X¶ SeIv¶ sin sin= × α= α≤1 2 6 3 3

2
میش�ود. 3 باش�د،مس�احتمثلثبرابر 090 اگ�رزاوی�ۀبینایندوضلع

است. 3 بنابراینبیشترینمقدارممکنمساحتمثلثموردنظربرابر



فصل دوم: آزمون ها
)70(

3681 . 1نیزگ 1 tanα≤0 آنگاه ، <α≤0 090 180 اگ�ر میدانی�م  1
بنابراین

m m+ ≤ ⇒ ≤− 12 1 0
2

3691 )میگ�ذرد،پسمختصاتاین 1نیزگ 1 , )0 2 چ�ونخطازنقطۀ  3

نقطهدرمعادلۀخطصدقمیکنند:
 a a× − × + = ⇒ =3 0 2 2 3 0 3

 y x= +3 2 یاهمان x y− + =3 3 2 3 0 بنابراینمعادلۀخطبهصورت

.بنابراین tanα= 3 است.پس 3 استکهشیبآن

 sin sinα= ⇒ α= =0 0 360 60
2



3701 است 1نیزگ 1 tan 060 باتوجهبهشکلرسمشدهشیبخطبرابر  1

 y ax a= − +2 3 وعرضازمبدأآنبرابرbاست.ازطرفدیگردرخطبهمعادلۀ

است. a− +2 3 شیبخطبرابرaوعرضازمبدأآنبرابر
بنابراین

 a  b a     tan ,= = =− + =− + =−060 3 2 3 2 3 3 3 

3711 و 1نیزگ 1 0190 ، 0170 ، 070 انتهایکم�انروبهروبهزاویهه�ای  1

 tan 0170 بهترتیبدرناحیههایاول،دوم،سوموسوممثلثاتیاست.پس 0260

اعدادیمثبتهستند. cot 0260 و cot 070 ، tan 0190 عددیمنفیاستو

3721 ابتداتوجهکنیدکهدرمثلثOPH، 1نیزگ 1  1


PH PH PH
OP
OH OH OH
OP

sin

cos

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

0

0

3 360
2 1 2
1 160
2 1 2



.بنابراین y PH=− و x OH= ازطرفدیگر

 yx y
x

  ,
−

= =− ⇒ = =
− −

3
1 3 2 3
2 2 1 1 1

2



3731 و 1نیزگ 1 ysinα= ب�اتوج�هبهش�کلزی�رواضحاس�تکه  2
′TTبرابراستبا .بنابراینطولپارهخط ztanα=

TT AT AT  y z  y z| | | | sin tan′ ′= + = + =− + =− α+ α

.بنابراین MM  y  y| | sin′= =− =− α2 2 2 ازطرفدیگر،
TT MM tan sin ( sin ) tan sin′ ′− = α− α− − α = α+ α2

3741 ومطاب�ق 1نیزگ 1 α− < <0 045 45
2

، − <α<0 090 90 وقت�ی  3

. m< ≤2 2 4 ،یعنی m< ≤2 1
2 4

.درنتیجه cos α< ≤2 1
2 2

شکلزیر،

پسmمیتواندمقادیرصحیح3یا4باشدکهمجموعآنهابرابر7است.

3751 .پس 1نیزگ 1 xsin− 21 ق�رارمیدهی�م xcos2 ب�هج�ای  3
عبارتبهشکلزیردرمیآید:


A x x x x

x

( sin ) sin sin sin

( sin )

= − − =− − +

=− + +

2 2

2

4 1 2 4 2 4

1 172
2 4



اکنوندوراهحلارائهمیکنیم.
،پس xsin− ≤ ≤1 راه حل اولچون1



x x

x x

x A

sin sin

( sin ) ( sin )

( sin )

− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤

≤ + ≤ ⇒− ≤− + ≤

− ≤ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

3 1 52 2 2 2
2 2 2

1 25 25 10 2 2 0
2 4 4 2

17 1 17 172 2 2
4 2 4 4

است. ( )− − =17 252
4 4

پساختلافحداکثروحداقلمقدارAبرابر

،آنگاه t xsin= راه حل دوماگرفرضکنیم

A t t( ) ,=− + + − ≤ ≤21 172 1 1
2 4

نمودارAبرحس�بtبهصورتمقابلاس�ت.

. A− ≤ ≤172
4
واضحاستکه

پساختلافحداکث�روحداقلمقدارAبرابر

است. ( )− − =17 252
4 4



)71(

3761 راه حل اولعبارترابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1

 A cos cos
cos cos cos cos

α+ α+= = − = −
α+ α+ α+ α+

3 1 3 9 8 83
3 3 3 3

نتیجهمیشود cos− ≤ α≤1 1 از


A

cos
cos cos

cos

−≤ α+ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤−
α+ α+

− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤
α+

1 1 1 82 3 4 4 2
4 3 2 3

81 3 1 1 1
3

شود. 9
8
بنابراینAنمیتواندبرابر

،آنگاه A=9
8
راه حل دوماگرقراردهیم


cos cos cos

cos

cos cos

α+ = ⇒ α+ = α+
α+

α= ⇒ α=

3 1 9 24 8 9 27
3 8

1915 19
15

 9
8
19باشد،پسمقدارAهمنمیتواندبرابر

15
نمیتواندبرابر cosα چونمقدار

باشد.

3771 و 1نیزگ 1 sin cosα< α آنگاه <α<0 00 45 میدانی�ماگر  4
 sin cos<0 020 20 .بنابراین sin cosα> α ،آنگاه <α<0 045 90 اگر

.درنتیجه sin cos>0 070 70 و
A  |sin cos | |sin cos |

sin cos (sin cos )

sin cos sin cos

− +

= − − −

=− + − −

=− + − +

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

20 20 70 70

20 20 70 70

20 20 70 70

 



و sin cos=0 020 70 متم�میکدیگرن�د،پ�س 070 و 020 چ�ونزاویهه�ای
. A=0 ودرنتیجه cos sin=0 020 70

3781  1نیزگ 1 ≤α<0 0180 270 از  3
نتیج�ه در و  tanα≥0 میش�ود نتیج�ه
. m m( )+ ≥2 1 0 یعن�ی ، m m+ ≥3 2 0

هموارهدرستاست،پسکافی m ≥2 0 چون
. m≥−1کهدرنتیجه m+ ≥1 0 است

3791 و 1نیزگ 1 tan 0150 برابر d′ ابت�داتوجهکنیدکهش�یبخط  1

 y x=− +1 2
3

عرضازمبدأآنبرابر2اس�ت.پ�سمعادلۀآنبهصورت

بامحورxاس�ت، d′ اس�ت.بنابرای�نط�ولنقط�ۀAکهمح�لبرخوردخ�ط

 A Ax x=− + ⇒ =10 2 2 3
3

بهصورتروبهروبهدستمیآید:

استواینخطازنقطۀAمیگذرد. tan 045 ازطرفدیگرشیبخطdبرابر
استواگرمختصاتنقطۀAرا y x b= + بنابراینمعادلۀاینخطبهصورت

درمعادلۀاینخطقراردهیم،نتیجهمیشود
 b b= + ⇒ =−0 2 3 2 3 

 y x= −2 3 پسمعادلۀخطdبهصورت
است.

3801 =αودرنتیجه 1نیزگ 1 060 باتوجهبهشکلزیر،واضحاستکه  2
استوچون y x b= +3 ،یعنیمعادلۀخط a tan tan= α= =060 3
 b b= × + ⇒ = −2 3 2 2 2 3 )رویخطقراردارد،پس , )2 2 نقطۀ

. a b+ = + − = −3 2 2 3 2 3 بنابراین

3811 مق�دار 1نیزگ 1 tan
cos

+ α=
α

2
2

11 ب�ااس�تفادهازاتح�اد  2

راحسابمیکنیم: tanα

 tan tan tan+ α= = ⇒ α= ⇒ α=±2 211 5 4 2
1
5

، tanα<0 αدرناحیۀچهارماست،پس چونانتهایکمانروبهروبهزاویۀ

،پس cot
tan

α= =−
α

1 1
2
.بنابراین tanα=−2 درنتیجه

 tan cotα− α=− + =−1 32
2 2

3821 مق�دارmرا 1نیزگ 1 tan cotα α=1 ب�ااس�تفادهازاتح�اد  3

 m m m m
m

( )+ = ⇒ + = ⇒ =1 3 1 3 2 3
2

حسابمیکنیم:

مق�دار  cot
sin

+ α=
α

2
2
11 اتح�اد کم�ک ب�ه و  cotα=6 بنابرای�ن

 sin
sin

+ = ⇒ α=
α

2 2
2
1 11 6

37
رابهدستمیآوریم: sin α2

3831 مخرجمشترکمیگیریموعبارتدادهشدهراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  4



sin sin

sin sin ( sin )( sin )

sin cos

− + ++ =
+ − + −

= =
−

0 0

0 0 0 0

2 0 2 0

1 1 1 10 1 10
1 10 1 10 1 10 1 10

2 2
1 10 10

3841 از 1نیزگ 1 درمخ�رجکس�ر و  sin 015 از درص�ورتکس�ر  3
فاکتورمیگیریم: cos 015

A sin ( sin ) sin cos cos cot
cos ( cos ) cos sin sin

− ×= = = =
− ×

0 2 0 0 2 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0

15 1 15 15 15 15 15
15 1 15 15 15 15

3851 به 1نیزگ 1 x xsin cos= +2 23 1 4 راه ح��ل اولدرتس�اوی  3
رابهدستمیآوریم: xcos2 ومقدار xcos− 21 قرارمیدهیم xsin2 جای

x x x x

x x

( cos ) cos cos cos

cos cos

− = + ⇒ − = +

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2

3 1 1 4 3 3 1 4

27 2
7

راحسابمیکنیم: xtan2 مقدار x
x

tan
cos

+ =2
2

11 اکنونبهکمکاتحاد

 x xtan tan+ = ⇒ =2 21 51
2 2
7



فصل دوم: آزمون ها
)72(

تقسیممیکنیم: xcos2 راه حل دومابتدادوطرفمعادلۀدادهشدهرابر

 x x x
x

sin cos tan
cos

= + ⇒ = +2 2 2
2

13 1 4 3 4 

،پس x
x

tan
cos

+ =2
2

11 چون

 x x x xtan tan tan tan= + + ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 53 1 4 2 5
2


3861 عبارترابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  4



cossin ( )
sin tan cos costan ( )
cos cot sincos ( )

sin sin
costan ( )
sin

+ αα +
α+ α α α= = α
α+ α + αα +

α α
+ α= α
+ α

2

1 11

1 11

1
1

همگیهمواره tan α2 و sin+ α1 ، cos+ α1 واضحاستکهعبارتهای
نامنفیهستند.پسدرهرچهارناحیه،عبارتفوقنامنفیاست.

3871 میتواننوشت 1نیزگ 1  2
sin sin coscot
cos cos sin

sin cos ( cos ) sin cos cos
( cos )sin ( cos )sin

cos
( cos )sin sin

α α α− α= −
− α − α α

α− α − α α− α+ α= =
− α α − α α

− α= =
− α α α

2 2 2
1 1

1
1 1

1 1
1

3881 عبارتAراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2
A x x x x x x

x x x x

cot cot tan tan tan cot

tan cot (tan cot )

= + + +

= + + = +

2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 22

 

.چ�ونانتهای A x x x x(tan cot ) |tan cot |= + = +2 بنابرای�ن

. xcot <0 و xtan <0 کم�انروبهروبهزاویۀxدرناحیۀدومقراردارد،پس
A x xtan cot=− − .بنابراین x xtan cot+ <0 درنتیجه

3891 راب�هت�واندو 1نیزگ 1 sin cosα− α=1
2
طرفی�نتس�اوی  3

میرسانیم:


(sin cos ) sin cos sin cos

sin cos sin cos

α− α = ⇒ α+ α− α α=

− α α= ⇒ α α=

2 2 21 12
4 4
1 31 2
4 8



بنابراین

 sin cos (sin cos ) ( )α+ α= − α α = − =4 4 2 23 231 2 1 2
8 32



3901 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 sin cos sin cosα+ α= − α α4 4 2 21 2 
پس

sin cos sin cos

(sin cos ) sin cos

= − α α⇒ α α=

α α = ⇒ α α=±

2 2 2 2

2

2 11 2
3 6

1 6
6 6

و sinα>0 αدرربعدوماس�ت،پس چ�ونانته�ایکمانروب�هروبهزاویۀ

. sin cos −α α= 6
6

.پس sin cosα α<0 ودرنتیجه cosα<0

3911 را 1نیزگ 1 xsin مقدار x
x

cot
sin

+ =2
2

11 بهکمکاتحاد  4

حسابمیکنیم:

 x x
x

( ) sin sin
sin

+ = ⇒ = ⇒ =±2 2
2

2 1 9 31
3 13 13

، xsin <0 چ�ونانته�ایکمانروبهروبهزاویۀxدرناحیۀس�وماس�ت،پس

مقدار xx
x

coscot
sin

= .اکنونبااستفادهازاتحاد xsin =− 3
13

بنابراین

 x xcos cos= ⇒ =−
−

2 2
3 3 13

13

راحسابمیکنیم: xcos

. x xcos sin ( )− =− − − =−4 3 12
13 13 13

بنابراین

3921 استفادهمیکنیم: 1نیزگ 1 sin cosα+ α=2 2 1 ازاتحاد  1

 k k k k k k( ) ( )− + − = ⇒ − + − = ⇒ = ⇒ =2 2 51 2 3 1 1 2 3 1 3 5
3


ودرنتیجه cosα= 1
3
، sinα= 2

3
بنابراین

 sintan
cos

αα= = =
α

2
3 2
1
3

3931 4  1نیزگ 1
( tan )( cot ) cot tan tan cot

( cot )( tan ) tan cot tan cot

cot tan tan cot

tan cot cot tan

+ − − + −=
+ − − + −

− + − −= = =−
− + − −

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 20 1 20 1 20 20 20 20
1 20 1 20 1 20 20 20 20
1 20 20 1 20 20 1
1 20 20 1 20 20

3941 .بنابراین 1نیزگ 1 x
x

cot
tan

= 1 توجهکنیدکه  1

 x xx
x x

x

cot tantan
cot tan

tan

+
+ += =

2 22
11

1 1
1



. x x x x
x xx x

tan cot tan tan
cot tantan tan

+ +× = × =
+ +

2 2

2 2
1 1 1

1 1
درنتیجه

3951  1نیزگ 1 cos sin
sin

α= α
α

بهص�ورت را ش�ده داده تس�اوی  1

cos sin ( )*α= α2 مینویسیم.بنابراین

تس�اویدادهش�دهبهص�ورت sin cosα= − α2 21 ب�ااس�تفادهازاتح�اد
درمیآید.پس cos cosα= − α21

 cos cos cos − ±α+ α− = ⇒ α=2 1 51 0
2

عددیمثبتاست،پس cosα )مشخصاستکه )* ازتساوی

 cos −α= 5 1
2



)73(

3961 ابتداتوجهکنیدکهاگردوطرفتس�اویفرضمسئلهرا 1نیزگ 1  1
بهتواندوبرسانیم،نتیجهمیشود

 x x x x(sin cos ) sin cos= − = −21 1 2
9



.اکنونتوجهکنیدکه x xsin cos =4
9
بنابراین

 x x
x x

tan cot
sin cos

+ = 1 

است. 9
4
بنابراینعبارتموردنظربرابربا

3971 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 x x x x x x(sin cos ) (sin cos ) (sin cos )− + + = + =2 2 2 22 2 

. x x(sin cos )+ =2 23
16

.بنابراین x x( ) (sin cos )+ + =2 23 2
4

درنتیجه

.بنابراین xsin >0 و xcos >0 چونxزاویهایحادهاست،پس

x xsin cos+ = 23
4

3981 دوطرفتساویدادهشدهرابهتواندومیرسانیم: 1نیزگ 1  3
x x x x x x

x x

(tan cot ) ( ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2

1
2 2

5 2 5

2 5



.اکنوندوطرفاینتساویرابهتواندومیرسانیم: x xtan cot+ =2 2 پس3
x x x x x x

x x

(tan cot ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2 4 4 2 2

1
4 4

3 2 9

2 9



. x xtan cot+ =4 4 7 پس

3991 عبارترابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3


A cos tan ( cos )

cos tan sin cos |tan sin |

= α− α − α

= α− α α= α− α α

2 2

2 2

1

نتیج�ه در ، tanα>0 و  sinα<0 پ�س ، <α<0 0180 270 چ�ون
.بنابراین sin tanα α<0


A sincos tan sin cos

cos

cos sin
cos cos

α= α+ α α= α+
α

α+ α= =
α α

2

2 2 1

4001 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


A cos cos cos ( cos )

cos sin |sin cos |

= + α− α = + α − α

= + α α = + α α

2 4 2 2

2 2

1 2 1 2 1

1 2 1 2

بنابرای�ن . cosα>0 و  sinα<0 پ�س ، <α<0 0315 360 چ�ون
،پس sin cosα α<0


A sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) |sin cos |

= − α α= α+ α− α α

= α− α = α− α

2 2

2

1 2 2

ودرنتیجه sin cosα− α<0 ،پس cosα>0 و sinα<0 چون
A sin cos=− α+ α

4011 میش�ود 1نیزگ 1 نتیج�ه  x
x x
sin

sin cos
=

+
5 1

2 2
تس�اوی از  3

نتیج�ه در و  x xsin cos=8 بنابرای�ن . x x xsin sin cos= +10 2

. xcot =8 ،پس x
x

cos
sin

=8

4021 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 x
x

tan
cos

+ =2
2

11 ازاتحاد  1

m
m m

m
m m m m m
m m m m

m m m m m
m m

( )
( )

++ =
+ +

+
+ + + + + ++ = ⇒ =
+ + + +

+ += ⇒ + = + ⇒ =−
+ +

2

2

2 11
2 5 2

3 7
2 3 7 2 5 2 3 71

2 5 2 2 5 2
3 7 3 7 2 5 2 3
2 5 2

نمیتواندصفرباشد(.بنابراین m+3 7 )توجهکنیدکه

xtan
( )
− += =
− +
3 2 1

2 3 5

4031 مخ�رج 1نیزگ 1 و  coscot
sin

αα=
α

اتح�اد از اس�تفاده ب�ا  2

مشترکگیریبهدستمیآید



sin cos sin cos cos
cos sin sin ( cos )

cos
sin ( cos ) sin

α α α+ α+ α+ =
+ α α α + α

+ α= =
α + α α

2 2

1 1
1 1

1

4041 ،میتواننوشت 1نیزگ 1 sin cos+ =2 0 2 015 15 1 چون  4

sin cos cos sincos cos
cos sin cos sin

( cos )( cos ) ( sin )( sin )
cos

cos sin

cos ( sin ) cos sin

− −− + = − +
+ + + +

− + − +
= − +

+ +
= − − − + =

2 0 2 0 2 0 2 00 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0

0 0

0 0 0 0

15 15 1 15 1 1515 15
1 15 1 15 1 15 1 15

1 15 1 15 1 15 1 15 15
1 15 1 15

1 15 1 15 15 15

4051 تقسیممیکنیم 1نیزگ 1 xcos3 صورتومخرجکسرAرابر  2

استفادهمیکنیم: x
x

tan
cos

+ =2
2

11 و xx
x

sintan
cos

= وازاتحادهای



x x x
x x xA

xx x
xx x

x x

x x

sin cos tan
cos cos cos

tansin cos
coscos cos

tan ( tan ) ( )

tan ( tan ) ( )

− −
= =

−−

− + − +
= = = =

+ − × + −

3 3
3 3 2

3
23 3

3 2 3 2

2 2

2 2

44 1

2 1 3 2 1 3 7 1
119 174 1 1 4 3 1 3 1

4061 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x x x x x x

x x x x

sin cos (sin cos )(sin sin cos cos )

(sin cos )( sin cos )

− = − + +

= − +

3 3 2 2

1
راپیداکنیم.توجهکنیدکه x xsin cos بنابراینبایدحاصل

 x x x x(sin cos ) sin cos− = − =2 41 2
9

.درای�نصورتحاصلعبارتم�وردنظربرابر x xsin cos = 5
18

بنابرای�ن

. x xsin cos ( )( )− = + = × =3 3 2 5 2 23 231
3 18 3 18 27

استبا



فصل دوم: آزمون ها
)74(

رابهتوانسهمیرسانیم x xsin cos− =2
3
راه حل دومطرفینتساوی



x x

x x x x x x

x x x x x

(sin cos ) ( )

sin sin cos sin cos cos

sin cos sin cos (sin cos)

− =

− + − =

− − − =

3 3

3 2 2 3

3 3

2
3

83 3
27

83
27



راپیداکنیم.توجهکنیدکه x xsin cos بنابراینبایدحاصل

 x x x x(sin cos ) sin cos− = − =2 41 2
9


،درنتیجه x xsin cos = 5
18

بنابراین

 x x x xsin cos sin cos− − × × = ⇒ − =3 3 3 35 2 8 233
18 3 27 27



4071 اس�تفاده 1نیزگ 1 a b a b ab a b( ) ( )− = − + −3 3 3 3 ازاتح�اد  4

میکنیم:

 x x x x

x x x x

tan cot (tan cot )

tan cot (tan cot )

− = −

+ −

3 3 3

3

،پس x xtan cot− =3 و x xtan cot چون1=
 x xtan cot− = + × × =3 3 33 3 1 3 36

4081 و 1نیزگ 1
t

cotα=1 ،آنگاه t tan= α اگ�رف�رضکنی�م  3

tدرمیآید.دوطرفاینمعادلهرادر t
t

− =2 2 معادلۀدادهشدهبهصورت

ضربکردهوآنراحلمیکنیم:

 t t t t t ±− = ⇒ − − = ⇒ =2 2 2 102 2 2 2 0
2

 tan −α= <2 10 0
2

αدرربعاولاست،پس چونانتهایکماننظیرزاویۀ

. tan +α= 2 10
2

قابلقبولنیست،درنتیجه

،درنتیجه tan ( )+α= 1 52
2

بنابراین

( )
tan

+ +α= = = +
2

2 1 5 6 2 5 3 5
2 2



4091 ابتداصورتومخرجکسردومراسادهترمیکنیم: 1نیزگ 1  3
x x x x x x

xx x x x x
x

sin sin cos sin cos sin

sincos ( tan ) cos ( ) cos sin
cos

− = + − = −

− = − = −

2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2
2

1 2 2

1 1

درنتیجهدومینکسربرابربا1است.بنابراینحاصلعبارتبرابراستبا
x x x
x x x x

sin cos sin
sin cos sin cos

+ + =
− −

21

معلوممیش�ودکهکس�ربرابر xcos باتقس�یمصورتومخرجاینکس�ربر

. x
x

tan
tan −
2

1
استبا

4101 .عبارتبه 1نیزگ 1 xsin− 21 قرارمیدهیم xcos2 بهجای  3
شکلزیراست:

A x x x x

x x

sin sin (sin sin )

(sin ) (sin )

= − − = − + + −

= − + + = − +

2 2

2 2

1 2 1 2 1 1

1 1 1 2 1
،پس xsin− ≤ ≤1 چون1

x x x

x A

sin (sin ) (sin )

(sin )

≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒− ≤− + ≤

− ≤ − + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 2

2

0 1 2 0 1 4 4 1 0

2 2 1 2 2 2
بنابرایناختلافحداکثروحداقلمقدارAبرابر4واحداست.

4111 نتیج�همیش�ود 1نیزگ 1 xtan =1
3
راه ح��ل اولازتس�اوی  1

قرار xcos .درعبارتAب�هجای x xcos sin=3 ،یعن�ی x
x

sin
cos

=1
3

. x x xA
x x x

sin sin sin
sin sin sin

+= = =
+

2 3 5 1
9 10 2

.دراینصورت xsin3 میدهیم

Aتقس�یممیکنیمتا xcos راه ح��ل دومص�ورتومخرجعب�ارتAرابر
نوشتهشود: xtan برحسب

x x
xx xA

x x x
x x

sin cos
tancos cos

sin cos tan
cos cos

+
+= =
++

2
2 1

3 3


درعبارتفوق،مقدارAبهدس�ت xtan بهج�ای 1
3
اکن�ونباق�راردادن

. A
+

= =
+

2 1
13

1 23
3

میآید

4121 و 1نیزگ 1 sintan
cos

=
00
0

1515
15

راه ح��ل اولتوج�هکنی�دکه  2

.بنابراین coscot
sin

=
00
0

1515
15



A

cos cos
cot cos sin

tan sin sin sin
cos

cos ( sin )cos cos sin

sin sin

sin sin cos sin ( cos )

cos cos

cos

sin

−
−= =
− −

−−

= =
− −

=

2 0 2 0
2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0
2 0

2 0 2 02 0 2 0 2 0

2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0

4 0

2

15 15
15 15 15
15 15 15 15

15
15 1 1515 15 15

15 15
15 15 15 15 1 15

15 15
15
1 cos cot

sin sin

cos

= =
6 00 6 0

4 0 6 0

2 0

155 15
15 15
15



راه حل دومکسررابهصورتزیرمینویسیم:



A cot ( sin )cot cos

tan sin tan ( cos )

cot cos coscot ( )
sin(sin )

cot

cot cot cot

−−= =
− −

= =

= =

2 0 2 02 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 04 0
2 02 0

2 0

4 0 2 0 6 0

15 1 1515 15
15 15 15 1 15
15 15 1515

1 1515
15
15 15 15



)75(

4131 میتواننوشت 1نیزگ 1  2
sin( tan )( sin ) ( )( sin )

cos cos cos

( sin )( sin ) ( sin )
cos cos

(cos ) cos
cos

+ − = + −

= + − = −

= =

00 0 0
0 0 0

0 0 2 0
0 0

2 0 0
0

1 1 2020 1 20 1 20
20 20 20
1 11 20 1 20 1 20
20 20

1 20 20
20

4141 راه حل اولفرضکنید 1نیزگ 1  3
 B cos cos= + + −0 01 36 1 36

درنتیجه
B cos cos ( cos )( cos )

cos sin sin

= + + − + − +

= + − = + = +

2 0 0 0 0

2 0 2 0 0

1 36 1 36 2 1 36 1 36

2 2 1 36 2 2 36 2 2 36
.بنابراینحاصلعبارتموردنظر B ( sin )= + 02 1 36 ،پ�س B>0 چون

است. 2 برابربا
راه حل دوممیدانیم)درسهفتماینفصلراببینید(

 x x      x x

x x x

cos cos , cos sin

sin sin cos

+ = − =

=

2 21 2 2 1 2 2

2 2


بنابراین



cos cos

sin

cos sin

sin cos sin cos

(cos sin ) (cos sin )

sin cos(sin cos )

+ + −

+

+=
+ +
+ +

= = =
++

0 0

0

2 0 2 0

2 0 2 0 0 0

0 0 0 0

0 00 0 2

1 36 1 36
1 36

2 18 2 18
18 18 2 18 18

2 18 18 2 18 18 2
18 1818 18



4151 راه حل اولمعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1
( cos ) cos cos cos− α − α+ = ⇒ α+ α− =2 23 1 5 5 0 3 5 8 0

 t t+ − =23 5 8 0 ،میتوانیممعادلهرابهش�کل t cos= α اگ�رف�رضکنیم
بنویسیمکهچونمجموعضرایبمعادلهصفراست،پسیکیازجوابهایآن

قابلقبولنیس�ت،پس cosα=− 8
3
اس�ت.چون t −= 8

3
ودیگری t=1

. cos α=6 1 ودرنتیجه cosα=1
 cos α6 α=0درمعادلهصدقمیکند،پسکافیاستمقدار راه حل دوم

α=0حسابکنیم،کهبرابر1میشود. رابهازای

4161 دوطرفتساویدادهشدهرابهتواندومیرسانیم: 1نیزگ 1  3


x x x x x x

x x

(tan cot ) ( ) tan cot tan cot

tan cot

+ = ⇒ + + =

+ + =

2 2 2 2

1
2 2

5 2 5

2 5



.اکنوندوطرفاینتساویرابهتوانسهمیرسانیم: x xtan cot+ =2 2 پس3
x x

x x x x x x

x x x x x x

(tan cot )

tan tan cot tan cot cot

tan cot tan cot (tan cot )

+ =

+ + + =

+ + + =

2 2 3 3

6 4 2 2 4 6

6 6 2 2 2 2

3

3 3 27

3 27

نتیجهمیشود x xtan cot+ =2 2 و3 x xtan cot =2 2 باتوجهبهاینکه1
 x x x xtan cot tan cot+ + = ⇒ + =6 6 6 69 27 18

4171 تقسیممیکنیم: 1نیزگ 1 xcos2 دوطرفتساویدادهشدهرابر  2

 x x x x
x x x x

sin cos sin cos

cos cos cos cos
+ − =

2 2

2 2 2 2
3 2 2

،تس�اوی x
x

tan
cos

+ =2
2

11 و xx
x

sintan
cos

= باتوج�هبهاتحادهای

وجودداشتهباشد: xtan قبلیراطوریمینویسیمکهدرآنفقط
 x x x x xtan tan ( tan ) tan tan+ − = + ⇒ + − =2 2 23 2 2 1 2 1 0

. xtan =− ±1 2 بنابراین

4181 عبارترابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2

A sin ( sin ) sin cos

(sin cos ) |sin cos |

= − α − α = − α α

= − α α = − α α

2 2 2 2

2

1 2 1 1 2

1 2 1 2

. sin cosα α>0ودرنتیجه cosα<0 ، sinα<0پس،α= 0200 چون
بنابراینعبارتAبهشکلزیردرمیآید:


A sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) |sin cos | |sin cos |

= − α α= α+ α− α α

= α− α = α− α = −

2 2

2 0 0

1 2 2

200 200

. A sin cos= −0 0200 200 .بنابراین sin cos− >0 0200 200 توجهکنیدکه0

4191 ابتداصورتومخرجکسرراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  3
صورت کسر

sin cos

(sin cos )(sin sin cos cos )

(sin cos )( sin cos )

−

= − + +

= − +

3 0 3 0

0 0 2 0 0 0 2 0

0 0 0 0

40 40

40 40 40 40 40 40

40 40 1 40 40
مخرجکسر

 cos cos sin cos ( cos sin )+ = +0 2 0 0 0 0 040 40 40 40 1 40 40
بنابراینحاصلکسربرابراستبا

 sin cos sin tan
cos cos

− = − = −
0 0 0 0

0 0
40 40 40 1 40 1

40 40
است. tan 040 درنتیجهحاصلعبارتموردنظربرابر

4201 توجهکنیدکهبنابراتحادچاقولاغر، 1نیزگ 1  2



x x
x x
x x x x x x

x x
x x

tan cot
tan cot

(tan cot )(tan tan cot cot )

tan cot

tan cot

−
−
− + +

=
−

= + + =

3 3

2 2

2 21 7
.درنتیجه x xtan cot+ =2 2 6 بنابراین


x x

x x
x x

cot tan
sin cos

tan cot

+ = + + +

= + + = + =

2 2
2 2

2 2

1 1 1 1

2 2 6 8

4211 رادیان 1نیزگ 1 ππ=
0

0
36

5180
برابربا 036 ابت�داتوجهکنیدک�ه  2

که ( )π π ππ− + =3
5 10 2

اس�ت.بنابرایناندازۀزاویۀس�وممثلثبرابراس�تبا

اینزاویهازبقیهبزرگتراست.



اه لومزآل:مود لصف
)76(

4224 اگر اندازۀ زاویه برحسب درجه برابر D و برحسب رادیان ن4زگ -42  4

. R
D
π= 5

4
، بنابراین  D R π× =5

4
برابر R باشد، آن گاه 

. بنابراین D R=
π0180

از طرف دیگر، 

 D DD D D
D

π

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
π

02 0
0 0

5
5 9004 15
4 4180 180

015 است.  بنابراین اندازۀ این زاویه برابر 
4234 با توجه به شکل زیر، چهارضلعی حاصل ذوزنقه است.ن4زگ -42  4

4244 π را اضافه یا ن4زگ -42 می دانی�م اگر به زاویه ای مضرب های زوج   1
از آن کم کنیم، زاویۀ جدید، با زاویۀ اولیه هم انتها است. اکنون توجه کنید که 

 − + π=− + =0 0 0 0560 4 560 720 160  
− با هیچ یک از زاویه های داده ش�دۀ دیگر  0560 از ط�رف دیگ�ر، چون اختلاف 

π نیست، پس با هیچ یک از آن ها هم انتها نیست.  مضربی زوج از 

4254 π رادیان اس�ت. از ن4زگ -42 π=2
20 10

زاویۀ بین هر دو کابین متوالی   4

. وقتی چرخ وفلک ۴ دور کامل  π π π= π+ = π+ ×48 88 8 16
5 5 10

طرف دیگر، 

π8 رادیان می چرخد، هر کابین در جای اولیۀ خود قرار می گیرد.  می زن�د، یعنی 

π×16 رادیان دیگر دوران می کند که کابین شمارۀ 
10

سپس چرخ وفلک به اندازۀ 

یک به مکان فعلی ۱۶ کابین جلوتر، یعنی کابین هفدهم منتقل می شود.
4264 با توجه به ش�کل زیر، واضح است که عرض نقطه ای که ن4زگ -42  3

انتهای کمان نظیر زاویۀ ۴ رادیان است، کوچک تر از عرض بقیۀ نقاط است، پس 
sin4 از بقیه کوچک تر است. 

4274 1 دور ن4زگ -42
12

راه حل اول در هر س�اعت عقربۀ ساعت ش�مار   3

π رادیان است. بنابراین π=2
12 6

می چرخد که معادل 

 x
x

¾£Ã¤j

π

= ⇒ =
π

60 6 225
5
8

π رادیان 
360

) یا  / )00 5 راه حل دوم می دانیم در هر دقیقه، عقربۀ ساعت شمار 

. x  ¾£Ã¤j

π

= =
π

5
8 225

360

 ، بنابراین 
x
1

π

=
π

360
5
8

طی می کند، پس 

4284 . از ط�رف دیگر ن4زگ -42 πα4 ط�ول کم�ان AB برابر اس�ت با   2
ط�ول کم�ان ACB برابر اس�ت با محیط دای�ره منهای طول کم�ان AB یعنی 

. بنابراین π − πα28 4

 π − πα= πα+π⇒ α= π− ⇒α=π−2 18 4 4 8 8 1
8

4294 ۱۶ کابی�ن در این چرخ و فلک وجود دارد. پس زاویۀ بین ن4زگ -42  1

 P P0 1 π اس�ت. بنابراین زاوی�ۀ متناظر به کمان  π=2
16 8

دو کابی�ن متوالی برابر 

π7 است. بنابراین
8

برابر 

 P P r oT¶
π= θ= × = π0 1

740 35
8

4304 با توجه به شکل زیر،ن4زگ -42  3

 
MH AM

OH AH

 sin ,

cos

π π= = = × = π

π= = ⇒ = − =

6 3 9 6 3 2 3
3 3

6 3 3 3 6 3 3 3 3 3
3

بنابرای�ن اندازۀ محیط قس�مت رنگ�ی برابر 
است با

 ( )+ + π= + + π9 3 3 2 3 9 3 3 2

4314 0400 را به رادیان تبدیل می کنیم: ن4زگ -42 ابتدا   1

 R R π= ⇒ =
π

0

0
400 20

9180
بنابراین اگر اندازۀ زاویۀ بزرگ تر برحسب رادیان برابر x و اندازۀ زاویۀ کوچک تر 

برحسب رادیان برابر y باشد، آن گاه

 
x y x

yx y

π π+ = =  ⇒ 
ππ  =− =  

20 4
9 3

84
99

π4 است. 
3

پس اندازۀ زاویۀ بزرگ تر برحسب رادیان 

4324 ف�رض می کنیم ان�دازۀ زاویه برحس�ب درج�ه برابر D و ن4زگ -42  2

. از ط�رف دیگر،  R Dπ π= − 5
80 36

برحس�ب رادی�ان برابر R باش�د. بنابراین 

، بنابراین  D R=
π0180

 

D
D D D

D D

π π−
×= ⇒ = −

π

= ⇒ =

0 0

0

0 0

5
180 5 18080 36
80 36180

5 25 20
4

4334 ب�ا توج�ه ب�ه ش�کل ن4زگ -42  1
مقابل، چهارضلعی حاصل مستطیل است. 



)77(

4341 رااضافهیاازآنکم 1نیزگ 1 π اگ�رب�هزاویهایمضرب�یزوجاز  3
کنی�م،زاوی�ۀجدی�دب�ازاوی�ۀاولی�ههمانته�ااس�ت.اکن�ونتوج�هکنی�دکه

.بنابراینانتهایکمانهاینظیرزاویههای π π= π+31 5
6 6

و π π= π+28 9
3 3

دادهش�دهمانندشکلروبهرواست.ازرویشکلمعلوماستکهانتهایکمان

یکساناست. − π2
3

و π28
3

نظیرزاویههای

4351 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
sk s s

sk s s

sk s s

     

     

     

( )

( )

π π π= ⇒ α= + = π+

+ π π π π= + ⇒ α= + = π+ +

+ π π π π= + ⇒ α= + = π+ +

33
3 4 4
3 13 1

3 4 3 4
3 2 23 2

3 4 3 4
بنابرای�نانتهایکماننظیرزاویههایموردنظرمطابقش�کلزیررأسهاییک

ششضلعیمنتظمهستند.

4361 بزرگترازاعداددیگراست. 1نیزگ 1 tan 3 باتوجهبهشکلزیر  2

4371  1نیزگ 1 1
12

راه حل اولچونعقربۀساعتش�ماردرهرساعت  1

رادیانراطیمیکند.بنابراین π π=2
12 6

دایرهراطیمیکند،پسدرهرساعت

رادی�انراط�یمیکن�د،یعنیازس�اعت9تا π π× =20
60 6 18

دره�ر20دقیق�ه،

ک�هی�کس�اعتو20دقیق�هزم�انگذش�تهاس�ت،عقربۀ : ′10 20 س�اعت

رادیانراطیمیکند،یعنیزاویهایبه π π+
6 18

ساعتش�مارزاویهایبهاندازۀ

رادیان. π2
9

اندازۀ

رادیانطی π
360

)یا / )00 5 راه حل دوممیدانیمعقربۀساعتش�ماردرهردقیقه

برابر80دقیقهاست،پس : ′10 20 میکند.ازطرفدیگرازساعت9تاساعت

 x rad
x

π
π π= ⇒ = × =1 2360 80

80 360 9


4381 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 R R radπ= ⇒ =
π

0

0
25 5

36180

CD.پس π= ×59
36

ABو π= ×56
36

بنابراین

 CD AB π π π π− = − = =45 30 15 5
36 36 36 12

4391 αفرضمیکنیم. 1نیزگ 1 زاویۀمرکزیروبهروبهکمانABرا  4
مساحتقسمترنگیازتفاضلمساحتمثلثOACوقطاعOABبهدست

میآید:

 OAC

ACOAC AC

OA ACS

S r
ÌI‰¤

:tan tan

tan tan

( )

α= ⇒ = π α
π

× π× π α= = = π α

= α= π α= π α

2

2 2 2

2
2

2 2 2
2 2

1 1 2 2
2 2



S،پس
Â«ºn

tan (tan )= π α− π α= π α−α2 2 22 2 2 بنابراین

(tan ) ( ) tanπ ππ α−α = π − ⇒ α−α= −2 22 2 1 1
4 4

. L r π π= α= π× =
2

2
4 2

،درنتیجهطولکمانABبرابراستبا πα=
4
پس

4401 رادیان،ریسمان 1نیزگ 1 π
9
یا 020 باجابهجایینقطۀAبهاندازۀ  4

س�انتیمترجابهجامیشود.درنتیجهاگرفرض l r π π= θ= × =88
9 9

بهاندازۀ

αرادیانجابهجاشدهاست،معلوممیشود کنیمچرخکوچکبهاندازۀ

 π π= α⇒α=8 46
9 27



بنابرایناندازهایکهچرخکوچکترجابهجاشدهاستبرحسبدرجهبرابراستبا

 D R RD= ⇒ = × = × =
π π

00 0
0

4 80180 180
27 3180



4411 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 cot( ) cot , sin( ) sin−α =− α −α =− α 

بنابراین
A tan cot ( sin ) cos

tan cot sin cos

=− α α+ − α + α

=− α α+ α+ α=− + =

2 2

2 2 1 1 0




فصل دوم: آزمون ها
)78(

4421 ،پس 1نیزگ 1 cos( ) cos−α = α چون  2
 x x xcos( ) cos( ) sin− = − =0 090 90 

،پس cot( ) cot−α =− α همچنین،

x x xcot( ) cot( ) cot− − =− + =−0 0180 180
بنابراینحاصلعبارتموردنظربرابراستبا

 x x xsin ( cot ) cos− =− 

4431 میتواننوشت 1نیزگ 1  4


A

cos( ) cos( )
sin cos

sin( ) sin( ) sin sin

sin cos cot
sin

π+θ + π+θ
θ− θ= =

π−θ + π−θ θ+ θ

θ− θ= = − θ
θ

3
2

3
1 1

2 2 2

. A
tan /

= − = − =−
θ ×

1 1 1 1 3
2 2 2 2 0 4 4

بنابراین

4441 .پس 1نیزگ 1 x y xπ+ = +2 3
2

،درنتیجه x y π+ =3
2
چون  2

x y x xtan( ) tan( ) cotπ+ = + =−2 3
2

4451 و 1نیزگ 1  x xcos( ) sinπ− =−3
2

ک�ه کنی�د توج�ه  3

.درنتیجه x xsin( ) cosπ+ =5
2

 x x xsin cos tan− = ⇒ =−2 2

4461 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


cos cos( ) cos

cos( ) cos

= + =

= − =− =−

0 0 0 0

0 0 0

510 360 150 150

3180 30 30
2



4471 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 cos cos( ) cosπ π π= π+ =− =−43 37
6 6 6 2



4481 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

tan tan( ) tan

cot( ) cot cot( ) ( cot )

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

π π π= π− =− =−

π π π π− =− =− π− =− − =

23 14
6 6 6 2

16 15
3 3 3 2

35 9 1
4 4 4
43 43 11 1

4 4 4 4



.( )( )( )( )− − − =−1 1 11 1
2 2 4

بنابراینمقدارعبارتموردنظربرابراستبا

4491 . 1نیزگ 1 sin sinα= β α+β=π،آنگاه توجهکنیدکهاگر  2
بنابراین

     sin sin , sin sinπ π π π π π π π+ =π⇒ = + =π⇒ =4 4 2 3 3 2
5 5 5 5 5 5 5 5

. A
sin sin

sin sin

π π−
= =−

π π−

2
5 5 1
2
5 5

درنتیجه

4501 آنگاه 1نیزگ 1 ،α+β=π اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  4
.اکنونتوجهکنیدکه cos cosα+ β=0 ،درنتیجه cos cosβ=− α


cos cos

cos cos

π π π π+ =π⇒ + =

π π π π+ =π⇒ + =

4 4 0
5 5 5 5
2 3 2 3 0
5 5 5 5



. A=0 پس
4511 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

     sin( ) sin , sin( ) sin , sin( ) sinπ−α = α π+α = α π+α =− α3 4 5
. A sin sin sin sin= α+ α− α= α3 4 5 2 بنابراین

4521 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


         

      

tan( ) cot , cot( ) tan

tan( ) cot , cot( ) tan

π π−α = α −α = α

π π+α =− α +α =− α
2 2

2 2



. A cot cot cot cot
tan tan tan

α− α α= = = α
α− α α

23 2 2
2

بنابراین

4531 ابتداتساویدادهشدهراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  4


sin( ) sin( )

cos sin
sin coscos( ) cos( )

cos sin sin cos sin cos tan

π+α + π−α
α− α= ⇒ =

π − α+ α−α − π+α

α− α=− α+ α⇒ α= α⇒ α=

2 2
22 3 3

3 22 3
2

2 3 6 5 5

. tan( ) tan( ) cotπ πα− =− −α =− α=−5 5 1
2 2 5

بنابراین

4541 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 cot cot( ) tanπ πα= +β⇒ α= +β =− β3 3

2 2


بنابراین



cot tan
cot cot tan cot ( tan )( cot )

tan cot tan cot
cot tan tan cot tan cot

+ β+ + β+ = + =
− α + β + β + β + β + β

+ β+ β + β+ β= = =
+ β+ β+ β β + β+ β

1 11 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2 2 1
1 2



4551 .درنتیجه 1نیزگ 1 sin( ) cosπ+α =− α3
2

توجهکنیدک�ه  4

.اکنونتوجهکنیدکه cosα=−12
13

ازفرضمسئلهنتیجهمیشود

 tan tan
cos

+ α= = ⇒ α=
α

2 2
2

1 169 251
144 144

. tanα=− 5
12

.بنابراین tanα<0 αدرناحیۀدومقراردارد،پس چون

4561 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1



cos( ) cos cos( )

cos cos

cot cot( ) cot

tan tan( ) tan tan

sin( ) sin sin( ) sin

− = = × −

= =− =−

= × − =− =−

= × − =− = =

− =− =− − = =

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

600 600 2 360 120
1120 60
2

675 2 360 45 45 1

945 3 360 135 135 45 1
1330 330 360 30 30
2

.
− −

=−
−

1 1
2 3

11
2

بنابراینحاصلکسرموردنظربرابراستبا



)79(

4571 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4



a

a
a

a

tan tan( ) cot

tan tan( ) cot

tan tan( ) tan

tan tan( ) cot

= − = =

= + =− =−

= − =− =−

= − = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

175 90 15 15

1105 90 15 15

165 180 15 15

1255 270 15 15



. a a aA
a a aa

a a

( )

( )

−
−= = = =

− − − − +− −
2 2 2

1 1 12
1 1

1 3 1 3 1 3 13
بنابراین

4581 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


sin sin( ) sin( ) sin

cos cos( ) cos( ) cos

π π π π π −= − = π− =− =

π π π π π= − = π− =− =−

101 102 334
3 3 3 3 3 2

98 99 133
3 3 3 3 3 2



. A ( ) ( )= − − − = + =23 14 2 3 1 4
2 2

بنابراین

4591 ازنمادگذاریشکل 1نیزگ 1  3
روبهرواستفادهمیکنیم.توجهکنیدکه

 tan tan( ) tanα= −β =− β0180 

.اکن�ونتوج�هکنیدکه tan cotβ= γ =β+γ،پس 090 ازط�رفدیگ�ر

. tanα=−2 .بنابراین cot γ= =4 2
2

4601 آنگاه 1نیزگ 1 ، πα+β=
2

اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  1

. tan tan tan cotα β= α× α=1 نتیج�ه در و  tan cotβ= α

بنابراین



tan tan

tan tan

tan tan

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

6 6 1
14 14 2 14 14
2 5 2 5 1
14 14 2 14 14
3 4 3 4 1
14 14 2 14 14



. A=1 پس
4611 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


     

   

tan( ) tan , tan( ) tan

tan( ) tan , tan( ) tan

π−α =− α π+α = α

π−α =− α π+α = α2 2


. A tan tan tan
tan tan tan

− α+ α α= = =−
− α− α − α

3 2 1
2

بنابراین

4621 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


 

 

sin( ) cos , tan( ) cot

cos( ) sin , cot( ) tan

π π π π π π+ = = − = =

π π π π π π− =− =− + =− =−

5 1 5 3
2 3 3 2 2 3 3 3
7 1 7 3
2 6 6 2 2 6 6 3

. A
( ) ( )

( ) ( )

−
= =

− −

1 14 2
12 2

3 3 3 33 6
3 3

بنابراین

4631  1نیزگ 1 090 راه حل اولدرمثلثقائمالزاویهاندازۀیکیاززوایا  2
.دراین Âcos =0 و Âsin =1 .پ�س Â= 090 اس�ت.مثلًاف�رضکنید
،بنابراین C Bˆ ˆsin cos=2 2 ص�ورتزاویههایBوCمتممیکدیگرند،پس

سادهشدۀعبارتبهشکلزیراست:
A B C C C
A B C B B

ˆ ˆ ˆ ˆˆcos cos cos sin cos
ˆ ˆˆ ˆ ˆsin sin sin sin cos

+ + + + += = =
++ + + +

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
0 0 1 1

1 1 21
راه حل دوممثلثABCرابازاویههایزیردرنظربگیرید:
 A B C            
ˆ ˆˆ, ,= = =0 0 090 45 45 

. A B C
A B C

ˆ ˆˆcos cos cos
ˆ ˆˆsin sin sin

+ +
+ + = =
+ + + +

2 2 2

2 2 2

1 10
12 2

1 1 21
2 2

دراینصورت

4641 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 a b b a b b      sin sin( ) cos , tan tan( ) cotπ π= − = = − =5 5
2 2

بنابراین
a a b b b b

b a b b a a
b b b
b b

sin tan tan cos cot tan

sin cos cos sin cos sin
cos cos cot
sin sin

+ − + −=
− − + − − +

+ −= = =
− +

2 2 2 2
1 1

1 1
1 1
1 1

4651 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 a aa b a a b a b a b( ) ( ) ( )π π+ =π⇒ + + =π⇒ + + = ⇒ = − +3 2 2
2 2 2 2



. a a b a bsin sin( ( )) cos( )π= − + = + =3
2 2 5

بنابراین

4661 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


sin sin( ) sin sin( ) cos

sin sin( ) sin

= + = = − =

= + =

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

410 360 50 50 90 40 40

400 360 40 40
بنابراین

 sin sin cos sin+ = + =2 0 2 0 2 0 2 0410 400 40 40 1
.بنابراین tan tan( ) tan= × + =0 0 0 0731 2 360 11 11 همچنین

 tan cot tan cot× = × =0 0 0 0731 11 11 11 1
بنابراینمقدارکسرموردنظربرابراستبا1.

4671 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



cos cos( ) sin

cos cos( ) cos

cos cos( ) sin

cos cos( ) cos

= + =−

= − =−

= + =

= − =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

115 90 25 25

155 180 25 25

295 270 25 25

335 360 25 25

.ص�ورتومخ�رجکس�رAراب�ر A sin cos

sin cos

− +=
+

0 0

0 0
25 3 25

3 25 25
بنابرای�ن

تقسیممیکنیم: sin 025

a aA
a a

sin cos
cotsin sin

sin cos cot

sin sin

− +
− + − + −= = = =

+ +++

0 0

00 0

0 0 0

0 0

25 3 25
1 3 25 1 3 3 125 25

3 33 25 25 3 25
25 25



فصل دوم: آزمون ها
)80(

4681 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



sin sin( ) sin

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π+ = =

π π π= π+ = =

π π π= π− = =

11 12
6 6 6 2
5 1
4 4 4

9 2 1
4 4 4
5 12
3 3 3 2

. A=− × − × =−1 11 1 1
2 2

بنابراین

4691 آنگاه 1نیزگ 1 ، πα+β=
2

اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  2

.بنابراین sin cosβ= αcos sin

cos sin

π π π π π+ = ⇒ =

π π π π π+ = ⇒ =

7 7
16 16 2 16 16
3 5 5 3
16 16 2 16 16

Aپس cos cos sin sin

(sin cos ) (sin cos )

π π π π= + + +

π π π π= + + + = + =

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3
16 16 16 16

3 3 1 1 2
16 16 16 16

4701 آنگاه 1نیزگ 1 ،α+β= 0180 اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  2
.بنابراین cos cosβ=− α


  cos cos , cos cos , ,

cos cos , cos cos

=− =−

=− =−

0 0 0 0

0 0 0 0

179 1 178 2

92 88 91 89



. A cos cos cos

cos cos cos

+ + += =−
− − − −

0 0 0

0 0 0
1 2 89 1
1 2 89





پس

4711 .درنتیجه 1نیزگ 1 π π π− =
3 4 12

توجهکنیدکه  4


 

sin sin( ) sin cos cos sinπ π π π π π π= − = −

−= × − × =

12 3 4 3 4 3 4
3 2 1 2 6 2

2 2 2 2 4



4721 .امااز 1نیزگ 1 B̂sin <0 و Âcos >0 ابت�داتوج�هکنیدک�ه  3
طرفدیگر،


A A

B B

ˆ ˆcos sin ( )

ˆ ˆsin cos ( )

= − = − =

=− − =− − − =−

2 2

2 2

3 41 1
5 5

5 121 1
13 13



بنابراین


A B A B A B

 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆcos( ) cos cos sin sin

( ) ( )

+ = −

= × − − × − = =
×

4 5 3 12 16 16
5 13 5 13 5 13 65



4731 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


sin( ) sin cos cos sin

sin( ) sin cos cos sin

= α+β = α β+ α β

= α−β = α β− α β

3
10
1
2



اگراینتساویهاراباهمجمعکنیم،بهدستمیآید

 sin cos sin cos+ = α β⇒ α β=3 1 22
10 2 5



4741 . 1نیزگ 1 x x xsin cos sin( )π+ = +2
4

توج�هکنی�دکه  1

بنابراین

sin cos sin( ) sin+ = + =

= × =

0 0 0 0 075 75 2 75 45 2 120

3 62
2 2

4751 ،درنتیجه 1نیزگ 1 π<α−β<0
4
ازفرضمسئلهنتیجهمیشود  3

، cos( )α+β <0 بنابرای�ن ، ππ<α+β<3
2

،همچنی�ن sin( )α−β >0

درنتیجه


sin( ) cos ( ) ( )

cos( ) sin ( ) ( )

α−β = − α−β = − =

α+β =− − α+β =− − − =−

2 2

2 2

12 51 1
13 13

3 41 1
5 5



اکنونمیتواننوشت


sin sin(( ) ( ))

sin( )cos( ) cos( )sin( )

( )( ) ( )( )

α= α+β + α−β

= α+β α−β + α+β α−β

− −= − + − = =−

2

3 12 4 5 36 20 56
5 13 5 13 65 65



4761 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 sin cos

sin cos

+ = ⇒ =

+ = ⇒ =

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

61 29 90 29 61

31 59 90 59 31


بنابراینصورتکسرموردنظربرابراستبا

 sin sin cos cos cos( ) cos+ = − = =0 0 0 0 0 0 0 361 31 61 31 61 31 30
2

ازطرفدیگر،مخرجکسرموردنظربرابراستبا

 sin cos sin cos sin( ) sin+ = + = =0 0 0 0 0 0 0 112 18 18 12 12 18 30
2


. =

3
2 3
1
2

بنابراین،کسرموردنظربرابراستبا

4771 ابتداعبارتدادهشدهرابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  2

A  ( sin cos )= −0 01 32 15 15
2 2

ودرنتیجه


A (cos sin sin cos )

sin( ) sin

= −

= − =− =− × =−

0 0 0 0

0 0 0

2 60 15 60 15

22 15 60 2 45 2 2
2



4781 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 x x x x     sin( ) sin , cos( ) cosπ− = π+ =− 

همچنین

 x  x xcos( ) (cos sin )π− = +2
4 2



بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا

 x x x x

x x x x

sin ( cos ) sin cos

(cos sin ) (sin cos )

− − += =
+ +

2
2 2

2 2





)81(

4791 ابتداتوجهکنیدکهبنابرقضیۀفیثاغورس، 1نیزگ 1  2

 ADE DE AE AD

ABC AC AB BC

:

:

= − = − =

= + = + =

2 2 2 2

2 2 2 2

5 4 3

12 5 13






اکنونتوجهکنیدکه

                   cos , sin , cos , sinα= α= β= β=4 3 12 5
5 5 13 13



بنابراین


 cos( ) cos cos sin sinα+β = α β− α β= × − ×

= =
×

4 12 3 5
5 13 5 13

33 33
5 13 65





4801 ازنمادگذاریش�کلزیراستفادهمیکنیم.دراینصورت 1نیزگ 1  3
بنابرقضیۀفیثاغورس،

 ABD AB AD DB AB

BCE BC BE CE BC

:

:

= + ⇒ =

= + ⇒ =

2 2 2

2 2 2

10

5






.بنابراین ABCˆ =α+β باتوجهبهشکلزیر


ABC

 

ˆcos( ) cos( ) cos cos sin sin= α+β = α β− α β

= × − × =3 2 1 1 2
210 5 10 5





4811 بهکمکاتحادهاینسبتهایمثلثاتیمجموعدوزاویه، 1نیزگ 1  4
بهدستمیآید



x x

x x x x

x x  x x x

sin( ) cos( )

sin cos sin cos cos cos sin sin

sin cos cos sin sin

π π+ − +

π π π π= + − +

= + − + =

3 6

3 3 6 6
1 3 3 1
2 2 2 2

4821 راحسابمیکنیم: 1نیزگ 1 sinβ و cosα ابتدامقادیر  1



sin cos cos cos

cos

sin cos sin sin

sin

π <α < π

π <β< π

α+ α= ⇒ + α= ⇒ α=

→ α=−

β+ β= ⇒ β+ = ⇒ β=

→ β=−

2 2 2 2

2

2 2 2 2

3 2
2

1 41 1
5 5

2 5
5

9 161 1
25 25

4
5

بنابراین


sin( ) sin cos sin cos

( )( )

α+β = α β+ β α

= × + − − =5 3 4 2 5 11 5
5 5 5 5 25

4831 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


cos( ) cos cos sin sin

cos( ) cos cos sin sin

= α+β = α β− α β

− = α−β = α β+ α β

1
3

1
4
اگردوطرفتساویهایبالاراباهمجمعکنیم،بهدستمیآید

 cos cos− = α β1 1 2
3 4

. cos cosα β= 1
24

بنابراین

4841 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


cos cos( ) sin

sin sin( ) cos

= − =

= − =

0 0 0 0

0 0 0 0

65 90 25 25

55 90 35 35

درنتیجه



sin cos cos sin

sin cos sin cos

sin( ) sin

+

= +

= + = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

35 25 65 55

35 25 25 35

335 25 60
2

4851 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x x

x x x

sin( ) (sin cos )

cos( ) (cos sin )

π+ = +

π+ = −

2
4 2

2
4 2



درنتیجهفرضمسئلهبهتساویزیرتبدیلمیشود
 x x x xsin cos (cos sin )+ = −3 

بنابراین

 x x xsin cos tan= ⇒ =14 2
2


4861 2تقسیممیکنیم 1نیزگ 1 3 دوطرفتساویدادهشدهرابر  3

x x x x

x x x x

x

cos sin cos sin

cos sin cos cos sin sin

cos( )

+ = ⇒ + =

π π+ = ⇒ + =

π− =

3 3 33 3 3
2 3 2 3 2 3

3 1 3 3
2 2 2 6 6 2

3
6 2

4871 . 1نیزگ 1 sintan
cos

= =
00
0

603 60
60

ابت�داتوج�هکنی�دک�ه  4

بنابراین



sincos sin cos sin
cos

cos( )cos cos sin sin cos
cos

+ = +

−+= = =

00 0 0 0
0

0 00 0 0 0 0
0

6010 3 10 10 10
60

60 1060 10 60 10 2 50
160
2

. cos sin cos

cos cos

+ = =
0 0 0

0 0
10 3 10 2 50 2

50 50
بنابراین



فصل دوم: آزمون ها
)82(

4881 باتوجهبهشکلمعلوممیشودکه 1نیزگ 1  1

                   sin , cos , sin , cosα= α= β= β=−4 3 5 12
5 5 13 13



بنابراین

sin( ) sin cos cos sin ( )α+β = α β+ α β= × − + × =−4 12 3 5 33
5 13 5 13 65



4891 باتوجهبهشکل،ازقضیۀفیثاغورسنتیجهمیشود 1نیزگ 1  3
 DF AF AD DB AB AD      ,= + = = + =2 2 2 25 10

بنابراین

 x     x    y     ysin , cos , sin , cos= = = =1 2 1 3
5 5 10 10

درنتیجه

 x y x y x ysin( ) sin cos cos sin− = − = × − × =1 3 2 1 1
5 10 5 10 50

4901 ک�ه 1نیزگ 1 میش�ود معل�وم زی�ر ش�کل ب�ه توج�ه ب�ا  2

.بنابراین ( )πθ= − α+β3
2

.درنتیجه πθ+α+β+ = π2
2

 cos cos( ( )) sin( )πθ= − α+β =− α+β3
2



.پس OB= + =2 25 12 13 =OAو + =2 23 4 5 ازطرفدیگر،

             sin , cos , sin , cosα= α= β= β=4 3 12 5
5 5 13 13



بنابراین

 sin( ) sin cos cos sinα+β = α β+ α β= × + × =4 5 3 12 56
5 13 5 13 65



. cos θ=− 56
65

درنتیجه

4911 راه حل اولصورتکسرAبهشکلزیرسادهمیشود: 1نیزگ 1  4


cos( ) cos( )

cos cos sin sin cos cos sin sin

cos cos

α−β + α+β

= α β+ α β+ α β− α β

= α β2
مخرجکسرAبهشکلزیرسادهمیشود:


sin( ) sin( )

sin cos cos sin sin cos cos sin

cos sin

α+β − α−β

= α β+ α β− α β+ α β

= α β2

. A cos cos
cot

cos sin
α β= = β
α β

2
2

بنابراین

α=0.دراینصورت راه حل دومفرضکنید

 A cos( ) cos cos
cot

sin sin( ) sin

−β + β β= = = β
β− −β β

2
2



β=0،عبارتAتعریفنمیشودوتنهاگزینهایکهبهازای راه حل سوماگر
β=0تعریفنشده،گزینۀ)4(است.

4921 .بنابراین 1نیزگ 1 sin θ<0 ،پس ( , )πθ∈ π 3
2

چون  4

 sin cos ( )−θ= − θ= − =2 2 212 251 1
13 169



.اکنونمیتواننوشت sin θ=− 5
13

پس

 cos( ) (cos sin ) ( )πθ+ = θ− θ = − + =−2 2 12 5 7 2
4 2 2 13 13 26



4931 ازتساویهایدادهشدهنتیجهمیشود: 1نیزگ 1  2

 sin sin sin sin
cos cos

cos cos
α β α β= ⇒ α β= = =
α β

3
384

4 4 32


.  cos( ) cos cos sin sinα+β = α β− α β= − =−3 3 9
32 8 32

بنابراین

4941 1  1نیزگ 1


x y x y

x x y y x y x y

x y x y

(sin cos ) (cos sin )

sin cos sin cos (sin cos cos sin )

sin( ) ( sin( )) ( sin ) ( )

+ + +

= + + + + +

π= + + + = + + = + = + =

2 2

2 2 2 2

1 1

2

5 11 1 2 2 1 2 1 2 1 3
6 2





4951 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1



cos( )cos( )

(cos sin ) (cos sin )

(cos sin )(cos sin ) (cos sin )

π π+α −α

= α− α α+ α

= α− α α+ α = α− α2 2

4 4
2 2

2 2
1 1
2 2



. cos sinα+ α=2 2 1 .ازطرفدیگر، cos sinα− α=2 2 1
4
درنتیج�ه

.بنابراین cos α=2 5
8
و sin α=2 3

8
درنتیجه

 sin cos ( ) ( ) +α+ α= + = =4 4 2 23 5 9 25 17
8 8 64 32



4961 . 1نیزگ 1 , π<α β<0
2
βح�ادههس�تند،پ�س αو چ�ون  3

.اکنونتوجهکنیدکه sin( )α+β >0 .درنتیجه <α+β<π0 بنابراین

     sin cos , sin( ) cos ( )α= − α= α+β = − α+β =2 23 41 1
5 5



بنابراین


sin sin(( ) ) sin( )cos cos( )sinβ= α+β −α = α+β α− α+β α

= × − × =4 4 3 3 7
5 5 5 5 25





)83(

4971 ، 1نیزگ 1 B̂cos >0 و Âcos >0 ابت�داتوج�هکنیدکهچ�ون  1
اعدادیمثبت B̂sin و Âsin بنابراینزاویههایAوBحادههس�تندپس

هستند،پس


A A A A A

B B B B B

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin sin

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin sin

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

9 16 41 1
25 25 5

1 8 2 21 1
9 9 3

ازطرفدیگر،

 C A B A B

A B A B

ˆ ˆ ˆˆ ˆcos cos( ( )) cos( )

ˆ ˆˆ ˆcos cos sin sin

= π− + =− +

=− +


. Ĉcos −=− × + × =3 1 4 2 2 8 2 3
5 3 5 3 15

بنابراین

. Ĉcos = −15 8 2 3 پس

4981 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


a a b a b b a b

a b b a

sin cos sin sin( ) cos cos( )

(cos(( ) )) cos

− = + + +

= + − =

4 4

4 4


 a a asin cos tan= ⇒ =5 5 بنابراین

4991 باتوجهبهشکلمعلوممیشودکه 1نیزگ 1  3
 sin sin( )γ=α+β⇒ γ= α+β 

توجهکنیدکه


       

     

sin , cos

sin , cos

α= = α=
+

β= = β=
+

4 4 6
16 36 52 52
3 3 4

5 59 16



بنابراین


sin sin cos cos sinγ= α β+ α β

= × + × = =4 4 6 3 34 17
5 552 52 5 52 5 13



5001 =α+β+γ. 1نیزگ 1 090 بانمادگذاریشکلزیر  4

،توجهکنیدکه ( )α= − β+γ090 بنابراین


      

      

sin , cos

sin , cos

β= = β=
+

γ= = γ= =
+ +

2 2 4
16 4 20 20
1 1 4 4

16 1 17 16 1 17



ودرنتیجه


cos cos( ( )) sin( ) sin cos cos sinα= − β+γ = β+γ = β γ+ β γ

= × + × = =

090

2 4 4 1 12 6
20 17 20 17 20 17 85

5011 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
a b a b

a b a b a b a b

cos( ) cos( )

(cos cos sin sin ) (cos cos sin sin )

+ = −

− = +

2 3

2 3
.بنابراین a b a bcos cos sin sin=−5 درنتیجه

 b a b a
b a

cos sin cot tan
sin cos

=− ⇒ =− =−5 5 1 

5021 . 1نیزگ 1  sin cos sin( )πα− α= α−2
4

کنی�د توج�ه  2

. sin( ) (sin cos )πα− = α− α = × =24 24 124 3 2
4 42 2

بنابراین

5031 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


a b a b

a b a b

sin cos (sin cos )

sin cos sin cos ( )

− = ⇒ − =

+ − =

2

2 2

2 4
3 9

42 1
9

همینطور،


a b a b

a b a b

cos sin (cos sin )

cos sin cos sin ( )

− = ⇒ − =

+ − =

2

2 2

5 5
3 9

52 2
9

اگردوطرفتساویهای)1(و)2(راباهمجمعکنیم،بهدستمیآید

 a a b b

a b a b

(sin cos ) (sin cos )

(sin cos cos sin )

+ + +

− + =

2 2 2 2

2 1

. a bsin( )+ =1
2
.پس a bsin( )+ − + =1 1 2 1 بنابراین

5041 ابت�دادوط�رفه�رتس�اویرابهت�وان2میرس�انیمتا 1نیزگ 1  2
رابطههایزیربهدستآید


x y x y

x y x y

cos cos cos cos

sin sin sin sin

 + + =

 + + =


2 2

2 2

12
4

12
16



باجمعکردنطرفینایندوتساویمعلوممیشود

 x y

x x y y x y x y

x y x y

cos( )

sin cos sin cos (sin sin cos cos )

cos( ) cos( )

−

+ + + + +

= ⇒ + − = ⇒ − =−

2 2 2 2 2

5 5 272 2
16 16 32



5051 میتواننوشت 1نیزگ 1  3

 k

cos cos( ) cos cos sin sin

cos sincos sin

= − = +

+= + = =

0 0 0 0 0 0 0

0 0 30 0

17 45 28 45 28 45 28

2 2 28 2828 28
2 2 2 2



5061 . 1نیزگ 1 A Bˆ ˆcos( )+ =− 1
2
ازفرضمسئلهنتیجهمیشود  1

. C A B A Bˆ ˆ ˆˆ ˆcos cos( ( )) cos( )= − + =− + =0 1180
2
درنتیجه

5071 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
 A B A B A Bˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆcos( ) cos cos sin sin+ = − =0 

 B Âˆcos sin= .بهاینترتیب Ĉ= 090 ودرنتیجه A Bˆ ˆ+ = 090 بنابراین
ودرنتیجهمقدارعبارتموردنظربرابراستبا2. Ĉsin =1 و



فصل دوم: آزمون ها
)84(

5081 باتوجهبهشکلزیر 1نیزگ 1  1


      

      

cos , sin

cos , sin

β= = β=
+

γ= = γ=
+

1 1 1
1 1 2 2
3 3 1
9 1 10 10



ودرنتیجه ( )α= − β+γ090 =α+β+γ.بنابراین 090 بانمادگذاریشکلزیر،


 

sin sin( ( )) cos( ) cos cos sin sinα= − β+γ = β+γ = β γ− β γ

= × − × =

090

1 3 1 1 1
2 10 2 10 5

5091 ابتداتوجهکنیدکهعبارترامیتوانبهصورتزیرنوشت: 1نیزگ 1  2

A x x x  x

x x x  

sin cos ( sin cos )

(cos sin sin cos ) sin( )

= − = −

π π π= − = −

3 13 2
2 2

2 2
6 6 6

.پ�س xsin( )π− ≤ − ≤2 2 2
6

،درنتیج�ه x  sin( )π− ≤ − ≤1 1
6

بنابرای�ن

وحداکثرمقدارآنبرابر2است. −2 حداقلمقدارعبارتبرابر

5101 .همچنینباتوجهبهش�کل 1نیزگ 1 x yα= + توج�هکنیدکه  4

.همچنین xsin = 3
13

و xcos = =
+2 2

2 2
132 3

زیر

y  y     sin , cos= = =
+2 2

2 3 3
13 132 3



راه حل اولمیتواننوشت
x y x y y xsin sin( ) sin cos sin cosα= + = +

= × + × =3 3 2 2 1
13 13 13 13

،پس y xsin cos= و x ysin cos= راه ح��ل دومب�اتوج�هب�هاینک�ه

.α= 090 زاویههایxوyمتمماند،بنابراین

5111 .بنابراین 1نیزگ 1 x x xcos cos sin= −2 22 توجهکنیدکه  1

 x x x x x x
x x x x

x x

cos cos sin cos sin cos
tan sin cos sin

cos cos

− −= = =
− −−

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

2
1 1

5121 میتواننوشت 1نیزگ 1  2


cos sin (cos sin )(cos sin )

cos( ) cos

π π π π π π− = + −

π π= × × = =

4 4 2 2 2 2
8 8 8 8 8 8

21 2
8 4 2



5131 ،بنابراین 1نیزگ 1 + =0 0 015 75 90 توجهکنیدکه  2
cos sin=0 015 75

 cos sin cos cos cos= =0 0 0 0 2 015 75 15 15 15 درنتیجه
،پس x xcos cos= −22 2 ازطرفدیگر،1

 cos cos cos= − ⇒ = −0 2 0 2 0330 2 15 1 2 15 1
2

. +3 2
4

.درنتیجهعبارتموردنظربرابراستبا cos +=2 0 3 215
4

پس

5141 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


sin cos cos

cos cos
π<θ<π

θ+ θ= ⇒ + θ=

θ= → θ=−

2 2 2

2 2

161 1
25

9 3
25 5



بنابراین

 sin sin cos ( )θ= θ θ= × × − =−4 3 242 2 2
5 5 25



5151 و 1نیزگ 1  sintan
cos

αα=
α

اتحاده�ای از اول راه ح��ل   2

نتیجهمیشود coscot
sin

αα=
α



sin cos sin costan cot
cos sin sin cos

sin

α α α+ αα+ α= + =
α α α α

= = =
α ×

2 2

1 1 8
1 1 12
2 2 4

استفادهمیکنیم.بنابراین tan cot
sin

α+ α=
α

2
2

راه حل دومازاتحاد

 tan cotα+ α= =2 8
1
4



5161 و 1نیزگ 1  x x xsin sin cos=2 2 ک�ه کنی�د توج�ه  2
،پس x xcos cos+ = 21 2 2

 x x x xA x
x x xx

sin sin cos sin tan
cos cos cotcos

= = = = = =
+ 2

2 2 1 1
1 2 32



5171 اس�تفادهمیکنی�م. 1نیزگ 1 cos sin− α= α21 2 2 ازاتح�اد  3
توجهکنیدکه

 cos sin sin tan
sin sin cos cos

− = = =
0 2 0 0 0

0 0 0 0
1 40 2 20 20 20

40 2 20 20 20


5181 ،بنابراین 1نیزگ 1 cos cos sinα= α− α2 22 توجهکنیدکه  2
cos( )cos sin sin

cos sin cos sin

cos sin sin (cos sin ) sin
cos sin

cos

×
− = −

− −
−= − = + −
−

=

00 0 0
0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0
0 0

0

2 4080 40 40
40 40 40 40

40 40 40 40 40 40
40 40

40

5191 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

A x x xsin cos sin= + = −4 4 211 2
2

A ( )= − = − =21 1 1 171 1
2 3 18 18

بنابراین



)85(

5201 ،بنابراین 1نیزگ 1 x x xsin sin cos=2 2 توجهکنیدکه  3



x x x
x x x x x x

x x
x

sin sin sin
sin sin sin sin cos ( cos )

cos cos
( cos )

= =
− − −

− += =
−

3 3 2

2
2 2 2 2 2 1

1 1
2 1 2



.درنتیجه xcos = − =4 11
3 3

پس xcos+ =1 2
2 3

بنابراین

x xcos cos= − = − =−2 2 72 2 1 1
9 9

5211 . 1نیزگ 1 sin cos=0 078 12 و sin cos=0 086 4 میدانی�م  2

بنابراین



sin sin cos sin

sin sin cos sin

sin( )sin cos sin cos

sin cos sin cos

sin sin cos

sin cos sin cos

− = −

−−= =

− −= = =−

0 0 0 0

0 0 0 0

00 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

78 12 12 12
86 4 4 4

4 124 12 12 4
4 4 4 4

8 2 4 4 2
4 4 4 4



5221 و 1نیزگ 1  x xcos cos− =22 1 2 ک�ه کنی�د توج�ه  4
.بنابراین x x xsin cos sin=2 2


sin ( cos ) sin cos

sin cos sin sin

π π π π− =

π π π π= = = = × =

2 22 1
12 24 12 24

1 2 1 1 1 1
12 12 2 12 2 6 2 2 4



5231 . 1نیزگ 1 sin sin( ) cosπ π π π= − =3
8 2 8 8

توج�هکنی�دک�ه  1

. cos sin cosπ π π= 23
8 8 8

بنابراین

.پس xx coscos +=2 1 2
2

ازطرفدیگرمیدانیم

cos( ) cos
cos

π π+ × + +
π += = = =2

21 2 1 1
2 28 4 2

8 2 2 2 4
5241 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 x xx x
x x

tan tansin , cos
tan tan

−= =
+ +

2

2 2
2 12 2

1 1

. x xx x
x

( )
tan tansin cos

tan

+ −
+ −+ = = =

+ +

2

2

1 12 1
2 1 73 92 2

1 51 1
9

بنابراین

5251 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

¡.¡.— IÄ

cos cos cos
cos

cos cos cos (. ) cos

θ+ = ⇒ θ+ = θ
θ

θ− θ+ = ⇒ θ= θ=

2

2

19 10 9 1 10

19 10 1 0 1
9

. cos cos ( )θ= θ− = − =−2 21 792 2 1 2 1
9 81

بنابراین

5261 و 1نیزگ 1 x xcos cos= −22 2 توجهکنیدکه1  3
asin sin( ) cos cos( ) cos= − = = × = − = −0 0 0 0 0 2 0 284 90 6 6 2 3 2 3 1 2 1

5271 تساویدادهشدهرابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1

sin cos sin

sin sin

α+ α= ⇒ − α=

α= ⇒ α=± =±

4 4 2

2

2 1 21 2
3 2 3

2 2 62 2
3 3 3

αدر وانتهایکمانروبهروبهزاویۀ sin sin cosα= α α2 2 باتوجهبهاینکه
. sin cosα α<0 ،درنتیجه cosα>0 و sinα<0 ربعچهارماس�ت،پس

. sin α=− 62
3

.پس sin α<2 0 یعنی

5281  1نیزگ 1 sin sin( ) cos= − =0 0 0 050 90 40 40 توجهکنیدکه  1
.بنابراین x x xsin cos sin=2 2 و

sin
sin sin cos sin

cos cos cos

sin( ) cos

cos cos

= =

−
= × = × =

0
0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

1 80
50 40 40 40 2

10 10 10
90 101 1 10 1

2 2 210 10



5291 ،آنگاه 1نیزگ 1 x π=
24

توجهکنیدکهاگر  4

x x x π+ = =10 2 12
2

،درنتیجه x x xcos cos( ) sinπ= − =10 2 2
2

پس


x x x x xcos cos sin cos sin

sin( ) sin ( )

= =

π π= × = = =

110 2 2 2 4
2

1 1 1 1 14
2 24 2 6 2 2 4



5301 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
tan tan( ) cot= − =0 0 0 050 90 40 40

بنابراین

 

cos sintan tan cot tan
sin cos

cos( )cos sin cos

sin cos sinsin( )

cot cot( ) tan

− = − = −

×−= = =
×

= = − =

0 00 0 0 0
0 0

02 0 2 0 0

0 0 00

0 0 0 0

40 4050 40 40 40
40 40

2 4040 40 2 80
140 40 802 40
2

2 80 2 90 10 2 10

. tan tan tan− =
0 0 050 40 10
2

بنابراین

استفادهمیکنیم: cot tan cotα− α= α2 2 راه حل دومازاتحاد
tan tan cot tan cot tan− −= = =

0 0 0 0 0 050 40 40 40 2 80 10
2 2 2

5311 فاکتورمیگیریم 1نیزگ 1 x xsin cos ازعبارت  1

A x x x x x x xsin cos (cos sin ) sin cos sin= − = =2 2 1 12 2 4
2 4



5321 دوطرفتساویدادهشدهرابهتواندومیرسانیم: 1نیزگ 1  3

x x x x x x

x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

+ = ⇒ + + =

+ = ⇒ =−

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4



فصل دوم: آزمون ها
)86(

5331 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 cos sin cos ( )πα= − α= − = ⇒ α=− <α<π2 2 16 9 31 1
25 25 5 2



بهاینترتیب


sin sin cos ( )( )

cos cos

α= α α= − =−

α= α− = × − =−2

4 3 242 2 2
5 5 25

9 72 2 1 2 1
25 25



. sintan
cos

αα= =
α

2 242
2 7

بنابراین

5341 .دوطرف 1نیزگ 1 x xsin cos=5
2

راه حل اولبناب�رفرض  3

ضربمیکنیم: xsin اینتساویرادر

 x x xsin cos sin ( )=2 5 1
2

 xcos .دوطرفاینتساویرادر x xcos sin=2
5

همچنین،بنابرفرض،

ضربمیکنیم:
 x x xcos sin cos ( )=2 2 2

5
اگردوطرفتساویهای)1(و)2(راباهمجمعکنیم،بهدستمیآید

 x x x x x xsin cos sin cos sin cos= + ⇒ =5 2 291 1
2 5 10

. xsin =202
29

ودرنتیجه x xsin cos =10
29

بنابراین

رابهتواندومیرسانیم: x xsin cos=2 5 راه حل دومدوطرفتساوی
 x xsin cos=2 24 25

نتیجهمیشود x xsin cos+ =2 2 1 باتوجهبه

x x x x

x x x

x x x

sin ( sin ) sin sin

cos sin cos

sin cos sin

= − ⇒ = ⇒ =

= − = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2
2

254 25 1 29 25
29

25 4 1001
29 29 29

10 202
29 29

همعلامتهستندو xcos و xsin توجهکنیدکهباتوجهبهفرضمس�ئله
مقداریمثبتدارد. x xsin cos

،پس xtan =5
2
نتیجهمیشود x xsin cos=2 5 راه حل سوماز

 xx
x

tansin
tan

×
= = =
+ +

2

52
2 2022

25 291 1
4

5351 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 yx x x x x x
y y y y y y x

sinsin sin cos sin cos cos
sin sin cos sin cos sin cos

= = × = × =
42 2 4

2 2 3 3

5361 ابتدادوطرفتساویدادهشدهرابهتواندومیرسانیم: 1نیزگ 1  2


x x x x x x

x x x x

(sin cos ) sin cos sin cos

sin cos sin cos

− = ⇒ + − =

− = ⇒ =−

2 2 216 162
9 9

7 72
9 18

اکنونمیتواننوشت



x xA
x x
x x x x x x

x x x x

x x
x x

cos sin

cos sin

(cos sin )(cos sin sin cos )

(cos sin )(cos sin )

sin cos
cos sin

+=
−
+ + −

=
− +

+
−= = =−

− −

3 3

2 2

2 2

71
1 2518

4 24
3

5371 sin 1نیزگ 1 sin( ) cos= + =0 0 0 0110 90 20 20 توجهکنیدکه  2

،بنابراین cos sin cosα− α= α2 2 2 و
cos( )sin sin cos sin cos

sin sin sin sin

×− −= = =
02 0 2 0 2 0 2 0 0

0 0 0 0
2 20110 20 20 20 40

50 50 50 50

.بنابرای�ن cos cos( ) sin= − =0 0 0 040 90 50 50 ازط�رفدیگ�رمیدانی�م

مقدارعبارتموردنظربرابر1است.

5381 بنابرای�ن 1نیزگ 1 ، x xcos cos+ = 21 2 2 ک�ه کنی�د توج�ه  3

پ�س ، + =0 0 055 35 90 دیگ�ر، ط�رف از . cos cos+ =0 2 01 40 2 20

.بهاینترتیب cos sin=0 055 35

 cos cos cos cos

cos cos sin cos sinsin( )

+ = = =
×

0 2 0 2 0 2 0

0 0 0 0 00
1 40 2 20 2 20 4 20

155 35 35 35 702 35
2

.درنتیجه cos sin=0 020 70 ،پس + =0 0 020 70 90 اکنونتوج�هکنیدکه

. cos cos
cos

=
2 0 0

0
4 20 4 20

20
کسرموردنظربرابراستبا

5391 میتواننوشت 1نیزگ 1  3


a a a a a

a

a a a a

cos cos sin cos cos
sin

sin cos sin sin

= ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

1 12 2 2
16 8
1 1 1 12 2 4 4
8 2 8 4

. a acos sin ( )= − = − =2 21 78 1 2 4 1 2
4 8

درنتیجه

5401 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x x  x

x x

sin cos sin

sin sin

+ = −

= − ⇒ =

6 6 2

2 2

31 2
4

4 3 41 2 2
5 4 15

. x x  cos sin= − = − =2 2 4 112 1 2 1
15 15

بنابراین

5411 راه حل اول عبارترابهشکلزیرسادهمیکنیم 1نیزگ 1  2



sin sintan tan
cos cos

sin( )sin cos sin cos

cos cos sin cos

sin

sin

− = −

−−= =
×

= = =
×

0 00 0
0 0

0 00 0 0 0

0 0 0 0

0

0

75 1575 15
75 15

75 1575 15 15 75
75 15 15 15
3

60 2 2 3
1 1 130
2 2 2





)87(

راه حل دومتوجهکنیدکه
tan tan cot tan cot− = − = = × =0 0 0 0 075 15 15 15 2 30 2 3 2 3

5421 و 1نیزگ 1  x xcos sin− = 21 2 2 ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  4

.بنابراین x xcos cos+ = 21 2 2

 x x x x
x x

cos sin tan tan
cos cos

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±
+

2 2
2

1 2 22 2 2 2
1 2 2

قابلقبولنیست.پس 2 ،مقدار xπ< <π
2

چون

 x xtan cot=− ⇒ =− 22
2

. x xtan cot+ =− − =−2 2 2 2 2 درنتیجه

5431 ق�راردهی�م 1نیزگ 1 cos cos+ α= α21 2 2 اگ�ردراتح�اد  2

بهدستمیآید.پس xxcos cos+ = 21 2
2
،اتحاد xα=

2

A cos ( cos ) cos

|cos | cos ( cos )

cos |cos | cos

π
π π= + + = + + = + ×

π π π= + = + = +

π π π= × = =

2

2

82 2 2 2 2 1 2 2 2
8 8 2

2 2 2 2 2 1
16 16 16

2 2 2 2
32 32 32

5441 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 

 

sin cos sin

sin

π π π+ = −

π= − = − =

4 4 2

2

1 21
12 12 2 12

1 1 71 1
2 6 8 8

5451 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



x x x x x x

x x x x
x x x x

xx

tan cot (tan cot ) tan cot

sin cos sin cos( ) ( )
cos sin cos sin

( )
sinsin

+ = + −

+= + − = −

= − = −

2 2 2

2 22 2

2
2

2

2 2

1 42 2
1 22
2



،بهدستمیآید x π=
8
اگردراینتساویقراردهیم

tan cot
sin

π π+ = − = − =
π

2 2
2
4 42 2 6

8 8 1
4 2



استفادهمیکنیم: x  x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه حل دومازاتحاد



tan cot (tan cot ) ( )
sin

π π π π+ = + − = −
π

= − = − =

2 2 2 222 2
8 8 8 8 2

8
4 2 8 2 6
1
2



5461 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

cot tan cot , cot tan
sin

α− α= α α+ α=
α

22 2
2

استفادهکنیم،میتواننوشت xα=
2
بنابراین،اگراتحادهایفوقرابرای

x x x x x xA

xx
x x

tan cot (tan cot )(tan cot )

cot( cot )
sin sin

= − = + −

= × − =−

2 2
2 2 2 2 2 2

2 42

ازطرفدیگر،
x

x

  x  

x
x x

x x

cot
tancot

sin sin

sin sin

= =

π< <

+ = → + =

= → =

1 3
42

2 2

0
2 2

1 9 11 1
16

16 4
25 5

. A
− ×

= =−

34
154

4 4
5

بنابراین

5471 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 cos cosα= α−22 2 1 ازاتحاد  3



cos cos

cos cos

( cos )( cos )
cos

cos

cos cos( ) sin

−+ = +
+ +
+ −

= + = − +
+

= = − =

0 2 0

0 0

0 0
0

0

0 0 0 0

20 2 10 11 1
2 10 1 2 10 1

2 10 1 2 10 1 1 2 10 1 1
2 10 1

2 10 2 90 80 2 80

5481 راه حل اولابتداتوجهکنیدکهحاصلضربجوابهای 1نیزگ 1  1
است.بنابراین m−2 1 معادلهبرابر

 m m mtan cotα α= − ⇒ = − ⇒ =2 1 1 2 1 1
است.پس m+3 اکنونتوجهکنیدکهمجموعجوابهایمعادلهبرابر



m sin costan cot
cos sin

sin cos sin
sin cos sin

α αα+ α= + = ⇒ + =
α α

α+ α= ⇒ = ⇒ α=
α α α

2 2

3 4 4

1 14 4 2
1 22
2

میتوانیمازاتحادزیراستفادهکنیم: sin α2 راه حل دومبرایتعیین

tan cot
sin

α+ α=
α

2
2

بنابراین
 mtan cot sin

sin
α+ α= + = ⇒ = ⇒ α=

α
2 13 4 4 2
2 2



5491 راه حل اولتساویدادهشدهرابهشکلزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2



x x x x x x

x xx x
x x

x x
x x x

x
x

tan cot (tan cot ) tan cot

sin cos(tan cot ) ( )
cos sin

sin cos( ) ( )
sin cos sin

sin
sin

+ = ⇒ + − =

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2
2

5 2 5

7 7

17 7
1 2
2

4 47 2
72



فصل دوم: آزمون ها
)88(

استفادهمیکنیم: x x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه حل دومازاتحاد


x x x x

x
x x

tan cot (tan cot )

( ) sin
sin sin

+ = ⇒ + − =

− = ⇒ = ⇒ =

2 2 2

2 2
2

5 2 5

2 4 42 5 7 2
2 72



5501 بااستفادهازاتحادهای 1نیزگ 1  1


cos sin

cos cos

sin sin cos

 α= − α


α= α−
α= α α

2

2

2 1 2

2 2 1

2 2
نتیجهمیشود

sin cos ( sin )sin cos

sin cos sin cos cos

sin (cos sin )sin cos sin

sin cos cos cos (sin cos )

sin tan
cos

+ − −+ − =
+ + + + −

++= =
+ +

= =

0 0 2 00 0

0 0 0 0 2 0

0 0 00 0 2 0

0 0 2 0 0 0 0

0 0
0

1 2 20 20 1 2 201 40 40
1 40 40 1 2 20 20 2 20 1

2 20 20 202 20 20 2 20
2 20 20 2 20 2 20 20 20

20 20
20

5511 .بنابراین 1نیزگ 1 π π π− =
4 6 12

توجهکنیدکه  1


 

tan tan
tan tan( )

tan tan

( )

π π− −
π π π −= − = = =

π π ++ +

− + −= = = −
−

2

2

31
3 34 6 3

12 4 6 3 3 31 14 6 3
3 3 9 3 6 3 2 3

63 3



5521 . 1نیزگ 1 tan tan
tan( )

tan tan
α+ βα+β =

− α β1
باتوجهب�هرابطۀ  2

رابهدستمیآوریم: tan( )α+β مقدار

 tan( )
+

α+β = = =
− ×

1 1 3
62 4 4

1 1 7 71
2 4 8



5531 ابتدامقدارmرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  3



m
m 

m m
m

 m  m
m m

tan tan
tan( )

tan tan ( )

+α+ βα+β = ⇒ − =
− α β −

− =− − ⇒ =−

2
23

1 21

2 23 3



ودرنتیجه tanβ=− 2
3
، tanα=−3 بنابراین

 tan tan
tan( )

tan tan ( )

− +α− βα−β = = =−
+ α β − −

23
73

1 2 91 3
3



5541 ازروابطمجموعوحاصلضربجوابهایمعادلۀدرجۀدوم 1نیزگ 1  3
. tan tanα β=−2 و tan tanα+ β=5 نتیجهمیشود x x− − =2 5 2 0

. tan tan
tan( )

tan tan
α+ βα+β = = =

− α β +
5 5

1 1 2 3
بنابراین

5551 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
 A tan tan tan

tan tan tan

+ += =
− −

0 0 0

0 0 0
1 75 45 75
1 75 1 45 75

 A tan( ) tan tan= + = =− =−0 0 0 045 75 120 60 3 بنابراین

5561 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

tan tan( )
tan( ) tan( ( ))

tan tan( )

++ +α
+α = + +α = = =

− +α −

0 0
0 0 0

0 0

1145 5 350 45 5 2
11 45 5 1
3

5571 .اگ�رازدوطرفاین 1نیزگ 1 + =0 0 020 25 45 توج�هکنیدکه  2
تساویتانژانتبگیریم،نتیجهمیشود



tan tantan( )
tan tan

tan tan tan tan

tan tan tan tan

+= + =
−

− = +

+ + =

0 00 0
0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

20 251 20 25
1 20 25

1 20 25 20 25

20 25 20 25 1



ازطرفدیگر،
( tan )( tan ) tan tan tan tan+ + = + + +

= + =

0 0 0 0 0 01 20 1 25 1 20 25 20 25

1 1 2
5581 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 A A B B      
ˆ ˆ ˆ ˆcot tan , cot tan= ⇒ = = ⇒ =1 13 2

3 2


C،درنتیجه A Bˆ ˆ ˆ( )= − +0180 ازطرفدیگر،



C A B A B

A B
A B  

ˆ ˆ ˆˆ ˆtan tan( ( )) tan( )

ˆ ˆtan tan
ˆ ˆtan tan

= − + =− +

+
+=− =− =−

− − ×

0180

1 2
3 7

11 1 2
3



5591 . 1نیزگ 1 tanβ=2
3
و  tanα=4 کنی�دک�ه توج�ه ابت�دا  2

. tan tan
tan( )

tan tan

+α+ βα+β = = =−
− α β − ×

24
143

1 2 51 4
3

بنابراین

5601 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 tan , tanα= β=1 1
3 2

بنابراین

 tan tan
tan( )

tan tan

+α+ βα+β = = =
− α β − ×

1 1
3 2 1

1 1 11
3 2

( , )π0
2

وتابعتانژانترویبازۀ tan , tan< α β<0 ازط�رفدیگر،چون1

. <α+β<0 00 90 ،درنتیجه ,<α β<0 00 45 اکی�داًصعودیاس�ت،پ�س

. ( )γ= − α+β =0 0180 135 =α+β.درنتیجه 045 بنابراین



)89(

5615 توجه کنید که ن5زگ -51  2

tan tan tantan ( )
tan tan

( )

+= + =
−

++ + + + += = × = = =− −
− −− − +

0 00 0 0
0 0

2

60 45105 60 45
1 60 45

1 33 1 3 1 1 3 1 3 2 3 2 3
1 3 21 3 1 3 1 3

5625 راه حل اول توجه کنید کهن5زگ -51  4

 

tan tan tan
tan( )

tan tan tan

tan tan tan tan

α− β − βα−β = ⇒ =
+ α β + β

+ β= − β⇒ β=− ⇒ β=−

23
1 1 2

13 6 2 7 1
7

. بنابراین ( )β=α− α−β راه حل دوم ابتدا توجه کنید که 

 tan tan( )
tan tan( ( ))

tan tan( )

α− α−β −β= α− α−β = = =−
+ α α−β + ×

2 3 1
1 1 2 3 7

5635 ، بنابراینن5زگ -51 xx  
x

tantan( )
tan

π −− =
+

1
4 1

توجه کنید که   1

 x x x x
x

tan tan tan tan
tan

− = ⇒ + = − ⇒ =−
+

1 54 4 4 1
1 3

5645 از رابطۀ مربوط به حاصل ضرب جواب های معادلۀ درجۀ ن5زگ -51  1
دوم نتیجه می شود

 cot cot tan tan
tan tan

α β=− ⇒ × =− ⇒ α β=−
α β

1 1 12 2
2

از رابطۀ مربوط به مجموع جواب های معادلۀ درجۀ دوم نتیجه می شود

  cot cot
tan tan

α+ β= + =
α β

1 1 6

پس

 
tan tantan tan

tan tan
tan tan

α β=−α+ β= → α+ β=−
α β

1
26 3

بنابراین

 tan tan
tan( )

tan tan ( )

α+ β −α+β = = =−
− α β − −

3 2
1 11

2

. cot( )α+β =− 1
2

پس 

5655 . ن5زگ -51 cot cot( ) tan= − =0 0 0 050 90 40 40 توجه کنید که   1
بنابراین

tan cot tan tan tan( ) tan
tan cot tan tan

− −= = − =
+ +

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

50 50 50 40 50 40 10
1 50 50 1 50 40

5665 =πα+β تانژانت می گیریم:ن5زگ -51
4

ابتدا از دو طرف تساوی   1

 

tan tan
tan( ) tan

tan tan

tan tan
tan tan

α+ βπα+β = ⇒ =
− α β

α+ β= ⇒ α+ β=
+

1
4 1

41
1 31
3

 

اکنون باید دستگاه معادلات زیر را حل کنیم:

 
tan tan

tan tan

 α+ β=
 − α β=


4
3
1
3

 

tan که اگر در معادلۀ دوم به جای  tanβ= − α4
3

از معادلۀ اول نتیجه می شود 

−tan را قرار دهیم، معادلۀ زیر به دس�ت  α4
3

tanβ مقدار مس�اوی آن، یعنی 

 tan ( tan ) tan tan−α − α = ⇒ α− α− =24 1 3 4 1 0
3 3

می آید 

. tan +α=2 7
3

α نتیجه می شود  tan که از حاده بودن  ±α=2 7
3

پس 

5675 πα+β=3 تانژانت می گیریم:ن5زگ -51
4

ابتدا از دو طرف تساوی   2

tan tan
tan( )

tan tan

tan tan tan tan

tan tan tan tan

α+ βα+β =− ⇒ =−
− α β

α+ β=− + α β

α+ β− α β=−

1 1
1
1

1

از طرف دیگر،

 
A ( tan )( tan ) tan tan tan tan

(tan tan tan tan ) ( )

= − α − β = − β− α+ α β

= − α+ β− α β = − − =

1 1 1

1 1 1 2
 

5685 توجه کنید که ن5زگ -51  1
x y x y x y x y( )+ = + + + = + +05 7 2 2 3 180

بنابراین
x y x y x y

x y
x y

tan( ) tan( ) tan( )

tan tan
tan tan

+ = + + = +

+ += = =−
− − ×

05 7 180

2 3 1
1 1 2 3

5695 . ن5زگ -51 x yα= + با نمادگذاری ش�کل زیر نتیجه می شود که    2
از طرف دیگر،

 AOD x OBC y      :tan , :tan= =3 1
4 2

   

در نتیجه

 x yx y
x y   

tan tan
tan tan( )

tan tan

++
α= + = = = =

− − × −

3 1 5
4 2 4 2

1 3 1 31 1
4 2 8

 

5705 توجه کنید کهن5زگ -51  1

 x x x xcot tan cot cot− =− ⇒ =− ⇒ =−1 1 12 2 2
2 2 4

 

در نتیجه
 xtan =−2 4  

بنابراین
xx
x

tantan
tan

−= = =
−− 2

2 2 8 84
1 16 151 2

 



فصل دوم: آزمون ها
)90(

5711 .بنابراین 1نیزگ 1 π π π= +5
12 4 6

ابتداتوجهکنید  1

tan tan
tan tan( )

tan tan

( )

( )( )

π π+ +
π π π += + = = =

π π −− −

+ + += = = +
−− +

2

31
5 3 34 6 3
12 4 6 3 3 31 14 6 3

3 3 9 3 6 3 2 3
9 33 3 3 3

5721 نتیجهمیش�ود 1نیزگ 1 a bcot cot =3 توج�هکنی�دک�هاز  2

.ازطرفدیگر a btan tan =1
3

a ba b
a b a b

tan tancot( )
tan( ) tan tan

+
+− = = = =

− −

11
1 1 23

2 3

5731 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 xx x x
x

 SwH ½jIe tan tan tan
cos

+ = = ⇒ = → =2 2
2

1 25 16 41
9 9 3

 
x

xx
xx

tan tan
tantan( )
tantan tan

π+ +
π ++ = = = =−

π −− −

41
14 3 7

4 1 41 1
4 3

بنابراین

5741 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


x

y

x x x

x x

y y y

y y

 ½jIe 

SwH

¾]oÿ¹¶ 

SwH

sin cos sin

cos tan

sin cos sin

cos tan

= ⇒ = − =

→ = ⇒ =

= ⇒ = − =

→ =− ⇒ =−

2 2

2 2

3 161
5 25

4 3
5 4

5 1441
13 169

12 5
13 12

.
 x yx y

x y
tan tan

tan( )
tan tan

−+
+ = = =

− + ×

3 5
164 12

1 3 5 631
4 12

درنتیجه

5751 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



x
xx

xx

x x x x

tan tan
tantan( )

tantan tan

tan tan tan tan

π+
π ++ = ⇒ = ⇒ =

π −−

+ = − ⇒ = ⇒ =

142 2 2
4 11

4
11 2 2 3 1
3

بنابراین

x
x

x  

tan tan
tan( )

tan tan

( )( )

( )( )

π+ +
π ++ = = =

π −− − ×

+ + + + + += = =
−− +

1 3
3 3 36 3 3

6 1 3 9 31 16 3 3
3 3 3 9 3 27 3 3 27 3 9 6 5 3

81 3 139 3 9 3

5761 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 πα−β=7
4

ازتساوی  3

tan( )α−β =−1
بنابراین

 tan tan tan tan
tan tan

tan tan
α− β α− β=− ⇒ =− ⇒ α− β=

+ α β −
1 1 5

1 1 6
اکنونبایددستگاهمعادلاتزیرراحلکنیم:


tan tan

tan tan

α− β=


α β=−

5

6

نوش�تهودرمعادل�ۀدوم tanα رابرحس�ب tanβ اگ�رازمعادل�ۀاول
میرسیم.پس tan (tan )α α− =−5 6 جایگذاریکنیم،بهمعادلۀ

 IÄtan tan tan tanα− α+ = ⇒ α= α=2 5 6 0 2 3

5771 درصورت 1نیزگ 1 x ytan tan+ توج�هکنی�دک�هعب�ارت  1
عب�ارت ک�ه اس�ت خ�وب بنابرای�ن اس�ت. آم�ده  x ytan( )+ بس�ط

راتشکیلدهیم: tan( )+0 020 25

 tan tan tan tantan( )
tan tan tan tan

+ ++ = ⇒ =
− −

0 0 0 00 0
0 0 0 0

20 25 20 2520 25 1
1 20 25 1 20 25



اگراینتناسبراطرفین-وسطینکنیم،بهدستمیآید

 tan tan tan tan

tan tan tan tan

+ = −

+ + =

0 0 0 0

0 0 0 0

20 25 1 20 25

20 25 20 25 1


5781 ، 1نیزگ 1 sin( ) sin sinα+β = α β2 ابتداتوجهکنیدکهاز  3
.اگ�ر sin cos sin cos sin sinα β+ β α= α β2 نتیج�همیش�ودک�ه

تقسیمکنیم،میتواننوشت: sin cosα β طرفینرابر


sin cos sin cos
sin sin sin sin tan tan

tan tan tan tan tan tan

α β β α+ = ⇒ + =
α β α β β α
α+ β= α β⇒ α+ β=−

1 12 2

2 6


. tan tan
tan( )

tan tan ( )
α+ β −α+β = = =−

− α β − −
6 3

1 1 3 2
بنابراین

5791 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
tan( ) tan

tan tan(( ) )
tan( )tan

α+β − α − −β= α+β −α = = =
+ α+β α −

1 3 2
1 1 3

. tan
tan

tan

ββ= = =−
−− β2

2 4 42
1 4 31

بنابراین

5801 . 1نیزگ 1 x yα= − ،پس x y=α+ بانمادگذاریشکلزیر،  4

 ABD x ABC y      :tan , :tan= = =3 3 1
2 6 2

  ازطرفدیگر،

.
 x yx y

x y
tan tan

tan tan( )
tan tan

−−
α= − = = =

+ + ×

3 1
42 2

1 3 1 71
2 2

بنابراین



)91(

5811 .بنابراین 1نیزگ 1 cot( )
tan( )

α+β =
α+β
1 توجهکنیدکه  2


 

tan tan
cot( )

tan tan tan tan
tan tan

cot cot cot cot
cot cot

cot cot

− α βα+β = =
α+ β α+ β

− α β

− ×
α β α β−= =

α+ β+
α β

11

1
1 11

1
1 1



5821 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
b aa b   

a b a b
tan tancot cot

tan tan tan tan
−− = ⇒ − = ⇒ =1 12 2 2

،پس a btan tan =3 چون

 b a a btan tan tan tan− = ⇒ − =−2 6
3



. a ba b
a b

tan tantan( )
tan tan

− −− = = =−
+ +

6 3
1 1 3 2

بنابراین

5831 ).بنابراین 1نیزگ 1 ) ( )α+β + α−β = α2 ابتداتوجهکنیدکه  1



tan( ) tan( )
tan tan(( ) ( ))

tan( )tan( )

( )( )

α+β + α−β
α= α+β + α−β =

− α+β α−β

− += =
− −

2
1

2 3 1
1 2 3 7



5841 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x
xx

xx

x
xx  

xx

tan tan
tantan( )

tantan tan

tan tan
tantan( )

tantan tan

π+
π ++ = =

π −−

π−
π −− = =

π ++

14
4 11

4

14
4 11

4
درنتیجه

xx
xx

xx  
xx  

tancot( )
tantan( )

tancot( )
tantan( )

π −+ = =
π ++

π +− = =
π −−

1 1
4 1

4
1 1

4 1
4

بنابراین

x x  x x  tan( ) tan( ) (cot( ) cot( ))π π π π+ + − =− + + −
4 4 4 4

است. −1 ومقدارعبارتموردنظربرابر

5851 )،بنابراین 1نیزگ 1 ) ( )π π π−α + α+ =5
9 36 4

توجهکنیدکه  1

  

( ) tan( ) tan( ( ))

tan tan( )

tan tan( )

π π π π π π−α= − α+ ⇒ −α = − α+

π π− α+ −
= = =

π π+ α+ +

5 5
9 4 36 9 4 36

5 11
14 36 2

5 1 31 1
4 36 2

5861 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
tan tan tan tan( )

tan tantan
tan tan

tan tantan
cot tan

tan tantan tan

+ = + −

−= + ×
+

−= + ×
+

−= + × =

0 0 0 0 0

0 00
0 0

0 00
0 0

0 00 0

40 2 10 40 2 50 40

50 4040 2
1 50 40

50 4040 2
1 40 40

50 4040 2 50
2

5871 .بنابراین 1نیزگ 1 tan =060 3 توجهکنیدکه  2



tan tantan( )
tan tan

tan tan tan tan

tan tan tan tan

−− = ⇒ =
+

− = +

− − =

0 00 0
0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

80 2080 20 3 3
1 20 80

80 20 3 3 20 80

80 20 3 20 80 3
پس

 tan tan tan tan− + =−0 0 0 020 80 3 20 80 3
5881 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



tan tan
tan( )

tan tan

tan tan
tan tan

tan

πα+
πα+ =

π− α

α+ α− += =
− α − α

=− +
− α

4
4 1

4
1 1 2

1 1
21

1

،بنابراین tan≤ α<1 1
2

چون


 

tantan tan

tan( )
tan tan

− α− <− α≤− ⇒ < − α≤ ⇒ < ≤

π≥ ⇒− + ≥ ⇒ α+ ≥
− α − α

1 1 1 11 0 1 0
2 2 2 4

2 24 1 3 3
1 1 4

برابر3است. tan( )πα+
4

بنابراینحداقلمقدار

5891 α=γ−βودرنتیجه 1نیزگ 1 باتوجهبهشکلزیر  3

 x x  
x x

x x
x x

tan tan
tan tan( )

tan tan
γ− βα= γ−β =

+ γ β

− −
= = =
+ × +

1
2 11

32 4 4
2 1 51 1
2 4 4

5901 بانمادگذاریشکلزیر 1نیزگ 1  4
 x y x y( )α+ + + + = ⇒α= − +0 0 0 045 45 180 90 

ازطرفدیگر،

 ABC x DEF y      :tan , :tan= =1 1
3 3

 



فصل دوم: آزمون ها
)92(

بنابراین

x y x y
x y

 x y
x y

tan tan( ( )) cot( )
tan( )

tan tan
tan tan

α= − + = + =
+

−−
= = =

+

0 190

111 49
2 3
3



5911 رارس�ممیکنیموقرینۀ 1نیزگ 1 y xcos= ابت�دانم�ودارتابع  4

قس�متهاییراک�هپایینمحورطولهاقرارداردنس�بتبهمحورطولهارس�م

میکنیم.سپسقسمتهاییراکهپایینمحورطولهاقراردارندحذفمیکنیم

بهدس�تآید.نموداربهدس�تآمدهرانس�بتبه y  x|cos |= تانمودارتابع

بهدس�تآیدودرنهایت y x|cos |=− محورطولهاقرینهمیکنیمتانمودار

نموداررایکواحدبهبالاانتقالمیدهیم.



5921 ) 1نیزگ 1 , )π 0
3

)و , )π −2 1
4

چ�وننم�ودارتاب�عازنق�اط  4

میگذرد،پس

af a b b

af a b b

( ) cos

( ) cos

π π= − ⇒ − = − ⇒ − = −

π π= ⇒ − = ⇒ =

22 1 2 1 2 1
4 4 2

0 0
3 3 2

درنتیجه

 a b b b b b( )− = − = − = − ⇒ =2 2 2 1 2 1 1
2



.پسمقدارabبرابر2است. a b= =2 2 بنابراین

5931 باتوجهبههریکازشکلهایزیرمیتوانفهمیدکهاگر 1نیزگ 1  4

.پس xcos− < <3 3
2 2

،آنگاه xπ π< <5
6 6

 m m− < < ⇒− < <3 3 1 13
2 2 2 2



5941 ،بنابراین 1نیزگ 1
k| |
π2 دورۀتناوبتابعfبرابراستبا  3

 k k
k k

| |
| |
π π= ⇒ = +

+
2 4 2

2 1
،آنگاه k>0 اگر

 k k k    (.¡.¡.ù)= + ⇒ =− 24 2
3

،آنگاه k<0 اگر

 k k k− = + ⇒ =− 24 2
5

5951 ازروینمودارتابعfدرش�کلزیرمعلوماس�تکهدورۀ 1نیزگ 1  3

. ( )π π π− − =
8 8 4

تناوبآنبرابراستبا

5961  1نیزگ 1 y xsin( )π= +
4

ابتداتوجهکنیدکهضابطۀتابعبهصورت  2

 π
4
رارسمکنیموآنرابهاندازۀ y xsin= است.بنابراینکافیاستنمودارتابع

بهچپانتقالدهیم.



)93(

5971 است 1نیزگ 1 a−2 ابتداتوجهکنیدکهکمترینمقدارتابعبرابر  2
a a− =− ⇒ =2 1 1 است.پس −1 کهباتوجهبهنمودارتابعبرابر

است.پس − =45 5 5
8 8

ازطرفدیگرباتوجهبهنموداردورۀتناوبتابعبرابر

T  b  b

b

| |
| |

π= = ⇒ = ⇒ =±
π

2 5 5 5
2

کهدراینصورتتابع f x x( ) sin( )π π= + − +21 2
5 4

،آنگاه b=−5 اگر

و b=5 نزولیباشدکهاینطورنیست.پس x=0 بایددرهمس�ایگیراس�ت
. b a− =4 درنتیجه

و f x x( ) sin( )π π= + − +21 2
5 4

،آنگاه b=−5 اگ�ر توج�هکنی�دک�ه

کهباتوجهبهشکلاینطورنیست. f( )=5 1
8

5981 بهدس�ت 1نیزگ 1 x k{ }π π≠ π+
2 2

دامن�ۀتاب�عازنامس�اوی  3

. fD x x k k { | , }= ∈ ≠ + ∈2 1  میآید.پس

5991 آنگاه 1نیزگ 1 ، xπ π− ≤ <
3 2

اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه  1

.بنابراین xtan ≥− 3 ودرنتیجه xtan tan( )π≥ −
3

m m m− ≥− ⇒ − ≥− ⇒ ≤2 3 2 3 5
3

پسحداکثرمقدارmبرابر5است.

6001 واحدبهسمتراست 1نیزگ 1 π
3
را y xtan= اگرنمودارتابع  1

بهدس�تمیآیدکهبهصورت f x x( ) tan( )π= −
3

منتقلکنیم،نمودارتابع

)اکیداًصعودیاستوحداقل , )π π5 11
6 6

زیراست.بنابراینتابعfرویبازۀ

است. π5
6

مقدارaبرابر

6011 ضابطۀتابعبهشکلزیراست: 1نیزگ 1  3


x x x x

f x
x x x x x

sin sin
( )

sin sin sin

− ≤ ≤π ≤ ≤π  = = 
+ π< ≤ π π< ≤ π  

0 0 0

2 2 2

نمودارتابع [ , ]π π2 بنابرایننمودارتابعبهشکلزیراست.توجهکنیدکهدربازۀ

بهدستآمدهاست. y xsin= ازدوبرابرکردنعرضنقاطروینمودارتابع

6021 وکمترینمقدارتابعبرابر1 1نیزگ 1 f( )=0 2 باتوجهبهش�کل  2
.ب�اتوجهبه f a b a bmin | |= − − +2 و f a b( )= − =0 2 2 اس�ت.بنابراین

مثب�تاس�ت،پ�سمینیم�متاب�عبراب�راس�تب�ا xsin ش�کلضری�ب

نتیجه
a b

a b

− =


− =

2 2

2 1
.ازح�لدس�تگاهمعادلهه�ای a b a b a b− − − = −2 2

کهبیش�ترینمقدارآن f x x( ) sin= +2 .بنابرای�ن b=0 و a=1میش�ود
برابر3است.

6031 ،آنگاه 1نیزگ 1 xπ π− < <
6 6

ب�اتوج�هبهش�کلهایزیر،اگ�ر  4

.بنابراین xsin− < <1 1
2 2


m m m

m m m
m m  m  

| |

| | | |,

+ + +− < < ⇒− < < ⇒ <

+ < ≠

1 1 1 1 11 1 1
2 2 2

1 0

درنتیجه

 m m m m+ + < ⇒ <−2 2 12 1
2


6041 ضابطۀتابعرابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3
 f x x x x x( ) sin cos cos cos= + + = +2 2 2 22 1 2 

،پس xcos− ≤ ≤1 1 چون
 x x x f xcos cos cos ( )≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤2 2 20 1 0 2 2 1 1 2 3 1 3

است. #[ , ]1 3 بنابراینبردتابعبازۀ

6051 اس�تک�هوقتی 1نیزگ 1 a a− 23 کمتری�نمق�دارتاب�عfبرابر  1
اتفاقمیافتد.بنابراین axcos =−1

a a a a a   a,− = ⇒ − + = ⇒ = =2 23 2 3 2 0 1 2

،آنگاهدورۀتناوباینتابع a=1است.پساگر
a| |
π2 دورۀتناوبتابعfبرابر

است. π ،آنگاهدورۀتناوبآنبرابر a=2 استواگر π2 برابر

6061 استفاده 1نیزگ 1 xx coscos +=2 1 2
2

توجهکنیدکهازاتحاد  1

میکنیم.بنابراین

 x xf x x cos cos( ) cos + += + =1 4 3 4 14
2 2

. π π=2
4 2

درنتیجه،دورۀتناوبتابعfبرابراستبا



فصل دوم: آزمون ها
)94(

6071 ضابطۀتابعبهش�کلزیراس�ت.توجهکنیدکهازاتحاد 1نیزگ 1  2

استفادهمیکنیم. xx coscos +=2 1 2
2

x x xf x xcos( ) sin ( ) cos ( ) cosπ += + = = = +2 2 12 2 2 1
2 2 2 2

یکواحدبهبالا [ , ]π0 2 رادربازۀ y xcos= بنابراینکافیاستنمودارتابع

انتقالدهیم.

6081 ب�اتوجهبهش�کلحداکثرمقدارتابعبرابر1اس�ت.این 1نیزگ 1  4

،پس bxcos( )π− =1
2

مقدارزمانیبهدستمیآیدکه

 a a+ = ⇒ =−2 1 1
درنتیجه

f x bx( ) sin=− +1 2 

است.بنابراین π π π− =13 2
18 18 3

باتوجهبهشکلدورۀتناوبتابعبرابربا

 b
b| |
π π= ⇒ =±2 2 3

3

بهصورتصعودیش�روع f x bx( ) sin=− +1 2 نم�ودارتابع x>0 برای

ومقدار f x x( ) sin=− +1 2 3 قابلقبولاست،یعنی b=3 میش�ود،پس

آنگاه ، b=−3 اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه .4 ب�ا اس�ت براب�ر  b a−

کهباتوجهبهشکلاینطورنیست. f( )π =−2
18

و f x x( ) sin( )=− + −1 2 3

6091 اکیداًصعودیاست، 1نیزگ 1 [ , ]π0
4

رویبازۀ y xtan= تابع  3

پس


x x

xx x  

tan tan tan

tantan tan

π π≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

−≤ ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒ ≤ ≤

0 0
4 4

3 30 1 1 0 1
2 2



. fR [ , ]= 31
2
بنابراین

6101 واگر 1نیزگ 1 xtan ،آنگاه1< xπ π< <
4 2

توجهکنیدکهاگر  2

.بنابراین xtan <−1 ،آنگاه xπ π< <3
2 4


m m m

m m m

− > ⇒ − > ⇒ >

− <− ⇒ − <− ⇒ <−

1 1 1 2 3
2

1 1 1 2 1
2



6111 رارسممیکنیم،سپسآن 1نیزگ 1 y xcos= ابتدانمودارتابع  1

 y xcos( )π= −
4

بهسمتراستانتقالمیدهیمتانمودارتابع π
4
رابهاندازۀ

بهدس�تآید.س�پسطولنقاطرویایننموداررانصفمیکنیمتانمودارتابع

بهدس�تآید.درآخرقرینۀقسمتهاییازنموداربهدست y xcos( )π= −2
4

آم�دهراک�هزیرمح�ورطولهاقراردارند،نس�بتبهاینمحوررس�ممیکنیمو
قس�متهاییراک�هزیرمحورطولهاق�راردارند،حذفمیکنیمت�انمودارتابع

بهدستآید. f x x( ) |cos( )|π= −2
4

6121 . 1نیزگ 1 f( )=0 2 )عبورمیکند،یعنی , )0 2 نمودارتابعازنقطۀ  2
بنابراین

 f a b a a( ) sin= − = ⇒ =0 2 0 2 
اس�ت.بیشترینمقدارتابع f x b x( ) sin= −2 2 پسضابطۀتابعبهصورت
 xsin =−1 بهدستمیآیدیابهازای xsin برابر6اس�تکهیابهازای1=
،آنگاهبیش�ترینمق�دارتابعبهازای b>0 )بس�تگیبهعلام�تbدارد(.اگر

. b+2 2 بهدستمیآیدکهبرابراستبا xsin =−1
بنابراین

 b b+ = ⇒ =2 2 6 2 
،آنگاهبیش�ترینمق�دارتابعبه b<0 .اگر f x x( ) sin= −2 4 ودرنتیج�ه

. b−2 2 بهدستمیآیدکهبرابراستبا xsin =1 ازای
بنابراین

 b b− = ⇒ =−2 2 6 2 
.ب�اتوج�هب�هاینکهب�رایxهای�یکهکمی f x x( ) sin= +2 4 ودرنتیج�ه

 f x x( ) sin= +2 4 بزرگترازصفرهستند،مقدارتابعکمتراز2است،ضابطۀ

. ab=4 ودرنتیجه b=2 قابلقبولنیست.بنابراین
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6131 ،آنگاه 1نیزگ 1 xπ π− < <
3 3

ب�اتوجهبهش�کلهایزی�راگ�ر  2

.بنابراین xcos< ≤1 1
2

m m m m| |+< ≤ ⇒ < + ≤ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤
2 2 21 1 1 2 1 4 1 3 1 3

2 4

6141  1نیزگ 1 f x x( ) (sin )= + −2 21 ضابط�ۀتاب�عراب�هش�کل1  1
،پس xsin− ≤ ≤1 مینویسیم.چون1


x x x

x f x

sin sin (sin )

(sin ) ( )

≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤

≤ + − ≤ ⇒ ≤ ≤

2 2 2 2

2 2

0 1 1 1 2 1 1 4

0 1 1 3 0 3


است. [ , ]0 3 بنابراینبردتابعبازۀ

6151 است.بنابراین 1نیزگ 1
a| |
π
π

2 دورۀتناوبتابعfبرابر  4

 a  
a

| |
| |
π = ⇒ =
π

2 14
2

است.بنابراین a b| | | |− کمترینمقدارتابعfبرابر

a b  b   b  | | | | | | | |− =− ⇒ − =− ⇒ =1 73 3
2 2

. + =1 7 4
2 2

استکهبرابراستبا a b| | | |+ بیشترینمقدارتابعfبرابر

6161 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


f x ax ax ax ax ax ax

axax ax

( ) cos ( cos ) cos sin (cos sin )

cos( sin ) sin ( )

= − = =

−= = =

2 2 2 2 2

2 2

1

1 1 1 1 42 2
2 4 4 2

است.پس
a| |
π2

4
بنابرایندورۀتناوبتابعfبرابر

 a a
a

| |
| |
π π= ⇒ = ⇒ =±2 2 2

4 4
6171 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 f x x x x x( ) |sin cos | | sin | | sin |= = =14 4 2 2 2
2

رارس�ممیکنیم،س�پسطولنقاطآنرا y xsin= بنابراینابتدانمودارتابع
 y xsin=2 2 نص�فوع�رضنق�اطآنرادوبراب�رمیکنی�متانم�ودارتابع
بهدس�تآید.س�پسقرینۀقس�متهاییازنمودارراکهزیرمح�ورطولهاقرار
دارند،نس�بتبهاینمحوررس�ممیکنیمودرآخرقسمتهاییراکهزیرمحور

طولهاقراردارند،حذفمیکنیم.

 [ , ]π0
2
اکن�ونکافیاس�تنمودارتابعرافقطدری�کدورۀتناوبمثلًادربازۀ

رسمکنیم.

6181  1نیزگ 1  a| |−1 ابت�داتوج�هکنیدک�هکمترینمقدارتاب�عبرابر  1
است: −1 استکهباتوجهبهنمودارتابع،برابر

 a a a| | | |− =− ⇒ = ⇒ =±1 1 2 2 

مثبتاست: f( )0 ازطرفدیگرباتوجهبهنمودارمقدار

af a a( ) sin π> ⇒ + > ⇒ + > ⇒ >−20 0 1 0 1 0 2
4 2

قابلقبولاس�ت.باتوجهبهنمودارتابع،دورۀتناوبتابع a=2 بنابراینفقط

است.بنابراین − =9 1 4
2 2

برابر

 b  b

b

| |
| |

π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 4 2 2

دریکهمس�ایگیصفر f x x
b

( ) sin( )π π= + +1 2
4

ب�اتوج�هبهاینکهتاب�ع

.توجهکنید a b+ =4 قابلقبولاست.پس b=2 صعودیاست،فقطمقدار

ک�هبا f( )=1 1
2

و f x x( ) sin( )π π= + − +1 2
2 4

،آنگاه b=−2 ک�هاگ�ر

توجهبهشکلاینطورنیست.

6191 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 x xx π π π π π π≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤0 2 0
4 2 3 4 3 6



اکیداًصعودیاست،پس [ , ]π π−
3 6

رویبازۀ y xtan= ازطرفدیگرتابع

تابعfرویاینبازهاکیداًنزولیاست.بنابراین

 x f xtan tan( ) tan( ) ( )π π π π− ≤− − ≤− − ⇒− ≤ ≤3 3
6 4 3 3 3

. fR [ , ]= − 3 3
3

پس

6201 را 1نیزگ 1 y xtan= برایرسمنمودارتابعfابتدانمودارتابع  3

ضربمیکنیم.پس
π
4 رس�ممیکنیم،سپسطولنقاطرویایننموداررادر

اکیداً a( , )2 حداکث�رمق�دارaب�رایاینکهتاب�عfرویدامن�هاشیعنیب�ازۀ
صعودیباشدبرابر6است.



فصل دوم: آزمون ها
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6211 جوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند 1نیزگ 1  1


x k x x k k

kx k x x k

  

 

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π= π− ⇒ = ∈

3 2 2 2

23 2 2
5







همهستند)مثلًا kπ2 شاملجوابهایبهصورت kπ2
5

جوابهایبهصورت

بهدس�تمیآیدکهازقرار π2 ،آنگاهجواب k=5 قراردهید kπ2
5

اگ�ردر

حاصلمیش�ود(.پسجوابهایکلیمعادلهبهصورت kπ2 در k=1 دادن

هستند. k k  ,π ∈2
5



6221 ابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  4

 xsin sin π= =1
4 42



پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x k x k k

x k x k k

  

  

,

,

π= π+ ⇒ = π+π ∈

π= π+π− ⇒ = π+ π ∈

2 8
4 4

2 8 3
4 4







6231 اگ�رنم�ودارتابعfمحورطوله�ارادرنقطهایباطولx 1نیزگ 1  3

.پس f x( )=0 قطعکند،


x x k

kx k x k 

sin( )

( )
,

π π− = ⇒ − = π

+ ππ= π+ ⇒ = ∈

2 0 2
3 3

3 12
3 6



)رابهدستمیآوریم: , )π π− 3
2 2

اکنونجوابهایواقعدربازۀ

 k k k( )+ ππ π− < < ⇒− < + < ⇒− < <
3 1 3 4 83 3 1 9

2 6 2 3 3
چهارمقداربرایxبهدست k=2 و k=1 ، k=0 ، k=−1 بنابراینبهازای

میآیدکهطولنقاطبرخوردنمودارتابعfبامحورطولهاهستند.

6241 جوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست: 1نیزگ 1  1

 kx k x  x  k      ,π π π= π+ − ⇒ = − ∈4 2
3 2 6



)رابهدستمیآوریم: , )π0 2 جوابهایواقعدربازۀ



  k

  x

¡.¡.— ¡.¡.—(. ) (. )

π π π π π π−

0 1 2 3 4 5

5 4 11 7
6 3 6 3 6 3

)برابراستبا , )π0 2 بنابراینمجموعجوابهادربازۀ

 π π π π π+ + + =5 4 11 13
3 6 3 6 3

6251 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  4

 x x x xcos( ) sin cos( ) cos( )π π π+ =− ⇒ + = +
5 5 2



پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x k x k k

x k  x x k  k

     ¡.¡.ù

  

, (. )

,

π π π+ = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π+ = π− − ⇒ = π− ∈

32 2
5 2 10

72
5 2 20







6261 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2
 x x xsin (cos ) sin− = ⇒ =2 2 1 0 2 0 یا xcos =2 1 

بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند:
kx k x , k       x k x k k   , ,π= π⇒ = ∈ = π⇒ = π ∈2 2 2
2

 

جوابهایمعادلۀدومجزءجوابهایمعادلۀاولهس�تند،بنابراینجوابهای

است. kx k  ,π= ∈
2

 معادلۀاصلی

6271 ،آنگاهمعادلهبهصورت 1نیزگ 1 t xsin= 2 اگرف�رضکنی�م  2
 t=1 درمیآیدوازحلاینمعادلۀدرجۀدومنتیجهمیشود t t− + =22 7 5 0

.بنابراین t=5
2
و


x x k x k k

x   ¡.¡.—

sin ,

sin (. )

π π = ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

 =

2 1 2 2
2 4

52
2



6281 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  4

x x x x x  sin cos sin sin (cos )= ⇒ − =22 2 2 2 2 2 2 2 0
2

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


kx x k x k

x x k x k k

  

  

sin ,

cos ,

π = ⇒ = π⇒ = ∈


π π = ⇒ = π± ⇒ = π± ∈

2 0 2
2

22 2 2
2 4 8





.پسمعادله , , , ,π π ππ 70
2 8 8

عبارتانداز [ , ]π0 جوابه�ایواقعدرب�ازۀ

پنججوابدراینبازهدارد.

6291 معادله 1نیزگ 1 cos cosα= α−22 2 1 ب�ااس�تفادهازاتح�اد  3
بهصورتزیردرمیآید:

 x x x xcos cos cos ( cos )− = − ⇒ − =22 1 1 2 1 0 
بهصورتزیرهستند: [ , ]π0 2 بنابراینجوابهایمعادلهدربازۀ

 x x x xcos , , cos ,π π π π= ⇒ = = ⇒ =3 1 50
2 2 2 3 3



6301 ابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1
x x x x x x

x
cos sin sin sin sin sin

sin

+ = ⇒ − + =

=

2 2 22 2 2 1 2 2 2
2 1

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:

 x k x k k  ,π π= π+ ⇒ = π+ ∈2 2
2 4

 

6311 راه حل اول جوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند: 1نیزگ 1  1


x k x x k k

kx k x x k

   

 

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π= π− ⇒ = ∈

5 2 4 2

25 2 4
9





همهستند)مثلًا kπ2 شاملجوابهایبهصورت kπ2
9

جوابهایبهصورت

بهدس�تمیآیدکهازقرار π2 ،آنگاهجواب k=9 ق�راردهید kπ2
9

اگ�ردر

حاصلمیش�ود(.پسجوابهایکلیمعادلهبهصورت kπ2 در k=1 دادن

هستند. k k ,π ∈2
9
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جوابمعادلهاست،پسگزینههای)2(و)4(ردمیشوند x=0 راه حل دوم
،آنگاه k=9 بهدس�تنمیآی�د(.اگر x=0 ، k )ب�هازایهیچمقدارصحیح

جوابمعادلهنیست،پسگزینۀ)3(همردمیشود. x=π ،اما kπ=π
9
6321 ابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x xsin sin sin sin( )π=− ⇒ =− ⇒ = −32 3
2 3



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:

x k  x k x k  x k    , ( ) ,π π π π= π− = π+π− − ⇒ = π− = π+42 2 2 2
3 3 3 3

6331 ،نم�ودارتابعfحداکثرمقدار 1نیزگ 1 xsin =3 1 درنقاطیکه  3

خودرادارد.پس kx k x k( )
,

+ ππ= π+ ⇒ = ∈
4 13 2

2 6



k

x

−
π π π π−

1 0 1 2
5 3

2 6 6 2
،چهارباربهحداکثرمقدارخودمیرسد. [ , ]−π π2 بنابرایننمودارتابعدربازۀ
ب�رایپیداکردننقاطیکهنم�ودارتابعدرآنهاحداکثرمیش�ود،میتوانیمبه

شکلزیرنیزعملکنیم:


k

k k k

k k

( )

{ , , , }
∈

+ π
−π≤ ≤ π⇒− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤

− ≤ ≤ → ∈ −

4 1 2 6 4 1 12 7 4 11
6

7 11 1 0 1 2
4 4



6341 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  1

 x x x xsin cos cos( ) cosπ= ⇒ − =2 2
2 3 2 2 3



بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند


kx xk x k

x xk x k k

  

  

( )
,

,

− + ππ− = π+ ⇒ = ∈

π− = π− ⇒ = π− π ∈

12 322
2 2 3 7

22 12 3
2 2 3







)رامش�خصمیکنیم.واضحاس�تکه , )π0 2 اکن�ونجوابهایواقعدربازۀ
)قرارندارند. , )π0 2 دربازۀ x k= π− π12 3 هیچیکازجوابهایبهصورت

رابررسیمیکنیم kx ( )− + π
=

12 3
7

پسجوابهایبهصورت


k

x

−
π − π π
0 1 1

3 9 15
7 7 7



)دارد. , )π0 2 بنابراینمعادلهفقطیکجوابدربازۀ

6351 .بنابراین 1نیزگ 1 x xπ π π+ + − =
4 4 2

توجهکنیدکه  4

 x x xcot( ) cot( ( )) tan( )π π π π− = − + = +
4 2 4 4

بنابراینمعادلهبهصورتزیرسادهمیشود:

 x x xtan( ) tan( ) tan( ) tanπ π π π+ + + = ⇒ + = =2 3 3
4 4 3 4 3 6

پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:

 x k x kπ π π+ = π+ ⇒ = π−
4 6 12

)غ.ق.ق.()غ.ق.ق.(

6361 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2


x x x x

x xIÄ

sin sin sin ( sin )

sin sin

− = ⇒ − =

= =

22 0 2 1 0

20
2

که π3
4

و π
4
، π )عبارتانداز , )π0 2 بنابرای�نجوابه�ایمعادلهدرب�ازۀ

است. π2 مجموعآنهابرابر

6371 ابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3
 x x x x( sin ) sin sin sin− − − = ⇒ + + =2 22 1 3 3 0 2 3 1 0

درمیآید.از t t+ + =22 3 1 0 ،معادلهبهص�ورت t xsin= اگرف�رضکنیم

.بنابراین t=− 1
2
و t=−1 حلاینمعادلهنتیجهمیشود


x x

x x  

sin

sin ,

π=− ⇒ =−

π π=− ⇒ =− −

1
2

1 5
2 6 6

)رامش�خصکردهایمکه , )−π 0 توج�هکنیدکهفقطجوابهایواقعدربازۀ

تعدادآنهاسهتاست.

6381 ،معادلهبهصورتزیردرمیآید: 1نیزگ 1 xsin ≠4 0 چون  1

x x x x x
x x
x x x x x

x

x x k x k k

x k  x k k

¡.¡.—

sin cos sin cos cos
cos sin
sin cos cos cos ( sin )

cos (. )

sin ,

,

= ⇒ = ⇒ =

− = ⇒ − =

=

 π π= ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

π π= π+π− ⇒ = π+ ∈

1 1 4 2 2 2 2 2
2 4

2 2 2 2 0 2 2 2 1 0

2 0

12 2 2
2 6 12

52 2
6 12





،کهمجموعآنهابرابر π5
12

و π
12

عبارتانداز [ , ]π0 جوابهایواقعدربازۀ

است. π
2

6391 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2

 x x x x x x
x x

sin sin sin cos sin cos
cos cos

= ⇒ =2 3 2 3 2
2



 x xcos cos= −22 2 و1 x x xsin sin cos=2 2 اکن�ونازاتحاده�ای
استفادهمیکنیم

x x x x

x x x

x x

sin cos sin ( cos )

sin ( cos cos )

sin ( cos )

− − =

− + =

− =

2 2

2 2

2

2 3 2 1 0

2 6 3 0

3 4 0

)بهصورتزیرهستند: , π)0 2 بنابراینجوابهایمعادلهدربازۀ


x x

x x x

sin

cos cos , , ,

= ⇒ =π

 π π π π= ⇒ =± ⇒ =


2

0

3 3 5 7 11
4 2 6 6 6 6



. π5 پسمجموعجوابهایمعادلهدراینبازهبرابراستبا



فصل دوم: آزمون ها
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6401 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2



x x
x x

x x x x

x x x

cos sin

sin cos

sin cos ( sin cos )

sin sin sin

+ =

= ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2

2 2 2

2 2

16
3

16 3 4 2 3

3 34 2 3 2 2
4 2



)بهصورتزیرهستند: , )π0 بنابراینجوابهایمعادلهدربازۀ


x x    x x

x x x x

       

       

,

,

π π π π= ⇒ = = ⇒ =

π π π π= ⇒ = = ⇒ =

22 2
3 6 3 3
4 2 5 52 2
3 3 3 6



. π2 )برابراستبا , )π0 پسمجموعجوابهایمعادلهدربازۀ

6411 جوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند: 1نیزگ 1  3


x k x x k k

kx k x x k

   

  

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

π π= π+π− ⇒ = + ∈

5 2 3

5 2 3
4 8







6421 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1

 x xcos cos cos π=− ⇒ =1 2
2 2 2 3



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 x k x k k  ,π π= π± ⇒ = π± ∈2 42 4
2 3 3

 

)رابهدستمیآوریم: , )−π π2 اکنونجوابهایمعادلهدربازۀ


k

x k   

−

π π π π= π− − π− − π−

0 1 1

4 4 4 44 4 4
3 3 3 3




k

x k

−

π π π π= π+ π+ − π+

0 1 1

4 4 4 44 4 4
3 3 3 3



)دارد. , )−π π2 بنابراینمعادلۀفوقیکجوابدربازۀ

6431 ،تابعfبهحداقلمقدارخود 1نیزگ 1 xcos =4 درنقاطیک�ه1  3
میرسد.پس

 kx k x k      ,π= π⇒ = ∈4 2
2

 


k

x

−

π π π− π

1 0 1 2 3

30
2 2 2



نمودارتابع5باربهحداقلمقدارخودمیرسد. [ , ]π π− 3
2 2

بنابرایندربازۀ

6441  1نیزگ 1 x xcos( ) cos( )π π− = +2 2
9 2

ابتدامعادلهرابهصورت  3

مینویسیم.پسجوابکلیمعادلهبهصورتزیراست

x k x k k

kx k x x k

   (.¡.¡.ù)

  

,

,

π π π− = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π π− = π− − ⇒ = − ∈

112 2 2 2
9 2 18

72 2 2
9 2 2 72





)غ.ق.ق.( )غ.ق.ق.( )غ.ق.ق.(

)غ.ق.ق.()غ.ق.ق.(

6451 جوابهایمعادلهبهصورتزیربهدستمیآید: 1نیزگ 1  2


x x x x

x x      

cos cos cos ( cos )

cos , cos

− = ⇒ − =

= =±

3 22 0 2 1 0

20
2



)میخواهی�م،پسای�نجوابها , )π0 2 چ�ونجوابه�ایمعادل�هرادرب�ازۀ

بهصورتزیرهستند:



x x

x x

x x

cos ,

cos ,

cos ,

π π= ⇒ =

π π= ⇒ =

π π=− ⇒ =

30
2 2

2 7
2 4 4

2 3 5
2 4 4



)دارد. , )π0 2 بنابراینمعادلهششجوابدربازۀ

6461 معادلهرابهصورت 1نیزگ 1 x xsin( ) sinπ+ =− باتوجهبه  3

زیرمینویسیم:
 x x x xsin sin (sin )(sin )− − = ⇒ + − =2 2 0 1 2 0 

بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند:


x x

x x x k k

    (.¡.¡.ù)

  

sin sin

sin sin ,

− = ⇒ =

π+ = ⇒ =− ⇒ = π− ∈

2 0 2

1 0 1 2
2





6471 راه حل اول معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  3
 x x x xcos sin cos cos= − ⇒ =2 22 1 2 

استفادهمیکنیم: x xcos cos= −22 2 اکنونازاتحاد1
 x x x xcos cos cos cos− = ⇒ = ⇒ =±2 2 22 1 1 1 

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:
 x k x k x k kIÄ ,= π = π+π⇒ = π ∈2 2 

. π2 و π عبارتاندازصفر، [ , ]π0 2 پسجوابهایمعادلهدربازۀ

استفادهمیکنیم.توجهکنیدکه x xcos sin− = 21 2 2 راه حل دومازاتحاد
معادلهرامیتوانبهصورتزیرنوشت:


x  

x x x x x x

x k   k x  x  x[ , ]

cos sin sin sin sin sin

, , ,∈ π

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

= π ∈ → = =π = π

2 2 2 2

0 2

1 2 2 0 0

0 2

6481 ودر 1نیزگ 1 x
t

cot =1 ،آنگاه t xtan= اگ�رفرضکنی�م  1

درمیآید.بنابراین t  
t

− =33 2 3 نتیجهمعادلهبهشکل

 t t t t t,± +− − = ⇒ = ⇒ = =−2 2 3 12 36 33 2 3 3 0 3
6 3

)قراردارندبهصورتزیرهستند: , )π π2 بنابراینجوابهایمعادلهکهدربازۀ


x x

x x

tan

tan

π= ⇒ =

π=− ⇒ =

43
3

3 11
3 6

. π19
6

مجموعاینجوابهابرابراستبا



)99(

6491 معادل�هرابهصورتزیرس�ادهمیکنیم،س�پسازاتحاد 1نیزگ 1  4
استفادهمیکنیم. cos cosα= α−22 2 1



xxx x

x x x x

cos cos
cos cos

cos cos cos ( cos )

= −
+ =− →

+ =− + ⇒ + =

22 1
2

2

1
2

1 2 1 2 1 0
2 2 2 2



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست


x x k x k k

x x k x k k

  

  

cos ,

cos ,

π= ⇒ = π+ ⇒ = π+π ∈

π π=− ⇒ = π± ⇒ = π± ∈

0 2
2 2 2

1 2 42 4
2 2 2 3 3







ق�رارندارند،ولیاز  ( , )π0 2 هیچی�کدربازۀ x k π= π−44
3

ازجوابه�ای

( , )π0 2 جوابهایواقعدربازۀ x k π= π+44
3
و x k= π+π2 جوابه�ای

است. π7
3
هستندومجموعآنها π4

3
و π بهدستمیآیندکه k=0بهازای

6501 طرفینمعادلهرابهتواندومیرس�انیموآنرابهصورت 1نیزگ 1  2
زیرمینویسیم:

x x  x

x x x x

x x
sin cos sin

sin cos sin cos

sin sin
=

+ − =

→ − = ⇒ =

2 2

2
2 2

2 1
2 2 2 2

1 1 0
. x= π2 و x=π ، x=0 عبارتنداز [ , ]π0 2 بنابراینجوابهایواقعدربازۀ
درمعادل�ۀاصلیصدقنمیکندوقابلقبول x=0 ول�یتوجهکنیدکهجواب
نیس�ت.اینجواببهدلیلاینکهطرفینمعادلهرابهتواندورساندهایم،تولید

دوجوابدارد. [ , ]π0 2 شدهاست.بنابراینمعادلهدربازۀ

6511 جوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند: 1نیزگ 1  3


x k x x k k

kx k x x k

   

   

,

,

π π π− = π+ − ⇒ = π+ ∈

π π π π− = π+π− + ⇒ = + ∈

3 2
3 9 9

133 2
3 9 2 36







)رابهدستمیآوریم: , )π0 2 اکنونتعدادجوابهایواقعدربازۀ


k  

k  

k k k

k k k

{ , }

{ , , , }

∈

∈

π< π+ < π⇒− < < → ∈

π π −< + < π⇒ < < → ∈

1 170 2 0 1
9 9 9
13 13 590 2 0 1 2 3

2 36 18 18





)ششجوابدارد. , )π0 بنابراینمعادلهدربازۀ

6521 ابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2

 x xcos cos cos π= ⇒ =13 3
2 3



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 kkx k x ( )± ππ π π= π± ⇒ = ± =
6 123 2

3 3 9 9


)رامعینمیکنیم , )π0 اکنونجوابهایواقعدربازۀ
k

x k

(.¡.¡.ù)

( ) π π π π= +

0 1 2

7 136 1
9 9 9 9

k

x k

(.¡.¡.ù)     (.¡.¡.ù)

( ) π π π π= − −

0 1 2

5 116 1
9 9 9 9

)برابراستبا , )π0 بنابراینمجموعجوابهایواقعدربازۀ

 π π π π+ + =7 5 13
9 9 9 9



6531 ،معادلهرا 1نیزگ 1 cos cosα− = α22 1 2 بااس�تفادهازاتحاد  1
بهصورتزیرمینویسیم:

 kx x x k x k      cos( ) sin ,π π− = ⇒ = ⇒ = π⇒ = ∈3 0 3 0 3
2 3

 

6541 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1 xcos( )π− ≠0
6

چون  2

 x x x xcos( ) sin cos( ) cos( )π π π− =− ⇒ − = +3 3
6 6 2



بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند:

x   

k  

x   

k  

x k x x k

k k k

kk x k x x

k k

k  

( , )

( , )

{ }

{ , }

∈ π

∈

∈ π

∈

π π π− = π+ + ⇒ =− π−

π→ <− π− <π⇒ <− < ⇒− < <−

π π π π→ ∈ − ⇒ − = π− − ⇒ = −

π π→ < − <π⇒ < <

→ ∈

0

0

2 3
6 2 3

1 4 4 10
3 3 3 3 3

1 2 3
6 2 2 12

2 260
2 12 12 12

1 2





 π2
3

که π11
12

و π5
12

، π2
3

)عبارتانداز , )π0 پسجوابهایواقعدربازۀ

قابلقبولنیس�تزیراباعثصفرش�دنمخرجدرمعادلۀاصلیمیشود)توجه

به xcos( )π−
6

کنی�دک�هاینجوابدراث�رضربکردنطرفی�نمعادلهدر

)دارد. , )π0 وجودآمدهاست(.بنابراینمعادلهدوجوابدربازۀ

6551 ی�ا 1نیزگ 1  xcos =− 1
4

بهص�ورت معادل�ه جوابه�ای  3

وخطوط y xcos= هس�تند.پ�سب�اتوج�هب�هنم�ودارتاب�ع xcos =3
5

یکجوابومعادلۀ [ , ]π30
2

دربازۀ xcos =3
5
،معادلۀ y=3

5
و y=− 1

4

درای�نبازهدوجوابدارد.پ�سمعادلۀموردنظردربازۀفوق xcos =− 1
4

سهجوابدارد.



فصل دوم: آزمون ها
)100(

6561 راه حل اول معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2


x x x

x
x x

tan tan tan
tan

(tan ) tan

+ = ⇒ − + =

− = ⇒ =

2

2

1 2 2 1 0

1 0 1


بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:

 x k k      ,π= π+ ∈
4

 

بهصورت x x
x

tan cot
sin

+ = 2
2

راه حل دوممعادلهراب�هکمکاتحاد

زیرمینویسیم:

 x x k x k k
x

  sin ,
sin

π π= ⇒ = ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈2 2 2 1 2 2
2 2 4

 

6571 ،آنگاهمعادلهبهصورت 1نیزگ 1 t xtan= اگرف�رضکنی�م  2

درمیآی�د.ازحلاینمعادلۀدرجۀدومنتیجهمیش�ود t t+ + =23 4 3 3 0

.بنابراین t=− 3
3

یا t=− 3


x x k  k  

x x k  

tan

tan

π π =− ⇒ = π− = π−


π =− ⇒ = π−


23
3 6

3
3 6

kهس�تندکهدرآن nx k  π= π−
6

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورت

هرعددصحیحدلخواهوnبرابر1یا2است.

6581 معادلهرا 1نیزگ 1 cos sin− α= α21 2
2

ب�اتوج�هب�هاتح�اد  3

بهصورتزیرسادهمیکنیم:
x x x x

x x x x

cos cos cos cos

cos cos cos cos( )

− −+ = ⇒ − + − =

=− ⇒ = π−

1 2 1 8 1 1 1 11 2 8 1
2 2 2 2 2 2
8 2 8 2

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:



x k x x k k

x k x x k k

k

x k

k

x k

  

  

¡.¡.—

¡.¡.— ¡.¡.—

( ) ,

( ) ,

( )

(. )

( )

(. ) (. )

π= π+π− ⇒ = + ∈

π= π−π+ ⇒ = − ∈

π π π π= +

π π π π= − −

8 2 2 2 1
10

8 2 2 2 1
6

0 1 2

32 1
10 10 10 2

0 1 2

2 1
6 6 6 2





)قراردارندعبارتانداز , )π0
2

پسجوابهایمعادلهکهدربازۀ

 , ,π π π3
10 10 6



6591 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x x x x x

x

cos sin (cos sin )(cos sin )

cos

− = ⇒ + − =

=

4 4 2 2 2 21 1

2 1
بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 x k x k k  ,= π⇒ = π ∈2 2 

بهدس�تمیآین�دک�ه k  ,=1 2 )ب�هازای , )π0 3 جوابه�ایواق�عدرب�ازۀ

است. π3 ومجموعآنهابرابر π2 و π عبارتانداز

6601 و 1نیزگ 1 x tsin = −2 21 ،آنگاه t xcos= اگرفرضکنیم  3
درمیآید.بنابراین t t( )( )− − + − =22 2 1 1 0 معادلهبهصورت



t t t

t t

t t

t t      

( )( )( ) ( )

( )(( )( ) )

( )( ( ) )

,

− − + − − =

− − + − =

− − + − − =

− − += = = × =
− − +

2 2 1 1 1 0

1 2 2 1 1 0

1 2 2 2 2 1 0

2 1 2 1 2 2 21
22 2 2 2 2 2



)بهصورتزیرهستند: , )π π−
2 2

پسجوابهایمعادلهدربازۀ

 x x x x       cos , cos π= ⇒ = = ⇒ =±21 0
2 4



)،سهاست. , )π π−
2 2

بنابراینتعدادجوابهایمعادلهدربازۀ

6611 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1

 x xsin( ) sin( )π π− = +
3 4

بنابراینجوابهایآنبهصورتزیرهستند:


x  k x k k

x  k x  x k k

    ¡.¡.—, (. )

,

π π π− = π+ + ⇒ π=− ∈

π π π− = π+π− − ⇒ = π+ ∈

72 2
3 4 12

132
3 4 24





)رابهدستمیآوریم: , )−π π2 اکنونجوابهایواقعدربازۀ



k

x

¡.¡.— ¡.¡.—(. ) (. )

− −

π π π π π− −

0 1 2 1 2

13 37 61 11 35
24 24 24 24 24

پسمعادلهسهجوابدربازۀفوقدارد.

6621 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3

 xsin( ) sinπ π+ = =5 2
36 2 4

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:


x k x k k

x k x k

  ,π π π+ = π+ ⇒ = π+ ∈

π π π+ = π+π− ⇒ = π+

5 22 2
36 4 18
5 112 2
36 4 18



پسiمیتواندبرابر2یا11باشد.



)101(

6631 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  3

 x xsin ( ) sin( )π π− = ⇒ − =±2 1 15 5
3 4 3 2



باتوجهبهشکلزیرجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:



x k k

k kx k x k

kx k x k

  

  

  

,

,

,

π π− = π± ∈

π π π π π π= π+ + ⇒ = + = + ∈

π π π π= π− + ⇒ = + ∈

5
3 6

35
6 3 5 10 5 30

5
6 3 5 30







بنابرای�نiمیتوان�دمقادیر3و1را
داش�تهباش�دکهمجموعآنهابرابر

4است.

6641 ضرب 1نیزگ 1 xcos2 ،طرفینمعادلهرادر xcos ≠2 چون0  1
میکنیم

 x x x xsin( ) cos sin( ) sin( )π π π+ = ⇒ + = −2 2
4 4 2

بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند:



kx k x x k

kx k x x k

  

  

( )
,

( )
,

+ ππ π+ = π+ − ⇒ = ∈

+ ππ π+ = π+π− + ⇒ =− ∈

8 12 2
4 2 12

8 12 2
4 2 4





)رابهدستمیآوریم: , )π0 اکنونجوابهایواقعدربازۀ



k
kx

                                        
k

kx       

 ¡.¡.—

¡.¡.— ¡.¡.— ¡.¡.—

( )

(. )

( )

(. ) (. ) (. )

+ π π π π=

−

+ π π π π=− − −

0 1 2
8 1 3 17

12 12 4 12

0 1 1
8 1 9 7

4 4 4 4

قابلقبول π3
4

ولی π3
4

و π
12

)عبارتانداز , )π0 جوابه�ایواقعدربازۀ

نیست،زیراباعثصفرشدنمخرجکسردرمعادلۀاصلیمیشود)توجهکنید

بهوجودآمدهاس�ت(. xcos2 دراثرض�ربکردنمعادلهدر x π=3
4

ک�ه

)برابریکاست. , )π0 پستعدادجوابهادربازۀ

6651 .با 1نیزگ 1 xcos = 13
4

ی�ا xsin = 3
4

توج�هکنی�دکه  2

دو xsin = 3
4

،معادلۀ y= 3
4

وخط y xsin= توجهبهنم�ودارتابع

)دارد. , )π0 2 جوابدربازۀ

،معادلۀ y= 13
4

وخ�ط y xcos= همچنی�نب�اتوج�هب�هنم�ودارتاب�ع

)دارد. , )π0 2 دوجوابدربازۀ xcos = 13
4

هم�انج�وابمعادل�ۀ x( )3 ول�یتوج�هکنی�دک�هیک�یازای�نجوابه�ا

.( ) ( )+ =2 23 13 1
4 4

،زیرا x( )1 )اس�ت , )π0
2

درب�ازۀ xsin = 3
4

)دارد. , )π0 2 بنابراینمعادلۀموردنظرمسئلهسهجوابدربازۀ

6661 راه حل اولمعادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم.توجه 1نیزگ 1  2
. x  x xcos sin cos− =2 2 2 کنیدکه

 x x x x x(cos sin ) cos cos cos− − =− ⇒ =2 2 2

پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x k x x k     k

kx k x x     k

,

,

= π+ ⇒ = π ∈

 π= π− ⇒ = ∈

2 2 2

22 2
3





نیزمیش�وند،پس kπ2 ش�املجوابهای kπ2
3

واضحاس�تکهجوابهای

هستند. k k  ,π ∈2
3

 جوابهایکلیبهصورت

جوابمعادلهاست،پسگزینههای)3(و)4(ردمیشوند. x=0 راه حل دوم
جوابمعادلهنیست: x=π میشود،اما π ،گزینۀ)1(برابر k=3 بهازای

       sin cos , sin( ) sinπ ππ− π=− −π = =2 2 31 1
2 2



بنابراینگزینۀ)1(همردمیشود.

6671 راه حل اولمعادلهرابهصورتزیرحلمیکنیم: 1نیزگ 1  2



x x x x x x
x x
x x x x x x

kkx k x k

sin sin sin sin cos cos
cos cos
cos cos sin sin cos( )

( )
,

× = ⇒ =

− = ⇒ + =

+ ππ π π= π+ ⇒ = + = ∈

2 4 1 2 4 2 4
2 4
2 4 2 4 0 4 2 0

2 16
2 6 12 12



)رابهدستمیآوریم: , )π0
2

اکنونجوابهایواقعدربازۀ



  k

 x

.¡.¡.—( )

π π π π

0 1 2 3

5 7
12 4 12 12

تعریف xtan2 قابلقبولنیس�ت،زیراب�هازایآن x π=
4
توج�هکنی�دکه

)دارد. , )π0
2

نشدهاست.پسمعادلهدوجوابدربازۀ



فصل دوم: آزمون ها
)102(

راه حل دومتوجهکنیدکه



xx x x
x

x x x x

kx x k x

kx x k x

tantan tan tan
tan

tan tan tan tan

tan tan

tan tan( )

= ⇒ × =
−

= − ⇒ = ⇒ =±

π π π π = ⇒ = π+ ⇒ = +


π π π π = − ⇒ = π− ⇒ = −


2

2 2 2

2 22 4 1 2 1
1 2

32 2 1 2 3 2 1 2
3

2 2
6 6 2 12

2 2
6 6 2 12



)رامییابیم. , )π0
2

اکنونجوابهایواقعدربازۀ

k k

k kx x
                 

(.¡.¡.ù) (.¡.¡.ù)

π π π π π π π π= + = −

0 1 1 2

7 5 11
2 12 12 12 2 12 12 12

)دارد. , )π0
2

بنابراینمعادلهدوجوابدربازۀ

راه حل سوممعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:

 x x xtan cot tan( )π= = −2 4 4
2



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 kx k x x k x k  ,π π π π= π+ − ⇒ = π+ ⇒ = + ∈2 4 6
2 2 6 12

 

هستند. x π=5
12

و x π=
12

)بهصورت , )π0
2

جوابهایواقعدربازۀ

6681 کمک 1نیزگ 1 x x xcos cos sin= −2 22 ازاتح�ادمثلثاتی  4

میگیریمومعادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم:


x  x  x x
x  x
x x x x x x
x x

cos sin cos sin
cos sin
cos sin (cos sin )(cos sin )
cos sin

− = −
+
− = − +
+

2 2



ضربمیکنیم x  xcos sin+ طرفینمعادلهرادر



x x x x x x

x x

x x

(1)

(2)

cos sin (cos sin )(cos sin )

cos sin

(cos sin )

− = − +

− =


+ =

2

2

0

1

بهدستمیآید: [ , ]π0 ازمعادلۀ)1(جوابهایزیردربازۀ

 x x xcos sin π= ⇒ =
4


بهدستمیآید: [ , ]π0 ازمعادلۀ)2(جوابهایزیردربازۀ

 x

x   

x x kx x x x

kx   k x x x    

sin

[ , ]

sincos sin sin cos

, , ,∈ π

= ⇒ = π+ + = ⇒

π π= ∈ → = = =π

2 2

2

0

2 0 22 1

0
2 2







است. π7
4

برابر [ , ]π0 پسمجموعجوابهایواقعدربازۀ

6691 راه حل اولمعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3



x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x

x x x x

x x x x x x x

(sin cos )(sin sin cos cos ) sin

(sin cos )( sin cos ) sin

sin sin cos cos sin cos sin

cos ( sin sin cos )

cos (cos sin cos ) cos (cos sin )

+ − + =

+ − =

− + − =

− + − =

− = ⇒ − =

2 2

2 2

2

2 2

1

1 0

0 0



بهصورتزیرهستند: [ , ]π0 2 بنابراینجوابهایمعادلهدربازۀ


x x

x x x

cos ,

cos sin ,

π π= ⇒ =

π π= ⇒ =

30
2 2

5
4 4



چهارجوابدارد. [ , ]π0 2 پسمعادلهدربازۀ
راه حل دوممعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:

x x x x x x

x x x x x x

x x
x x x

x x x

sin cos sin sin sin cos

sin ( sin ) cos sin cos cos

cos ,
cos (sin cos )

sin cos ,

+ = ⇒ − − =

− − = ⇒ − =

π π = ⇒ =− = ⇒
π π = ⇒ =

3 3 3 3

2 3 2 3

2

0

1 0 0

30
2 20

5
4 4

چهارجوابدارد. [ , ]π0 2 پسمعادلهدربازۀ

6701 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2


x  

x x x x

x x x x
x

x x x x

x x

cos

tan sin tan ( sin )

sin cos sin cos
cos

cos cos cos cos

(cos )( cos )

≠

= − ⇒ = −

= → =

− = ⇒ + − =

+ − =

2 2 2 2

2 02 2 4
2

2 4 4 2

2 2

2 2 2 1

2 2

1 2 2 1 0

1 2 1 0



،بنابراین xcos + ≠2 1 0 چون

 x x x x k kcos cos cos ,π= ⇒ = ⇒ =± ⇒ = π± ∈2 2 1 22 1
2 2 4



6711 ابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  4



x x x x

x x x x

x x x x x x x

sin ( sin ) cos ( cos )

sin cos cos sin

sin cos (cos sin ) sin (cos sin )

− − − =

− =

− = ⇒ − =

2 2

2 2

1 1 0

0

10 2 0
2



بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند:


kx x k x k

x x x k k

 

 

sin ,

cos sin ,

π= ⇒ = π⇒ = ∈

π= ⇒ = π+ ∈

2 0 2
2

4







و π
4
، π2 ، π3

2
، π ، π

2
عبارتاندازصفر، [ , ]π0 2 جوابهایواقعدربازۀ

. π13
2

کهمجموعآنهابرابراستبا π5
4



)103(

6721 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 x x x x( ) ( )π π π π π π+ − − = ⇒ − = + −7 7
9 18 2 18 9 2



بنابراینمعادلهبهصورتزیرسادهمیشود



x x

x x

x x

x x x

sin ( ) sin ( ( ))

sin ( ) cos ( )

cos ( ) cos ( )

cos ( ) cos( ) sin( )

π π π+ + − + + =

π π+ + + =

π π− + + + =

π π π+ = ⇒ + =± ⇒ + =

2 2

2 2

2 2

2

2 2
9 2 9

2 2
9 9

1 2 2
9 9

1 1 0
9 9 9



بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیراست:

 x k x k  k  ,π π+ = π⇒ = π− ∈
9 9

 

6731 معادلهرابهصورتزیرس�ادهمیکنیم.توجهکنیدکهاز 1نیزگ 1  3
استفادهمیکنیم. cos cos sinα= α− α2 22 اتحادهایچاقولاغرو

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x

(cos sin )(cos sin cos sin ) cos sin

(cos sin )( sin cos ) (cos sin )(cos sin )

(cos sin )( sin cos sin cos )

(cos sin )( sin )( cos )

− + + = −

− + − − + =

− + − − =

− − − =

2 2 2 2

1 0

1 0

1 1 0

بهصورتزیرهستند: [ , ]π0 2 بنابراینجوابهایواقعدربازۀ


x x x

x x x x     

cos sin ,

sin , cos ,

π π= ⇒ =

π= ⇒ = = ⇒ = π

5
4 4

1 1 0 2
2



پسمعادلهدراینبازهپنججوابدارد.

6741 دوطرفمعادلۀدادهش�دهرابهتواندومیرس�انیمواز 1نیزگ 1  2
استفادهمیکنیم. x x xsin cos sin=2 2 اتحاد



x x x x x

x k x k k
x

x k x k k

  

  

(sin cos sin cos ) ( sin )

,
sin

,

+ + = ⇒ + =

π π = π+ ⇒ = π+ ∈= ⇒
π π = π+π− ⇒ = π+ ∈



2 22 2 3 2 1 2 3

2 2
1 6 122
2 52 2

6 12





اس�ت،پس π5
12

و π
12

، k=0 ب�هازای  ( , )π0 جوابه�ایمعادل�هدرب�ازۀ

است. π
2
مجموعجوابهابرابر

6751 نتیجهمیشود 1نیزگ 1 xcos( sin )π =−2 1 از  2

 x k x k ksin sin ,π = π+π⇒ = + ∈12 2
2



را −1 نتیجهمیش�ودکهkمیتواندمقادیرصفرو xsin− ≤ ≤1 باتوجهبه1
بهصورتزیرهستند: [ , ]π0 2 داشتهباشد.بنابراینجوابهایمعادلهدربازۀ


k x x x

k x x x

sin ,

sin ,

π π= ⇒ = ⇒ = =

π π=− ⇒ =− ⇒ = =

1 50
2 6 6

1 7 111
2 6 6
. π4 پسمجموعجوابهابرابراستبا

6761 راه حل اول معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2

x x x x

x x

x
x

x

sin cos sin cos sin cos sin cos

sin cos sin cos

sin
sin
cos cos

tan tan

π π π π+ = −

π π=

π

=
π

π=

3 3
12 12 12 12

4 2
12 12

2
12

12

2
12

معادلۀفوقدو y tan π=2
12

وخط y xtan= باتوجهبهنمودارتابعهای

)دارد. , )π0 2 جوابدربازۀ

رادر y xsin( )π= −3
12

و y xsin( )π= +
12

راه حل دومنمودارتابعهای

)رس�ممیکنیموتعدادنقاطبرخوردآنه�ارامییابیم.باتوجهبه , )π0 2 ب�ازۀ

شکلزیرمعادلۀموردنظردوجوابدارد.

6771 ابتدامعادلهراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2

x x

x x x x

x x

x

x x

cos( )cos( )

(cos sin )(cos sin )

( ) (cos sin )

cos

cos cos cos

π π+ − =−

× − × × + × =−

− =−

=−

π=− ⇒ =

2 2 2

1
4 4 4

2 2 2 2 1
2 2 2 2 4

2 1
2 4

1 12
2 4

1 22 2
2 3

پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

x k x kπ π= π± ⇒ = π±22 2
3 3



فصل دوم: آزمون ها
)104(

6781 معادلهرابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2



x
x x x
x x

x x

kx k x x k x k

tan tan
tan tan tan
tan tan tan

tan( ) tan( )

,

π−
− = ⇒ =
+ π+

π− =

π π π π= π+ − ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

1 42 2
1 1

4

2
4

2 3
4 4 3 12



رابهدستمیآوریم: [ , ]π0 2 جوابهایواقعدربازۀ



k

x

(.¡.¡.ù) (.¡.¡.ù)

π π π π π π

0 1 2 3 4 5

5 3 13 17 7
12 12 4 12 12 4



جوابمعادلهنیس�تندزی�رابهازایای�نمقادیر π7
4

و π3
4

توج�هکنی�دک�ه

دارد. [ , ]π0 2 تعریفنمیشود.پسمعادلهچهارجوابدربازۀ xtan2

6791 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم 1نیزگ 1  4


x x x x
x x x x
x x x x x x

tan tan tan tan
tan tan tan tan

tan( ) tan( ) tan tan

− +=
+ −

− = + ⇒ =

3 5
1 3 1 5

3 5 2 6


بنابراینجوابکلیمعادلهبهصورتزیراست

 kx k x x k  ,π= π+ ⇒ = ∈6 2
4

 

)ق�رارداردکهقابلقبولنیس�تزیراباعثصفر , )π0
2

درب�ازۀ x π=
4
فق�ط

میش�ود.بنابرای�نمعادل�هدربازۀ x x
x x

tan tan
tan tan

+
−

1 3
1 5

ش�دنمخرجکس�ر

)جوابندارد. , )π0
2

6801 ودر 1نیزگ 1 x
t

cot =1 ،آنگاه t xtan= اگ�رف�رضکنی�م  3

درمیآید.اگردوطرفمعادلهرادرtضرب kt
t

+ =3 2 نتیجهمعادلهبهصورت

 t k t t t k+ = ⇒ − + =2 23 2 3 2 0 کنیم،معادلهبهصورتزیردرمیآید:

 k k∆= − ≥ ⇒ ≤14 12 0
3

معادلۀفوقباشرطمقابلجوابدارد:

ج�وابمعادلۀدرج�ۀدومفوقباش�د.دراینصورت t1 اکن�ونف�رضکنید
ج�وابداردودرنتیجهمعادلۀاصلینی�زجوابخواهد x ttan = 1 معادل�ۀ

. k≤1
3
داشت.پسکافیاست

6811 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

A
cos( ) cos( )

sin cos
sin( ) sin( ) sin sin

sin cos cot
sin

π+θ − π+θ
θ+ θ= =

π−θ − π+θ θ+ θ

θ+ θ= = + θ
θ

3
2

3
1 1

2 2 2

ریاضی - 91 . A
tan /

= + = + =
θ ×

1 1 1 1 3
2 2 2 2 0 2

بنابراین

6821 و 1نیزگ 1  tan
cos

+ α=
α

2
2

11 اتحاده�ای از  4

استفادهمیکنیموعبارترابهصورتزیرمینویسیم: cot
sin

+ α=
α

2
2
11

( tan )( cot ) cos sin sin cos

sin cos cos cos cos ( cos )

×
+ θ + θ θ θ θ θ= =
− θ− θ θ− θ θ − θ

2 2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 2

1 1 1
1 1

1 1

استفادهمیکنیم: sin sin cosα= α α2 2 اکنونازاتحاد

sin
sin cos sinsin

−= = = θ
θ θ θθ

4
4 4 44

1 1 16 16 2
1 22

16
خارج از کشور ریاضی - 91 

6831 ازنموداردادهش�دهمش�خصاس�تکهس�هبرابردورۀ 1نیزگ 1  1
برابر1است: y a b xsin( )= π تناوب،برابر3است،پسدورۀتناوبتابع

 b
b b| | | |
π = ⇒ = ⇒ =±
π

2 21 1 2 

a a| |= ⇒ =±3 3 ازطرفدیگرحداکثرمقدارتابعبرابر3است.پس 

باتوجهبهنمودارکهدرشروعبهصورتنزولیاست،دوحالتزیرقابلقبولاست:
a

y x
b

a
y x

b

sin( )

sin( )

= ⇒ = − π
=−
=− ⇒ =− π
=

3
3 2

2

3
3 2

2

خارج از کشور ریاضی - 92 است. −6 برابر ab درهردوحالتمقدار

6841 اس�تفاده 1نیزگ 1  cot tan cotα− α= α2 2 اتح�اد از  2

،آنگاه xα=
2
میکنیم.اگر

 x x x
x

tan cot cot
tan

−− =− =− = =−2 2 32
2 2 4 2

3



تجربی - 96 

6851 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

x x  

x x x x

x x x

cos( ) cos( )

cos cos sin sin cos cos sin sin

cos cos cos cos

π π+ + −

π π π π= − + +

π= = × =

3 3

3 3 3 3
12 2

3 2

. x xcos cos= − = × − = − =−2 4 8 12 2 1 2 1 1
9 9 9

و xcos =2
3
بنابراین

تجربی -93 

6861 راحسابمیکنیم: 1نیزگ 1 tanα ابتدامقدار  2

 

tan( ) tan
tan tan(( ) )

tan( )tan

+α−β + β
α= α−β +β = = = =

− α−β β −

1 31
2 2 3

1 1 11
2 2

( )tansin /
tan

αα= = = =
++ α2

2 32 62 0 6
1 9 101

اکنونمیتواننوشت:

تجربی - 94 



)105(

6871 کافیاس�تصورتومخرجبرابرباش�ندبهش�رطیکه 1نیزگ 1  4
مخرجصفرنباشد:


k

x x x x

x k x x

k x x k

k

x

¡.¡.—)

  

(.

sin cos( ) sin sin

,

π= + ⇒ =

= π+ ⇒ = π

π π= π+π− ⇒ = + ∈






3

3 2
2 4

3 3
2

3 2





مخرجکسرصفرمیشود،پساینجوابغیرقابلقبولاست x k= π بهازای

خارج از کشور تجربی - 93 است. kx π π= +
2 4

وجواب

6881 x 1نیزگ 1 x xcos cos cos( )=− = π−3 معادلهرابهصورت  1
نوشتهوحلمیکنیم:

kx k xx k x
x k x x k x k

π π = π+π⇒ = += π+π−  ⇒ = π−π+ π  = π−π⇒ = π−


4 23 2 2 4
3 2 2 2

2

غیرقابلقبولاس�ت.پسجواب x k π= π−
2
،جواب xcos ≠0 باتوجهبه

خارج از کشور تجربی - 94 است. kπ π+
2 4

کلی

6891 .درادامهمعادلهرا 1نیزگ 1 π π π+ =3
8 8 2

ابت�دادقتکنیدک�ه  1

بهصورتزیرسادهمیکنیم:

x x x x

x k
x x

x k

     

sin( ) cos( ) sin( ) cos( ( ))

sin( ) sin( )

π π π π π+ + − = + + − + =

π π + = π+π π+ = ⇒ + = ⇒
π π + = π+π−



3 1
8 8 8 2 8

2
1 8 62 1

8 8 2 2
8 6

بهصورتزیرهستندکهمجموعآنهابرابر [ , ]π0 2 پسجوابهایمعادلهدربازۀ

  x       x  x x  ,π π π π π π= − = − ⇒ + =π− =1 2 1 2
5 3

6 8 6 8 4 4
است: π3

4
خارج از کشور ریاضی - 95 

6901 ،متممزاویۀxاست،پس 1نیزگ 1 xπ−
2

زاویۀ  4



x x x x

x x x x

kx k x x      x k x x k

sin cos( ) sin sin

sin sin sin sin( )

, ( )

π+ − = ⇒ + =

=− ⇒ = −

π= π− ⇒ = = π+π+ ⇒ = + π

2 0 2 0
2

2 2

22 2 2 2 2 1
3



. π و π2 ، π4
3

، π2
3

عبارتانداز0،  [ , ]π0 2 بنابراینجوابهایمعادلهدربازۀ

خارج از کشور تجربی - 96 است. π5 مجموعاینجوابهابرابر

6911 استفادهمیکنیم. 1نیزگ 1  sin sin cosα= α α2 2 ازاتحاد  1
ابتدادوطرفعبارتدادهشدهرابهتواندومیرسانیم:


(sin cos ) sin cos sin cos

sin sin

α− α = ⇒ α+ α− α α=

− α= ⇒ α=

2 2 21 12
4 4

1 31 2 2
4 4



. cos( )π− α =−3 32
2 4

،بنابراین cos( ) sinπ− α =− α3 2 2
2

چون

تجربی - 95 

6921  1نیزگ 1 020 عب�ارترابرحس�بنس�بتهایمثلثات�یزاوی�ۀ  3
مینویسیم:

A sin( ) sin( ) cos sin

cos( ) cos( ) cos sin

− + − − −= =
+ − + − +

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
270 20 720 20 20 20
540 20 90 20 20 20

تقسیممیکنیم: cos 020 سپسصورتومخرجرابر

A

cos sin
tancos

cos sin tan

cos

− − −− −
− −= = = = =

−− + − + − +

0 0

00

0 0 0

0

20 20 2 71
1 20 720 5 5

2 3 320 20 1 20 1
5 520

خارج از کشور تجربی - 94 

6931 باتوجهبهش�کلحداکث�رمقدارتابعبرابر1اس�ت،این 1نیزگ 1  4

،پس bxcos( )π+ =−1
2

مقدارزمانیبهدستمیآیدکه

 a a+ = ⇒ =−2 1 1 

.باتوجهبهش�کل y bx bxcos( ) sin( )π=− − + =− +1 2 1 2
2

درنتیج�ه

است.بنابراین π π π− =13 2
18 18 3

دورۀتناوبتابعبرابربا

 b
b| |
π π= ⇒ =±2 2 3

3


بهصورتصعودیش�روع y bxsin( )=− +1 2 نم�ودارتابع x π>
18

برای

ومقدار y xsin( )=− +1 2 3 قابلقبولاس�ت،یعن�ی b=3 میش�ود،پس

ریاضی - 95 . − + =1 3 2 برابراستبا a b+

6941 ،پس 1نیزگ 1 x x xsin cos sin( )π− = −2
4

چون  3



  sin( )cos sin

sin cos sin cos sin

sin

sin

− −−− = =

= =

0 00 0

0 0 0 0 0

0

0

2 15 451 1 15 15
115 15 15 15 30
2

2 2 30 2 2
30



ریاضی - 96 

6951 رابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1 tan α2 راه حل اولابتدا  1
tantan
tan

tan tan
tan( )

tan tan

α ×α= = =−
−− α

− − −α− βα−β = = = =−
+ α β −+ ×

2
2 2 2 42

1 4 31
4 1 5

2 3 3 32 3
1 2 4 1 51

3 3 9
رابهدستمیآوریم: tan( )α−β راه حل دومابتدا

tan tan
tan( )

tan tan

tan tan( )
tan( )

tan tan( )

−α− βα−β = = = =
− α β +

α+ α−β +α−β = = = =−
− α α−β − × −

1 52
3 3 1

1 2 51
3 3

2 1 32 3
1 1 2 1 1

خارج از کشور تجربی - 93 



فصل دوم: آزمون ها
)106(

6961 اتح�اد 1نیزگ 1 و م�زدوج اتح�اد از اس�تفاده ب�ا  4
معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: cos cos sinα= α− α2 22



x x x x

x x x

x x

(sin cos )(sin cos ) sin ( )

sin cos sin cos

cos cos cos

π− + = π+

π− = ⇒− =

π=− ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2 2
4

12
4 2

1 22 2
2 3



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 x k x kπ π= π± ⇒ = π±22 2
3 3


تجربی - 92 

6971 معادلهرا 1نیزگ 1 x xcos cos= −22 2 بااس�تفادهازاتحاد1  3
سادهمیکنیم:



x xx x x
x x

x x x x

x x

cos sincos ( sin ) cos
sin cos

( cos ) cos cos cos

( cos )( cos )

= + = +

− = + ⇒ − − =

+ − =

2 2

2 2 4 4 1

2 2 1 4 1 4 4 3 0

2 1 2 3 0

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

     x x x k.¡.¡.—)(cos c, os − π= = ⇒ = π±3 1 22
2 2 3



خارج از کشور ریاضی - 92 

6981  1نیزگ 1 cos cos sinα= α− α2 22 اتح�اد از اس�تفاده ب�ا  2
معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم.

 x x x x x(cos sin ) cos cos cos− − =− ⇒ =2 2 2 
پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x k x x k

kx k x x

= π+ ⇒ = π

 π= π− ⇒ =

2 2 2

22 2
3



نیزمیشود،پسجوابهای kπ2 شاملجواب kπ2
3

واضحاس�تکهجواب

تجربی - 91 هستند. kπ2
3

کلیبهصورت

6991 و 1نیزگ 1  cos cosα= α−22 2 1 اتحاده�ای از  1
اس�تفادهمیکنی�م.ابتدامعادل�هرابهصورتزیر sin sin cosα= α α2 2

مینویسیم:
x x x x x

x x x x

( cos ) sin cos cos sin

cos sin cos cos( )

− + = ⇒ + =

π=− ⇒ = +

22 1 2 0 2 2 0

2 2 2 2
2

پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:


x k x k

kx k x x

 (.¡.¡.ù)
π = π+ + ⇒ =−


π π π = π− − ⇒ = −

12 2 2
2 4

2 2 2
2 2 8



 x xcos sin=−2 2 راه حل دومبرایبهدستآوردنجوابهایکلیمعادلۀ
kx k xπ π π= π− ⇒ = −2

4 2 8
بهکمکدایرۀمثلثاتیمتوجهمیشویم:

تجربی - 94 

7001 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  3


x x x x x x

x
x x x x x x

sin cos cos sin cos cos
cos

sin cos sin sin (cos sin )

= + ⇒ = −
−

= ⇒ − =

2

2

1 1
1

0


پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 x x k x x x k     sin , cos sin π= ⇒ = π − = ⇒ = π+0 0
4


مخرجکس�رصفرمیش�ود.پسجوابهای x k= π2 دق�تکنیدکهبهازای

هس�تندک�هرویدایرۀمثلثاتیمطابق x k π= π+
4
و x k( )= + π2 1 معادله

خارج از کشور ریاضی - 91 شکلزیرمثلثقائمالزاویهتشکیلمیدهند.

7011 است،پس 1نیزگ 1 π باتوجهبهشکلدورۀتناوبتابعبرابر  3

 b
b

| |
| |
π=π⇒ =2 2 

.باتوجهبهآنکهتابعدر a| |=1
2
اس�ت،پس /1 5 بیش�ترینمقدارتابعبرابر

شروعازمبدأیکروندنزولیداردبایدaوbمختلفالعلامتباشند.اگرفرض

،آنگاه b=−2 و a=1
2
کنیم

 y x ysin( ) ( )π= + − − ⇒ =1 31 2 0
2 6 4



،پساینحالتغیرقابلقبولاست. y( ) /< <1 0 1 5 اماباتوجهبهنمودارتابع

خارج از کشور ریاضی - 95 . a b+ =3
2
،یعنی b=2 و a=− 1

2
بنابراین

7021 تانژانتهارابرحسبسینوسوکسینوسمینویسیم: 1نیزگ 1  4
sin sincos ( )
cos cos

sin cos sin coscos ( )
cos cos

cos sin( ) cos sin cos cos

cos cos cos cos cos cos

cos sin sin cos

cos sin

+

+=

× +
= = =

= = =

0 00
0 0

0 0 0 00
0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

70 1050
70 10

70 10 10 7050
10 70

50 70 10 50 80 50 10
10 70 10 70 10 70

50 40 2 20 20
70 20

cos
sin

=
0 0

0
2 20

20



ریاضی - 85 

7031 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2

 xtan tan π= =2 3
3


بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 kx k x  k     ,π π π= π+ ⇒ = + ∈2
3 2 6

 

خارج از کشور تجربی - 91 



)107(

7041 معادل�ۀدادهش�دهراب�ااس�تفادهازاتحاده�ایمثلثاتی، 1نیزگ 1  1
بازنویسیکردهوآنراحلمیکنیم:



x x x x

x x x

x x x k

x   ( ¡.¡.—).

sin cos ( cos ) cos

cos cos cos

cos cos cos

cos

+ = ⇒ − + =

− ± +− + + = ⇒ =
−

π π =− ⇒ = ⇒ = π±

 =

2 2

2

2 3 0 2 1 3 0

3 9 162 3 2 0
4

1 2 22
2 3 3

2



تجربی - 95 

7051  1نیزگ 1 x xcos cos= +22 2 راه حل اولباتوجهبهاتحاد1  3
معادلهراسادهمیکنیم:



x x x x

x x

x k x k  k     

cos cos cos cos

cos cos cos

,

+ = ⇒ + + =

π=− ⇒ =

π π= π± ⇒ = π± ∈

22 2 0 2 2 1 0

1 22 2
2 3
22 2
3 3





معادلهراسادهمیکنیم: x xcos cos= −22 2 راه حل دوم باتوجهبهاتحاد1



x x x x x

x x k  k
x

x x k  k

     

     

cos cos cos cos cos

cos cos ,
cos

cos cos ,

+ = ⇒ − + = ⇒ =

π π = = π± ∈  =± ⇒ ⇒ 
π π = = π± ∈  

2 2 2 22 2 0 2 1 2 0 4 1

2
1 3 3
2 2 22

3 3







تجربی - 96 هستند. k ππ±
3
اینجوابهاهمان

7061 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  4

x x x x x
x

tan tan cot tan tan( )
tan

π= ⇒ = ⇒ = −13 3 3
2

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 kx k x x k x  k     ,π π π π= π+ − ⇒ = π+ ⇒ = + ∈3 4
2 2 4 8

 

توجهکنیدکهجوابهایبهدستآمدهدردامنۀتعریفعبارتهایمعادلهقرار

مقادیریتعریفشدههستند. ktan( )π π+3 3
4 8

و ktan( )π π+
4 8

دارندو

تجربی - 97 

7071 میدانیم 1نیزگ 1  3

 x x xsin cos sin( )π+ = +2
4



پسمیتواننوشت:



x x x x x x

x k x x k
x x

kx k x  x

sin cos sin( ) sin cos sin( )

sin sin( )

π π= + ⇒ = +

π π = π+ + ⇒ = π+π= + ⇒
π π π = π+π− − ⇒ = +

2 2 2 2
4 4

2 2 2
4 42

4 22 2
4 3 4



رانیزدرخ�وددارد،زیرا k ππ+2
4
جواب kπ π+2

3 4
واضحاس�تکهج�واب

کاف�یاس�تمقادی�رkرامض�رب3انتخ�ابکنیم.پ�سجوابکل�یمعادله

ریاضی - 92 است. kπ π+2
3 4

بهصورت

7081 معادلهرابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2



x
x x x
x x

x x x k x

kx k x

tan tan
tan tan tan
tan tan tan

tan( ) tan( )

π−
− = ⇒ =
+ π+

π π− = ⇒ = π+ −

π π π= π+ ⇒ = +

1 43 3
1 1

4

3 3
4 4

4
4 4 16



خارج از کشور ریاضی - 94 

7091 ابتدامعادلهراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1



x x  

x   x x x

x x x

x x

cos( )cos( )

(cos sin )(cos sin )

( ) (cos sin ) cos

cos cos cos

π π+ − =

× − × × + × =

− = ⇒ =

π= ⇒ =

2 2 2

1
4 4 4

2 2 2 2 1
2 2 2 2 4

2 1 1 12
2 4 2 4

12 2
2 3

پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:

 x k x kπ π= π± ⇒ = π±2 2
3 6



خارج از کشور تجربی - 95 

7101 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  4



x x x x

x x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x

sin sin sin( )

sin sin sin cos sin cos

sin ( cos ) sin ( cos )

sin ( cos ) sin cos ( cos )

sin ( cos cos cos )

sin cos ( cos ) sin ( cos )

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ − + + =

+ = ⇒ + =

2 2

2 2 0

2 2 2 0

1 2 2 1 0

1 2 2 1 0

1 2 1 2 2 0

2 2 1 0 2 2 1 0



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


kx x k x   

x x k

(.¡.¡.ù)sin

cos

π = ⇒ = π⇒ =


π =− ⇒ = π±

2 0 2
2

1 22
2 3



خارج از کشور ریاضی - 96 

7111 ) 1نیزگ 1 , )0 0 ابت�داتوجهکنی�دکهچوننم�ودارتاب�عازنقطۀ  1
گذشتهاست،پس

 a b a b     (1)cos( )= + = +0 0 

نزولی x=0 ازط�رفدیگر،چونتابعکس�ینوسدرهمس�ایگیراس�تنقطۀ
صعودیاست،پس x=0 اس�ت،اماتابعموردنظردرهمس�ایگیراستنقطۀ
bع�ددیمنفیاس�ت.درنتیجه،چونبیش�ترینمقدارتابعم�وردنظربرابر4

است،پس
 a b     (2)= −4 
. b=−2 ازتساویهای)1(و)2(نتیجهمیشود

 ریاضی - 97



فصل دوم: آزمون ها
)108(

7121 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

cos( ) cos( )

cos cos sin sin cos cos sin sin

sin sin sin

π π−α − +α

π π π π= α+ α− α+ α

π= α= α

4 4

4 4 4 4

2 2
4

ازطرفدیگر،

 cos sin sinα= ⇒ α+ = ⇒ α=2 27 7 21
3 9 9



ودرنتیجه sinα=− 2
3

αدرربعچهارماست،پس چون

 cos( ) cos( ) ( )π π−α − +α = − =−2 22
4 4 3 3



خارج از کشور تجربی - 96 

7131 ازرابطۀدادهشدهنتیجهمیشود: 1نیزگ 1  3

tan tan
tan
tantan tan

tan tan tan tan

π− α
− α= ⇒ =

π + α+ α

+ α= − α⇒ α= ⇒ α=

1 1 14
5 1 51

4
21 5 5 6 4
3

tantan /
tan

×
αα= = = =

− α −
2

22
2 1232 2 4

4 51 1
9

بنابراین

خارج از کشور ریاضی - 88 

7141 ابت�داتوج�هکنیدکهبرایتعریفش�دنعبارتس�مت 1نیزگ 1  2
چپمعادلهلازماستکه

 x x x kcos cos+ ≠ ⇒ ≠− ⇒ ≠ π+π1 0 1 2 
باشرطفوقمعادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم:

 x x x x x xsin sin sin sin sin sin( )+ = ⇒ =− ⇒ = −3 2 0 3 2 3 2 
بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:


kx k x x k

x k x x k   (.¡.¡.ù)

,π = π− ⇒ = ∈

 = π+π+ ⇒ = π+π

23 2 2
5

3 2 2 2





خارج از کشور تجربی - 97 

7151 ازاتحادهای 1نیزگ 1  3

       sin sin cos , cos cos sinα= α α α= α− α2 22 2 2 
واتحادمزدوجبرایسادهکردنمعادلهاستفادهمیکنیم:


x x x x x x

x x x x x

sin cos (sin cos )(sin cos )

sin cos cos cos ( sin )

= − +

=− ⇒ + =

2 2 2 2

1
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 1 0





kx x k x

x k  x k  
x

x k x k

cos

sin

π π π = ⇒ = π+ ⇒ = +
 π π= π− = π−   − = ⇒ ⇒  π π = π+ = π+   

2 0 2
2 2 4

2 2
1 6 122

2 7 72 2
6 12

 π7
12

و π11
12

، π3
4

، π
4
عبارتانداز [ , ]π0 پ�سجوابه�ایمعادلهدربازۀ

ریاضی - 95 است. π π=30 5
12 2

کهمجموعشانبرابر

7161 کمک 1نیزگ 1 x x xcos cos sin= −2 22 ازاتح�ادمثلثاتی  2
میگیریمومعادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم:

x x x x x x x

x x x x x x

sin (sin cos ) (cos sin )(cos sin )

(cos sin ) (sin cos sin cos )

+ = + −

= + × + −

2

2 2

2

2

پس
x x x x x x

x x x

sin (sin cos ) (cos sin )( sin )

(cos sin )( sin )

+ = + −

+ − =

2 1 2

2 2 1 0

بهصورتزیرهستند: [ , ]π0 پسجوابهایمعادلهدربازۀ



x x x x k x

x k x k x
x

x k x k x

cos sin tan

sin

π π+ = ⇒ =− ⇒ = π+ ⇒ =

π π π = π+ ⇒ = π+ ⇒ == ⇒ 
π π π = π+ ⇒ = π+ ⇒ =



3 30 1
4 4

2 2
1 6 12 122
2 5 5 52 2

6 12 12



. π5
4

کهمجموعاینسهجواببرابراستبا

تجربی - 93 

7171 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1 xsin ≠0 باشرط  2



x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x

sin( ) sin cos

sin cos sin cos sin cos

sin cos sin cos sin cos

sin cos cos

+ =

+ =

+ =

= ⇒ =

2

2

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 0 2 0



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:

 kx k x k  ,π π π= π+ ⇒ = + ∈2
2 2 4

 

ریاضی - 93 

7181 ابتدامعادلهراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  4



x x x
x x x
x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

sin sin cos
cos cos sin

sin sin sin cos cos cos

sin cos cos cos sin sin

cos cos( ) cos( ) cos

+ =
+
+ = +

− = −

− = + ⇒ π− =

2 2

2 2

2
2
2 2

2 2

2 2 2 3



بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیراست:


kx k x x

x k x x k   (.¡.¡.ù)

π π= π+π− = + ⇒ 
= π−π+  = π−π 

23 2 2
5 5

3 2 2 2


واضحاس�تکهمضاربفردkباعثصفرش�دنمخرجکسردرمعادلۀاصلی

 k k{ ( ) } {( ) }+ π − + π1 2 1 2 1
5

میش�وند.بنابراینگزینۀ)4(بایدبهصورت

ریاضی - 94 نوشتهمیشد.



)109(

7191 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2


x x x x

x x x x x x

x x

sin sin cos( )

sin sin cos cos sin sin

cos cos

= −

= +

=

3 3

3 3 3

3 0



پسجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x x k k

kx x k x k

cos ( )

cos ( )

π π = ⇒ = π+ = +


π π π π = ⇒ = π+ ⇒ = + = +


0 2 1
2 2

3 0 3 2 1
2 3 6 6



نیزهست)کافی k( ) π+2 1
2
شاملجواب k( ) π+2 1

6
واضحاستکهجواب

 k( ) π+2 1
6
مضرب3باش�د(.پسج�وابکلیمعادل�ههمان k+2 اس�ت1

ریاضی - 96 است.

7201 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2



x x x x x

x x x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x x

x x

( sin cos )( sin cos ) sin

( sin cos )( sin cos cos ) cos

sin cos cos cos

cos ( sin cos )

cos ( sin ( sin ) )

cos ( sin sin )

cos ( sin )

= −

=

− =

− =

− − =

− + − =

− − =

2

2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 4 2

2 2 2

2 2 2 2 1

2 4 2

8 2 0

8 2 1 0

8 1 2 1 0

16 8 1 0

4 1 0



بنابراین


x x k k

x x k x k x k

cos

sin ,

π π = ⇒ = π+ = π+


π π π =± ⇒ = π± = π± ⇒ = π±


30
2 6

1 52 2
2 6 6 6



اگ�رانتهایکماننظی�رجوابهایمعادل�هرارویدایرهمثلثاتینش�اندهیم،

نشانداد. k( )+ π2 1
6

بهصورتزیرخواهندبودکهمیتوانآنهارابهصورت

ریاضی - 97 



7211 باشد.یعنی 1نیزگ 1 a a( , )−2 2 عضوبازۀ x=2 کافیاست  4
 a a a a     ,− < ⇒ < > ⇒ >2 2 4 2 2 1 

. a< <1 4 بنابراین

7221 بهدستمیآیدکهبهصورت 1نیزگ 1 x[ ]≠2 دامنۀتابعازشرط  3
 fD ( , ) [ , )= −∞ +∞2 3 مقابلاست:

تعریفنشدهاست. x=3 بنابراینتابعدرهمسایگیچپنقطۀ

7231 ، 1نیزگ 1
x

f x
( )

lim ( )
+→ −

=
1

3 و
x

f xlim ( )
−→

=
2

4 توجهکنیدکه  4

بنابراینمقدارموردنظربرابر7است.

7241 .درنتیجه 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→

=
1

0 توجهکنیدکه  1


x  y

f x f ylim ( ) lim ( )
→ →

+ = =
0 1

1 0 

.بنابراین x +→3
3

،آنگاه x +→9 ازطرفدیگر،اگر


x  t

xf f tlim ( ) lim ( )
+ +→ →

= =
9 3

1
3



بنابراینمقدارموردنظربرابر1است.

7251 . 1نیزگ 1 x[ ]=0 توجهکنیدکهدریکهمس�ایگیچپنقطۀ1،  2
.

x x x
f x x flim ( [ ]) lim ( ) lim

− − −→ → →
= = =

1 1 1
0 2 2 بنابراین

7261 x  1نیزگ 1 f x( ) ( )− +→ − ⇒ →1 2 باتوجهبهنمودار،  4
.

x t
f f x f t

( )
lim ( ( )) lim ( )

− +→ − →
= =−

1 2
2 بنابراین

7271 به 1نیزگ 1 تاب�ع نم�ودار  3
شکلروبهرواست.واضحاستکهتابع
 x=1 و x=0 ، x=−1 درنقطههای

)حدندارد. , )−2 2 ازبازۀ

7281 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


x

x

f x a a

f x a b a b

lim ( ) ( )

lim ( ) ( )

−

+

→

→

= − = −

= − + = − +

5

2

5

2 5 3 10 3

5 5 25 5

،پسهریکازحدهایبالابرابر
x  

f xlim ( )
→

=
5

17 اکنونتوجهکنیدکهچون
17است:


a a

ab
a b b

− = =  ⇒ ⇒ = 
− + = =  

10 3 17 2
4

25 5 17 2

7291 وجوددارد. 1نیزگ 1
x  

f xlim ( )
→ 3

توجهکنیدکهبنابرقضایایحد،  1

 x
x

x x

x
x
f x f x f x

lim( )
lim

( ) lim ( ) lim ( )
→

→
→ →

+
+ = = =3

3
3 3

4
4 7 7

6
ازطرفدیگر،

فصلسوم

فصل دوم: آزمون ها

.بنابراین
x t

f x f tlim ( ) lim ( )
→ →

+ = =
1 3

2 1 6 .همچنین
x

f xlim ( )
→

=
3

6 بنابراین


x

f x
x
( )

lim
→

+
= =

+ +1

2 1 6 2
2 1 2

7301 راحسابمیکنیم: 1نیزگ 1 x=2 حدچپوحدراستتابعدر  2

 x x

x x

f x x x

f x x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= − = − =

= − = − =

2 3

2 2
2 3

2 2

6 24 8 16

3 12 8 4

برابر20است. x=2 بنابراینمجموعحدچپوحدراستتابعدر

7311 ابتدانامعادلهراحلمیکنیم 1نیزگ 1  4
 x x x| |− < ⇒− < − < ⇒− < <1 2 2 1 2 1 3 

)مجموع�ۀجوابه�اینامعادلهاس�تکههمس�ایگینقطۀ , )−1 3 پسب�ازۀ
نیست. x=−2

7321 باتوجهبهشکلمیتواننوشت 1نیزگ 1  2

x a x a

f x a f x a f a a          lim ( ) , lim ( ) , ( )
+ −→ →

= = − =2 2 

 a a a a( )− − = + ⇒ =12 2 3 1
2

بنابراین

7331  1نیزگ 1 x( ) −− →21 0 ،آنگاه x +→1 ابتداتوجهکنیدکهاگر  3

.بنابراین x( ) +− →21 0 ،آنگاه x −→1 واگر


x x t t

f x f x f t f tlim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
+ − − +→ → → →

− − − = − = − =2 2

1 1 0 0
1 1 3 1 2

7341 . 1نیزگ 1 x  x| |=− و x[ ]=−1، درس�متراس�تنقط�ۀ1−  3

.
x x x

x xf f f x
x( ) ( ) ( )

| |
lim ( ) lim ( ) lim ( )

[ ]+ + +→ − → − → −

−= = =−
−1 1 1

1
1

بنابراین

7351 چون 1نیزگ 1  4
x f x x f x( ) ( ) , ( ) ( )+ + − −→ ⇒ → − → − ⇒ →1 1 1 1 

میتواننوشت

x t

x t

fof x f t

fof x f t
( )

( )

lim ( )( ) lim ( )

lim ( )( ) lim ( )

+ +

− −

→ → −

→ − →

= =−

= =
1 1

1 1

1

1


.
x x

fof x fof x
( )

lim ( )( ) lim ( )( )
+ −→ → −

− =− − =−
1 1

1 1 2 بنابراین

7361 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


x x x f x

x x x f x

[ ] [ ] ( )

[ ] [ ] ( )

∈ ⇒ − =− ⇒ =

∉ ⇒ − =− − ⇒ =−

0

1 1






  

  ( , )−3 3 بنابرایننمودارتابعfدربازۀ
ب�هش�کلمقاب�لاس�ت.ب�اتوج�هبه
نم�ودار،تاب�عfدرتمامنق�اطاینبازه

است. −1 حدداردوحدآنبرابر



)111(

7371 و 1نیزگ 1 x=2 ح�ددارد،پسدر ای�نتاب�عدرتمامنقاط  1
نیزحددارد.بنابراینبایدحدچپوحدراستتابعدرهریکازاین x=−2

نقاطبرابرباشند:



x x

x x

x x

x x

f x ax x a

f x x b b

f x ax x a

f x x b b
( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

+ +

− −

→ →

→ →

→ − → −

→ − → −

= + = +

= + = +

= + =− +

= + =− +

3 2

2 2

2 2
3 2

2 2

2 2

8 4

2

8 4

2

بنابراین


a b b a a

ab
a b b a b

+ = + = +  =  ⇒ ⇒ ⇒ =  
− + =− + =− +   =  

18 4 2 8 2
4 1

8 4 2 8 6 4

7381 ،طبققضایایحد 1نیزگ 1
x

f x Llim ( )
→

=
2

اگرفرضکنیم  4


x

f x L L L L
f x L

( )
lim

( )→
= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =−

+ +2

2 23 3 2 3 3 3
1 1

.
x

f x
f x
( ) ( )

lim
( )→

− × − −
= =

−2

2 1 2 3 1 7
3 3

درنتیجه

7391 را 1نیزگ 1 x=−2 ابت�داحدچ�پوحدراس�تتاب�عدرنقطۀ  3
حسابمیکنیم:



x x x

x x x

f x ax x x ax x

a

f x ax x x ax x

a

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

− − −

+ + +

→ − → − → −

→ − → − → −

= + = − +

= −

= + = − +

= −

2 2 2

2 2 2

3 7

14 2

3 6

12 2

 a a a a− + − = ⇒ = ⇒ =1514 2 12 2 11 26 15
26

بنابراین

7401 حساب 1نیزگ 1 x=1ابتداحدچپوحدراستتابعرادرنقطۀ  2
، x −→1 واگر x +→2 2 و x ( )−− → −1 ،آنگاه x +→1 میکنی�م.اگر

.درنتیجه x −→2 2 و x ( )+− → −1 آنگاه

x x x

x x x

f x x m x m m

f x x m x m m

lim ( ) lim [ ] ( ) lim [ ] ( )( )

lim ( ) lim [ ] ( ) lim [ ] ( )( )

− − −

+ + +

→ → →

→ → →

= + + − = + + − =−

= + + − = + + − =−
1 1 1

1 1 1

2 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2

 m m m− =− ⇒ =2 0 درنتیجه
7411 دامنۀتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  3

 x x x x x x x x[ ] [ ]− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒ − ≠ ⇒ ≠ ⇒ ∉2 24 0 4 2 2 0  

fD   ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= − − −2 1 1 0 0 1 1 2   بنابرای�ندامن�ۀتابعبهص�ورت
دردامنۀتاب�عقرارندارندولیهمس�ایگی x=0 و x=±1 اس�ت،پسنق�اط

محذوفآنهادردامنۀتابعقراردارد.

7421 . 1نیزگ 1 t x( ) −= − →1 2 ،آنگاه x −→3 توج�هکنیداگ�ر  1

،آنگاه x +→0 .همچنیناگر
x t

f x f tlim ( ) lim ( )
− −→ →

− = =−
3 2

1 1 بنابراین

.بنابرای�ن
x t

f x f t
 

lim ( ) lim ( )
+ +→ →

+ = =−
0 1

1 2 .بنابرای�ن t x( ) += + →1 1

است. −3 مقدارموردنظربرابر

7431 مقدارهایتابعfنزدیک2 1نیزگ 1 x=0 دریکهمسایگیراست  4
.

x
f x

 

lim [ ( )]
+→

=
0

.بنابراین1 f x[ ( و1=[( f x( ) −→2 وکمترازآنهستند،یعنی

وکمترازآن مقداره�ایتابعfنزدی�ک1− x=0 همچنی�ندریکهمس�ایگیچپ
،

x
f x

 

lim [ ( )]
−→

=−
0

.بنابراین2 f x[ ( و2−=[( f x( ) ( )−→ −1 هس�تند،یعنی

 
x x

f x f x
  

lim [ ( )] lim [ ( )] ( )
+ −→ →

− = − − =
0 0

2 2 2 4 درنتیجه

7441 ابتداضابطۀتابعراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1


x x f x x

x x f x  x x f x x     

[ ] ( )

[ ] ( ) , [ ] ( )

− < < ⇒ =− ⇒ =−

≤ < ⇒ = ⇒ = ≤ < ⇒ = ⇒ =

1 0 1

0 1 0 0 1 2 1


پسنمودارتابعبهش�کلروبهرواس�توتابع
ح�د  ( , )−1 2 ازب�ازۀ x=1فق�طدرنقط�ۀ

ندارد.

7451 ،پس 1نیزگ 1 x>1،دریکهمس�ایگیراس�ت1باش�دxاگ�ر  4
همچنی�ن .

x y
f x f y alim ( ) lim ( )

+ −→ →
− = =

1 1
2 2 نتیج�ه در . x− <2 1

.
x

f x a
f x a
( )

lim
( )+→

−
= =

1

2 2 2 .درنتیجه
x

f x alim ( )
+→

=
1

7461 حددارند،پس 1نیزگ 1 x a= چونتابعهایfوgدر  1

 x a x a x a

x a x a

f x g x f x g x

f x g x

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
→ → →

→ →

− = −

= − =

2 2

2 2

همچنین

 x a x a x a

x a x a

f x g x f x g x

f x g x

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
→ → →

→ →

− = −

= − =

2 3 2 3

2 3 6

،آنگاه
x a

g x Llim ( )
→

= 2 و x a
f x Llim ( )

→
= 1 بنابرایناگر


L L

L L
L L

,
− = ⇒ = =
− =

1 2
1 2

1 2

2 2
6 2

2 3 6

.
x a x a x a

f x g x f x g x L Llim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
→ → →

= × = × =1 2 12 بنابراین

7471 را 1نیزگ 1 x=2 ابت�داح�دچ�پوحدراس�تتاب�عfدرنقطۀ  1
بهدستمیآوریم:

 x x x

x x x

f x x x a x a a

f x b x x b x b

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

lim ( ) lim ( [ ] ) lim ( )

+ + +

− − −

→ → →

→ → →

= + = + = +

= − + = − + =− +
2 2 2

2 2 2

2 2 2 4 2

3 2 3 2 6

حددارد،درنتیجهحدچپوحدراس�تتابعfدر x=2 چونتابعfدرنقطۀ
a b a b a b+ =− + ⇒ + = ⇒ + =4 2 2 6 2 2 2 1 ایننقطهبرابرند:

7481 رس�مشده 1نیزگ 1 y x x= + −2 2 3 درش�کلزیرنمودارتابع  1

، x=−3 .امادرس�متچپ
x

x xlim ( )
→−

+ − =2
3

2 3 0 اس�ت.توج�هکنید

مقداره�ایتاب�عمثبتهس�تند.در
، x=−3 چ�پ س�مت در نتیج�ه
نتیج�ه در . x x[ ]+ − =2 2 3 0

حاصلحدنیزصفرمیشود.



فصل دوم: آزمون ها
)112(

7491 ، 1نیزگ 1
x a

f x Llim ( )
→

= مطاب�ققضیههایمحاس�بۀحد،اگر  3

x a
x a

x a

f xf x L
f x f x L

lim ( )( )
lim

( ) (lim ( ))

→
→

→

= =
+ + +2 2 21 1 1

آنگاه

دربقیۀگزینههاممکناستحدمخرجکسرتابعبرابرصفروحدصورتکسر
برابرصفرنباشدودرنتیجهتابعحدنداشتهباشد.

7501 درنقطههای�یک�همق�دار2xع�ددیصحیحنش�ود،تابع 1نیزگ 1  3
 y x[ ]= 2 حددارد.درنقطههاییکهمقدار2xعددیصحیحشود،تابع y x[ ]= 2

حدندارد.ایننقطههارابهدستمیآوریم


kx k k x

k k k

      ,

{ , , , , }

= ∈ ⇒ =

< < ⇒ < < ⇒ ∈

2
2

0 3 0 6 1 2 3 4 5
2



)حدندارد. , )0 3 پستابعدرپنجنقطهازبازۀ

7511  1نیزگ 1 x( ) −− →31 0 ،آنگاه x +→1 ابتداتوجهکنیدکهاگر  3

.بنابراین x( ) +− →31 0 ،آنگاه x −→1 واگر

x x t t
f x f x f t f tlim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

+ − − +→ → → →
− + − = + = + =3 3

1 1 0 0
1 1 4 2 6

7521 . 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→

=
1

3 ب�اتوجهب�هنم�ودارواضحاس�تکه  1

.ازط�رفدیگ�ردریکهمس�ایگیمحذوف
x

f x[lim ( )] [ ]
→

= =
1

3 3 بنابرای�ن

. f x( ) −→3 مقادی�رتاب�عfنزدی�ک3وکمت�رازآنهس�تند،یعنی x=1
.بنابراین

x x
f xlim[ ( )] lim

→ →
= =

1 1
2 2 ،پس f x[ ( )]=2 بنابرایندراینبازه

x

x

f x

f x

lim[ ( )]

[lim ( )]
→

→

=1

1

2
3

7531 ابتداضابطۀتابعراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1



xxx f x x
x x

xxx f x x
x x

x xx f x x
x x

( )
( )

( )
( )

( )

− −
< ⇒ = + =− −

− −
− −

< < ⇒ = + = −
−

−> ⇒ = + = +
−

2

2

2

10 1
1

10 1 1
1

11 1
1

بنابرای�ننمودارتابعبهش�کلمقابلاس�ت.
حدندارد. x=1 پستابعفقطدرنقطۀ

7541 ممک�ناس�تح�د 1نیزگ 1 x=−2 و x=2 تاب�عfفق�طدر  1
نداشتهباشد.حدچپوحدراستتابعرادرایننقاطحسابمیکنیم:


x x x x

x x

x x

f x x       f x x x

f x x x

f x x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim

+ + − −

+ +

− −

→ → → →

→ − → −

→ − → −

= = = − =

= − =−

= =

2 3

2 2 2 2
3

2 2
2

2 2

4 2 4

2 4

4

حدندارد. x=−2 حدداردولیدر x=2 پستابعدر

7551 .درنتیجهاگرxاز 1نیزگ 1 x x x x( )− = −3 2 1 توجهکنیدکه  1
.بنابراین x x− >3 0 سمتچپبهصفرنزدیکشود،آنگاه


x  t  t  

f x x f t tlim ( ) lim ( ) lim ( )
− + +→ → →

− = = + =3

0 0 0
9 3

7561 راحسابمیکنیم: 1نیزگ 1 x=2 حدچپوحدراستتابعدر  2

 x x

x x

f x ax a

f x x a a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= + = +

= + = +

2

2 2
2

2 2

3 4 3

3 4 3

برابرباشند،یعنی x=2 بایدحدچپوحدراستتابعدر
 a a a+ = + ⇒ =4 3 4 3 1

.
x x x

f x x a xlim ( ) lim( ) lim( )
→ → →

= + = + =2 2
3 3 3

3 3 12 بنابراین

7571 ،آنگاه 1نیزگ 1
x a

f x Llim ( )
→

= اگرفرضکنیم  3


x a

x a
x a

f xf x L
f x f x L

L L L

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
→

→
→

= ⇒ = ⇒ =
+ + +

+ = ⇒ =−

33 31 1 1
4 2 4 2 4 2

4 2 3 2

 x a
x a

x a

f xf x L
f x f x L

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
→

→
→

−= = = =
− − − − −

2 2
3 3 3 2 3 5

بنابراین

7581 در 1نیزگ 1 y x x[ ]= − درتمامنقاطحددارد.تابع y x= تابع  2
 f x x x x( ) ( [ ])= − تمامنقاطغیرصحیححددارد.پسضربایندوتابعیعنی
درتمامنقاطغیرصحیححددارد.درنقاطصحیحغیرصفرحدچپوحدراست
یکس�اننیس�تندپستابعfنیزدرایننقاطحدندارد.ولیدر y x x[ ]= − تابع
برابرصفراست،پسحدتابعfهمبرابرصفراست. y x= چونحدتابع x=0

)حدندارد. , )−2 2 ازبازۀ x=−1و x=1درنقاطfبنابراینتابع

7591 رابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1 x=2 ابتداحدچپوحدراستتابعدر  3

 x x

x x

a af x  x  a
x
a af x  x  

x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + = + = +

= + = +

2
22 2

2
22 2

4 4 4 4
4

3 3 4
4

 a aa a+ + + = ⇒ = ⇒ =3 7 84 4 10 2
4 4 7

بنابراین

7601 حدداش�تهباشد، 1نیزگ 1 x a= در y x f x| | ( )= + اگرتابع  4

حدداشتهباشد.تفاضل x a= بایددر y x| |= آنگاهتفاضلاینتابعوتابع

حدداش�تهباشدو x a= اس�تکهبایددر y f x( )= ایندوتابعهمانتابع
حدندارد. x a= در y x f x| | ( )= + اینخلاففرضمسئلهاست.پستابع

رادرنظربگیرید. xf x x( )
− <

= >

1 0
1 0 برایردگزینههای)1(و)3(،تابع

x  x  x  

xf x
f x
| |

lim| ( )| lim , lim
( )→ → →

= = =
0 0 0

1 1 0 حدندارد،ولی x=0 اینتابعدر

رادرنظ�ربگیری�دک�هدر
x

f x
x

( )

 <
=
 ≥


1 0
3
1 0
2

ب�رایردگزین�ۀ)2(،تاب�ع

.
x x

f x
  

lim[ ( )] lim
→ →

= =
0 0

0 حدنداردولی0 x=0



)113(

7611 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


x x x

x xx x x
x x xx

( )( )
lim lim lim

( )( )→ → →

− ++ − += = =
− + +−

2

21 1 1

1 43 4 4 5
1 1 1 21



7621 اس�ت.توج�هکنیدکه 1نیزگ 1   0
0
ح�دموردنظ�ربهص�ورت  2

.بنابراین x x x x x x x x( ) ( )+ + = + + = +4 3 2 2 2 2 24 4 4 4 2


x  x  x  

x xx x x x
x x

( )
lim lim lim

( ) ( )→− →− →−

++ + = = =
+ +

2 24 3 2 2
2 22 2 2

24 4 4
2 2

7631 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
 x x x x x x x      ( )( ) , ( )( )− = − + + − = − +3 2 28 2 2 4 4 2 2

بنابراین

 x x x

x x xx x x 
x x xx

( )( )
lim lim lim

( )( )→ → →

− + +− + += =
− + +−

+ += =
+

23 2

22 2 2

2 2 48 2 4
2 2 24

4 4 4 3
2 2

7641 .درنتیجه 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→−

=
2

4 ازرویشکلمعلوممیشودکه  3



x x

x

x

f x f x
f x f x

f x f x f x
f x

f x f x

( ) ( )
lim lim

( ) ( )

( ( ) )( ( ) ( ) )
lim

( )

lim ( ( ) ( ) )

→− →−

→−

→−

− −
=

− −

− + +
=

−

= + + = + × + =

3 3 3

2 2

2

2

2 2
2

64 4
4 4

4 4 16
4

4 16 4 4 4 16 48



7651 راازصورتومخرجسادهمیکنیم 1نیزگ 1 x−1یکعامل  3



x x

x

x x

x x x x
x x x x

x x x x

x x x x

x x x x x
x x x x x

lim lim

( )( ) ( )
lim

( )( ) ( )

( )( )
lim lim

( )( )

→ →

→

→ →

− + − − +=
+ − − + −

− + + − −
=

− + + + −

− + − + −= = = =
− + + + +

3 3

3 31 1
2

21

2 2

2 21 1

3 2 1 3 3
3 4 1 3 3

1 1 3 1
1 1 3 1
1 2 2 0 0

61 4 4



7661 میتواننوشت 1نیزگ 1  4

 x x x

x x

x xx x
x x x x x x

x
x x x

( ) | |
lim lim lim

( )
lim lim

( )( )

− − −

− −

→ → →

→ →

− −− + = =
− + − + − +
− − −= = =−
− − −

22

2 2 22 2 2

2 2

2 24 4
3 2 3 2 3 2

2 1 1
2 1 1



7671 چونحدصورتکسرصفراست،بایدحدمخرجآنهم 1نیزگ 1  3
صفرباشد،زیرادرغیراینصورتحدکسربرابرصفرخواهدشد.کهاینطور

.پس b( )≠0 نیست


x

x ax a a alim( )
→

+ + = + + = + = ⇒ =−2
3

3 9 3 3 12 3 0 4 

بنابراین

 x x

x x

x xb
x ax x x
x x x
x x x

lim lim

( )( )
lim lim

( )( )

→ →

→ →

− −= =
+ + − +
− + + += = = =
− − − −

2 2

2 23 3

3 3

9 9
3 4 3

3 3 3 3 3 3
3 1 1 3 1



. a b+ =− + =−4 3 1 بنابراین

7681 ازاتحادمزدوجنتیجهمیشود 1نیزگ 1  2



x x

x x

x  

x xx
x x x

x x

x x x x

x

( )( )
lim lim

( )

( )
lim lim

( ) ( )

lim

→ →

→ →

→

− − + −− − =
+ −

− −
= =

+ − + −

= = =
++ −

3 33

3 3 30 0

3 3

3 3 3 30 0

30

1 1 2 1 1 21 1 2
1 1 2

1 1 2 2
1 1 2 1 1 2
2 2 1

1 11 1 2



7691 بهکمکاتحادمزدوجمعلوممیشود 1نیزگ 1  4

x x

x

x

x

x x x xx x
x x x x x x

x x
x x x x

x
x x x x

x x x

( )( )
lim lim

( )( )
( )

lim
( )( )( )

( )
lim

( )( )( )

lim
( )( )( )

→ →

→

→

→

− − − − + −− − − =
− + − + − + −

− − −
=

− − − + −
− −

=
− − − + −

− − −= = =
+− − + −

2 25 5

5

5

5

1 2 4 1 2 41 2 4
6 5 6 5 1 2 4

1 4 4
1 5 1 2 4

3 5
1 5 1 2 4

3 3 3
4 2 2 161 1 2 4

7701 بهکمکاتحادهایمزدوجوچاقولاغرمیتواننوشت 1نیزگ 1  1

x x

x x

x x x x x
x x x x x
x x x

x x x x x

lim lim( )

lim( ) lim

→ →

→ →

− − + + + += × ×
+ − + − + + + +
− + + + + += × = = =
+ − + ++ + + +

33 3 32

3 38 8 2

3 33 38 82 2

2 2 2 4 1 3
1 3 1 3 1 3 2 4

8 1 3 1 3 3 3 1
1 9 4 4 4 22 4 2 4

7711 است،توجهکنیدکه 1نیزگ 1   0
0 حدموردنظربهصورت  3


x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )

+ + − = + + + + − + −

= + = +

3 3 3 2 3 2

3 2

2 1 2 1 8 12 6 1 8 12 6 1

16 12 4 4 3


بنابراین


x x x

x x x x x
x x

( ) ( ) ( )
lim lim lim( )
→ → →

+ + − +
= = + =

3 3 2
2

0 0 0

2 1 2 1 4 4 3 4 3 3
4 4



7721 است.میتواننوشت 1نیزگ 1   0
0 حدموردنظربهصورت  3

x x

x x

x xx x
x x

x x x x x
x  

( )
lim lim

( )( )
lim lim ( ( ))

( ) ( )

→ →

→ →

−− =
− −

− +
= = +

−

= + =

2 24 2

3 3

2
2

3 3

2

3 33 9
3 3

3 3 3 3 3
3

3 3 3 3 18 3

7731 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )

( )( )

− = − = − + +

− − = − +

4 3 2

2

27 27 3 3 9

6 3 2
بنابراین

 x x

x

x x x xx x
x xx x

x x x
x

( )( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
lim

→ →

→

− + +− =
− +− −

+ + + +
= = =

+ +

24

23 3
2

3

3 3 927
3 26

3 9 3 9 9 9 81
2 3 2 5



فصل دوم: آزمون ها
)114(

7741 میتواننوشت 1نیزگ 1  3


x x x

x x xx x x
x x x x x

( )( )
lim lim lim

( )→ → →

− + +− + += = =
− −

2 4 26 4 2

4 2 2 2 21 1 1

1 11 1 3
1



7751 درس�متچپ3مس�اوی2 1نیزگ 1 x[ ] ابت�داتوج�هکنیدکه  1
است.پس

 x x

x x

x x x x x
x x x
x x x

x

[ ]
lim lim

[ ]

( )( )
lim lim

( )

− −

− −

→ →

→ →

− − − −=
− −

− + += = =
−

2 2

3 3

3 3

3 2 3
6 2 6

3 1 1 2
2 3 2



7761 x 1نیزگ 1 x x x( )( )− = − + +3 28 2 2 4 بنابراتحادچاقولاغر،  1
درنتیجهحدموردنظربرابراستبا



x

x x

x x

x
x x x

x x
x x x x

x
x x x

lim
( )( )

lim( ) (lim )

lim( ) lim( )
( )( )

→

→ →

→ →

+ −
− + +

+ − + += × ×
− + + + +
+ −= × = × = × =

− + + + +

22

22 2

2 2

2 2
2 2 4

2 2 2 2 1
2 2 2 2 4

2 4 1 1 1 1 1 1
12 12 4 12 482 2 2 2 2

7771 بهکمکاتحادمزدوجمعلوممیشودکه 1نیزگ 1  2

x x

x

x

x

x x x x x xf x
x x x x x x
x x x x

x xx x
x x x x

x x x x
x x x
x x x

lim ( ) lim( )

lim( )

( )( )
lim( )

( )( )

lim( )

→ →

→

→

→

− + + + + += × ×
− + + + + +
− − + += ×

+ +− −
− + + += ×
− + + +
+ + + += × = × =
+ ++ +

2 2
2

22

2

2

2 2 3 15 6
3 15 6 3 15 6 2

2 3 15 6
29 15 6

2 1 3 15 6
2 9 3 2
1 3 15 6 3 6 6 3

9 3 21 2 2 72

7781 . 1نیزگ 1 x t=6 است.فرضمیکنیم
  

0
0
حدموردنظربهصورت  4

.اکنونمیتواننوشت t>0بنابراین، t→2آنگاه، x→64 دراینصورت،اگر

 x t t

t

t t tx t
t ttx

t t
t

( )( )
lim lim lim

( )( )

lim

→ → →

→

− + +− −= =
− +−−

+ + + × += = =
+ +

23

3 264 2 2

2 2

2

2 2 48 8
2 244

2 4 2 2 2 4 3
2 2 2



7791 . 1نیزگ 1 t→1و x t= 12 ،آنگاه t x=12 اگ�رفرضکنی�م  3
ومیتواننوشت t>0 بنابراین



x t t

t t

t

x x t t t t
t tx x t t

t t t t t t t
tt t

t t t t

lim lim lim

( ) ( )( )
lim lim

( )

lim( ( ))

→ → →

→ →

→

− − −= =
−− −

− − − − + + + +
= =

−−

= − + + + + =−

12 12 6 12

3 4 3 4 4 31 1 112 12

6 6 3 5 4

31 1

3 5 4
1

1 1 1
11

1 6







7801 چونحدصورتکسربرابرصفراستوحدموردنظرصفر 1نیزگ 1  3

دربیاید.بنابراین
  

0
0
نیست،بایدحدمخرجآنهمصفرباشد،تاحدبهصورت


x

ax b b blim( )
→

+ − = ⇒ = ⇒ =
0

3 0 3 9 

اکنونبهکمکاتحادمزدوج،مقدارحدرابهدستمیآوریم


x x

x x

x x ax
ax ax ax

x ax ax
ax a a

 

lim lim( )

lim( ) lim

→ →

→ →

+ += ×
+ − + − + +

+ + + += × = =
+ −

0 0

0 0

9 3
9 3 9 3 9 3

9 3 9 3 6
9 9 1



. a b+ =21 .پس a=12 ودرنتیجه
a
=6 1

2
بنابراین

7811 بنابراین 1نیزگ 1 xsin <0 ، π دریکهمسایگیراست  1


x x

x x
x x

sin sinlim lim
|sin | sin+ +→π →π

= =−
−

1 

7821  1نیزگ 1 sin sin cosα= α α2 2 راه حل اولبااستفادهازاتحاد  1
مقدارحدرابهدستمیآوریم.


x x x

x x
x x x x

cos coslim lim lim
sin sin cos sin→ → →

π π= = = =
π π π π ×1 1 1

2 2 2

1 1 1
2 2 2 2 1 2

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x x

x x
x x

cos sinlim lim
sin cos ( )→ →

π −π π −π×= = =
π π π π× −1 1

2 2

1 1
2 2 2 2 1 2

7831  1نیزگ 1 cos sinα= − α22 1 2 راه حل اولبااستفادهازاتحاد  1
واتحادمزدوجمقدارحدرابهدستمیآوریم:


x   x   

x   x   

x x
x x

x
x x x

sin sinlim lim
cos sin

sinlim lim
( sin )( sin ) sin

π π→− →−

π π→− →−

+ +=
−

+= = =
− + −

2
4 4

4 4

1 2 1 2
2 1 2

1 2 1 1
21 2 1 2 1 2

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x   x   

x x
x x

sin coslim lim
cos sin ( )π π→− →−

×
+ = = =

− − −
4 4

22
1 2 2 12

2 2 2 2 1 2

7841 بااستفادهازاتحادمزدوجمیتواننوشت 1نیزگ 1  2

x  

x  

x  

x  

x  

x x

x

x x x x
x xx

x x
x xx x

x x
x xx x

x x

sin coslim
sin( )

sin cos sin coslim ( )
sin cossin( )

sin coslim ( )
sin cossin cos sin cos

sin coslim ( )
sin cos(sin cos )

lim
sin cos

π→

π→

π→

π→

π→

−
π−

− += ×
π +−

−= ×
π π +−

−= ×
+−

= = =
+ ++

4

4

4

4

4 4

4

4
1

4 4
1

2
2

2 2 2
12 2

2 2 2

=
4

4

1
1 2
2

7851 ازتساویدادهشدهنتیجهمیشود 1نیزگ 1  3

x  x  x  

x  

x f x f x
x

f x  

sinlim lim ( ) lim ( )

lim ( )

→ → →

→

+ = ⇒ + =

= − =

0 0 0

0

2 23 3
3 3

2 73
3 3



)115(

7861 میتواننوشت 1نیزگ 1  2

 x x

x x

x x

x x x
x

x x

sin( ) sin( )
lim lim( )

sin( )
lim lim

→ →

→ →

− −
= ×

− − +
−

= × = × =
+− +

2 2

4 2 21 1
2

2 21 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1 11
1 1 21 1



7871 میتواننوشت 1نیزگ 1  3


x  x  x  

x
x x
x x x

( )
coslim lim lim
cos ( )→ → →

− = = =
−

2
2

2 20 0 0

4
1 4 82 4
1 2 2 2

2



7881 راه ح��ل اولب�ااس�تفادهازاتحاده�ایچ�اقولاغ�رو 1نیزگ 1  3
میتواننوشت: cos sinα= − α22 1 2



x  x  

x  

x  x  

x  

x x xx
x x

x x x

x
x x x

x
x

x

( cos )( cos cos )coslim lim

sin ( cos cos )
lim

sinlim lim( cos cos )

sinlim ( )

→ →

→

→ →

→

− + +− =

+ +
=

= × + +

= × = × =

23

2 20 0
2 2

20
2 2
20 0

2
0

1 4 1 4 41 4

2 2 1 4 4

2 2 1 4 4

28 3 8 3 24
2

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:

 x  x  

x  x  

x x x
xx

x x
x

cos sin coslim lim

sinlim lim cos

→ →

→ →

− =

= × = × =

3 2

20 0

2
0 0

1 4 12 4 4
2

4 6 4 4 6 24

7891  1نیزگ 1 x t= +2 ،درنتیجه x t− =2 راه حل اولفرضمیکنیم  1
بنابراین t→0 و

 x t  t  

t  t  t  

t tx
t t t tx x

t t
t t t t

sin( ( )) sin( )sinlim lim lim
( ) ( )

sin sinlim lim lim
( )

→ → →

→ → →

π + π + ππ = =
+ +−

π π π π π= = × = × =
+ π +

22 0 0

0 0 0

2 2
2 22

1
2 2 2 2

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x x

x x
xx x

sin cos coslim lim
→ →

π π π π π π= = =
− −−22 2

2
2 2 4 2 22

7901 راه حل اولابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
 x x xsin cos sin( )π+ = +2

4
.بنابراین t→0 معلوممیشود t x π= +

4
اکنونبافرض

 x   x   

t  t  

x
x x
x x

t t
t t

sin( )
sin coslim lim

( )

sin sinlim lim

π π→− →−

→ →

π+
+ =
+π π+

= =

4 4

0 0

2
4

4 4
4

2 2 2
4 4 4

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x   x   

x x x x
x

( )
sin cos cos sinlim lim

π π→− →−

− −
+ −= = =
+π

4 4

2 2
22 2

4 4 4 4

7911  1نیزگ 1 xsin +→2 0 آنگاه x −→π ابتداتوجهکنیدکهاگر  1
ودرنتیجه x[cos ]=−1 و x[sin ]=2 0 .بنابراین xcos ( )+→ −1 و

 x x x

x x

x x x x
x x x x

x x x
x

sin [sin ] sin coslim lim lim
cos [cos ] cos cos

( cos )( cos )
lim lim ( cos ) ( )

cos

− − −

− −

→π →π →π

→π →π

− −= =
− + +

− +
= = − = − − =

+

2 2 2 21
1 1

1 1 1 1 1 2
1



7921  1نیزگ 1 x x xsin sin cos=2 2 راه حل اولبااستفادهازاتحاد  2
مقدارحدرابهدستمیآوریم.

 x x

x x

x x x
x x

x x x x x
x

sin sin coslim lim
sin sin

sin cos coslim lim ( cos cos )
sin

→ π → π

→ π → π

=

= = = × × =

2 2

2 2

4 2 2 2

4 2 4 2 4 1 1 4

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x x

x x
x x

sin coslim lim
sin cos→ π → π

×= = =
2 2

4 4 4 4 1 4
1

7931 .میتوان 1نیزگ 1 x xcos cos= −22 2 بااس�تفادهازاتح�اد1  1
نوشت:

 x x x xcos ( cos ) cos |cos |+ = + − = =2 22 2 2 2 2 2 1 4 2

منف�یاس�ت.بنابرای�ن xcos مق�دار x π=3
2

دری�کهمس�ایگیچ�پ

،درنتیجه x x|cos | cos=−


x x x

x

x xf x
x x x

x

( ) ( ) ( )

( )

cos coslim ( ) lim lim
sin sin cos

lim
sin

− − −

−

π π π→ → →

π→

− −= =

−= =

3 3 3
2 2 2

3
2

2 2
2 2

1 1

7941 راه ح��ل اولبهکم�کاتحادهایچاقولاغ�رومزدوج 1نیزگ 1  3
مقدارحدرابهدستمیآوریم:

x  x  

x  

x  

x x

x x x x

x x

x x x

x

x x

(sin ) ( cos )
lim lim

( cos ) ( cos ) (cos cos )

( cos ) ( cos )
lim

( cos ) (cos cos )

( cos ) ( )
lim

(cos cos ) ( )

→ →

→

→

−
=

− − + +

− +
=

− + +

+ +
= = =

+ + + +

2 2 2 2

3 2 2 2 20 0

2 2

2 2 20

2 2

2 2 20

1
1 1 1

1 1
1 1

1 1 1 4
91 1 1 1

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:



x  x  

x  x  

x  

x x x
x x x x

x x x
x x x x x

x
x

sin sin coslim lim
( cos ) sin cos ( cos )

sin sin coslim lim
cos cos sin sin cos

coslim
cos

→ →

→ →

→

=
− −

= =
− − +

= = =
−− +

4 3

3 2 2 30 0

2

4 30 0

30

4
1 6 1

2 4
3 3 3 12

4 4 4
12 3 93 12

7951 همارزآنیعن�یaxراقرار 1نیزگ 1 axsin راه ح��ل اولبهجای  1
میدهیمومقدارحدرابهدستمیآوریم.


x  x  x  

x xx x x
x x x x x

( )sin sinlim lim lim
sin sin ( )→ → →

−− = = =−
− − −0 0 0

2 32 3 5 5
4 3 2 4 3 2 2 2



فصل دوم: آزمون ها
)116(

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x  x  

x x x x
x x x x

sin sin cos coslim lim
sin sin cos cos→ →

− − −= = =−
− − −0 0

2 3 6 3 6 1 5
4 3 2 4 4 6 2 4 6 2

7961 نتیج�ه 1نیزگ 1 در و  t xcos= میکنی�م ف�رض  3
.بنابراین t→0 و x x tcos cos= − = −2 22 2 1 2 1


t  t  x  

x t t
x tt

sin (cos ) sin sinlim lim lim ( )
cosπ → →→

= = = × =
+ + −

2 2 2 2
20 0

2

1 1 11
1 2 2 2 21 2 1



7971 راه حل اول توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x  x  

x  

x x 
x x
x x

x x
x

( ) ( )
cos coslim lim

lim

→ →

→

− − +
− =

− += =

2 2

2 20 0
2 2

20

2 41 1
2 4 2 2

2 8 6

راه حل دوم میتواننوشت

x  x  

x  x  

x  x  

x x x x
x x x

x x
x x

x x
x x

cos cos cos coslim lim( )

sin sinlim lim

sin sinlim ( ) lim ( )

→ →

→ →

→ →

− − −= −

= −

= − = × − × =

2 2 20 0
2 2

2 20 0

2 2 2 2
0 0

2 4 1 4 1 2

2 2 2

28 2 8 1 2 1 6
2

7981 اگرصورتومخرجکسردادهشدهرادرمزدوجصورت 1نیزگ 1  1
ضربکنیم،حدموردنظربرابراستبا

x  

x  x  

x x x x
x x x x x
x

x x x x x

cos sin (cos sin )
lim

( cos sin cos sin )

sinlim lim
cos sin cos sin

→

→ →

+ − −

+ + −

= × = × =
+ + − +

0

0 0
2 1 12 1

1 1

7991 ،درنتیج�ه 1نیزگ 1 x  tπ− =
2

راه ح��ل اولف�رضمیکنی�م  1

.بنابراین t→0 و x tπ= +
2


t  t  x  

tx t
x tt

sin( )sin sinlim lim lim
cos sincos( )π → →→

π+
= = =−

π −+0 0
2

2 44 4 4
5 5 5 55

2
راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x  x  

x x
x x

sin cos coslim lim
cos sin sinπ π→ →

π= = =−
− π−2 2

4 4 4 4 2 4
5 5 5 5 55

2
8001 راه حل اولبااستفادهازاتحادمزدوجمیتواننوشت: 1نیزگ 1  3



x  x  

x  x  x  

x  x  

x

x x x
x x x

x
x x

x xx

x x x x
x x x x x

tan tan tanlim lim ( )
cos cos tan

sin
tan coslim lim lim
cos costan

sin cos sin coslim lim
cos cos cos (cos sin )

lim

π π→ →

π π π→ → →

π π→ →

− − += ×
+

−
−= × = ×

++

− −= × =
−

=

5 5
4 4

5 5 5
4 4 4

2 25 5
4 4

1 1 1
2 2 1

1
1 1 1

2 2 1 11

1 1
2 2 2

1
2  x x x   cos (cos sin )

( )( )
π→

− −= =−
+

− − −
5
4

1 1 1
22 2 22

2 2 2

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x  x  

x
x x
x x

tan
tan tanlim lim
cos sinπ π→ →

+ +
− ×= = =−

− − ×

2

5 5
4 4

1 1 1
1 12 2 1

2 2 2 2 1 2

8011 ،مزدوجو 1نیزگ 1 x xsin cos= −2 21 بااستفادهازاتحادهای  1

چاقولاغرمیتواننوشت

 x x

x

x x xx
x xx

x x
x

( cos )( cos cos )coslim lim
( cos )( cos )sin

cos coslim
cos

→π →π

→π

+ − ++ =
− +

− + + += = =
− +

23

2

2

1 11
1 1

1 1 1 1 3
1 1 1 2



8021 راه حل اولبااستفادهازاتحاد 1نیزگ 1  3

 x x xcos cos sin= −2 22
واتحادمزدوجمقدارحدرابهدستمیآوریم.



x x

x

x

x x x x
x x x

x x
x x x x

x x

sin cos sin coslim lim
cos cos sin

(cos sin )
lim

(cos sin )(cos sin )

lim
cos sin

π π→ →

π→

π→

− −=
−

− −
=

− +

− −= = =
+

− −

2 25 5
4 4

5
4

5
4

2

1 1 2
22 2

2 2
راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x x

  
x x x x

x x
sin cos cos sinlim lim

cos sinπ π→ →

− −
− += = =

− − ×5 5
4 4

2 2
22 2

2 2 2 2 1 2

8031 ،میتواننوشت 1نیزگ 1 sin cos− α= α21 2 2 باتوجهبهاتحاد  2

 x  x  x  

x  

x
x x

x x x x

x

sin
sin coslim lim lim

sin sin ( sin cos )

lim
sin sin

π π π→ → →

π→

−
− −= =

− −= = =−
π

2
2

4 4 4

4

1
2 1 22

4 2 4 2 2 2 2

1 1 1
4 2 44

2



8041 راه حل اولابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x xx

xx  x  x x

cos coscos

coscos (cos )(cos ) (cos )

−− = =

− = − + = +

22

4 2 2 2

1 2 1 2
2 2 2
1 1 1 2 1
4 2 2 2 2

درنتیجهحدموردنظرمیشود


x  x  

x  

x x x x

x x x

x

x

cos (cos ) cos (cos )
lim lim

sin sin cos

cos
lim

sin sin

π π→ →

π→

+ +
=

+ +
= = =

π

2 2

4 4
2

4

1 12 2
2 2

2 4 4 2 2

1 1 1
12 2 2

4 2 44
2
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راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x  x  

x  
x x

x x

cos ( )
sin coslim lim

sin cos ( )π π→ →

− − × ×
−= = =

−

4 3
3

4 4

1 2 24
4 14 2 2

4 4 4 4 1 4

8051 .بنابراین 1نیزگ 1 x x| |=− دریکهمس�ایگیچپنقطۀصف�ر  3
حدموردنظربهصورتزیردرمیآید:


x  x  

x x x x xL
x xx x x

sin sinlim lim
sinsin− −→ →

+ += =
−−

2

20 0

2 6 2 6
5 45 4

راه حل اولازهمارزیمثلثاتیاستفادهمیکنیم:


x  x  

x x xL
x x x

lim lim
− −→ →

+= = =
−0 0

2 6 8 8
5 4

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x  x  

x x x
x x x

sin coslim lim
sin cos− −→ →

+ + += = =
− − −0 0

2 6 2 6 6 2 6 8
5 4 5 4 4 5 4

8061 راه حل اول میتواننوشت 1نیزگ 1  2


x x

x x

x  x

x x xx

x

x xx

tan( ) tan( ( ))
lim lim( )

( )

tan( ( ))
lim lim

( )

→ →

→ →

π π π π− −
= ×

π− + +−

π π π−
π= × = × =

π + ++ +−

3 21 1

21 1

1
3 3 3 3

1 11
3

1
3 3 31

1 1 1 911
3

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x x

x x

x x

tan( ) ( tan ( )) ( )
lim lim
→ →

π π π π π π− − + − − +
π= = =

−− −

2

3 21 1

1 1 0
3 3 3 3 3 3

3 91 3
8071 راه حل اولابتداازاتحادمزدوجاستفادهمیکنیم 1نیزگ 1  4

x  

x  

x  x  

x  

x xL
x

x x x x
x xx

x x
x xx

x x
x

cos coslim
tan

cos cos cos coslim( )
cos costan

cos coslim lim
cos costan

cos coslim
tan

→

→

→ →

→

−=

− += ×
+

−= ×
+

−=

20

20

20 0

20

5

5 5
5

5 1
5

1 5
2

اکنونازهمارزیهایمثلثاتیاستفادهمیکنیم:

 x  x  

x  

 x  x
x xL

x x
x

x

( ( ) )
cos coslim lim

tan

lim

→ →

→

− − −
−= =

= =

2 2

2 20 0
2

20

1 11 1 5
1 5 1 2 2
2 2

1 12 6
2

راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x  x  

x x
x x x x

x x x

sin sin
cos cos cos coslim lim

tan tan ( tan )→ →

− +
− =

+2 20 0

5 5
5 2 2 5

2 1

اکنونازهمارزیهایمثلثاتیاستفادهمیکنیم:

x  x  

xx
x x x x

x x x

( )

cos cos cos coslim lim
( ) ( )→ →

− + − +
=

+ +

− +
= =

2 20 0

5 5 1 25
2 2 5 2 2 5

2 1 2 1
1 25
2 2 6
2

8081 .بنابراین 1نیزگ 1
u  

u
u

sinlim
→

=
0

توجهکنیدکه1  1


x x

u  x x  

x  x  

x x x
x x x

u x x
u x x

x
x x x

sin( cos ) sin( cos ) coslim lim( )
cos cos cos

sin cos coslim lim lim
cos sin

coslim lim
( cos )( cos ) ( cos )

→π →π

→ →π →π

→π →π

+ + += ×
− + −

+ += × = ×
−

+= = =
+ − −

20

1 1 1
1 2 1 1 2

1 11
1 2 2

1 1 1
2 1 1 2 1 4



8091 .درنتیج�ه 1نیزگ 1 x  tπ− =
6

راه ح��ل اولف�رضمیکنی�م  3

.بنابراین t→0 و x tπ= +
6



t  x  

t  

t  x  

t
x

x t

t t

t
t t 

t t

sin( )
sinlim lim

( )

sin cos cos sin
lim

sin coslim lim

π →→

→

→ →

π+ −
− =

−π π+ −π

π π+ −
=

−= −

0
6

0

0 0

2 1
2 1 6

6 6
6

2 2 1
6 6

6
3 1
6 6

اکنونازهمارزیهایمثلثاتی)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


t  t  

t
t  

t t
lim lim
→ →

− = − =

2

0 0

1
3 3 32 0

6 6 6 6
راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:


x  x  

x x
x

sin coslim lim
π π→ →

− = = =
−π

6 6

32
2 1 2 32

6 6 6 6

8101 ، 1نیزگ 1 x xcos sin= − 22 1 2 راه حل اولباتوجهبهاتحاد  3

.درنتیجه t→1 و x tsin = 3 ،آنگاه x tsin =3 اگرفرضکنیم


x x x x

t t t t t

cos sin cos ( sin )

( ) ( )

− = = − = − −

= − − = − + − = −

2 2 2 2

6 2 6 12 6 6

1 4 2 2 2 2 2 2 2 1 2

2 2 1 2 2 2 8 8 8 1
پس



t  x  

t  

t  

x t
x t t

t
t t t t

t t t

sinlim lim
cos ( )

lim
( )( )

lim
( )

π →→

→

→

− −=
− −

−=
− + + +

= = =
×+ + +

3

6 61
2

6 51

6 51

1 1
1 4 8 1

1
8 1 1

1 1 1
8 6 488 1
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راه حل دومازقاعدۀهوپیتال)درسهشتمفصلچهار(استفادهمیکنیم:



x  x  x  

x  

x  

x  

x
x xx
x x x x

x

x x x

x

x x x x

x x x

cos

sin cossinlim lim lim
cos sin sin sin

coslim
sin cos sin

coslim
sin cos cos sin

lim
sin cos sin

π π π→ → →

π→

π→

π→

−

− −= =
−

−=

−=

−= =

33 2

3 2
2 2 2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

1 3
1 4 4 4 12 4

24 2 2

48 2

1 1
4848 2

8111 اس�ت،بنابراین 1نیزگ 1     [ , ) ( , ]−2 0 0 2 دامنۀتابعfبهصورت  1
فقط x=−2 فق�طپیوس�تگیچ�پدارد،درنقطۀ x=2 ای�نتاب�عدرنقطۀ
نهپیوس�تگیچپداردونهپیوس�تگی x=0 پیوس�تگیراس�تداردودرنقطۀ

.
x

f x flim ( ) ( )
→

= =
1

3 1 پیوستهاست: x=1 راست.تابعfدرنقطۀ

8121 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 x x

x x

f      f x x x

f x x x

( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= = + = + =

= − = − =

2

2 2
2

2 2

2 4 4 2 6

4 2 2


نهباحدچپآندرایننقطهبرابراس�ت x=2 بنابراینمقدارتابعfدرنقطۀ
نهپیوس�تگیچپدارد،نه x=2 ن�هباحدراس�تآن.پسای�نتابعدرنقطۀ

پیوستگیراست.

8131 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

x x

f x m x mlim ( ) lim ( )
− −→ →

= − = −2 2 2

3 3
7 7 9

،درنتیجه
x x

f f x x( ) lim ( ) lim ( )
+ +→ →

= = − =2

3 3
3 6 3 همچنین

 m m m− = ⇒ = ⇒ =±2 2 27 9 3 9 4
3

است. − 4
9
بنابراینحاصلضربمقدارهایممکنmبرابر

8141 هم 1نیزگ 1 x=−1پیوس�تهاس�ت،پسدر چونتابعروی  1
پیوستهاست.بنابراینحدهایچپوراستتابعومقدارتابعدرایننقطهبرابرند:

x x

x x

a af x
x

x a af f x a
x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim

( ) lim ( ) lim

− −

+ +

→ − → −

→ − → −

= =
− −

+ − +− = = = = −
+ − +

1 1

1 1

2 3
2 1 21 2 1
2 1 2

  aa a− =− ⇒ =32 1
3 7

بنابراین

8151 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

 x x x

x x

f a f x x x x

f x x b b

     ( ) , lim ( ) lim ( [ ]) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− − −

+ +

→ → →

→ →

= = − = − =

= + = +
2 2 2

2 2

2 3 3 1 5

2 2 2

. ab=15
2
ودرنتیجه b=3

2
،پس b+ =2 2 5 و a=5 بنابراین

8161 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



x x

x x x

x

f f x ax a a a

x x xxf x
x x x x

x x
x

( ) lim ( ) lim ( )

( )( )( )
lim ( ) lim lim

( )

( )( )
lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

= = − + = − + =

− + +−= =
− −

+ +
= =

2

1 1
2

1 1 1

1

1 4 4 4

1 1 11
1

1 1 4

پیوستهاست.زیرا: x=1 بنابراینبهازایهرمقدارaتابعfدر


x x
f x f x flim ( ) lim ( ) ( )

+ −→ →
= = =

1 1
1 4

8171 3  1نیزگ 1

 x x x x
x xx x ( )( )

− −≥ ⇒ ≥
− −− +

2 2

2
4 40 0

1 23 2
بهجدولتعیینعلامتزیرتوجهکنید:


x

x x
x x

−∞ +∞

− + − + − +
− +

2

2

0 1 2 4

4 0 0
3 2

)پیوس�تهاس�تو , ]−∞ 0 و  ( , )1 2 ، [ , )+∞4 بنابرای�نتاب�عfرویبازههای
حداکثرمقدارaبرابرصفراست.

8181 و 1نیزگ 1 f x( )=0 و x[ ]≥0 ،آنگاه x≥0توج�هکنیدکهاگر  1
.بنابراینتابعfدرنقاطصحیحمثبت f x x( ) [ ]=2 و x[ ]<0 ،آنگاه x<0اگر
، x=−1، x=0 پیوس�تهاس�تولیدرنق�اطصحیحنامثب�ت،یعن�یدرنقاط

)ناپیوستهاست. , )−4 4 ازبازۀ x=−3 و x=−2

8191 عددیصحیح 1نیزگ 1 x+1
4

راه حل اولدرنقطههاییکهمقدار  2

 x k x k k,+ = ⇒ = − ∈1 4 1
4

 ناپیوستهاست: xy [ ]+= 1
4

شود،تابع

تابعناپیوس�تهاس�ت.پ�ستابعرویبازۀ k−4 یعنیدرنقطههاییبهصورت1
( , )3 7 ناپیوستهاست.سپسرویبازۀ x=3 پیوس�تهاس�تودر  ( , )−1 3

پیوستهاست،یعنیحداکثرمقدارkبرابر3است.
راه حل دومتوجهکنیدکه

 x kx k x k+ ÷ + +− < < → < + < + → < <1 4 1 11 0 1 1 0
4 4



. k=3 ،پس k+ =1 1
4

دراینبازهپیوستهباشد،باید x[ ]+1
4

برایاینکه

8201 عددیصحیحش�ودتابع 1نیزگ 1 x درنقطههای�یکهمقدار  3
 x k x k= ∈ ⇒ = 2

 ناپیوستهاست. y x[ ]=

و…ناپیوس�تهاس�ت، x=9 ، x=4 ، x=1، x=0 پ�ستابعدرنقطههای
ناپیوستهاستسپسروی x=4 پیوستهاست،در  ( , )1 4 یعنیتابعرویبازۀ

)پیوستهاست.پسحداکثرمقدارkبرابر9است. , )4 9 بازۀ

8211 و 1نیزگ 1 f( ) [ ] [ ]= + − = − =4 44 2 2 0
2 2

توجهکنیدکه  4


x x

f x f x    lim ( ) , lim ( )
+ −→ →

= − =− = − =−
4 4

2 3 1 1 2 1 

نهپیوستگیچپداردونهپیوستگیراست.تابعدراین x=4 بنابراینتابعدر
نقطهحدداردولیپیوستهنیست.

ت
ن

ت
ن
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8221  1نیزگ 1 x
2

مق�دارعب�ارت x=64 و x=16 ، x=4 در  2

درایننقطههاپیوستهنیست. xf x( ) [ ]=
2

عددصحیحمیش�ود.پستابع

 xy [ ]=
2

عددصحیحنیست،پستابع x
2

مقدارعبارت x=9 درنقطۀ

درایننقطهپیوستهاست.

8231 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

x x
f x x

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

− −→ − → −
= − =

1 1
2 3 5

.درنتیجه
x

f f x a a
( )

( ) lim ( ) | | | |
+→ −

− = = − − = +
1

1 3 3 همچنین

 a  a   a a   aIÄ IÄ| |+ = ⇒ + = + =− ⇒ = =−3 5 3 5 3 5 2 8

است. −6 بنابراینمجموعمقدارهایممکنaبرابر

8241 و 1نیزگ 1 f ab( )π = +1
4

توجهکنیدکه  2


x x

x x

f x x a  a a

f x x

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim (sin ) sin

lim ( ) lim ( sin ) sin

− −

+ +

π π→ →

π π→ →

π= − = − = −

π= − − =− − =−

4 4

4 4

2 1
2

2 2 2 3
2

.در a ab− = − = +3 1 1 پیوستهباشد،باید x π=
4
برایاینکهتابعfدرنقطۀ

. a b+ =3 .پس b=−1بنابراین، ab b+ = + =−1 1 4 3 و a=4 نتیجه

8251 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

x x

x x

f x f x

x ax b a b        

( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( ) ( )

− +

− +

→ − → −

→ − → −

=

= − ⇒− =− −

1 1

1 1
3 3 1

همچنین

 x x x x
f x f x ax b x

a b         

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

( )

− + − +→ → → →
= ⇒ − = −

− =

2

2 2 2 2
1

2 3 2

. a
b
=2 .پس b=1 و a=2 ازتساویهای)1(و)2(بهدستمیآید

8261 مخ�رجنبای�دهیچجاصفرش�ود،درنتیج�هبایددلتای 1نیزگ 1  3
منفیباشد: x x m− + + =2 6 1 0 معادلۀ

 m m( )∆= − + < ⇒ >36 4 1 0 8

پسmمقادیرطبیعی1تا8رانمیتواندداشتهباشد.

8271 مجموع�ۀنقطهه�ایناپیوس�تگیتاب�عfمقدارهاییازx 1نیزگ 1  1
و4 −3 ،بهازایآنهاصفراست.بنابراین x ax b− +2 استکهمخرج،یعنی

ریشههایمخرجهستند.بهاینترتیب
a

b

IÀ¾zÄn#“¼µ\¶

IÀ¾zÄn#Jo†®‚Ie# ( )

= = − =

= = − =−

4 3 1

4 3 12
. a b+ =−11 بنابراین

8281 مق�داریصحیح 1نیزگ 1 x+12
2
ای�نتاب�عدرتمامنقاط�یکه  2

داشتهباشد،ناپیوستهاست:

 kx k  k x k x, −+ = ∈ ⇒ = − ⇒ =1 1 2 12 2
2 2 4

 

باش�ندوkعددیصحیحباش�د،این k−2 1
4

پسدرتمامنقاطیکهبهصورت

چندنقطهبهاین   ( , )−1 2 تابعناپیوس�تهاس�ت.برایاینکهمعلومشوددربازۀ
راحلکنیم: x− < <1 2 صورتاست،کافیاستنامعادلۀ


k k k

                   k           { , , , , , }

−− < < ⇒− < − < ⇒− < <

∈ −

2 1 3 91 2 4 2 1 8
4 2 2

1 0 1 2 3 4


ناپیوس�تهاس�تک�هایننقاط   ( , )−1 2 بنابرای�نتاب�عfدرش�شنقطهازبازۀ
بهصورتزیرهستند:


k

x

−

− −

1 0 1 2 3 4

3 1 1 3 5 7
4 4 4 4 4 4



8291 ،یعنی 1نیزگ 1 ∆≤0 .درنتیجه x kx+ + ≥2 4 0 باید  3
 k k− ≤ ⇒− ≤ ≤2 16 0 4 4

پیوستهاست. بنابرایناگرkیکیازعددهایصحیحزیرباشد،تابعfروی
 , , , , , , , ,− − − −4 3 2 1 0 1 2 3 4 

8301 باید 1نیزگ 1  2
 x x x x| | | |− − ≥ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤7 2 0 2 7 7 2 7 5 9

پیوستهاست. [ , ]−5 9 رویبازۀ f بنابراینتابع

8311 پیوستهاست،زیرا 1نیزگ 1 x=1 در f x x( ) [cos( )]= π تابع  2

 f( ) [cos ] [ ]= π = − =−1 1 1

 xcos( ) ( )+π → −1 ودرنتیجه x +π →π ، x=1دریکهمسایگیراست

. xcos( ) ( )+π → −1 ودرنتیجه x −π →π ، x=1ودریکهمسایگیچپ

پس


x  t  x t  

f x t  f x t     

( ) ( )
lim ( ) lim [ ] , lim ( ) lim [ ]

− + + +→ → − → → −
= =− = =−

1 1 1 1
1 1

ناپیوستهاند. x=1 بقیۀتابعهادر

8321 زی�راریش�ۀمخرجکس�ر 1نیزگ 1 fD = توج�هکنی�دک�ه  2


x x+ −2

1
2
)قرارنداردوریش�ههایمخرجکس�ر , )−∞ 2 دربازۀ

x −3
1

9
میتواندناپیوسته x=2 قرارندارند.بنابراینتابعfفقطدر [ , )+∞2 دربازۀ

بررسیمیکنیم. x=2 باشد.پیوستگیتابعfرادر

 x x

x x

f f x
x x

f x
x

( ) lim ( ) lim

lim ( ) lim

+ +

− −

→ →

→ →

= = =
+ −

= =−
−

22 2

32 2

1 12
42

1 1
9

ناپیوستهاست. x=2 بنابراینتابعfفقطدر
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8331 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
 x x x x,= ⇒ =± =4 2 1 0

ضابطۀتابعبهشکلزیراست:


x x x x

f x
x x x x

IÄ

( )
,

 − = =±=
+ ≠ ≠±

2

2

2 0 1

2 0 1

پس



x x x x
x

f x
x
x

,

( )

 + ≠ ≠±

− ==

=
 =−

2 2 0 1
1 1

0 0
3 1



درنتیجه


x  x  

x  x  

x x

f x x x f

f x x x f

f x x x f

( ) ( )
lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim( ) ( )

lim ( ) lim( ) ( )

→ − → −

→ →

→ →

= + =− ≠ − =

= + = =

= + = ≠ =−

2
1 1

2
0 0

2
1 1

2 1 1 3

2 0 0

2 3 1 1

ناپیوستهاست. x=1 و x=−1 بنابراینتابعدر

8341 تاب�عfدرنقطههاییناپیوس�تهاس�تکهتعریفنش�ده 1نیزگ 1  1
باشد،درنتیجهبایدریشههایمخرجکسرراپیداکنیم:

،آنگاه x≥4 اگر
 x x x x ¡.¡.—, (. )− − = ⇒ = + = −2 4 3 0 2 7 2 7

،آنگاه x<4 اگر
 x x x x   ,− + = ⇒ = =2 4 3 0 1 3

ناپیوس�تهاس�تکه x= +2 7 و x=3 ، x=1درنق�اطfبنابرای�نتاب�ع
است. +6 7 مجموعایننقاطبرابر

8351 بای�دمخرجفق�طدریکنقط�هبرابرصفرباش�د،یعنی 1نیزگ 1  3
برابرصفراست: x m x( )+ − + =2 2 1 1 0 دلتایمعادلۀ

 m m m m m( ) ( )∆= − − = ⇒ − + − = ⇒ − − =2 2 22 1 4 1 0 4 4 1 4 0 4 4 3 0

است. − 3
4
پسحاصلضربمقادیرممکنبرایmبرابر

8361 پیوس�تهباشد،بایدحد 1نیزگ 1 x=1درنقطۀfبرایاینکهتابع  4
تابعدرایننقطهبرابرaباشد،پس



x x

x x

x x

x x x xf x
x x x

x x
x x x
x x x
x x

lim ( ) lim( )

lim lim

lim lim
( )

→ →

→ →

→ →

− += ×
− +

−= ×
− +

−= × = =+∞
− −

3 3

31 1

3 2

31 1

3 33

3 3 3 21 1

1

1
1

1 1
1 2 2 1

aدرنقطۀ1حدنامتناهیدارد،پسهیچمقداریبرایfب�اتوجهبهاینکهتاب�ع
پیدانمیشود.

8371 فرضکنیدkعددیصحیحباشد،دراینصورت 1نیزگ 1  1

x k x k

f k k k k k k k k k

f x x k k k k k k k

( ) ([ ] ) [ ]

lim ( ) lim ( ( ) )
− −→ →

= − + − = − − = −

= − − = − − = −

2 2

2 2

1 2

2 2 3

پیوستگیچپداشتهباشد،باید x k= برایاینکهتابعfدر
 k k k k k− = − ⇒ =2 22 3 0

اینتابعپیوستگیچپدارد. x=0 پسدربیننقاطصحیح،فقطدر

8381 عددی 1نیزگ 1 x−2 5 ، x=− 7
2
ابتداتوجهکنیدک�هبهازای  1

پیوس�تهاس�تکه x=− 7
2
در f x( ) صحیحاس�ت.بنابرایندرصورتیتابع

باشد.درنتیجه x ax− −24 2 7 ریشۀعبارت x=− 7
2

 a a a( ) ( )− − − − = ⇒ + − = ⇒ =−27 74 2 7 0 49 7 7 0 6
2 2

8391 دامنۀتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  2
 x x x− > ⇒ < <24 0 0 4

)اس�ت.درنقطههایصحیحاینبازهتابعناپیوس�ته , )0 4 پسدامنۀتابعبازۀ

. x=3 و x=2 ، x=1 است،یعنیدرنقطههای

8401 راپیدامیکنیم.توجهکنیدکه 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→0

ابتدا  1



x x

x

x

x

x x

xf x
b x b x

x b x b x
b x b x b x b x

b x b x x
b x b x

b x b x x
x

xb x b x
x

b b

sinlim ( ) lim

sinlim( )

( )sin
lim

( ) ( )

( )sin
lim

sinlim( ) lim

→ →

→

→

→

→ →

=
+ − −

+ + −= ×
+ − − + + −

+ + −
=

+ − −

+ + −
=

= + + − ×

= × =

0 0

0

0

0

0 0

8

8

8

8
2

8
2

2 4 8
بنابراینباید

 b b= ⇒ =8 16 4

8411 ودریکهمسایگی 1نیزگ 1
x

f x
 ( )
lim ( )

−→ −
=

2
0 توجهکنیدکه  1

.
x f x( )

lim
( )−→ −

=−∞
2

4 مقادیرتابعfمنفیهستند.بنابراین −2 چپنقطۀ

8421  1نیزگ 1 x| |−3 ،وچونمقادیر
x

xlim| |
→

− =
3

3 0 توجهکنیدکه  4

.
x x
lim

| |→
=+∞

−3
3

3
دریکهمسایگیمحذوف3مثبتاند،پس

8431 نتیج�ه 1نیزگ 1 در و  x ( )+− → −1 آنگاه ، x −→1 اگ�ر  3

.
x x

x
x x
[ ]

lim lim
− − −→ →

− − −= = =+∞
− −1 1

1 1
1 1 0

.بنابراین x[ ]− =−1

8441 توجهکنیدکهمخرجکسرتابعfسهریشهدارد: 1نیزگ 1  3
x x x x x x 2( ) ,− = ⇒ − = ⇒ = =±3 24 0 4 0 0

دیگ�ر، ط�رف از نیس�تند. تاب�ع کس�ر ص�ورت ریش�ههای اع�داد ای�ن
حدچ�پنامتناهیدارد. x=0 .پ�ستاب�عfدرنقط�ۀ

x
f xlim ( )

−→
=+∞

0

حدچپتابعfنامتناهیاست. x=2 و x=−2 همینطوردرنقطههای



)121(

8451 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x x x

x x
x xx x x x   

lim lim lim
( )( )− − −→ → →

= =
−− −3 2 20 0 0

1
11


مثبت x x( )−1 ،مقادیر x −→0 واگر
x

x x
 

lim ( )
−→

− =
0

1 0 ازطرفدیگر،

.
x x

x
x xx x  

lim lim
( )− −→ →

= =+∞
−−3 20 0

1
1

هستند،پس

8461 و 1نیزگ 1
x x

x xlim sin lim sin
+ −→π →π

= =0 توج�هکنی�دکه  4

 xsin ،مقادیر x −→π منفیان�دواگ�ر xsin ،مقادی�ر x +→π اگ�ر
.

x
f xlim ( )

−→π
=+∞ و

x
f xlim ( )

+→π
=−∞ مثبتاند.بنابراین

8471 .بنابراین 1نیزگ 1 xcos ( )+→ −1 ،آنگاه x +→π اگر  2


x x

x
x x

[cos ]
lim lim

cos cos+ + −→π →π

− −= = =+∞1 1
0

2 2
8481 ودرنتیجه 1نیزگ 1 x[ ،آنگاه1−=[ x −→0 اگر  1

x x  x

x x x x
x xx x  

[ ]
lim lim lim ( )

sin sinsin sin− − − −→ → →

− − −= = × = × =+∞
2 20 0 0

1 11
0

8491 ودرنتیجه 1نیزگ 1 x[ ،آنگاه1=[ x +→1 اگر  3

x x x

x

f x
x x

x

lim ( ) lim lim
tan( ( )) tan( )

lim
tan( )

+ + +

+

→ → →

→

= =
π − π −π

= =+∞
π

1 1 1

1

1 1
1

1

ودرنتیجه x[ ]=0 ،آنگاه x −→1 اگر

x x
f x

x
lim ( ) lim

tan( )− −→ →
= =−∞

π1 1

1

8501 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x x x x
f x f x

x x
    lim ( ) lim , lim ( ) lim

+ + − −→ → → →

− −= =+∞ = =+∞
− −1 1 1 1

4 3 0 3
1 1

بهصورتمقابلاست: x=1دراطرافخطfبنابرایننمودارتابع

8511 ومقادی�رfدریک 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
−→

=
4

0 توج�هکنی�دک�ه  3

.بقیۀ
x f x
lim

( )−→

− =+∞
4

2 همس�ایگیچپنقط�ۀ4،منفیهس�تند.بنابراین

گزینههانادرستهستند.

8521 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

x x

x x x
 

    

( ) ( )
lim ( ) , lim ( )

+ +→ − → −
+ =− + =2

1 1
2 1 1 0 

هس�تند منف�ی  x x+2 مقادی�ر ، x ( )+→ −1 وقت�ی دیگ�ر، ط�رف از

.
x

x
x x( )

lim
+→ −

+ =+∞
+21

2 1 ،پس
 

x x x x
Âÿ¹¶ SLX¶

  ( ( ))+ = +2 1

8531 ودر 1نیزگ 1 f x
x

( )=
−
2

2
و x[ ]=2 ،آنگاه x +→2 اگ�ر  1

 f x
x

( ) −=
−
1
2
و x[ ،آنگاه1=[ x −→2 .اگر

x
f xlim ( )

+→
=+∞

2
نتیج�ه

.
x

f xlim ( )
−→

=+∞
2

ودرنتیجه

8541 درریش�ههایمخرجممکناستتابعحدچپنامتناهی 1نیزگ 1  1
هستند.ازطرفدیگر، x=2 و x=1 داشتهباشد.ریشههایمخرج

x x xf x x
x x x

      

( )
( ) ,

( )( )

−
= = ≠

− − −

2 21 1
1 2 2

حد x=2 .بنابراینتابعفقطدر
x x

xf x
x

lim ( ) lim
− −→ →

= =−∞
−

2

2 2 2
پ�س

چپنامتناهیدارد.

8551 ،آنگاه 1نیزگ 1 x≠1ابتداتوجهکنیدکهاگر  3
x xx x x

xx x x

( )( )

( )( )

− −− + −= =
− −− + − − −

2

2 2
1 23 2 2

2 12 4 2 2 1

.
x x

x x x
xx x

lim lim
( )− − +→ →

− + − −= = =−∞
− −− + −

2

21 1

3 2 2 1
2 12 4 2 0

بنابراین

8561 ،آنگاه 1نیزگ 1 x ( )+→ 1
3

اگر  2

x x( ) cos( ) ( )+ −ππ → ⇒ π → 1
3 2

.
x

x
x

 ( )

lim
cos( )+ −

→

+ = =−∞
π −1

3

3 1 2
2 1 0

بنابراین

8571 در 1نیزگ 1 ax x b+ +2 6 ،پسباید
x

xlim( )
→

− =−
2

3 1 چون  3

عددیمنفی x=2 براب�رصفرش�ودومقداراینعبارتدردوط�رف x=2

باشد، ax x b+ + =2 6 0 ریش�ۀمضاعفمعادلۀ x=2 باش�د.بنابراینباید
،پس a<0 باشد.چون a x( )− 22 یعنیاینعبارتبایدبهصورت

ax ax a ax x b

a a

b a

− + = + +

− = ⇒ =−

 = =−

2 24 4 6

34 6
2

4 6

. ab=9 پس

8581 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
x x x xf x
x xx

sin sin cos cos( )
cos sinsin

= = =
− 2

2 2
1 2 2

.
x x

xf x
x

  

coslim ( ) lim
sin− − −→ →

= = =−∞
0 0

1
0

بنابراین

8591 میتوانضابطۀتابعرابهشکلزیرنوشت: 1نیزگ 1  3
x xx x xf x

x x x x
x x x

xx

cos ( sin )cos cos sin( )
sin sin sin sin

cos ( sin ) sin
coscos

++= = × =
− − + −

+ += =

2

2

11
1 1 1 1

1 1

هموارهنامنفیاست.بنابراین xsin+1 اکنونتوجهکنیدکهعبارت

x x

x x

xf x
x

xf x
x

( ) ( )

( ) ( )

sinlim ( ) lim
cos

sinlim ( ) lim
cos

− −

+ +

+π π→ →

−π π→ →

+= = =+∞

+= = =−∞

2 2

2 2

1 2
0

1 2
0



فصل دوم: آزمون ها
)122(

8601 ابتداضابطۀتابعfراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  4
x xx xf x x
x x xx x

 

( )( )
( ) ,

( )( )

− +− += = = ≠
− − −− +

2

2
2 24 2 2
2 1 13 2

x x
f x f x      lim ( ) , lim ( )

+ −→ →
=+∞ =−∞

1 1
بنابراین

بهصورتمقابلاست: x=1 پسنمودارتابعfدراطرافخط

8611  1نیزگ 1 f x( )−2 ومقادیر
x

f x
 

lim( ( ) )
→

− =
0

2 0 توجهکنیدکه  2

دریکهمسایگیمحذوفنقطۀصفرمنفیهستند.زیرادراینهمسایگیمقادیر

.
x f x
lim

( )→
=−∞

−0
1

2
کمتراز2هستند.بنابراین f x( )

8621 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

x x

x x x
  

     lim( ) , lim( )
→ →

− =− − =3 2
0 0

1 1 2 0 

مقادی�ر ، x→0 وقت�ی ، x x x x( )− = −3 2 22 2 چ�ون دیگ�ر، ط�رف از

.
x

x
x x 

lim
→

− =+∞
−3 20

1
2

منفیهستند.پس x x−3 22

8631 و 1نیزگ 1
x

xlim ([ ] )
−→

− = − =−2

5
25 16 25 9 توج�هکنیدکه  4

دری�کهمس�ایگیچ�پ5منفیان�د. x−5 ومقادی�ر
x

xlim ( )
−→

− =
5

5 0

.
x

x
x

[ ]
lim

−→

−
=+∞

−

2

5

25
5

بنابراین

8641 ابت�داتوجهکنیدکهاعدادصحیح،ریش�ۀمخرجکس�ر 1نیزگ 1  2
 x x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ∈0  ضابطۀتابعfهستند:
 f x( ) ریشۀصورت x=1و x=0 اکنوندقتکنیدکهازاعدادصحیحفقط

هستند.حدچپوحدراستتابعدرایننقاطرابهدستمیآوریم.



x x x

x x

x x x

x x x

x xf x x
x

x xf x
x

x xf x x
x

x xf x x
x

( )
lim ( ) lim lim ( )

( )
lim ( ) lim

lim ( ) lim lim

lim ( ) lim lim ( )

+ + +

− −

+ + +

− − −

→ → →

→ →

→ → →

→ → →

−
= = − =−

−

−
= =

+

−= = =
−

−= = − =

0 0 0

0 0

2

1 1 1

2

1 1 1

1 1 1
0

1 0
1

1
1

1 0

حدچپمتناهیوحدراستمتناهی x=1 و x=0 بنابراینتابعدرنقطههای
دارد.دربقیۀاعدادصحیححدصورتکسرصفرنیست،درحالیکهحدراست

مخرجکسرصفراست،پستابعfدرایننقاطحدراستنامتناهیدارد.

8651  1نیزگ 1 x +→0 .دراینصورتاگر x t=6 ف�رضمیکنیم  2
و t +→0 آنگاه

x t t

t

x x t t t
x x t t t t

t t t

lim lim lim
( )

lim
( )

+ + +

+

→ → →

→

− − −= =
− − −

= =+∞
+ +

3 3 2

6 3 30 0 0

20

1
1

1
1

8661 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

f x
x x x x x

( )
sin cos sin sin (cos )

= =
− −

1 1
2 2 2 1

.ازطرفدیگراگر xcos − ≤1 0 هموارهنامثبتاست.یعنی xcos عبارت1−
.بنابراین xsin +→0 ،آنگاه x +→0 واگر xsin −→0 ،آنگاه x −→0

x x

x x

f x
x x

f x
x x

  

  

lim ( ) lim
sin (cos )

lim ( ) lim
sin (cos )

− −

+ +

→ →

→ →

= =+∞
−

= =−∞
−

0 0

0 0

1
2 1

1
2 1

8671 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


x

x

x

x x

( )

( )

lim ( )

lim (sin cos )

−

−

π→

π→

π=

− =
4

4

4

0


 xcos مقادی�ر از  xsin مقادی�ر  x ( )−π→
4

وقت�ی دیگ�ر، ط�رف از

منفیاند.درنتیجه x xsin cos− کوچکترند،پسمقادیر

x

x
x x( )

lim
sin cos−π→

=−∞
−

4



8681 ودرنتیجه 1نیزگ 1 x[ ]=0 ،آنگاه x −→1 اگر  1

x x
f x

x
lim ( ) lim

tan− −→ →
= = =

+ +1 1

1 1 1
0 1 0

ودرنتیجه x[ ،آنگاه1=[ x +→1 اگر

x x
f x

xx
lim ( ) lim

( )tan( )+ +→ →
= = =

π + −∞+1 1

1 1 0
1

2
برابر1است. x=1 بنابراینمجموعحدچپوحدراستتابعfدر

8691 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
x x x x

x x x x x
x x

x xx x x  

sin cos sin cos
sin sin cos sin cos

sin cos
sin cos(sin cos ) sin( )

− −=
− + −

−= = =
− π− −

2 2

2

1 2 2
1 1

2
4

بنابراین

x x

x x
x x( ) ( )

sin coslim lim
sin sin( )− − −π π→ →

− = = =−∞
− π−4 4

1 1
1 2 02

4
8701 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

x  

x  

f x

f x

( )

( )

lim ( )

lim ( )

+

−

+→ −

−→ −

= =+∞

= =−∞

2

2

4
0
4

0

بهصورتمقابلاست. x=−2 پسنمودارتابعfدراطرافخط



)123(

8711 بایدبرابرصفر 1نیزگ 1 x=−3 و x=2 در f x( ) حدمخرج  2

هستند. ax bx+ + =2 2 0 جوابهایمعادلۀ x=−3 و x=2 باش�د،یعنی
باتوجهبهمجموعوحاصلضربجوابهامعلوممیشود:

 b 
a a

     ( ) , ( )× − = + − =−22 3 2 3

.پس b=− 1
3
و a=− 1

3
بنابراین


x

xf x f x
x x

( ) lim ( )
→

+ += ⇒ = =
− − + − − +

2

12
1 1 1 3

1 1 1 1 22 2
3 3 3 3

8721 رادراط�رافنقط�ۀ 1نیزگ 1 x x− +2 3 بای�دعلام�تعب�ارت  3
 x x− + =2 3 تنهاجوابمعادلۀ0 x=1مشخصکنیم.ابتداتوجهکنیدکه x=1

 x x x x x x ¡.¡.—, (. )= + ⇒ − − = ⇒ = =−2 32 3 4 3 0 1
4

است.

رامیتوانیمباعددگذاریمشخصکنیم. x x− +2 3 بنابراینعلامتعبارت
استکهعددیمثبتاست −4 5 ،آنگاهمقدارعبارتبرابر x=2 مثلًااگر

استکهعددیمنفیاست. − 3 ،آنگاهمقدارعبارتبرابر x=0 واگر


x

x x

− +∞

− +− +

3 1

02 3

.
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

مقدارعبارتمنفیاست،پس x=1دریکهمسایگیچپ

.
x

f xlim ( )
+→

=+∞
1

مقدارعبارتمثبتاست،پس x=1دریکهمسایگیراست

8731 صفراستوحدموردنظر 1نیزگ 1 x→2 چونحدمخرجوقتی  4

دربیاید.   0
0 وجوددارد،پسحدصورتهمبایدصفرباش�د،تاحدبهصورت

یک�یازعاملهایصورتاس�توصورترامیت�واناینطور x−2 بنابرای�ن
.ب�های�نترتیب،حدم�وردنظر x mx n x x k( )( )+ + = − +22 2 2 نوش�ت

برابراستبا


x

x x k k k
x x

( )( )
lim

( )( )→

− + × += ⇒ = ⇒ =
− + +2

2 2 5 2 2 5 6
2 2 2 2 2 2



. x mx n x x x x( )( )+ + = − + = + −2 22 2 2 6 2 2 12 اکنونمیتواننوشت
. m n− =14 ،ودرنتیجه n=−12 و m=2 پس

8741 برابرصفراس�توحد 1نیزگ 1 x→1چ�ونح�دمخرجوقت�ی  3
   0

0 م�وردنظروج�وددارد،بایدحدصورتهمصفرباش�د،تاح�دبهصورت

دربیاید.بنابراین

x
x a x b  a b b alim( )

→
+ − + = ⇒ + = + ⇒ = +

1
2 0 2 1 1

اکنونبهکمکاتحادمزدوجمقدارحدراحسابمیکنیم

x

x

x

x a x a
x

x a x a x a x a
x x a x a

x a x a
x x a x a a

lim

lim( )

lim( )

→

→

→

+ − + +
−

+ − + + + + + += ×
− + + + +

+ − − −= × =
− + + + + +

1

1

1

2 1
1

2 1 2 1
1 2 1

2 1 1 1
1 2 1 2 2

 a a
a

= ⇒ + = ⇒ =
+

1 1 2 3 7
62 2

بنابراین

. ab=56 ودرنتیجه b=8 پس

نت

8751 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


x x x x x x

x x x x x

( )( )

( )( )( ) ( ) ( )

− + − = − − +

= − − − = − −

3 2 2

2

4 5 2 1 3 2

1 1 2 1 2


: x −→1 و x +→1 بنابرایندرهردوحالت
 x x x( ) ( ) ( )+ −− → ⇒ − − →2 21 0 1 2 0

.
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

و
x

f xlim ( )
+→

=−∞
1

پس

8761 برقرار 1نیزگ 1 x[ ]=2 تساوی x=2 دریکهمس�ایگیراست  1

.
x x

x k k
x x
[ ]

lim lim
+ +→ →

+ += =+∞
− −2 2

3 6
2 2

است.پس

. k>−6 ودرنتیجه k+ >6 0 ،پس x( ) +− →2 0 چون
برقراراست.پس x[ تساوی1=[ x=2 دریکهمسایگیچپ


x x

x k k
x x
[ ]

lim lim
− −→ →

+ += =+∞
− −2 2

3 3
2 2

. k− < <−6 3 ،بنابراین k<−3 ودرنتیجه k+ <3 ،پس0 x( ) −− →2 0 چون

8771 ازفرضهایمسئلهنتیجهمیشود 1نیزگ 1  1

x a x a x a
x a

f x f x
f x f x

lim lim ( ) lim ( )
( ) lim ( )→ → →

→

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ =
+ +

2 21 1 1 2 1
1 1

اگ�ر .
x a

g x
f x
( )

lim
( )→

+
=

−
1 2
1

دیگ�ر ط�رف از .
x a

f xlim( ( ) )
→

− =1 0 بنابرای�ن

وجودندارد،چونحدمخرجآن
x a

g x
f x
( )

lim
( )→

+
−
1
1
،آنگاه

x a
g xlim( ( ) )

→
+ ≠1 0

.بنابراین
x a

g xlim ( )
→

ودرنتیجه1−=
x a

g xlim( ( ) )
→

+ =1 0 صفراست.پس

x a
x a

x a

f xf x
g x g x

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
→

→
→

++ += = =−
− − − −

11 1 1 1
3 3 1 3 2



8781 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
x ax ax x ax x x x x ax x

x x a x

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ( ) )

− + − = − − − = − + + − −

= − + − +

3 2 3 2

2

1 1 1 1 1 1

1 1 1

بنابراین
x x

x

x x
x ax ax x x a x

x a x

lim lim
( )( ( ) )

lim
( )

→ →

→

− −=
− + − − + − +

=
+ − +

3 2 21 1

21

1 1
1 1 1 1

1
1 1

ریش�ۀمخرج)ریش�ۀ x=1ش�ودباید +∞ ب�رایاینکهمقدارحدفوقبرابر
a a( )+ − + = ⇒ =1 1 1 0 3 مضاعف(باشد.پس

8791 ودرنتیجه 1نیزگ 1 x[ ،آنگاه1=[ x −→2 اگر  4

x x
t

f x t
x

lim ( ) lim tan( ) lim tan
− − +→ → π→

π= = =−∞
2 2

2

ودرنتیجه x[ ]=2 ،آنگاه x +→2 اگر

x x
f x

x
lim ( ) lim tan( ) tan

+ +→ →

π= = π=
2 2

2 0



فصل دوم: آزمون ها
)124(

8801 ریشۀ 1نیزگ 1 x π=
4
ش�ودباید +∞ برایاینکهحدموردنظر  1

مخرجکسرباشد:

 aa asin cosπ π+ = ⇒ + = ⇒ =−2 20 0 1
4 4 2 2

.اکن�ونتوج�هکنی�دک�هوقت�ی
x

bx
x x( )

lim
cos sin+π→

+ =+∞
−

4

1 بنابرای�ن

مقدارمخرجکسرمنفیاستوبایدمقدارصورتکسرهممنفی x ( )+π→
4

b bπ+ < ⇒ <−
π
41 0

4
شود.پس +∞ باشدتاحدموردنظربرابر

8811 حد 1نیزگ 1 x c= و x b= ، x a= مطابقش�کلزیردرنقاط  3

درایننقاطنامتناهیاستونمودار
f
1 تابعfبرابرصفراست،بنابراینحدتابع

درایننقاطمجانبقائمدارد.
f
1 تابع

8821 ابتداضابطۀتابعراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
x xx x xf x x
x x xx x

    

( )( )
( ) ,

( )( )

+ −− − −= = = ≠−
+ − −− −

2

2
1 43 4 4 1
1 6 65 6

تنهامجانبقائمنمودارتابعfاست. x=6 بنابراین

8831 ابتداضابطۀتابعfراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
x xf x x

x x x x x x x
( ) ,

( )( ) ( )( )( ) ( )( )

− −= = = ≠
+ − + − + + +2 2 2 2

2 2 1 2
1 4 1 2 2 1 2

تنه�امجانبقائم x=−2 تنهاریش�ۀمخرجاس�توخط x=−2 بنابرای�ن
نمودارتابعfاست.

8841 ریشههایمخرجراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  3
x x

x x
x x

| | | |
− = =  − − = ⇒ − = ⇒ ⇒ 
− =− =−  

1 2 3
1 2 0 1 2

1 2 1

مجانبهایقائمنمودارتابعfهس�تندکه x=3 و x=−1 بنابراینخطهای
فاصلۀآنهابرابر4است.

8851 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

f
xx xf x D

x x x x x
     

( )
( ) , ( , ) { }

( )
= = = = +∞ −

− − −

2
0 1

1 1

دارد. x=1 پسنمودارتابعfفقطیکمجانبقائمبهمعادلۀ

x x
f x f x      lim ( ) , lim ( )

+ −→ →
=+∞ =−∞

1 1

8861 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

x x k  k x x      sin ( ) , , ,− π π= ⇒ = π ∈ < < ⇒ =−π π3 30 0
2 2



 x=−π و x=0 ، x=π بنابرایننمودارتابعfسهمجانبقائمبهمعادلات

)دارد. , )− π π3 3
2 2

دربازۀ

8871 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
 x x x x[ ] [ ]≤ − < ⇒− ≤ − − <−0 1 2 2 1

پسحدمخرجکسرضابطۀتابعfهیچگاهصفرنمیشود،یعنینقطهایوجودندارد
کهتابعfدرآنحدنامتناهیداشتهباشد.پسنمودارتابعfمجانبقائمندارد.

8881 اگرمخرجکس�رضابطۀتابعfریشهنداشتهباشد،نمودار 1نیزگ 1  2
اینتابعمجانبقائمنخواهدداشت)توجهکنیدکهصورتکسر1است(.بنابراین

x mx m m      ,+ + = ∆= − < ⇒− < <2 21 0 4 0 2 2
و0رامیتواندداشتهباشد. ±1 پسmسهمقدارصحیح

8891 ریش�ۀمخرجکس�رضابطۀتابعf 1نیزگ 1 x=1 توجهکنیدکه  3
استو


x x x x

f x f x
x x

     lim ( ) lim , lim ( ) lim
+ + − −→ → → →

− −= =−∞ = =−∞
− −1 1 1 1

4 3 0 3
1 1

بهصورتزیراست: x=1 بنابرایننمودارتابعfدراطرافخط

8901 ابتداضابطۀتابعراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  3
xf x x

x x x
      ( ) ,

( )( )
−= = ≠

− − −
1 1 1

1 2 2
مجانبقائمنمودارتابعfاستو x=2 پس

x

x

f x

f x

lim ( )

lim ( )

+

−

→

→

=+∞

=−∞
2

2

بهصورتمقابلاست. x=2 بنابرایننمودارتابعfدراطرافخط

8911 مخ�رجکس�ردرضابط�ۀتابعfریش�هن�دارد.بنابراین 1نیزگ 1  4
x x       ,− + = ∆= − <2 1 0 1 4 0 نمودارتابعfمجانبقائمندارد.

8921 ابتداضابطۀتابعراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2



x xx xf x
x x x x x x

x x x x
x x x x x

( )( )
( )

( )

( )( )
,

( )( ) ( )

− −− += =
− + − +

− − −= = ≠
− − −

2

3 2 2
2 35 6

4 3 4 3
2 3 2 3
1 3 1

مجانبهایقائمنمودارتابعfهستند. x=1 و x=0 بنابراینخطوط

8931 ابتداریشههایمخرجکسرضابطۀتابعfرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  3



x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

| | | | ,

,

,

− − = ⇒ − = ≥

 − = ⇒ − = ⇒ = =


− =− ⇒ − = ⇒ = =

2 2

2 2

2 2

2 0 2 0

2 3 0 0 3

2 0 0 1

دارد. x=3 و x=1، x=0 بنابرایننمودارتابعfسهمجانبقائمبهمعادلات

8941 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x  x x     [ , ] ,− > ⇒ ∈ − − > ⇒− < <2 24 0 0 4 1 0 1 1

.پسنمودارتاب�ع،دوخطمجانبقائ�مبهمعادلات fD ( , )= −1 0 بنابرای�ن

دارد: x=−1 و x=0

x x  
f x f x

 

      

( )
lim ( ) , lim ( )

− +→ → −
=+∞ =+∞

0 1



)125(

8951 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

x x x k    k

x x

cos cos ( )

,

π− = ⇒ = ⇒ = π± ∈

π π< < π⇒ =

12 1 0 2
2 3

50 2
3 3



و x π=
3
)دومجانبقائمبهمعادلات , )π0 2 بنابرای�ننمودارتاب�عfدربازۀ

دارد.توجهکنیدکههیچیکازایندومقدارصورتکسرضابطۀتابع x π=5
3

راصفرنمیکنند.

8961 ابتداتوجهکنیدکهریشههایمخرجکسرضابطۀتابعf 1نیزگ 1  2

)بهصورتزیرهستند: , )− π π3 3
2 2

دربازۀ

x x k   k x x      sin ( ) , , ,− π π= ⇒ = π ∈ < < ⇒ =−π π3 30 0
2 2



ریشۀصورتکسرهماست.همچنین x=0 ازبیناینریشهها


x x

xf x
x  

lim ( ) lim
sin→ →

= =
0 0

1

 x=−π و x=π مجان�بقائ�منم�ودارتابعfنیس�تولی x=0 بنابرای�ن
مجانبقائمهستند.زیراتابعدرایننقاطحدنامتناهیدارد.

8971 ابتداضابطۀتابعراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2
x x x x xf x

x x x
x x x x  x x

x x x x x x

sin sin cos sin cos( )
cos cos sin

(sin cos ) cos sin (cos sin )
(cos sin )(cos sin ) cos sin

− + −= =
−

− −= = ≠
− + +

2 2

2 2

2

1 2 2
2

)واقعهستندمشخصمیکنیم: , )π0 2 اکنونریشههایمخرجراکهدربازۀ

x x x x x x xsin cos sin cos tan ,π π+ = ⇒ =− ⇒ =− ⇒ = =3 70 1
4 4

و x π=3
4

)دومجانبقائمبهمعادلات , )π0 2 بنابرایننمودارتابعfدربازۀ

دارد.توجهکنیدکههیچیکازایندومقدارصورتکسرضابطۀتابع x π=7
4

راصفرنمیکنند.

8981 x 1نیزگ 1 x x x[ ] [ ]≤ − < ⇒ ≤ − + <0 1 1 1 2 توجهکنیدکه  4
پسحدمخرجکس�رضابطۀتابعfهیچگاهصفرنمیشود.یعنینقطهایوجود
ن�داردک�هتابعfدرآنحدنامتناهیداش�تهباش�د.پسنم�ودارتابعfمجانب

قائمندارد.

8991 دردوحالتزیرنمودارتابعfفقطیکمجانبقائمدارد: 1نیزگ 1  2
حالت اولمخرجریشۀمضاعفداشتهباشد:

 x mx m m,− + = ∆= − = ⇒ =±2 29 0 36 0 6

حالت دوممخرجدوریش�هداش�تهباش�دکهیکیریش�ۀصورتکس�ریعنی
است: x=4

 m m− + = ⇒ =2516 4 9 0
4

پسبهازایسهمقدارmنمودارتابعfفقطیکمجانبقائمدارد.

9001 ابتداتوجهکنید 1نیزگ 1  1

f
x xf x D

x x x x x
    ( ) , ( , ) { }

( )

− −= = = = +∞ −
− −

1 1 1 0 1
1

مجانبقائمنمودارتابعfاست: x=0 ریشۀمخرجاستوخط x=0 بنابراین

x

f xlim ( )
+→

=+∞
0

بهصورتروبهرواست. x=0 بنابرایننمودارتابعfدراطرافخط

9011 مخرجکسردرضابطۀتابعریشۀمضاعفدارد: 1نیزگ 1  1

 x x x x( )− + = ⇒ − = ⇒ =2 26 9 0 3 0 3

 x=3 ریشۀصورتکسردرضابطۀتابعfنیست،پستابعfدر x=3 چون
مجانبقائمنمودارتابعfاست. x=3 حدنامتناهیداردو


x x

x x x x
x x x

lim lim
( ) +→ →

− + − += = =+∞
− + −

2 2

2 23 3
2 2 8

6 9 3 0

9021 ریشههایمخرجکسرضابطۀتابعfرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  1
x x x x x x x x

x x x

( )( )

( )( )

+ − = ⇒ − + − = ⇒ − + + + − =

− + + =

3 3 2

2

2 0 1 1 0 1 1 1 0

1 2 0

تنهاریشۀمخرج x=1بنابراین،( )∆<0 جوابندارد x x+ + =2 2 0 معادلۀ

تنهامجانبقائم x=1اس�توچوناینعددریشۀصورتنیس�ت،پسخط
نمودارتابعfاست.

9031 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

f
xf x D

x x x
      ( ) , [ , ) { }

( )( )
−= = +∞ −

+ −
1 1 2

2 2

تنهامجانبقائمنمودارتابعfاست. x=2 بنابراین

9041 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


x x x

x x x

( , ) ( , )

( , ) ( , )

− > ⇒ ∈ −∞ +∞

− + > ⇒ ∈ −∞ +∞

2

2

3 0 0 3

5 4 0 1 4





،پستابعfدومجانبقائمبهمعادلات fD ( , ) ( , )= −∞ +∞0 4 بنابراین

دارد: x=0 و x=4

x x  

f x f xlim ( ) , lim ( )
+ −→ →

=−∞ =+∞
4 0

9051  1نیزگ 1 x k k,π= π+ ∈
2

 خط�وط  y xtan= تاب�ع در  4

مجانبه�ایقائمنمودارتابعاند.بنابراینمعادل�ۀمجانبهایتابعfبهصورت
زیراست:

 x k x k k k( ) ,π π+ = π+ ⇒ = π+π= + π ∈3 3 1
3 6 2



، x=π )عبارتانداز , )− π π6 6 مجانبه�ایقائ�منمودارتاب�عfدرب�ازۀ

. x=− π5 و x=− π2 ، x= π4

9061 باشد.پس 1نیزگ 1 ax− =3 4 0 بایدجوابمعادلۀ x=2  1

 a a− = ⇒ =26 4 0
3



فصل دوم: آزمون ها
)126(

9071 ریشۀمخرجکسرضابطۀتابعfباشد: 1نیزگ 1 x=−3 باید  3
 xx mx m m=−+ − = →− − − = ⇒ =−33 3 0 27 3 3 0 10

.توجهکنیدکه x xf x
x x x x x

( )
( )( )

= =
− − + − −3 210 3 3 3 1

بنابراین


x x x x x x x x

x x x x x x x

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

− − = − − − = − − +

= − + − + = + − −

3 3 2

2

10 3 9 3 9 3

3 3 3 3 3 1

 x x− − =2 3 1 0 پ�سمجانبهایقائمدیگرنمودارتاب�عfجوابهایمعادلۀ

. x −=3 13
2

و x +=3 13
2

هستندکهعبارتانداز

9081 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3
m x x m m m m     ( ) , ( )( ) ( )− + + − = ∆= − − − = + − >2 21 1 0 1 4 1 1 1 4 1 0

،آنگاهمخرجکس�رضابطۀتابعfهموارهدوریش�هدارد. m≠1 بنابرای�ناگر
برایاینکهنمودارتابعفقطیکمجانبقائمداشتهباشد،بایدیکیازریشههای

ریشۀمخرجاست. x=2 مخرج،ریشۀصورتکسرهمباشد.پس
xm x x m m m m( ) ( )=− + + − = → − + + − = ⇒ =22 11 1 0 4 1 2 1 0

3
،آنگاهمخرجکس�رازدرجۀاولاس�توضابطۀتابعبهصورت m=1امااگر

مجان�بقائ�منم�ودارآناس�ت.بنابرای�ن x=0 اس�تک�ه xf x
x

( ) −= 2

است. 4
3
حاصلجمعمقادیرممکنبرایmبرابر

9091 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

x x x x x      ,− ≥ ⇒ ≥ − > ⇒ < <212 1 0 0 0 1
2

 x=1خطfوتنهامجانبقائمنم�ودارتابع fD [ , )= 1 1
2

بنابرای�ن

.بنابرایننمودارتابع
x

f xlim ( )
− +→

= =+∞
1

1
0

است.ازطرفدیگر

بهصورتمقابلاست. x=1 fدراطرافخط

9101 تنهاریش�ۀمخرجکس�ر 1نیزگ 1 x π=3
2

ابت�داتوجهکنیدکه  2

مقدار x π=3
2

)اس�ت.همچنیندرهمس�ایگی , )π π2 ضابطۀتابعfدربازۀ

وبیشترازآناست.یعنی −1 نزدیک xsin عبارت
 x xsin ( ) [sin ]+→ − ⇒ =−1 1

،پ�سنم�ودارتاب�عfدر
x  x  

f x
x

lim ( ) lim
cosπ π→ →

−= =−∞
23 3

2 2

1 بنابرای�ن

بهصورتروبهرواست. x π=
2
اطرافخط

9111 و 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→−∞

=1 ازرویش�کلمعل�وماس�تک�ه  3

.بنابراینمقدارموردنظربرابر2است.
x

f xlim ( )
→+∞

=1

9121 .بنابراین 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
−→

=−∞
1

ابتداتوجهکنیدکه  4

tx x
fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

− − →−∞→ →
= = =−

1 1
2

9131 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x  x  

x  x  

x x x xxx x xx x
xx

x x
x x x x x x

x x x x x

( )
( )

lim lim

lim lim
( )( )

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

− + − +
+ + −− =

−−

− + − − + −= = = =
− − − − +

2 32

2

3 2 3 2

2 3 2

3 1 113 11
1 2 12

4 3 1 4 3 1 4 2
22 1 1 2 2 1

9141  1نیزگ 1 x−1 3 ،مقادیر x→−∞ ابت�داتوجهکنیدکهوقت�ی  4
مثبتاند.بنابراین

x x x

x x x x x
x x x
| | ( )

lim lim lim
→−∞ →−∞ →−∞

− − − − −= = =
− − −

2 1 3 2 1 3 5 1 1
5 3 5 3 5 3

9151 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

x  x  

x  

x x x x

x x x

x
x

( ) ( ) ( )( )
lim lim

( )

lim

→+∞ →+∞

→+∞

− + − +
=

− + +

× − ×= = =
+

4 2 2 4 4 2 4

4 3 2 2 8

4 2 8 4 2

2 8 2

3 2 4 1 3 4
6 2 1 6
3 4 3 4 36

6 6

 







9161 و 1نیزگ 1 n+3 4 عددیطبیعیباش�د، n توج�هکنیدکهاگر  1
از1بیشترند،بنابراین n+2 6

n n n n
nx x x

x x x x
x x

( )lim lim lim
+ + − + −
+→+∞ →+∞ →+∞

+ + = =
− +

3 4 3 4 2 6 2
2 6

1
1

ویژگی n=1بنابراینفقط، n<2 ،یعنی n− <2 0 اگراینحدصفرباشد،باید
موردنظررادارد.

9171 ،مقادیر 1نیزگ 1 x→+∞ عددیمثبتباش�د،وقتی m اگ�ر  2
منفیاندوحدموردنظربرابراستبا mx−1

x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − + − += =
+ +

1 2 1 2 2 2
3 1 3 1 3

ع�ددیمنف�یباش�د،وقت�ی m .اگ�ر m=7 ،پ�س m+ =2 3
3

بنابرای�ن

مثبتاندوحدموردنظربرابراستبا mx−1 ،مقادیر x→+∞

x x

mx x m x m
x x

( ) ( )
lim lim
→+∞ →+∞

− + − − −= =
+ +

1 2 1 2 2
3 1 3 1 3

 2
3
،ح�دموردنظ�ربرابر m=0 .اگر m=−7 ،پ�س m− =2 3

3
بنابرای�ن

هس�تندو −7 عددهای7و m میش�ودکهدرس�تنیس�ت.بنابراینمقادیر
است. −49 حاصلضربآنها

9181 ش�دهاس�ت،پسباید 1نیزگ 1 −∞ چ�ونحدم�وردنظربرابر  4
درجۀمخرجازدرجۀصورتکمترباش�دوضریببزرگترینجملهدرصورت
بای�دمنفیباش�د.برایاینک�هدرجۀمخ�رجازدرجۀصورتکمترباش�د،باید
،بزرگترینجملۀصورت a=5 .توجهکنیدکهاگ�ر a=5 ،یعن�ی a− =5 0

است. −∞ میشود،بنابراینحدموردنظربرابر x− 2

9191 چوندرجۀمخرجکسردادهشدهبرابر2است،اگردرصورت 1نیزگ 1  3
 +∞ یا −∞ وجودداشتهباشد،حدموردنظربرابر x3 اینکسرجملۀشامل
. a=3 درصورتکسردادهشدهصفراست،یعنی x3 میشود.بنابراینضریب

.
x

b x x b
x

( )
lim
→+∞

+ − + +=
−

2

2
2 3 4 2

33 1
درنتیجهحدموردنظربرابراستبا

. a b+ =16 .بهاینترتیب b=13 ،پس b+ =2 5
3

بنابراین
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9201 . 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→−∞

=1 و
x

f xlim ( )
→+∞

=1 توجهکنیدکه  4

آنگاه ، x→+∞ اگ�ر . xf x  
x x

( ) −= = −
+ +

1 41
3 3

دیگ�ر ط�رف از

،پ�س
x

−→
+
4 0

3
،آنگاه x→−∞ .اگ�ر f x( ،پ�س1>(

x
+→

+
4 0

3
قرارداردودر y=1پایینترازخط f نمودارتاب�ع +∞ .پ�سدر f x( )>1

قراردارد. y=1 بالاترازخط f نمودارتابع −∞

9211 ، 1نیزگ 1 x→+∞ .دراینصورتاگر t x= −1 فرضمیکنیم  3
.اکنونازرویشکلمعلوماستکه t→−∞ آنگاه

x t
f x f tlim ( ) lim ( )

→+∞ →−∞
− = =−1 2

9221 .ازطرفدیگر 1نیزگ 1
x

f xlim ( )
→+∞

=2 ابتداتوجهکنی�دکه  2

.بنابراین f x( )>2 ،آنگاه x→+∞ اگر

x x t
fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

+→+∞ →+∞ →
= = =+∞

2

9231 و 1نیزگ 1 
x  

f xlim ( )
→+∞

=1 ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  2

و  f x( )>1 آنگاه ، x→+∞ اگ�ر همچنی�ن .
x  

f xlim ( )
→−∞

=−2

.بنابراین f x[ ( )]=−3 و f x( )<−2 ،آنگاه x→−∞ واگر f x[ ( )]=1

x  x  

f x f xlim [ ( )] , lim [ ( )]
→+∞ →−∞

= =−1 3

.
x x

f x f xlim [ ( )] lim [ ( )]
→−∞ →+∞

− =− − =−3 1 4 پس

9241 و 1نیزگ 1
x

+→1 0 ،آنگاه x→+∞ ابت�داتوجهکنیدکهاگر  2

.
x x x

x x
x

lim ( [ ]) lim ( ) lim
→+∞ →+∞ →+∞

= = =1 0 0 ،بنابراین0
x

[ ]=1 0 درنتیجه

مس�اویاندوحدآنها g x( )=0 وتابع f x x
x

( ) [ ]= 1 تابع +∞ درواقعدر

برابرصفراس�ت.

9251 و 1نیزگ 1 x ، x2 ،مقادیر x→−∞ ابتداتوجهکنیدک�هاگر  3
همگیمنفیاند.بنابراین x−3 1

x x x

x x x x x
x x x x x
| | | |

lim lim lim
| | | | ( )→−∞ →−∞ →−∞

+ − − −= = =
− − − − − − +

2 2 3 3
3 1 2 1 3 2 1

9261 ،آنگاهمقدارح�دبرابرصفر 1نیزگ 1 n=1 توج�هکنیدک�هاگر  4
،آنگاه n>1اس�تکهوجوددارد.اگر

n n n
x x x

x x x x
x x

lim lim ( ) lim
− − − −

→+∞ →+∞ →+∞

− = =
− +

1 1 4 5
4

3 2 3 3
1

.بنابراین n≥6 ،یعنی n− ≥5 1 برایاینکهاینحدوجودنداش�تهباشد،باید
کوچکترینعددیکهویژگیموردنظررادارد،6اس�ت.

9271 وجود 1نیزگ 1 x2 اگردرصورتکس�ردادهش�دهجملۀش�امل  2
 x2 میشود.بنابراینضریب +∞ یا −∞ داش�تهباش�د،حدموردنظربرابر

.دراینصورت،حدموردنظر a=−1پ�س، a+ =1 0 بایدصفرباش�د،یعنی

،درنتیجه
b
− =
−
5 1
2 2

.بنابرای�ن
x

x
b x b

lim
( )→−∞

− + −=
− − −
5 4 5
2 1 2

برابراس�تبا

. ab=8 .بهاینترتیب، b=−8

9281 ابتداتوجهکنیدکهاگردرصورتکس�ردادهشدهجملۀ 1نیزگ 1  4
میش�ود. +∞ یا −∞ وجودداش�تهباش�د،حدموردنظربرابر x3 ش�امل

، a− =2 1 درصورتکسردادهشدهصفراست،درنتیجه0 x3 بنابراینضریب

.
x

x
x x

lim
→+∞

− = =
+ +

2

2
4 1 4 2

22 1
.بهاینترتیبحدمس�ئلهمیشود a=1

2
پس

. a b+ =5
2
و b=2 درنتیجه

9291 ودرنتیجه 1نیزگ 1 t +→0 ،آنگاه t
x

= 1 اگرفرضکنیم  1

x t t t

t t tx
t t t t

x t

sin
sin sin coslim lim lim lim
tan sin cos costan

cos
+ + +→+∞ → → →

= = = =
0 0 0

1
2 1

2 2 2 2 2
2

9301 .ازطرفدیگراگر 1نیزگ 1
x

x
x

lim
→+∞

+ =
−

2 1 2
1

توجهکنیدک�ه  2

،آنگاه x→+∞ .بنابرای�ناگ�ر x
x x
+ = + >
− −

2 1 32 2
1 1

،آنگاه x→+∞

.
x x

x
x

lim [ ] lim
→+∞ →+∞

+ = =
−

2 1 2 2
1

ودرنتیجه x
x

[ ]+ =
−

2 1 2
1

9311  1نیزگ 1
x x

f x f xlim ( ) lim ( ( ))
→−∞ →−∞

= ⇒ − =1 1 0 گزینۀ )1(   4

.
x f x
lim

( )→−∞
=+∞

−
4

1
مثبتاند.بنابراین f x( )−1 ،مقادیر x→−∞ واگر

x
f xlim ( )

+→
=+∞

1
گزینۀ )2(

 
x x

f x x f xlim ( ) lim (( ) ( ))
− −→ →

=−∞⇒ + =−∞
1 1

2 گزینۀ )3(

x x
f x f xlim ( ) lim ( ( ))

→+∞ →+∞
= ⇒ − =1 1 0 گزینۀ )4(

.
x f x
lim

( )→+∞

− =+∞
−

4
1

منفیاند.بنابراین f x( )−1 ،مقادیر x→+∞ واگر

پسگزینۀ)4(درستنیست.

9321 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

x  x  

f x f x      lim ( ) , lim ( )
→−∞ →+∞

=− =2 2

،بنابراین f x( )<−2 ،آنگاه x→−∞ اگر

x x t

fof x f f x f t
( )

lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
−→−∞ →−∞ → −

= = =−∞
2

.بنابراین f x( )>2 ،آنگاه x→+∞ ازطرفدیگراگر

x x t

fof x f f x f tlim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
+→+∞ →+∞ →

= = =+∞
2

بنابراین

x x

fof x fof xlim ( )( ) lim ( )( ) ( ) ( )
→−∞ →+∞

− = −∞ − +∞ =−∞
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9331  1نیزگ 1
x

−− →1 0 ،آنگاه x→+∞ ابتداتوجهکنیدکهاگر  2

،بنابراین
x

[ ]− =−1 1 ودرنتیجه

x x x

x
x xx

x x x

[ ]
lim lim lim
→+∞ →+∞ →+∞

− −
− − −= = =−

+ +

1 1
1 1

2 1 2 1 2 2

9341 توج�هکنیدک�هجملۀدارایبزرگترینت�واندرصورت 1نیزگ 1  4
اس�توجمل�ۀدارایبزرگترین x x x( ) ( )− =−3 2 2 3 62 3 23 کس�ربراب�ر

است.پسحدموردنظربرابر x x x( ) =2 2 2 63 9 تواندرمخرجکس�ربرابر

.
x

x
x

lim
→−∞

− =−
6

6
23 23

99
استبا

9351 ، 1نیزگ 1 x −23 ،مقادیر1 x→−∞ ابت�داتوجهکنیدک�هاگر  1
مثبتاند،پس x x−25 و x −22 3

x x x

x x x x x
x x x x x x x

| | | |
lim lim lim

| |→−∞ →−∞ →−∞

− − − − − += = =
− − − −

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
3 1 2 3 3 1 2 3 1

45 5 4

9361 و 1نیزگ 1 m≠0 توجهکنیدکهباید  4

x x

x

x mx x m x

mx x m x x

m x m m
m x m

( ) ( ) ( )( )
lim lim

( ) ( ) ( )( )

lim

→+∞ →+∞

→+∞

+ + + +
=

− − − −

+= = =
× + × ×

5 7 5 5 7 7

4 8 4 4 4 8 8

5 7 12 5 7 3

4 8 4 12 4 8 4 12 3

3 1 2 3
2 1 6 1 2 6

3 3
2 6 2 6 2 3

 

 





. m=−48 ،پس m =−
×

3

12 3
1

2 3
بنابراین

9371 ، 1نیزگ 1 n=3 ،اگر
n

nx
xL
x

lim
→+∞

= ،آنگاه1= n>3 اگ�ر  3

، n<3 اگ�ر .
x x

x x xL
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

+ −= = =−
− + −

3 3 3

3 3 3
4 1 5 5
2 1

آنگاه

وجوددارد. L ،پسسهمقدارمختلفبرای
x

xL
x

lim
→+∞

= =−
−

3

3
4 2
2

آنگاه

9381 آنگاه 1نیزگ 1 ، f x ax b( )= + اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه  4

x x

bxf x a a a
f x ax b a a

( )
lim lim

( )

−

→+∞ →+∞

−
= = =

+

1

2

1 1
1 .بنابراین bf x x  

a a
( )− = −1 1

.ب�های�نترتیب a=− 1
4
منف�یاس�ت،پ�س a .چ�ون

a
=

2
1 16 بنابرای�ن

. b=15
4

.درنتیج�ه b− + =3 3
4

،پ�س f( )=3 3 و f x x b( )=− +1
4

. f( )− =1 4 ،پس f x x( )=− +1 15
4 4

بنابراین

9391 .بنابراین 1نیزگ 1 t→−∞ ،آنگاه t xtan= اگرفرضکنیم  2

t t
x

x t t
x t t

tanlim lim lim
tan+ →−∞ →−∞π→

= = =−
− − −

2

1
1 1

9401 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

x x
x x

x x
lim , lim
→+∞ →+∞

= =
+ −

1 1
2 1 2 2 1 2

، x→+∞ ازطرفدیگروقتی
x x x

x x x x
+ = = + >

+ − − −

2

2 2
4 11 1

2 1 2 1 4 1 4 1

ودرنتیجه x x
x x

[ ]+ =
+ −

1
2 1 2 1

بنابراین

x x
x x

x x
lim [ ] lim
→+∞ →+∞

+ = =
+ −

1 1
2 1 2 1

9411 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x x x
xf x

xx
lim ( ) lim lim
→±∞ →±∞ →±∞

= = =
2

2 1 0
24

است. f مجانبافقینمودارتابع y=0 بنابراینخط
9421 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

x x x

x x x

x x xf x
x x

x x xf x
x x

lim ( ) lim lim

lim ( ) lim lim

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞

+= = =
−

−= = =−
− − −

3 4 4
1

3 2 2
1

هس�تندو f مجانبهایافقینمودارتابع y=−2 و y=4 بنابرای�نخطوط
فاصلۀآنهابرابر6است.

9431 بهترتیب 1نیزگ 1 y=3 و x=4 ابتداتوج�هکنیدکهخط�وط  3
محل A( , )4 3 هس�تند.پ�سنقطۀ f مجانبه�ایقائ�موافقینمودارتابع

. + =2 24 3 5 تلاقیمجانبهاستوفاصلۀآنتامبدأبرابراستبا

9441 مجانبافقینمودارتابعf 1نیزگ 1 ay
a

=
−1

ابتداتوجهکنیدکه  4

a a a a
a

= ⇒ − = ⇒ =
−

2 2 2 2
1

است.پس

مجانبقائمنمودارتابعاست.پسمعادلۀمجانبقائم ax
a
−=
−
2

1
همچنینخط

است. x=−4

9451 بهترتی�بمجانبهای 1نیزگ 1 y
a

=
−
2

1
و ax

a
=

−1
خط�وط  3

رویخط a
a a

( , )
− −

2
1 1

هس�تند.بنابرایننقط�ۀ f قائ�موافقینم�ودارتابع

a a a a
a a

= + ⇒ = + − ⇒ =
− −
2 31 2 1

1 1 2
قراردارد.پس y x= +1

9461 مجانبافقینمودارتابعf 1نیزگ 1 y=0ابتداتوجهکنیدکهخط  2

.بنابرای�نبای�دنق�اط
x x x

xf x
xx

lim ( ) lim lim
→±∞ →±∞ →±∞

= = =
2

3
1 0 اس�ت

رامشخصکنیم: f ونمودارتابع y=0 تلاقیخط

f x x x( )= ⇒ − = ⇒ =±20 1 0 1
)مجانبافقیخودراقطعمیکند. , )−1 0 )و , )1 0 پسنمودارتابعfدردونقطۀ

9471 مجانبافقینمودارتابعf 1نیزگ 1 y=0ابت�داتوجهکنیدکهخط  1

 y=0بنابراینبایدخط.
x x x

xf x
xx

lim ( ) lim lim
→±∞ →±∞ →±∞

= = =
2

3
1 0 است

جوابداشته f x( )=0 تلاقیداش�تهباش�ند،یعنیبایدمعادلۀ f ونمودارتابع

x x m x x m m m
x
− + = ⇒ − + = ⇒∆= − ≥ ⇒ ≤

+

2 2
3
2 0 2 0 4 4 0 1

1
باشد:
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9481 است، 1نیزگ 1 +∞ در f مجانبافقینمودارتابع y=2 خط  2
بنابراین

x
f xlim ( )

→+∞
=2 پس

x x x
g x f x f xlim ( ) lim ( ( )) lim ( )

→−∞ →−∞ →−∞
= − − = − −1 2 3 1 2 3

.بنابراین x( )− →+∞3 ،آنگاه x→−∞ ازطرفدیگراگر

x t
g x f tlim ( ) lim ( )

→−∞ →+∞
= − = − × =−1 2 1 2 2 3

است. −∞ در g مجانبافقینمودارتابع y=−3 پسخط

9491 مجانبافقینمودارتابعfاست.ازطرفدیگر 1نیزگ 1 y=2خط  4

 xf x  
x x

( ) −= = −
+ +

2 1 72
3 3

. f x( )<2 ،پس
x

+→
+
7 0

3
،آنگاه x→+∞ اگر

. f x( )>2 ،پس
x

−→
+
7 0

3
،آنگاه x→−∞ اگر

 −∞ نمودارتابعfپایینترازخطمجانبافقیآنقرارداردودر +∞ پسدر
نمودارتابعfبالاترازخطمجانبافقیآنقراردارد.

9501 مجانبهای 1نیزگ 1 y=−2 و y=2 توج�هکنی�دکهخط�وط  1
،آنگاه x→+∞ هستند.ازطرفدیگر،اگر f افقینمودارتابع

 xf x
x x

( )= = + >
− −

2 22 2
1 1

،آنگاه x→−∞ واگر
xf x

x x
( )= =− + <−

− − +
2 22 2

1 1
پایینخط −∞ بالایخطمجان�بآنودر +∞ در f بنابرای�ننم�ودارتابع

مجانبآناست.

9511 دربینهایتحدندارد: 1نیزگ 1 xf x
x

( ) −=
−

2 1
2
تابع  3

x x x
x x x
x x

lim lim lim
→±∞ →±∞ →±∞

− = = =±∞
−

2 21
2

درجۀصورتکس�ربیش�ترازدرجۀمخرجآن f توجهکنیدکهدرضابطۀتابع
استولیدربقیهگزینههاچنیننیست.

9521 بهترتی�بمجانبهایقائمو 1نیزگ 1 y=3 و x=4 خطه�ای  1
افقینمودارتابعfهستند.بنابراینمساحتمثلثرنگیدرشکلزیرموردسؤال

است. 1
2
استکهبرابر

9531 بایدریش�ۀمخرجکس�ر 1نیزگ 1 x=4 ابت�داتوج�هکنیدک�ه  3
 xx a a a=− + = → − + = ⇒ =42 2 0 8 2 0 10 ضابطۀتابعfباشد:

 
x x

a x af x
x

( )
lim ( ) lim
→±∞ →±∞

+ += = =
4 4 7

2 2
ازطرفدیگر

مجانبافقینمودارتابعfاست. y=7 بنابراین

9541 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 x  x  x  

x  x  x  

x x x xf x
x x x

x x x xf x
x x x

( )
lim ( ) lim lim

( )
lim ( ) lim lim

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞

+ −
= = =

−
− − −= = =−
−

2 2

2 2

2 2

2 2

2 1 3 3
3

2 1 1
3

مجانبهایافقینمودارتابعfهس�تندو y=−1 و y=3 بنابرای�نخطه�ای
فاصلۀآنها4واحداست.

9551  1نیزگ 1 x=−2 و  x=2 خط�وط ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  3
مجانبهای y=−1 و y=1هستندوخطوط f مجانبهایقائمنمودارتابع

افقیآنهستند.

x x x x
x xf x    f x
x x

lim ( ) lim , lim ( ) lim
→+∞ →+∞ →−∞ →−∞

+ − += = = =−
− −

2 2

2 2
1 11 1
4 4

بنابراینبایدمساحتمستطیلشکلزیررابهدستآوریمکهبرابر8است.

9561 مجانبافقینم�ودارتابعf 1نیزگ 1 y=1 ابت�داتوجهکنیدک�ه  4

 
x x x

x xf x
x x x

lim ( ) lim lim
→±∞ →±∞ →±∞

−= = =
+ +

2 2

2 2
4 1

3 2
استزیرا

بانمودارتابعfرابهدستآوریم: y=1 بنابراینبایدطولنقطۀبرخوردخط

xf x x x x x
x x

( ) −= ⇒ = ⇒ − = + + ⇒ =−
+ +

2 2 2
2

41 1 4 3 2 2
3 2

9571 مجانبافقینمودارتابعf 1نیزگ 1 y=1ابتداتوجهکنیدکهخط  3
جوابنداش�تهباشدتانمودارتابعfخط f x( اس�ت.بنابراینبایدمعادلۀ1=(

راقطعنکند: y=1
x x mx x x mx x x mx

x
m m

+ + + = ⇒ + + + = + ⇒ + + =
+

∆= − < ⇒− < <

3 2 3 2 3 2
3

2

4 1 4 2 2 0
2

8 0 8 8
9581 مجانبافقینمودارتابعfاست: 1نیزگ 1 y=3 خط  4


x x

xf x
x

lim ( ) lim
→±∞ →±∞

= =
2

2
3 3

fبایددومجانبقائمداش�تهباشد،یعنیمخرجکسرتابعfبنابرایننمودارتابع
بایددوریشهداشتهباشد:


x mx m

m m m m m( ) ( )

+ + + =

∆= − + > ⇒ − − > ⇒ − >

2

2 2 2

1 0

4 1 0 4 4 0 2 8

. m< −2 8 یا m> +2 8 .بنابراین m− <−2 8 یا m− >2 8 پس



فصل دوم: آزمون ها
)130(

9591  1نیزگ 1 y=−1 و  y=1 خطه�ای ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  1
،آنگاه x→+∞ هستند.ازطرفدیگراگر f مجانبهایافقینمودارتابع

xf x
x x

( )= = + >
− −

11 1
1 1

.پ�سنمودارتابع xf x
x x

( ) − −= =− + >−
− −

11 1
1 1

،آنگاه x→−∞ واگ�ر

بالایمجانبافقیآنقراردارد. −∞ و +∞ در f

9601 اس�ت.همچنین 1نیزگ 1 f مجانبافقینمودارتابع y=0 خط  3
بالای −∞ و +∞ مقادیرتابعهموارهمثبتهس�تند.بنابرایننمودارتابعدر

خطمجانبآنقراردارد.

9611 راپیدا 1نیزگ 1 x=π ابتداحدچپوحدراس�تتاب�عدرنقطۀ  1

،بنابرای�ن x ( )−π→
2 2

،آنگاه x −→π میکنی�م.توج�هکنی�دک�هاگ�ر

بنابرای�ن ، x ( )−→ π2 2 و 
x

xlim [cos ]
−→π

=0
2

پ�س ، xcos +→0
2

.درنتیجه
x

xlim [sin ]
−→π

=−2 1 ،پس xsin −→2 0

x x

xf x xlim ( ) lim (sin cos ( )) cos
− −→π →π

= × − × − = π=−0 1 1
2

، xcos −→0
2

.بنابراین x ( )+π→
2 2

،آنگاه x +→π ازط�رفدیگر،اگر

،پس xsin +→2 0 .بنابراین x ( )+→ π2 2 و
x

xlim [cos ]
+→π

=−1
2

پس

x
xlim [sin ]

+→π
=2 0

درنتیجه

x x

xf x xlim ( ) lim (sin ( ) cos ) sin
+ +→π →π

π= × − − × =− =−1 0 1
2 2

خارج از کشور ریاضی - 95 .
x

f xlim ( )
→π

=−1 پس

9621 چونحدمخرجکس�رصفراس�توحدموردنظروجود 1نیزگ 1  1

دربیاید.بنابراین   0
0
دارد،پسحدصورتهمبایدصفرباشدتاحدبهصورت


x

ax b a b a b b alim( )
→

+ − = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −
1

2 0 2 4 4 

اکنونبااستفادهازاتحادمزدوجنتیجهمیشود



x x

x

x x

ax b ax b ax b
ax bx x

ax b
x x ax b

ax a a a
x x x

lim lim( )

lim
( )( )( )

lim lim
( )( )

→ →

→

→ →

+ − + − + += ×
+ +− −

+ −=
− + + +

−= × = × =
− + + +

2 21 1

1

1 1

2 2 2
21 1

4
1 1 2

1 1
1 1 2 2 1 4 8



خارج از کشور ریاضی - 95 . b=−8 ،پس a=12 ودرنتیجه a =3
8 2

بنابراین

9631 .بنابراینبایدمخرج 1نیزگ 1
x

x
x ax b

lim
→

− =−∞
+ +23

4
2

چون  3

است،پس −∞ کس�ربهصفرمیلکند.همچنینچونحدچپوراستبرابر
بایدریشۀمضاعفمخرجکسرباشد.بنابراین x=3

x ax b x x ax b x x

a  b a b

( )

,

+ + = − ⇒ + + = − +

=− = ⇒ + =

2 2 2 22 2 3 2 2 12 18

12 18 6
ریاضی - 93 

9641 بای�دتع�دادنقاط�یراپی�داکنی�مک�هب�هازایآنه�ا 1نیزگ 1  1

: x( )− ∈1 1
3



x   

x x x

x
( )

( ) { , }
− ∈

< < ⇒ < < ⇒− < − <

→ − ∈
1 1
3

1 10 9 0 3 1 1 2
3 3

1 1 0 1
3



 x−3 ،عاملصف�رکنندۀ x− =1 1 0
3

x=3کهب�هازایآن ول�یدرنقط�ۀ

)ناپیوسته , )0 9 موجبپیوس�تگیمیشود.پستابعfفقطدریکنقطۀازبازۀ
ریاضی - 85 است.

9651 ب�رایآنکهتاب�عرویدامنهاشپیوس�تهباش�د،بایددر 1نیزگ 1  2
پیوستهباشد.پس x a=

 x a x a

af x x a a
a

a a a a

lim ( ) lim f( )

( )

− +→ →
= ⇒ = − ⇒ = −

− + = ⇒ − = ⇒ =

2

2 2

1 1 4 4
4

4 4 0 2 0 2


خارج از کشور ریاضی- 95 

9661 بای�دبرابر 1نیزگ 1 x=2 ح�دچپوحدراس�تتاب�عدرنقطۀ  3
مقدارتابعدرایننقطهباشند،بنابراین

 x x

x x

f x x bx b b

f x ax b a b

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =

= ⇒ + = ⇒ + =

2

2 2

2 2

5 1 5 4 2 1 5 1

5 5 2 5


خارج از کشور تجربی - 91 . a=2 ،یعنی a+ =2 1 5 ،درنتیجه b=1 چون

9671 ،پیوستگیآن 1نیزگ 1 برایبرقراریشرطپیوستگیتابعروی  2
رابررسیمیکنیم: x=±1 درنقاط

x

x

x

x

f f x a b
a b

f x

f f x a b

a b
f x

( )

( )

( ) lim ( )

lim ( ) [ ]

( ) lim ( )

lim ( ) ( ) [( ) ]

+

−

−

+

→
−

→

→ −

+

→ −

= = + 

⇒ + =

= × = 


− = =− + 
⇒− + =

= − × − = 


1

1

1

1

1
0

1 1 0

1

1
1 1 1

، f x x( )=− +1 1
2 2

، x| | .درنتیجهبهازای1≤ b=1
2
و a=− 1

2
بنابرای�ن

ریاضی - 90 . f( )=−3 1 پس

9681 . 1نیزگ 1 x x[ ] [ ]+ − =−1 ،آنگاه x∉ توج�هکنیدکهاگ�ر  1

 a=−1اس�توب�هازای
x

f x
a x

( )
− ∉=

∈

1 



بنابرای�نتابعبهصورت

ریاضی - 96 رویمجموعۀعددهایحقیقیپیوستهاست.



)131(

9691  1نیزگ 1 x π=
2
بایدحدهایچپوراس�تتابعبامقدارتابعدر  4

برابرباشند:



t  x x

t  

x x

t
xf x
x t

t
t

f f x x a a

( ) ( )

( ) ( )

cos ( )
coslim ( ) lim lim
cos cos( )

sinlim
sin

( ) lim ( ) lim (sin )

−− −

−

+ +

π π →→ →

→

π π→ →

π+
= =

π+

= =−
−

π = = − = −

0
2 2

0

2 2

3
3 2

2
3 3

5 1
2



خارج از کشور تجربی - 94 . a=4 ،درنتیجه a− =−1 3 بنابراین

9701  1نیزگ 1 x π=
2
پیوستهاست،پسدر [ , ]π0 2 چونتابعدربازۀ  1

پیدامیکنیم x π=
2
همپیوستهاست.پسابتداحدتابعرادر

tx x x

xx tf x
x x t

sin( )sin sinlim ( ) lim lim lim
( )π π π →→ → →

π−
= = = =−

−π − π− −0
2 2 2

22 1
2 2

پیوستهباشد،باید x π=
2
بنابراینبرایاینکهتابعدر


x

f f x a( ) lim ( )
π→

π = ⇒ =−

2

1
2



خارج از کشور تجربی - 92 

9711 چ�ونحدموردنظربراب�رعددیغیرصفروحدصورت 1نیزگ 1  2
برابرصفراست،بایدحدمخرجهمصفرباشد.بنابراین


x

ax b a b b alim( )
→

+ = ⇒ + = ⇒ =−
2

0 2 0 2 

اگرازاتحادمزدوجاستفادهکنیم،حدموردنظرمیشود


x x

x

x x x x x x
ax a x x a x x x

x x
a aa x x x

lim( ) lim
( )( )

( )( )
lim

( )( )( )

→ →

→

− − + − − +× =
− + − − + −

− −
= = =

+− + −

2

2 2

2

3 2 3 2 3 2
2 3 2 2 3 2

2 1 1 1
2 2 42 3 2



 a
a
= ⇒ =1 1 1

4 2 2
بنابراین

خارج از کشور تجربی - 95 . b=−1پس، b a=−2 چون
9721 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



x x

x

x

x

x

x x x x

x x x x
x x x x

x x x x

x x x x

x

x x x x
x x

x x x
x

| | | || |
lim lim

| || |
lim ( )

| || ||( )
lim

( )

( )( )( )
lim

( )( )

( )( )
lim

( )

− −

−

−

−

−

→ →

→

→

→

→

− − − +
=

− + − +
− + + += ×
− + + +

− + + +
=

−

− − + + +
=

− +

− + + +
=

+

2

2 22 2

2

2 22

2

22

2

2
2

2

2 2 1

2 12 2 12
2 1 2 12

2 12 2 12
2 1 2 12

3 4

2 1 2 12
3 2 2

1 2 12
3 2

( )− ×
= =−

×
3 8 2
3 4



ریاضی - 90 

9731 ، 1نیزگ 1
x

x
aax

| |
lim
→±∞

= =−
2

2
1 ازفرضس�ؤالنتیجهمیشود1   4

دقتکنیدکهبه x=−2 .برایمحاس�بۀحدراس�تعبارتدر a=−1پس
منفیاس�ت،بنابراینبایدحاصلحدزیررا x −2 4 ،عبارت x− < <2 2 ازای

حسابکنیم:

x x

x

x xx
x xx x

x
x

( ) ( )

( )

( )( )
lim lim

( )( )

lim

+ +

+

→ − → −

→ −

− +− =
+ − +− − +
−= =

− +

2

22 2

2

2 24
2 12

2 4
1 3

خارج از کشور ریاضی - 90 

9741 بامقدارهایکوچکتراز 1نیزگ 1 xcos π ، x ( )+→ 1
6

وقت�ی  1

نزدیکمیشود،پس 3
2

به 3
2

 x x xcos ( ) cos [ cos ]− −π → ⇒ π → ⇒ π =2 23 4 3 4 2
2



x x

x x x
ax b ax b( ) ( )

[ cos ]
lim lim

+ +→ →

π − −= =
+ +

2

1 1
6 6

4 12 2 12 1
2

بنابراین

چونحدصورتبرابرصفراست،حدمخرجکسرنیزبایدصفرشودتاحدبهصورت

دربیاید،زیرادرغیراینصورتحاصلحدبرابرصفرمیشود.   0
0

 
x  

aax b b a b
( )

lim ( )
+→

+ = ⇒ + = ⇒ =−
1
6

0 0 6
6

درنتیجه

اکنونبایدحدزیرراحسابکنیم:


x  x  x  

xx x
ax b bx b b x b( ) ( ) ( )

( )
lim lim lim

( )+ + +→ → →

−− −= = =
+ − + −1 1 1

6 6 6

2 1 62 12 2 12 2
6 1 6

. a=−24 ،پس a b=−6 .چون b=4 ،یعنی
b
=2 1

2
بنابراین

خارج از کشور ریاضی- 92 . a b+ =−20 درنتیجه

9751 ابتداازاتحادمزدوجاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1

x x

x x x

x x

x

x x x x
x x x x x x

x 
x xx x

x xx x

x x
x x x

x

x  

tan( ) tan( )
lim lim( )

sin( )
tan( ) cos( )

lim lim( ) lim
( )

cos( ) sin( )
lim lim

cos( )

cos( )
lim

( )

→ →

→ → →

→ →

→

− π − π += ×
− − +

π
−

− π π
= × + = ×

−−

π − π
= ×

− π

ππ +
= ×

− ×

1 1
4 4

21 1 1
4 4 4

1 1
4 4

1
4

1 1 2
2 2 2

1
1 2 1

4 14

1
4 1

2
14

1 1 24
4 4 2

x

x x

x

x  

x x

x   x

cos( )
lim

sin( ) sin( )
lim lim ( )

( )

→

→ →

ππ +
=

−

π π π−π − π −π
= = = −π =− π

π− − −π

1
4

1 1
4 4

42
1
4

2 4 42 2 2 2
1
4 4

ریاضی - 91 



فصل دوم: آزمون ها
)132(

9761 ازاتحادمزدوجاستفادهمیکنیم 1نیزگ 1  2



x  

x  x  

x  

x  x  

x x x x
x x x

x x
x x x

x x x x

x

x
x x x

x

cos cos cos coslim( )
cos cos

cos coslim lim
cos cos

cos ( cos )( cos cos )
lim

lim lim( cos ( cos cos ))

( )

→

→ →

→

→ →

− +×
+

−= ×
+

− − + +
= ×

= × − + + ×

= × − × =−

2 2

2 20

4

2 20 0

2

20

2
2

20 0

1

1 1 1
2

1
12 1
2

1 1 33
2 2 4



ریاضی - 93 

9771 ابتداازاتحادمزدوجاستفادهمیکنیم 1نیزگ 1  4



x  

x  

x  x  

x  

x x
x
x x x x

x xx
x x

x xx

 x  x

x

cos coslim

cos cos cos coslim( )
cos cos

cos coslim lim
cos cos

( ( ) )
lim

→

→

→ →

→

−

− += ×
+

−= ×
+

− − −
= × = × =

20

20

20 0

2 2

20

5

5 5
5

5 1
5

1 11 1 5
1 12 2 12 6
2 2



خارج از کشور ریاضی - 93 

9781 را 1نیزگ 1 x=3 ابت�داح�دچ�پوحدراس�تتاب�عدرنقط�ۀ  4
حسابمیکنیم:

x x

x x

x

x x

x

x

f x ax a  a a  

x xf x
x

x x x x
x x x

x x
x x x

x x x x
x x x

x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim

lim ( )

lim lim

lim ( )

( ) ( )
lim

− −

+ +

+

+ +

+

+

→ →

→ →

→

→ →

→

→

= − − = − − =−

− − +=
−

− − + + − += ×
− + − +

− + += ×
− + − +

− + + − − += × ×
− − − +

− − +
=

3 3

3 3

3

3 3

3
2

3

3 3 33 3 3
8 8 8

1 1
3

1 1 1 1
3 1 1

1 1 1
3 1 1

1 1 1 1 1
3 21 1

1 1
x

x

x x x
x x

x

lim

( )
lim

+

+

→

→

× ×
− − − +

−
= × × = × × =−

− − −

3

3

1 1
3 21 1

3 1 1 1 1 33
3 4 2 4 2 8

 x=3 .بنابراینتابعبهازایهرمقدارaدرنقطۀ f( )=− 33
8
ازط�رفدیگ�ر

خارج از کشور ریاضی - 94 پیوستهاست.

9791 پیوس�تهباشد،بایدحد 1نیزگ 1 x=1درنقطۀfبرایاینکهتابع  4
تابعدرایننقطهبرابرaباشد،پس


x x x

x

x x xf x
x xx

x

lim ( ) lim( ) lim
( )

lim
( )

→ → →

→

− + −= × =
− − −+

= =−∞
− −

3 3 3

3 31 1 1

3 3 21

1 1 1
1 2 11
1

2 1



حدنامتناهیدارد،پسهیچمقداریبرای x=1درنقطۀfباتوجهبهاینکهتابع
خارج از کشور ریاضی - 92 aپیدانمیشود.

9801 را 1نیزگ 1 x=2 ابت�داح�دچ�پوحدراس�تتاب�عدرنقط�ۀ  3
بهدستمیآوریم:

x

x x

x

f x a f

a x x xf x
x x x x

a x a

x x x x

lim ( ) ( )

( ) ( )
lim ( ) lim ( )

( )

( )
lim

( ) ( ( ) )

−

+ +

+

→

→ →

→

= − =

+ − − − + −
= ×

− − − + −

+ − −= =
− × − − + −

2
3 3 3 2

2 3 3 22 2

3 3 22

2 2

1 1 1 1 1
2 1 1 1

1 1
62 1 1 1

برایاینکهتابعfهموارهپیوس�تهباش�د،بایدحدچپوحدراستتابعدرنقطۀ
برابرباشند،بنابراین x=2

 a a a a a a /− = − ⇒ − =− ⇒ = ⇒ =2 12 6 12 5 2 4
6



ریاضی - 94 

9811 میتواننوشت 1نیزگ 1  4



x  x  x  

x  x  

x x x xx x x
x x x x

x xx
x

x x xx x

sin sin sin ( cos )tan sin coslim lim lim
cos

sin sin sin
sinlim lim( ( ) )

coscos

→ → →

→ →

− −− = =

×
= = × ×

= × × × =
×

3 3 30 0 0

2
2

30 0

1

2
12 22

4
2

1 12 1 1
4 1 2



خارج از کشور ریاضی - 91 

9821 بااستفادهازاتحادهایمزدوجو 1نیزگ 1  2

 x x xcos sin cos( )π− = +2
4



میتواننوشت



x

x x

x

x x x x
x xx

x x
x xx

x

x

cos sin cos sinlim ( )
cos sincos( )

cos sinlim lim
cos sincos( )

cos( )
lim

cos( )

π→

π π→ →

π→

− +×
π ++

−= ×
π ++

π+
= × = × =

π+ +

4

4 4

4 4
4

4
1

4

2
1 1 14 2

2 2 2 2 2
4 2 2



 a a
−

= = ⇒ =−
1
4

4
1 12 2

42
بنابراین

ریاضی - 92  



)133(

9831 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 x

x

x x

x x

lim ([ ] [ ])

lim ([ ] [ ])

−

+

→

→

+ − =− + =−

+ − = − =−
0

0

2 2 1 0 1

2 2 0 1 1


.ازطرفدیگر،
x

x xlim([ ] [ ])
→

+ − =−
0

2 2 1 بنابراین



x  x  

x  x  

x  

x  x  

x  

x x x

x x x
x x

x
x x x

x
x

x x
x

x

x

cos coslim lim( )

coslim lim( )

( cos )( cos cos )
lim

sin
lim lim( cos cos )

sin
lim( ) ( )

→ →

→ →

→

→ →

→

− − + += ×
− + − + + +
−= × + +
− −
− + +

= ×
−

−
= × + +

=− × + + =

3 3 2

2 2 20 0

3 2
20 0

2

20

2
2

20 0

2
0

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1
1 1 2

2
2 2 1

2 2 2 1 1 1
4

2

− × × =−1 1 6 3
2



بنابراین


x  

xx x
x

coslim(([ ] [ ])( ))
→

−+ − =
− +

3

20
12 2 3
1 1



ریاضی - 94 

9841 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3



x x

x x x

x

f f x ax a a a

x xxf x
x x x x

x
x

( ) lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim

( )

lim

− −

+ + +

+

→ →

→ → →

→

= = − + = − + =

− +−= =
− −

+= =

1 1

1 1 1

1

1 2 2 2

1 11
1

1 2



 
x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= = =
1 1

1 2 ، a بنابراینبهازایهرمقدار

خارج از کشور تجربی - 96 

9851 باتوجهبهرابطۀ 1نیزگ 1  4


x

f x x x
x

( ) [ ] [ ]
∈= + − =

− ∉

0

1







استکهنقطۀناپیوستگیندارد.ریاضی - 92 g x( تابعgهمانتابعثابت1−=(

9861 ،بایدحدچپوحدراس�تتابعباهم 1نیزگ 1 x=−1 درنقطۀ  2
برابرباشند:

x x x

x

x xf x
x

f x a
( ) ( ) ( )

( )

lim ( ) lim lim

lim ( )

− − −

+

→ − → − → −

→ −

− − −= = =
+

=− +
1 1 1

1

1
2 3 12 3

1 1 4
1

a a=− + ⇒ =1 31
4 4

بنابراین

خارج از کشور ریاضی - 87 

9871 ،بایدحدتابعبامقدارتابعبرابرباش�د. 1نیزگ 1 x=0 درنقط�ۀ  4
توجهکنیدکه

x x x

x x

x xxf x
x x x

x x x
x

( )
lim ( ) lim lim

( )( )

( )
lim lim( )

→ → →

→ →

+ −
= =

− − − − + −

+ −
= = + − =

− +

0 0 0

0 0

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2
1 1

تجربی - 96 پیوستهاست. x=0 ،تابعدرنقطۀ f a( )= =0 2 بنابرایناگر

9881 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1



xx x f x

xx x f x

xx x f x

[ ] ( ) sin( )

[ ] ( ) sin( )

[ ] ( ) sin( )

π− ≤ < ⇒ =− ⇒ =−

π≤ < ⇒ = ⇒ =

π≤ < ⇒ = ⇒ =−

1 0 1
2

0 1 0
2

1 2 1
2

رابررس�یمیکنیمتاگزینۀدرست x=1و x=0 پیوس�تگیتابعدرنقطههای
مشخصشود:



x x

x x

x x

x x

xf f x

xf x

xf f x

xf x

      

     

( ) , lim ( ) lim ( sin( ))

lim ( ) lim sin( )

( ) , lim ( ) lim sin( )

lim ( ) lim ( sin( ))

− −

+ +

− −

+ +

→ →

→ →

→ →

→ →

π= = − =

π= =

π=− = =

π= − =−

0 0

0 0

1 1

1 1

0 0 0
2

0
2

1 1 1
2

1
2

ناپیوستهاست.بههمینترتیباینتابعدر x=1پیوستهودر x=0 پستابعدر
تمامنقطههایزوجپیوستهودرتمامنقطههایفردناپیوستهاست.

ریاضی - 93 

9891 پیوستهاست.حدچپ 1نیزگ 1 x=0 نشانمیدهیمتابعgofدر  3
رابهدستمیآوریم: x=0 وحدراستتابعgofدرنقطۀ

x  t

x  t  

x f x g f x g t

x f x x g f x g t

( )

: ( ) lim ( ( )) lim ( )

: ( ) lim ( ( )) lim ( )

−

+ +

−
−→ →

+ +

→ →

−→ =− ⇒ = =− × =

→ = → ⇒ = =

10
2

0 0

1 10 2 1
2 2

0 2 0 1

پیوس�تهاس�ت. x=0 درنقطۀ gof ،تابع g f( ( ))=0 1 ب�اتوج�هبهاینک�ه

ناپیوستگیتوابعدیگرنیزبههمینترتیبثابتمیشود.)بررسیسایرگزینهها
خارج از کشور  ریاضی - 86 برعهدۀخواننده(

9901 ،باید 1نیزگ 1 f x x x( ) [ ] [ ]= − = −2 23 3 ب�اتوج�هب�هآنک�ه  2
 x n=± رویای�نبازهپیوس�تهباش�د.تابعموردنظ�ردرنقاط y x[ ]= 2

ناپیوستهاستو x= 5 و x=2 (ناپیوستهاست.پسدرنقاط n∈ )که
ریاضی - 88  . k= −5 2 است،بنابراین [ , )2 5 درنتیجهبازۀموردنظر



9911 ش�یبخطمم�اسبرنمودار 1نیزگ 1 x c= و x b= درنق�اط  1
ش�یبخطمماسبرنمودارتابعfمثبتو x d= تابعfصفراس�ت.درنقطۀ
ش�یبخ�طمماسب�رنم�ودارتابعfمنف�یاس�ت.بنابراین x a= درنقط�ۀ

ازبقیهکوچکتراست. x a= مشتقتابعfدر

9921 .از 1نیزگ 1 f ( )′ 4 ابتداتوجهکنیدکهشیبخطdبرابراستبا  4

است.بهاینترتیب fAB
BC

( )
tanα= =

4
7

طرفدیگر،شیبخطdبرابربا

،پس ff ( )
( )′ =

44
7

 ff f f f( )
( ) ( ) ( ) ( )′+ = ⇒ + = ⇒ =

4 74 4 2 4 2 4
7 4



9931 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

x x x

f x f f x f f x f
x x x

f

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )
lim lim lim

( )
→ → →

− − −
= =

− − −
′= =

2 2 2

2 2 2 2 2 22
2 2 2

2 2 6

9941 راه حل اول اگربهجای2درصورتکس�ردادهش�ده، 1نیزگ 1  1
راقراردهیم،نتیجهمیشود f( )2



x x

x

x x

f x f x f
x xx x

f x f f x f
x x f x f

f x f
x f x f x

f f
f f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( )
lim( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim lim

( ( ) ( ))

( ) ( )
( ( ) ( )) ( )

→ →

→

→ →

− −
=

−−
− +

= ×
− +

−
= ×

− +

×′ ′= × = × = × =
−+

22 2

2

2 2

2 2
22

2 2
2 2

2 1
2 2

1 1 2 2 1 12 2
2 1 22 2 2 4 2 4 4

راه حل دومازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم.)درسهشتمهمینفصلراببینید.(

x x

f x
f x f x f

x fx x

( )

( ) ( ) ( )
lim lim

( )( )→ →

′ ×
′− −= = = =

− × ×−−22 2

2 2
2 2 2 12 1

2 2 2 2 2 22 2 4 22

9951 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 h  h  

f h f f h f
h hh h

f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim( )

( )

→ →

+ − + −
= ×

++

′= × = =
+

20 0

3 3 3 3 1
3 22 3

1 63 2
3 0 3

فصلچهارم

فصل دوم: آزمون ها

9961 ودرنتیجه 1نیزگ 1 k −→0 ،آنگاه h→0 و h k− =2 اگر  2

 h  k  

k  

f h f f k f
kh

f k f f
k

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
lim ( )

−

−

→ →

−
→

− − + −
=

−
+ − ′=− =− =−

2

20 0

0

1 1 1 1

1 1 1 2


9971 میتواننوشت 1نیزگ 1  4

 x x

x

f x f x x xf
x x

x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim(( ) ( ) ) ( ) ( )

→ →

→

− − + +′ = =
− −

= + + = + + =

2 2 2

1 1
2 2 2 2 2

1

1 1 1 11
1 1

1 1 1 1 1 1 16

9981 رابهکمکتعریفبهدست 1نیزگ 1 x=0 مشتقتابعfدرنقطۀ  1
میآوریم:


x  x  x  

x
f x f xf

x x x
( ) ( ) | |

( ) lim lim lim
| |→ → →

−
− +′ = = = =
− − +0 0 0

0
0 1 10 1

0 0 1


مشتقپذیراست. x=0 بنابراینتابعfدرنقطۀ

9991 بااس�تفادهازتعریف،مشتقچپومشتقراستتابعدر 1نیزگ 1  4
رابهدستمیآوریم: x=2

 x x

x x

xf
x x

xf
x x

( )
( ) lim lim

( )
( ) lim lim

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

− −′ = = =+∞
− −

− −′ = = =−∞
− −

3 2

32 2
3 2

32 2

2 0 12
2 2

2 0 12
2 2

10002 رابهدستن2زگ -28 x=0 مش�تقچپومشتقراس�تتابعfدر  1
میآوریم:

 x  x  x  

x  x  x  

x x x xf x
x x

x x x xf x
x x

| |
( ) lim lim lim

| |
( ) lim lim lim ( )

+ + +

− − −

+
→ → →

−
→ → →

−′ = = = =
−

− −′ = = = − =
−

3 3 3

0 0 0
3 3 3

0 0 0

00 0
0

00 0
0

ونمودارتابعدرایننقطه،خطمماسموازیمحورطولهادارد. f ( )′ =0 بنابراین0

10012 ن2زگ -28 B( , )4 4 و A( , )−1 3 ش�یبخط�یک�هازنقطهه�ای  2

 .ازطرفدیگر،مشتقتابعfدرنقطۀ1− B A

B A

y y
x x

−
=

−
1
5
میگذرد،برابراستبا

. f ( )′ − =11
5
باشیبخطمماسبرنمودارتابعfدرنقطۀAبرابراست.بنابراین

10022 ،آنگاهش�یبخطیکهنقطههایAوBران2زگ -28 x→3 اگر  2
نزدیکو x=3 بههموصلمیکند،بهش�یبخطمماسبرنمودارتابعfدر

نزدیکترمیشود.بنابراین


x

k k k
x

lim
→

= ⇒ = ⇒ =
3

2 2 6
3





)135(

10032 راقراردهیم،آنگاهن2زگ -28 f( )1 اگربهجای4مقدار  3


x x

x

xx
f x f x f f x f f

x

( )
lim lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

→ →

→

−− = = = = =
′− − −

−
1 1

1

2 12 2 2 2 2 1
4 1 1 1 4 2

1
10042 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

x x

x x

f x f f x f
x xx

f x f f
x x

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
(lim )(lim ) ( )

→ →

→ →

− −
=

− +−
− ′= = × × = × × =
− + +

23 3

3 3

3 3 3 33
3 39

3 1 1 13 3 3 3 4 2
3 3 3 3 6



10052 ودرنتیجهن2زگ -28 h→0 ،آنگاه x h= −2 اگرفرضکنیم  4


x h h

h

x h h
f x f f h f f h f

f h f
h

lim lim lim
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim

→ → →

→

− − −= =−
− − − − −

=− =−
− −

2 0 0

0

2 2 2
2 2 2 2 2

1 1
2 2 4



10062 وازتعریفن2زگ -28 f ( )3 1 راه حل اولبهجای8قرارمیدهیم  4
استفادهکنیم: x=1 مشتقدرنقطۀ


h  h  

f h f h f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

+ − + −
=

3 3 3

0 0

1 8 1 1 

توجهکنیدکهبهکمکاتحادچاقولاغرمیتواننوشت:



h  h  

h  

h  h  

f h f h f
h h

f h f f h f f h f
h

f h f f h f h
h

f f f

( ) ( ) ( )
lim lim

( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ))
lim

( ) ( )
lim lim( ( ) ( ) )

( ) ( ( ) ( ) ) ( )( )

→ →

→

→ →

+ − + −
=

+ − + + + +
=

+ −
= × + + + +

′= × + + = + + + =

3 3 3

0 0
2 2

0

2
0 0

32

1 8 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 4

1 1 2 1 4 1 1 4 4 4 24



راه حل دوم ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم.)درسهشتمهمینفصلراببینید.(

h  h  

f h f h f h f f
h

( ) ( ) ( )
lim lim ( ) ( )

( )

→ →

′+ − + + ′= =

= × + × =

3 2
2

0 0
3 2

1 8 3 1 1 3 1 1
1

3 1 1 2 24

10072 .اکن�ونبااس�تفادهازتعریفن2زگ -28 f( )=2 0 توج�هکنیدکه  3
رابهدستمیآوریم: f ( )′ 2 مقدار x=2 مشتقدرنقطۀ

 x x

xx x
xxf x

x x

( )
( ) lim lim(( ) )

( )

→ →

+− + −
++′ = = −

− +

= − =

2

2 2

23 2 0
272 1

2 7
4 22 1
9 3

10082 ن2زگ -28 x=0 مقدارمش�تقچپومشتقراستتابعfدرنقطۀ  3
رابهکمکتعریفبهدستمیآوریم:

 x  x  

x  

x x x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim ( )

+ +

+

+
→ →

→

+ + − + +′ = =
−

= + + = + =

3 3

0 0
3

0

8 0 80
0

1 8 1 2 3

x  x  

x  

x x x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim ( )

− −

−

−
→ →

→

+ + − − +′ = =
−

= − + = − =−

3 3

0 0
3

0

8 0 80
0

1 8 1 2 1

. f f( ) ( )+ −′ ′− =0 0 4 بنابراین

10092 مشتقندارد،زیران2زگ -28 x=1 درنقطۀ f x x( )= −3 1 تابع  4


x x

xf
x x

( ) lim lim
( )→ →

− −′ = = =+∞
− −

3

3 21 1
1 0 11
1 1



ولیخطمماسبرنمودارتابعدرایننقطهوجودداردوموازیمحورعرضهااست.

10102 تاب�عfدرنقط�ۀ3پیوس�تهنیس�ت،پ�سدرای�ننقطهن2زگ -28  3
مش�تقپذیرنیس�ت.تابعدرنقطۀ4نیزمشتقپذیرنیس�ت،زیرامشتقچپو
مشتقراستآندرایننقطهباهمبرابرنیستند.دربقیۀنقاط،دامنۀتابعمشتق

وجوددارد.بنابراینمجموعموردنظربرابر7است.

دردامنۀتابعقرارندارد. x=1 توجهکنیدکهنقطۀ

10112 پارهخط�یاس�تک�هن2زگ -28  [ , ]0 2 نم�ودارتاب�عfرویب�ازۀ  1

 − =
−

1 0 1
2 0 2

رابههموصلمیکند،پسشیبآنبرابر  ( , )2 1 و  ( , )0 0 نقطههای

پارهخطیاس�تکه  [ , ]2 4 .نمودارتابعfرویبازۀ f ( )′ =11
2
اس�ت،درنتیجه

 [ , )+∞4 .نم�ودارتاب�عfرویب�ازۀ f ( )′ =3 0 ش�یبآنصف�راس�ت،پ�س

میگذرد،پسشیبآنبرابر  ( , )6 5 و  ( , )4 1 نیمخطیاستکهازنقطههای

. f f
f

( ) ( )

( )

+′ ′+
= =

′

1 01 3 12
5 2 4

.بنابراین f ( )′ =5 2 است،درنتیجه − =
−

5 1 2
6 4

10122 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3


x x

f x f f xf
x x

( ) ( ) ( )
( ) lim lim

→ →

− −′ = = =
− −2 2

2 32 3
2 2

بنابراین



x x

x x

f x f x f x
x xx

f x f x ff
x x

( ) ( ( ) )( ( ) )
lim lim

( )( )

( ) ( ) ( )
lim lim ( )

→ →

→ →

− − +
=

− +−
− + +′= × = ×
− + +

+= × =

2

22 2

2 2

9 3 3
2 24

3 3 2 32
2 2 2 2

3 3 93
4 2



فصل دوم: آزمون ها
)136(

10132 راه حل اول ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2


x x

f x f f xf
x x

( ) ( ) ( )
( ) lim lim

→ →

− −′ = = =
− −1 1

1 31 6
1 1

بنابراین



x x

x x

f x f x f x f x x
x x x

f x f x f x x
x

f f f

( ) ( ( ) )( ( ) ( ) )( )
lim lim

( )( )

( )
lim lim(( ( ) ( ) )( ))

( ) ( ( ) ( ) )( ) ( )

→ →

→ →

− − + + +
=

− − +

−
= × + + +

−
′= × + + + = + + × + × =

3 2

1 1

2
1 1

2 2

27 3 3 9 1
1 1 1
3 3 9 1

1
1 1 3 1 9 1 1 3 1 3 3 3 3 9 2 324

راه حل دومازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:)درسهشتمهمینفصلراببینید.(

x  x  

f x f x f x
x

x

( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

′− × + ×= = =
−

×

3 2 2

1 1

27 3 3 3 1 3 3 324
1 11

2 12

10142 ون2زگ -28 h→0آنگاه، x h= −2 راه حل اولاگرفرضکنیم  4
درنتیجه

x  h  h  

h  

h  

h h h hx
f x f f h f f h f

h h
f h f

h

( ) ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

lim( ) ( )
( ) ( )

lim

→ → →

→

→

− − − + −− = =
− − − − −

= × − + − = × − =−
− −

3 23

2 0 0

2
0

0

2 8 12 68
2 2 2 2 2

1 112 6 12 3
2 2 4

راه حل دوم ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:)درسهشتمهمینفصلراببینید.(


h  h  

f h f f h f f
h

( ) ( ) ( )
lim lim ( ) ( )
→ →

′− − − − ′ ′= =− = ⇒ =−
0 0

2 2 2 2 4 2 4
1

بنابراین


x x

x x
f x f f x f

lim lim
( ) ( ) ( ) ( )→ →

− = = = =−
′ ′− −

3 2

2 2
8 3 12 12 3

2 2 4

10152 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


h  

f h f h f
h

( ) ( )
lim ( ( )) ( )
→

+ − − ′= − −
0

3 2 3 2 1 3

،درنتیجه f ( )′ =3 3 12 بنابراین
 f ( )′ =3 4

10162 توجهکنیدکهحدخواس�تهش�دهبرابرمشتقچپتابعدرن2زگ -28  4
است،ولیچونتابعدرایننقطهپیوستگیچپندارد،پسمشتقچپ x=1نقطۀ
همنداردواینحدوجودندارد.بهصورتمس�تقیمهممیتوانحاصلاینحد

رابهدستآورد:

h  h  h  

f h f h h
h h h

( ) ( ) ( )
lim lim lim

− − −→ → →

+ − − + − − −= = =+∞
0 0 0

1 1 2 1 1 2 3 

10172 .پسن2زگ -28
x  

f xlim ( )
→

=−
0

2 و g( )=0 0 توجهکنیدکه  3

 x  x  

x  

x
g x g x f xg

x x

x f x

( ) ( ) ( )
( ) lim lim

lim
( )

→ →

→

− −′ = =
−

= =
−

0 0

0

0 20
0

1 1
2 4

10182 رابهن2زگ -28 x=2 مش�تقراستومش�تقچپتابعfدرنقطۀ  3
کمکتعریفبهدستمیآوریم:

x x x

x x x

f x f x x xf
x x x

f x f x x xf
x x x

( ) ( ) | |[ ] ( )
( ) lim lim lim

( ) ( ) | |[ ] ( )
( ) lim lim lim

+ + +

− − −

+
→ → →

−
→ → →

− − −′ = = = =
− − −
− − − −′ = = = =−
− − −

2 2 2

2 2 2

2 2 2 22 2
2 2 2

2 2 22 1
2 2 2

. f f( ) ( )+ −′ ′− =2 2 3 بنابراین

10192 تساویهایدادهشدهبرقرارهستند:ن2زگ -28 f x x( )= 3 2 برایتابع  2

 x  x  

x  x  

xf
x x

xf
x x

( ) lim lim

( ) lim lim

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

−′ = = =+∞
−

−′ = = =−∞
−

3 2

30 0
3 2

30 0

0 10
0

0 10
0



برایتوابعدیگرتوجهکنیدکه



  f x x f f

  f x x f f

  f x x f f

(1) â¾¹Äq¬ :

(3) ¾â ¹Äq¬ :

(4) ¾â ¹Äq¬ :

( ) ( ) ( )

( ) | | ( ) , ( )

( ) ( ) ( )

+ −

+ −

+ −

′ ′= ⇒ = =+∞

′ ′=− ⇒ =−∞ =+∞

′ ′=− ⇒ = =−∞

3

3

3

0 0

0 0

0 0



10202 نمودارتابعبهشکلزیراست.ن2زگ -28  3

مشتقناپذیراست. x=−2 و x=2 ، x=0 بنابراینتابعدرنقاط

10212 میتواننوشتن2زگ -28  2

h  

f h f h f
h

( ) ( )
lim ( ( )) ( ) ( )
→

+ − − ′= − − = × − =−
0

2 2 1 1 2 2 2 4

10222 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

h  h  

h  h  

f h f h f h f f f h
h h

f h f f h f
h h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

− −

− −

→ →

→ →

+ − − + − + − −
=

+ − − −
= −

0 0

0 0

1 3 1 4 1 3 1 1 1 4

1 3 1 1 4 1

ازطرفدیگر،


h  H  

h  H  

f h f f H f f
h H

f h f f H f f
h H

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim

− −

− +

−
→ →

+
→ →

+ − + − ′= = =−

− − + − ′=− =−=
−

0 0

0 0

1 3 1 1 1 3 1 12

3
1 4 1 1 1 4 1 16

4

بنابراین

h  

f h f h
h

( ) ( )
lim

−→

+ − −
=− + =

0

1 3 1 4 12 16 4 



)137(

10232 رابااس�تفادهازتعریفن2زگ -28 x=0 مش�تقچپتابعدرنقطۀ  4
بهدستمیآوریم:

x  x  

x  x  

x  

x  

x  

x  

f x f xf
x x

x x x
x x x

x
x x

x x
xx x

x

x x x

( ) ( ) | |
( ) lim lim

lim lim ( )

lim
( )

lim ( )
(

( )
lim

( )( )

lim

− −

− −

−

−

−

−
→ →

→ →

→

→

→

→

− − − −′ = =
−

− + − − + − − + += = ×
− + +

− + −=
− + +

− + + += ×
+ +− + +

− +
=

+ + − + +

=

0 0

0 0

0

0

0

0

0 6 4 20
0

6 4 2 6 4 2 6 4 2
6 4 2

6 4 4
6 4 2
2 4 2 4

2 46 4 2
4 4

2 4 6 4 2

x x ( )( )( )( )−

− − −= =
+ ++ + − + +

1 1 1
2 2 2 2 162 4 6 4 2

10242 ،پسن2زگ -28 x[ ،آنگاه1=[ x +→1 ابتداتوجهکنیدکهاگر  2

 x x

x x

x x

f x f x xf
x x

xx

x x x

[ ]

( ) ( ) [ ]
( ) lim lim

( )
lim lim

( )

+ +

+ +

+
→ →

→ →

−

− +′ = =
− −

− +− −= = = =−
− + +

2

2

1 1
2

2 21 1

1 31
1 1

11 2 1
21 3 3

10252 تساویهاین2زگ -28 x=2 توجهکنیدکهدریکهمسایگیچپ  3
همس�ایگی ای�ن در پ�س اس�ت. برق�رار  x[ ]− =−2 و  x x| |=

ودرنتیجه f x x x( ) ( )= − −3 32 4 5

 x x

x

f x f x xf
x x

x

( ) ( ) ( )
( ) lim lim

lim

− −

−

−
→ →

→

− − −′ = =
− −

= − = − =

3 3

2 2
3 33

2

2 2 4 52
2 2

4 5 32 5 3

10262 پیوستهاست،بنابراینمشتقچپن2زگ -28 x=0 تابعfدرنقطۀ  2
ومشتقراستتابعدرایننقطهراحسابمیکنیم:



x  x  

x  x  

x  x  

x  x  

f x f x xf
x x

x x x
x

f x f x xf
x x

x x x
x

( ) ( ) | |[sin ]
( ) lim lim

[sin ]
lim lim [sin ]

( ) ( ) | |[sin ]
( ) lim lim

[sin ]
lim lim ( [sin ])

+ +

+ +

− −

− −

+
→ →

→ →

−
→ →

→ →

− −′ = =
−

= = =

− −′ = =
−

−
= = − =

0 0

0 0

0 0

0 0

0 00
0

0

0 00
0

1

مش�تقچپومش�تقراستداردولیچونبرابر x=0 بنابراینتابعfدرنقطۀ
نیستند،تابعدرایننقطهمشتقپذیرنیست.

10272 ران2زگ -28 x=0 مش�تقچپومش�تقراس�تتاب�عدرنقط�ۀ  2
بهدستمیآوریم:

x  x  

x  

f x f x xf
x x

x x
x

( ) ( ) ( )sin| |
( ) lim lim

( )sin
lim

+ +

+

+
→ →

→

− − −′ = =
−

−
= =−

2

0 0
2

0

0 1 00
0

1 1

 x  x  

x  x  

f x f x xf
x x

x x x x
x x

( ) ( ) ( )sin| |
( ) lim lim

( )sin( ) ( )sin
lim lim

− −

− −

−
→ →

→ →

− − −′ = =
−

− − − −
= = =

2

0 0
2 2

0 0

0 1 00
0

1 1 1

. f f( ) ( )+ −′ ′− =− − =−0 0 1 1 2 بنابراین

10282 ن2زگ -28 x=2 راه حل اولبااس�تفادهازتعریفمشتقدرنقطۀ  1
رابهدستمیآوریم: f ( )′ 2 مقدار

 x x

x

x x
x

f x ff
x x

x
x

( )cos ( )

tan( )( ) ( )
( ) lim lim

cos ( ) coslim
tan( ) tan

→ →

→

− π
π+−′ = =

− −
π π= = =
π π+ +

3

2 2
3 3

2

2

12 82
2 2

2 1
21 1

8 4
برابرصفراس�تومشتقاینعبارت x=2 در x−2 راه حل دوم چونمقدار

 x=2 رادر x
x

cos ( )

tan( )

π
π+

3

1
8

برابریکاست،پسفقطکافیاستمقدارعبارت

است.)درسدومهمینفصلراببینید.( 1
2
حسابکنیمکهاینمقداربرابر

10292 ون2زگ -28 x=1نمودارتابعبهش�کلزیراس�توتاب�عدرنقاط  2
نقطۀگوشهایدارد. x=−1

10302 ،ن2زگ -28 x=0 نمودارتابعبهش�کلزیراس�توتاب�عدرنقاط  3
نقطۀگوشهایدارد. x=−1 و x=1

 y x x| | | |= − − +1 1 

y x x| | | || |= − − +1 1 

10312 ،پسن2زگ -28 f x x( )′ = −23 3 توجهکنیدکه  2

 f ( )′ = × − = − =−1 1 1 83 3 3
3 9 3 3



10322 بنابرقاعدۀضرب،ن2زگ -28  2
 f x a x ax ax a( ) ( )′ = − + + = − +3 1 2 3 1

درنتیجه


f a
a

f

( )

( )

′ =− + ⇒ =−
′ =

1 1
4

1 5




فصل دوم: آزمون ها
)138(

10332 بنابرقاعدۀتقسیم،ن2زگ -28  3



x x x x x xf x
x

x x x x x

x

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

− + − − − −′ =

− − − −
=

2

4

2

4

4 2 2 2 4

2 6 2 2 4


. f ( ) ( )( )
( )

− + − −′ − = =
10 4 4 4 6 72

16 2
درنتیجه

10342 .ن2زگ -28 x x k x xf x
x k

( ) ( )( )
( )

( )

+ −′ =
+

2 2 3

2 2
3 2 توجهکنیدکه  3

درنتیجه
 kf k k

k
.¡.¡.ù

( )
( ) , ( )

( )

+ −′ − = ⇒ = ⇒ = =−
+ 2

3 1 25 5 11 3
8 8 51



10352 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

 f x   
x xx x

( )′ = × + × = +
3 32 2

1 1 1 12 3
2 3



. f ( )−
− −

′ = + = + =6 3 4
36 12

1 12 2 2 24
2 2

درنتیجه

10362 .ن2زگ -28 f g g ff
g g

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′−′ =
2

1 1 1 11
1

بنابرقاعدۀتقسیم،  4

و g( )=− 11
2
، f( )=1 1 ازطرفدیگر،

 f x f g x x x g
x

      ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= ⇒ = = = ⇒ =1 1 11 2 1 1
2 22

. f
g

( )
( ) ( )

× − − ×
′ = =−

1 1 1 1
2 21 5

1
4

بنابراین

10372 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


    x xf x  x x x x

x x x
( )

− − −−= = − = − = −
11 1 1 1
62 3 3 3

3 3 3
6 24 6 24 6 24 6 24

. f ( )′ = + =1 1 8 9 ،پس
  

f x x  x( )
− −

′ = +
5 4
6 36 24

6 3
بنابراین

10382 ن2زگ -28 x−4 توجهکنیدکهدریکهمسایگینقطۀ3علامتعبارت  1
. f x x x x( ) ( )=− − + = +4 2 منفیاست،بنابرایندریکهمسایگینقطۀ4،3

. f ( )′ =3 1 و f x( )′ =1 درنتیجه

10392 ،ن2زگ -28 x< + <1 1 2
2

، 1
2
توجهکنیدکهدریکهمسایگینقطۀ  3

برابر1است،ودرنتیجه x[ ]+1
2

،مقدار 1
2
پسدریکهمسایگینقطۀ

 f x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =2 13 1 6 3
2



10402 راه حل اول توجهکنیدکهن2زگ -28  2

 h h h

f h f f h f f h f
h h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim( ( ) ( ))

( ) ( )

→ → →

π+ − π π+ − π
= × π+ + π

′= π × π

2 2

0 0 0

2
. f ( )′ π =−2 ،پس f x x x( ) cos sin′ = +2 3 و f( )π =3 ازطرفدیگر،

است. −12 بنابراینمقدارحدموردنظربرابر

راه حل دومازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم)درسهشتمهمینفصلراببینید.(

h  h  

f h f f h f h
h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( ) ( )
→ →

′π+ − π π+ π+
=

′= π π = × − × =−

2 2

0 0

2
1

2 2 2 3 12


. f ( )′ π =−2 ،پس f x x x( ) cos sin′ = +2 3 و f( )π =3 توجهکنیدکه
10412 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

 xf x x x x( ) ( )( ) ( )′ = + − + = + − +
2 23 3 2 2 2 2 3 2 2

3


. f ( ) ( )′ = + − + = + − + =
2

2 2 2 3 2 2 2 2 2 6 4 2 2 6 بنابراین

10422 ،درنتیجهن2زگ -28 xf x
x

( ) −=
+2
1
1
توجهکنیدکه  2

 x x xf x
x

( )( ) ( )( )
( )

( )

+ − −′ =
+

2

2 2
1 1 2 1

1


. f ( ) −′ − = =−2 4 11
4 2

درنتیجه،

10432 ابتدامشتقتابعgرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3

 xf x x f xg x
f x

( ) ( )
( )

( )

′−′ =
2

2
2 

. f fg
f

( ) ( ) ( )
( )

( )

′− − −′ = = =
2

4 2 4 2 12 8 202
9 92

بنابراین

10442 بنابرقاعدۀتقسیم،ن2زگ -28  3

 x a x af x
x a x a

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

+ −′ = =
+ +2 2

1 1 

 af a
a

( )′ = ⇒ = ⇒ =
2

1 10 3
3 3

درنتیجه

10452 بنابرقاعدۀضرب،ن2زگ -28  4

 f x x x x
x

( ) ( ) ( )( )′ = + + −21 1 1 2
2



. f ( ) ( ) ( )( )′ = + − =
×
1 494 17 2 1 8

2 2 4
بنابراین

10462 بنابرقاعدۀتقسیم،ن2زگ -28  4


x x

x xf x
x

( ) ( )( )
( )

( )

− − − +
′ =

− 2

1 11 1
2 2

1


.
 

f
 

( ) ( )
( )

( )

− + +
′ = =

− 2

2 1 2 11 1
1 2 2 2 2 8
4 11

2

درنتیجه

10472 ضابطۀتابعرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  1

 f x xx x x x( ) ( )= + = +
111 1 3
62 3 22 2

 f x x x f( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
5 1
6 211 11 293 1 3

6 6 6
بنابراین

10482 ،دریکهمسایگینقطۀ2ن2زگ -28 x x x x( )− = −3 22 2 چون  2
مثبتاست،بنابراین x x−3 2 علامتعبارت

 f x x x x x x x( ) ( )= + − = + −2 3 3 22 2

. f ( )′ =2 14 و f x x x( )′ = + −23 2 2 درنتیجه



)139(

10492 ن2زگ -28 x[ ] مقدار 3
2
توج�هکنیدکهدریکهمس�ایگینقط�ۀ  3

برابر1استودرنتیجه
x x xx x xf x f x f

x x x

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ − +′ ′= ⇒ = = ⇒ =
+ + +

2 33 3 2

2 2
3 5 2 15 3 162

5 2 1695 5

10502 مشتقتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2
x x x xf x

x
x x x x

x

( sin ) ( cos ) ( cos ) ( sin )
( )

( cos )

cos ( cos ) sin ( sin )

( cos )

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + +
=

+

2

2

1 2 1 3 1 3 1 2
1 3

2 1 3 3 1 2
1 3

. f ( )( )
( )

( )

− − +′ π = =
− 2

2 1 1 3 0 1
1 3

درنتیجه

10512 .بنابراینن2زگ -28 f x ax ax( )′ = − +23 2 4 توجهکنیدکه  1

 f a a a( )′ − = ⇒ + + = ⇒ =12 12 12 4 4 12
2


. f ( )′ =91
2
.پس f x x x( )′ = − +23 4

2
درنتیجه

10522 ابت�داضابط�ۀتاب�عراس�ادهمیکنی�مومش�تقآنران2زگ -28  2
بهدس�تمیآوریم:

 f x x x x x x x f x x x( ) ( )( ) ( )′= − − = − + ⇒ = − +2 2 5 3 4 21 2 3 2 5 9 2
بنابراین


x

f x x x
x

( )

 +=′ = ⇒ − + = ⇒
− =

2
4 2

2

9 41
100 5 9 2 0

9 41
10

مشتقتابعfبرابرصفر x −=± 9 41
10

و x +=± 9 41
10

پسدرنقاط

. 2
5
است.حاصلضربایناعدادبرابراستبا

10532 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 f x x x x x x x( ) − − −= + + + + + + + +10 9 1 2 101 

. f x x x x x x( ) − − −′ =− − − − + + + +11 10 2 910 9 1 2 10  بنابرای�ن
. f ( )′ =− − − − + + + + =1 10 9 1 1 2 10 0  درنتیجه

10542 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
x x x x x x

f x x   x
x x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

+ − + + − +
= = = − ≠−

+ +

5 2 3 2 3 3
2

3 3

1 1 1
1 1

1 1

. f ( )−′ = −2 1 2 1
2

استو x2 مشتقتابعfبرابر x≠−1درنتیجهبرایهر

10552 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

 x m x x x x mxf x
x x

( )( ) ( )( )
( )

( )

− + + − + − +′ =
+ +

2 2

2 2
2 5 3 2 5 4

5 3
درنتیجه

f m m m( ) ( )( ) ( )( )′ − = ⇒ − − − + − − + + + = ⇒ =−131 0 2 1 5 3 2 5 1 4 0
2

10562 برابرصفرن2زگ -28 x=1ب�هازای x x−3 توج�هکنیدک�ه  4
است،پسعاملصفرکنندهاست.ازطرفدیگر،

 y x x y  y
x x

( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ = − =3
3 2

1 1 1 1 11
2 3 62 3



درنتیجه

f ( )′ = × =
+

1 1 11
6 1 1 12

10572 ضابطۀتابعرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  1

 f x xx xx x x( ) ( )= + = +
171 1 4
63 2 31 

بنابراین

 f x x x f( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
11 1
6 317 4 17 4 251

6 3 6 3 6


10582 ،ن2زگ -28 x=−1 ق�راردهیم g x x
f x x
( )

( )
−=

2 1
2

اگ�ردرتس�اوی  2

.اگرازدوطرفتس�اویداده g( )− =1 0 ،بهدس�تمیآی�د f( )− =1 1 چون
شدهمشتقبگیریم،بهدستمیآید

 g x f x f x g x x x x

f x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

′ ′− − −
=

2

2 2
2 2 2 1

4

،بنابراین g ( )′ − −
=

1 0 1
1

،بهدستمیآید x=−1اگردراینتساویقراردهیم

g ( )′ − =1 1

10592 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
x x xf x

x

cos ( )sin
( )

× −′ =
2

1

بنابراین

f ( )π′ =−
π2
4

2

10602 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
x x x xf x

x

x x x x
xx x

cos ( cos ) ( ( sin ))sin
( )

( cos )

cos cos sin cos
cos( cos ) ( cos )

− − − −′ =
−

− − −= = =
−− −

2

2 2

2 2

1
1

1 1
11 1



10612 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
 f x x x x x x( )′ = − + − + + −2 3 48 491 2 3 4 49 50 

. f ( )′ − = + + + + + + =1 1 2 3 4 49 50 1275 بنابراین

10622 ن2زگ -28 x=−1بهازای x+1ابت�داتوجهکنیدکهچ�ونمقدار  3
ب�هازای x x x ax( )( )( )( )+ + + +1 2 3 4 صف�راس�ت،پسمش�تقعب�ارت

.بنابراین a a( )( )( )− + − + − + = −1 2 1 3 4 8 2 برابراستبا x=−1
a a− = ⇒ =8 2 2 3 

10632 .دراینصورتن2زگ -28 f x ax b( )= + فرضمیکنیم  3

 f x a f x f x a x ab x( ) ( ) ( )′ ′= ⇒ = + = −2 4 8
بنابراین

a a f a f      , ( ) ( )′ ′= ⇒ =± = ⇒ =±2 4 2 3 3 2



فصل دوم: آزمون ها
)140(

10642 ابتدامشتقتابعfرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3



x xf x
x mx

x x mx x m x xf x
x mx

( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

− +=
+ +
− + + − + − +′ =

+ +

2

2

2 2

2 2

1
1

2 1 1 2 1
1



.درنتیجه mf m( )( ) ( )( )
( )

− −′ = =− −
2

1 1 10 1
1

بنابراین

 m m m− − = ⇒ =− 11 2
3


10652 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 g xf x x f x g x
x

( )
( ) ( ) ( ) ( )

−
= ⇒ + = −

+
2

2
1 1 1

1


،بهدستمیآید x=1 اگرازدوطرفاینتساویمشتقبگیریموقراردهیم

x f x x f x g x f f g g( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + = ⇒ =22 1 2 1 2 1 1 1 12

10662 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


h h

f h f f h f f
h h

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( )
→ →

+ − + − ′= =
0 0

2 2 2 2 2 22 2 2
3 3 2 3

،پس f x x x( ) −= +2 22 8 ازطرفدیگر،

 f x x x x  
x

( ) ( ) −′ = + − = −3
3

164 8 2 4

. × =2 6 4
3

ومقدارحدموردنظربرابراستبا f ( )′ = − =2 8 2 6 بنابراین

10672 ابتدامشتقتابعfرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2

x xf x
x x

x x x x x x x xf x
x x

x x x x x x
x x

x x

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

+=
+

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + − + +

=
+

2

33

3 32 3 3 2

33 2

33 2 2
3 2

33 2

1 12 3
2 3

،نتیجهمیشود x=1 اگردرتساویفوققراردهیم

 f
( )( ) ( )( )

( )
( )

+ + − + +
′ = =−

+ 2

1 12 1 1 3 1 1
52 31

121 1


10682 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
f g x f x g x g x f x

f g f g g f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

′ ′ ′× = +

′ ′ ′× = +1 1 1 1 1

رابهدستمیآوریم: f g× ابتداضابطۀتابع

f g x f x g x x x x x x x

x x x x x x x x x x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

× = = + + − +

= + + − + = − − =−

2 4 2 9 2 4 2 9

2 4 2 2 4 2 9 4 4 2 9 18

بنابراین

 f g x x x f g( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′× = − =− ⇒ × =− × =−18 17 1718 1 18 1 18

10692 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
x x x a xf x

x
af a

cos (cos ) ( sin )( sin )
( )

(cos )

( )

− − − +′ =
−

π +′ = ⇒ = ⇒ =

2
1

1
11 1 0

2 1



10702 مشتقتابعراحسابمیکنیموبرابرصفرقرارمیدهیم:ن2زگ -28  2

 mf x m x x( ) sin sin′ = − = ⇒ =2 0
2


،پس xsin− ≤ ≤1 چون1
m m− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤1 1 2 2
2



10712 برابرباصفرن2زگ -28 x=64 ب�هازای x−8 توج�هکنیدکه  2

است: 1
16

برابر x=64 است.پسعاملصفرکنندهاستومشتقآنبهازای

 y x y y
x

( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =1 18 64
162



برابراستبا x=64 بنابراینمشتقتابعfدرنقطۀ

( )( )× + = × × =3 41 164 4 64 8 2 2 2
16 16



10722 منفیاستن2زگ -28 x −2 ،علامتعبارت1 4
5
درنزدیکینقطۀ  2

.بنابراین x[ ]=2 1، 4
5
،پسدرنزدیکینقطۀ x< <1 2 2 و

 xf x x
x

( )
( ) ( )

− −
= =− −

+

2 1 1
1



. f ( )′ =−4 1
5

و f x( )′ درنتیجه1−=

10732 منفین2زگ -28 x x−2 3 مقدارعبارت x=2 دریکهمسایگی  3
مثبتاس�ت.بنابرای�نضابطۀتاب�عدراین x x+2 3 اس�تومق�دارعبارت
است.بنابراین f x x x x x x( )=− + − − =−2 2 23 3 2 همسایگیبهصورت

f x x f( ) ( )′ ′=− ⇒ =−4 2 8 

10742 ن2زگ -28 x x x− 22 علامتعبارت x=1دریکهمسایگینقطۀ  4
علامتاینعبارتمنفیاست. x=4 مثبتاس�تودریکهمس�ایگینقطۀ

بنابرایندریکهمسایگینقطۀ1،

f x x x x x x f x  x

f  

( ) ( )

( )

′= − = − ⇒ = −

′ = − =−

5 3
2 2 252 2 2

2
5 11 2
2 2

ودریکهمسایگینقطۀ4،

 f x x x x x x f x x( ) ( )′=− + =− + ⇒ =− +
5 3

2 2 252 2 2
2



پس

f ( )′ =− + × =54 2 8 18
2



بنابراین
f f( ) ( )′ ′ =−1 4 9



)141(

10752 اگرضابطۀتابعرابهصورتن2زگ -28  3


g x

f x x x x x x
( )

( ) ( )( )( )( ) ( )= − − − − −2 2 2 2 249 50 20 21 48



بنویسیم،دراینصورت
 f x x g x f x xg x x g x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = + −2 249 2 49 

 x g x( ) ( )′−2 49 راحس�ابکنیم،مقدارعبارت f ( )′ 7 واضحاس�تکهاگر
راحسابکنیم: xg x( )2 صفرمیشودوکافیاستمقدارعبارت

f g( ) ( ) ( )( )( ) ( )

!

′ = × = × × − − − −

=− ×

7 2 7 7 2 7 49 50 49 20 49 21 49 48

14 29





10762 مق�دارن2زگ -28 21
2
توج�هکنی�دک�هدری�کهمس�ایگینقط�ۀ  1

مثب�تومق�دارعبارته�ای x−10 و…و x−2 ، x−1، x عبارته�ای
منفیاست.بنابراینضابطۀتابعدرهمسایگی x−20 ،…و x−12 ، x−11

ایننقطهبهشکلزیراست:
f x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − + − + + − − − − − − − −1 2 10 11 12 20 

. f ( )′ =21 1
2

،کهkمقداریثابتاست.بنابراین f x x k( )= + درنتیجه

10772 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
x x x x x x x x x x

f x
x x

(sin cos )( sin ) ( sin cos )( sin )
( )

( sin )

+ − − − − +
′ =

− 2

1 1

1

.
 

f
  

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

π π+ − − − +
π′ = =

π π− −2 2

1 0 1 1 1
22 2

2 1 1
2 2

درنتیجه

10782 ابتدامشتقتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2



x x x xf x
x

x x x x

x

( sin ) ( cos ) ( cos ) ( sin )
( )

( cos )

cos ( cos ) sin ( sin )

( cos )

′ ′+ + − + +′ =
+

+ + +
=

+

2

2

1 1 2 1 2 1
1 2

1 2 2 1
1 2



. f ( )
( )

( )

+ +′ = =
+ 2

11 2 0 10
31 2
درنتیجه

10792 است.ن2زگ -28 y a x xcos sin′= −2 مش�تقتابعبهصورت  2

بنابراین



y a x x a x x

y a x x a x x

y y a x x x x a

sin cos sin cos

cos sin sin cos

(sin cos ) (cos sin )

= + +

′ = + −

′+ = + + + = +

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

4 4

4 4

4 4



. a =2 4 ودرنتیجه a + =2 4 8 پس

10802 مشتقدوتابعراحسابمیکنیموباهمبرابرقرارمیدهیم:ن2زگ -28  3


f x m x g x

mf x g x m x x

( ) cos , ( )

( ) ( ) cos cos

′ ′= + =

−′ ′= ⇒ + = ⇒ =

2 4

42 4
2

،درنتیجه m−− ≤ ≤41 1
2

،پس xcos− ≤ ≤1 1 چون

m m m− ≤ − ≤ ⇒− ≤− ≤− ⇒ ≤ ≤2 4 2 6 2 2 6

10812 ،بنابراینن2زگ -28 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  2


f x x x x x

x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

− −′ ′ ′= − − − − −

= − − −

3 1 4 1

2 3

3 3 2 3 2 4 2 3 2 3

3 3 3 2 4 2 2 3


. f ( ) ( ) ( )′ − = − − − − − = × + × = ×2 3 2 3 21 9 3 2 8 2 3 9 5 8 5 49 5 درنتیجه

10822 ،ن2زگ -28 n ng ng g( ) −′ ′= 1 بنابرقاعدۀضربواینکه  1



f x x x x x

x x x x x

x x x x x

( ) (( ) ) ( ) ( ) (( ) )

( ( )( ) )( ) ( ) ( ( )( ) )

( )( ) ( ) ( )

− −

′ ′ ′= − + + − +

= − + + − +

= − + + − +

2 2 4 2 2 4

2 2 1 4 2 2 4 1

2 4 2 2 3

1 2 1 2

2 2 1 2 1 4 1 2

4 1 2 4 1 2



. f ( ) ( )( )′ = + =30 0 4 1 2 32 بنابراین

10832 .ازن2زگ -28 gof f g f( ) ( ) ( ) ( ( ))′ ′ ′=1 1 1 بناب�رقاعدۀزنجیری،  3

.بنابرای�ن f x x( )′ = −23 1 ،درنتیج�ه f x x x( )= − +3 1 ط�رفدیگ�ر،
.همچنین f ( )′ =1 2 و f( )=1 1

 g x x g x x g f g( ) ( ) ( ( )) ( )′ ′ ′= − ⇒ =− ⇒ = =−22 2 1 1 2 
. gof( ) ( ) ( )′ = × − =−1 2 2 4 بنابراین

10842 ،بنابراینن2زگ -28 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  1

 f x  x
xx

( ) ( )( )( )−′ = − − + 4
2

1 13 3 3 

. f ( )′ =−128 1 3 .بنابراین f ( ) ( )( )( )− −′ = − =4 31 3 2 4
128

درنتیجه،

10852 ،بنابراینن2زگ -28 gg
g

( )
′

′=3
3 23

توجهکنیدکه  4

 xf x f
x

( ) ( )
( )

′ ′= ⇒ =
+3 2 2

2 105
273 2



10862 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

 xf x  f  
xx

( ) ( )′ ′= − ⇒ = − =
×−2

2 1 4 1 134
2 2 122 92 7



10872 طبقن2زگ -28 f x x x( )=− + +22 3 4 اگرازدوطرفتس�اوی  3
قاعدۀزنجیریمشتقبگیریم،بهدستمیآید

 x

x f x x f x x

f f

( ) ( ) ( )

( ) ( )=

′ ′ ′=− + ⇒ =− +

′ ′→ =− + ⇒ =−2

2 2 2 3 2 2 2 3

12 4 4 3 4
2



10882 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


f x x

x x xx x

 
x x x xx

( ) cos( ) cos( ) ( ( sin( )))

cos( ) cos( ) sin( )

′ =− − − − −

=− − −

2 2

2

2 2 1 1 12 2

2 2 1 2 12

درنتیجه



f ( ) cos( ) cos( ) sin( )π π′ =− π − −π
π

π
π π − π= + −π=

2

2 2

2 2 2
4 2 2

20
2 2



فصل دوم: آزمون ها
)142(

10892 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


f x a x x x

a x x x a x  x

( ) cos ( (cos ) cos )

cos ( sin )cos cos sin

′ ′= +

= + − = −

1 2 2 2
4

12 2 4
2

درنتیجه
af a( ) ( )( )π′ = ⇒ − = ⇒ =3 1 3 10 0

6 2 2 2 2
10902 توجهکنیدکهن2زگ -28  2



f x x x x x

x x x x x

x x

( ) (sin cos )cos cos

sin cos cos ( sin )cos

( sin ) sin

=

= =

= =

2 4

1 1 12 2 4 4 4
2 2 2
1 1 18 8
4 2 8

f x x x f( ) cos cos ( ) cos( )π′ ′= × = ⇒ = π =−1 8 8 8 1
8 8

بنابراین

10912 بنابرقاعدۀزنجیری،ن2زگ -28  1
 fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( ))′ ′ ′− = − −1 1 1 

 g x x x g x x g( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ − =3 23 3 3 1 0 ازطرفدیگر،

. fog( ) ( )′ − =1 0 بنابراین

10922 ،بنابراینن2زگ -28 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  3


f x x x

x x x x x x

( ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ( )( ) )( ( ) ) ( )( ( ) )

−

−

′ ′= + + + +

= + + + = + + +

2 2 2 2 3 1

2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

3 1 2 1 2

3 2 2 2 1 2 12 2 1 2

. f ( )′ = × × × =21 12 1 3 10 3600 بنابراین

10932 ،بنابراینن2زگ -28 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  3

 f x    x
xx x x

( ) ( )( )′ = − + + − + 2
2 4 3

1 3 1 13 1 

. f ( )′ =1 9 درنتیجه

10942 ،بنابراینن2زگ -28 gg
g

( )
′

′=3
3 23

توجهکنیدکه  4

 xf x f
x x

( ) ( )
( )( )

− −′ ′= ⇒ = =−
− +3 2 2

2 3 1 11
3 1 33 3 1



10952 بنابرقاعدۀضرب،ن2زگ -28  2

 xf x x x x x
x

( ) ( ) ( )′ = + + + +
+

2 2
2

22 3 3 3
2 3



. f ( )′ = × + × =11 5 2 4 12
2

بنابراین

10962 مش�تقن2زگ -28 f x g x x( ) ( )= +2 2 اگ�رازدوطرفتس�اوی  1

.اگردراینتساوی f x x g x x( ) ( ) ( )′ ′= + +22 2 2 بگیریم،بهدس�تمیآید

. g ( )′ =15 9 ،پس f g( ) ( )′ ′=3 8 15 ،بهدستمیآید x=3 قراردهیم

10972 ابتدامشتقتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3
 f x mx x x( ) tan ( tan )′ = + + 22 4 2 1 2

بنابراین
mf m m( ) ( ) tan ( tan )π π π π π′ = + + = + = + π⇒ =22 4 1 8 8 2 8

8 8 4 4 4

10982 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
x 

x x xxf x x
x x x x

x

f x x f

sin
tan cos sincos( ) cos
tan sin cos sin

cos

( ) sin ( ) sin( )

−
− −= = = =
+ ++

π π′ ′=− ⇒ =− =−

2
2 2 22

2 2 2 2

2

1
1 2
1 1

2 2 2 1
12 6

10992 ن2زگ -28 f x x kx( sin ) sin( )+ + =2 اگرازدوطرفتساوی  3
مشتقبگیریم،بهدستمیآید:

 x f x x k kx( cos ) ( sin ) cos( )′+ + + =1 2

،بهدستمیآید: x=0 اگردراینتساویقراردهیم
f   f k k( )( ) ′ =′ = → =2 22 2 4

11002 بااستفادهازقواعدمشتقگیری،مشتقتابعراحسابمیکنیم:ن2زگ -28  3
x xf x   

x x  

x xf x   

sin cos sin

( ) cos( ) ( sin( )) ( )

cos( )sin( )

( ) sin( ( )) sin( )

α α= α

π π′ = × − × − − × −

π π= − − →

π π′ = − = −

1 2
2

14 2
6 8 6 8 8

6 8 6 8
1 12
2 6 8 2 3 4

بنابراین

 f  ( ) sin( ) sin sinπ π π π π′ = − = = =1 1 3 1 2
3 2 3 12 2 12 2 4 4

11012 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 x x x x xf x f
x x

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

− − − −′ ′= ⇒ − =
− −

2 2 3 3

2 2 2
3 1 2 1 12 2 0

1 1


11022 )روینم�ودارتاب�عfاس�ت،پ�سن2زگ -28 , )2 3 چ�وننقط�ۀ  1
)گذش�تهاست،شیبآن , )5 0 )و , )2 3 .چونخطdازنقطههای f( )=2 3

.اکنونتوجهکنیدکه f ( )′ =−2 1 .بنابراین − =−
−

3 0 1
2 5

برابراستبا


g x f x x f x

g f f

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

′ ′= − + −

′ ′= + = − =−

3 4 3 3 4

2 2 6 2 3 6 3

11032 ون2زگ -28 f x x x x( ) (( )( ))= + +3 22 2 توج�هکنی�دک�ه  4

،بنابراین n ng ng g( ) −′ ′= 1

f x x x x x x x x
x

( ) (( )( ) ( )( ))( )( )′ = + + + + + +2 3 312 3 2 2 2 2 2
2

. f ( ) ( ( ) ( ))( )( )′ = + + =11 2 3 3 3 2 3 3 297
2

درنتیجه

11042 .بنابراینن2زگ -28 x af x
x ax

( )
( )

+′ =
+

2

3 3 2
3 3

3 3
توجهکنیدکه  2

 f a a( )′ = ⇒ × + = ⇒ =−22 0 3 2 3 0 4 

11052 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

 fog x f g x x x x x( )( ) ( ( )) ( ) | |= = − + = − + = =3 2 3 2 21 1 1 1

 xg x f g x fog x x
x

( ) ( ( )) ( ) ( ) (| |)
| |

′ ′ ′ ′= = = بنابراین



)143(

11062 ابتداازدوطرفتساویدادهشدهمشتقمیگیریم:ن2زگ -28  1



f x x f xxg x x g x
f x f x

f x x f xg x
x f x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

′−′= ⇒ =

′−′ =

2 2 2
3 2 3

2 2 2

2 2 2
3

2 2 2

23

2
3

ونتیجهمیشود x=2 اکنوندرتساویفوققرارمیدهیم

f fg
f

( ) ( )
( )

( )

− ×′−′ = = =−
×2

131 84 8 4 88 1
12 112 4

11072 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
f x x x x x( ) ( sin ) ( sin( sin )) (cos )sin( sin )′ ′= π − π =− π π2 2 2 2 2

بنابراین

f ( ) cos sin( sin ) sin( )π π π π′ =− π π =− π× × =−π32 2 3
12 6 6 2 2

11082 ،ن2زگ -28 x xsin cos= +2 21 اتحاده�ای از اس�تفاده ب�ا  2
،ضابطۀتابعبه x x xcos cos sin= −2 22 و x x xsin sin cos=2 2

شکلزیرسادهمیشود:



x x xf x
x

x x x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

kx x  x k

( sin )(sin cos )
( )

cos

(sin cos sin cos )(sin cos )

(sin cos )(cos sin )

(cos sin ) (sin cos )

(sin cos )(cos sin )

cos sin ( , )

− +
=

+ − +
=

+ −

− +
=

+ −

π π= − ≠ + ∈

2 2

2

1 2
2

2

2 4


بنابراین
f x x x

f

( ) sin cos

( ) sin cos

′ =− −

π π π −′ =− − =− + =2 2 2 3 1 1 3
3 3 3 2 2 2

11092 مشتقتابعبهصورتزیراستن2زگ -28  2
 y a x xcos sin′= −2 2 4 2 

بنابراین
y a x x a x x

y a x x a x x

y a x x a x x

y y a x x x x

a

sin cos sin cos

sin cos sin cos

cos sin sin cos

(sin cos ) (cos sin )

= + +

= + +

′ = + −

′+ = + + +

= +

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

2 4 2 4 2 2

4 4 2 16 2 16 2 2

4 2 16 2 16 2 2

4 4 2 2 16 2 2

4 16

. a =2 1
2
ودرنتیجه a + =24 16 18 پس

11102 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4
 f x x x( ) tan ( tan )′ = +2 212 4 1 4

. f ( ) tan ( tan ) ( )π π π′ = + = × + =2 212 1 12 3 1 3 144
12 3 3

بنابراین

11112 .اگ�رازدوطرفاینن2زگ -28 xf x
x

( ) +=
+

2 2 1
2
توج�هکنی�دکه  4

،بهدستمیآید x=1 تساویمشتقبگیریموقراردهیم

 x xf x f x f f
x

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

+ − + −′ ′= ⇒ = =
+ 2

2 2 1 2 1 6 3 12 2 1 1
9 32



. f f( ) ( )′ =11 1
6
بنابراین

11122 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


ax x  ax a

xf x
x

( ) ( )
( )

+ − +
+′ =

+

232 3 1
2 3 1

3 1


بنابراین
aa  a a

f a
( )( ) ( )

( )
− +

×′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

3 52 2
21 21 21 212 2 21
8 4 8 4 8 5



11132 اگرازدوطرفتساویدادهشدهمشتقبگیریم،بهدستمیآیدن2زگ -28  4

 f x f x
x x xx

( ) ( ) ( )
( )

−′ ′ ′= ⇒ =
− − −− 2

1 1 3 16 6
3 1 3 1 3 13 1



. f ( )− ′ =3 1 6
4 2

،بهدستمیآید x=1 اگردراینتساویقراردهیم

. f ( )′ =−1 8
2

پس

11142 .ازطرفن2زگ -28
x

f x f f
x

( ) ( )
lim ( )
→

− ′=
−2

2 2
2

توج�هکنیدک�ه  1

دیگر،اگرازدوطرفتساویدادهشدهمشتقبگیریم،بهدستمیآید

 x  f x x f f( ) ( ) ( )= −′ ′ ′− − = + →− =− ⇒ =11 6 1 2 5 2 5 
بنابراینمقدارحدموردنظربرابر5است.

11152 اگرازدوطرفتس�اویدادهش�دهطب�ققاعدۀزنجیرین2زگ -28  4
.اگردر xf x f x( ) ( )′ ′− = − +24 2 4 3 3 5 مش�تقبگیریم،بهدس�تمیآی�د

،بهدستمیآید x=1 اینتساویقراردهیم
f f f( ) ( ) ( )′ ′ ′− = − + ⇒ − =4 2 3 2 5 2 5 

11162 طبققاعدۀمشتقتابعمرکب:ن2زگ -28  2

y f x x y x x f x x

x x x

x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( )

′ ′ ′= + + ⇒ = + + + +

− + + − −= + × = × =
+ + + + + + +

2 2 2

2

2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 11
1 1 1 1 1

11172 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


f x x x

x x

( ) (tan ) ( tan (tan ))

( tan )( tan (tan ))

′ ′= +

= + +

2

2 2

4 1 4

4 1 4 1 4

. f ( ) ( tan )( tan (tan )) ( )( )π′ = + π + π = + + =2 24 1 1 4 1 0 1 0 4
4

بنابراین

11182 ،بنابراینن2زگ -28 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  3

 f x x x x x( ) (cos sin )(sin cos )′ = + − 23 2 2 

. f  ( ) ( )( )π′ = + − =22 2 2 2 2 2 9 23
4 2 2 2 2 4

درنتیجه

11192 ،بنابراینن2زگ -28 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  4

f x x x x x x

x x x

( ) (cos( )) cos ( ) ( ( sin( )))cos ( )

sin( )cos ( )

′ ′= = −

=−

2 2 2 2 2 2

2 2 2

3 4 4 3 8 4 4

24 4 4
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11202 ،بنابراینن2زگ -28 gg
g

( )
′

′=
2

توجهکنیدکه  1


x

x xf x
x x

cos
(sin )

( )
sin sin

′
′ = =

1
2

2 2


. f ( )π′ =
2

0
4

بنابراین

11212 مش�تقن2زگ -28 g x f x( ) ( )= 2 3 تس�اوی ازدوط�رف اگ�ر  4
بگیریم،بهدستمیآید

 g x f x f x x f x f x x f x f x( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= = =3 3 2 3 3 2 3 32 2 3 6
،بهدستمیآید x=2 اگردراینتساویقراردهیم

g f f( ) ( ) ( )′ ′= × × = × × =12 6 4 8 8 6 4 4
6



11222 .ن2زگ -28 f f g( ) ( ( ))= −2 1 ،پس g( )− =1 2 توجهکنیدکهچون  2

بنابراین

x  x  

f g x f f g x f g
x x

fog g f g f

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))
lim lim

( )

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

→− →−

− − −
=

+ − −
′ ′ ′ ′= − = − − = × = × − =−

1 1

2 1
1 1

1 1 1 5 2 5 3 15


11232 ون2زگ -28 g( ) += =2 14 1
3

توجهکنیدکه  1

 fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= =4 4 4 4 1 

ازطرفدیگر
x x x x x x xf x f

x x
xx  x

x xg x
x

 
g

   

( )( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

+ + − + − + +′ ′= = = =
+ +

− − +
−′ =

−

× − ×
′ = =−

2 2 2

2 2 2 2

2
2

2

2 1 1 2 2 1 2 11
4 21 1

1 27 1
2 2 7

7
1 83 3

134 64
9 36

. fog( ) ( ) − −′ = × =1 13 134
2 36 72

بنابراین

11242 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2

 x k kf x f x
x x

( ) ( )
( )

+ −′= ⇒ =
+ + 2

2
2 2



بنابراین


g x fof x g x f x f f x

kg f f f f f

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

′ ′ ′= ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′= =0 0 0 0
2



درنتیجه



k k kk
k

kk k

k kk

( ) ( )
( )

( )

( )

− −× = ⇒ − = +
+

 − = + =− ⇒ 
=− − =− +

2 2
2

2 2 4 2 16 2
4 22

2

2 4 2 22
102 4 2

2



پسحاصلضربمقادیرممکنبرایkبرابر20است.

11252 ن2زگ -28 xf ax x
x

( )− = + +
+

22 3 4
2

اگ�رازدوط�رفتس�اوی  3

طبققاعدۀزنجیریمشتقبگیریم،بهدستمیآید:

 xf ax
xx

( )
( )

−′ = +
++ 2

7 2 3 2 1
22

بهدستمیآید. f ( )′ −5 ،مقدار x=−1 اگردرتساویبالاقراردهیم

 af a f( ) ( ) −′ ′− =− + ⇒ − =1 27 5 2 1 5
7

پس
a a− = ⇒ =−1 2 3 1

7 7
11262 مشتقن2زگ -28 g x f x f x( ) ( ( ))= −2 اگرازدوطرفتساوی  3

بگیریم،بهدستمیآید:
 g x x f x f x f x( ) ( ( )) ( ( ))′ ′ ′= − −22

،بهدستمیآید: x=1 اگردراینتساویقراردهیم
g f f f f f( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= − − = − =− =−1 2 1 1 1 2 3 1 1 3

11272 ،بنابراینن2زگ -28 gg
g

( )
′

′=
2

توجهکنیدکه  4


 xf x f

x

( )
cos( ) ( )
sin

−−
π −′ ′= ⇒ = = =− ×

5
4

4

23
3 3 32 3 2

42 3 2 2 22
2

. a=− 5
4
پس

11282 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

 xf x x x x( ) ( sin ) sin= =1 8 8
2 2



.بنابراین xf x x x( ) sin ( cos )′ = +1 8 8 8
2 2

بنابراین

f ( )π′ = × + =1 11 0
16 2 2

11292 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


f x x x x

x x x

( ) ( ( sin ))cos(cos )sin(cos )

sin cos(cos )sin(cos )

′ = −

=−

2 4 4 4 4

8 4 4 4


. f ( )π′ =0
8

بنابراین

11302 ن2زگ -28 x=1 بهازای xcos( )π
2

توجهکنیدکهمقدارعبارت  3

برابرصفراست.پسکافیاستازاینعبارتمشتقبگیریمومقدارمشتقآن

درایننقطهضربکنیم: x
x

sin( )π
+3

رادرمقدارعبارت x=1 در


y x y x y

xy y
x

cos( ) sin( ) ( )

sin( ) ( ) sin

π π π π′ ′= ⇒ =− ⇒ =−

π π= ⇒ = =
+

1
2 2 2 2

21
3 4 2

. f ( ) π′ =− 21
4

بنابراین
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11312 پیوس�تهن2زگ -28 x=1 تواب�عگزینهه�ای)1(و)3(درنقط�ۀ  4
نیستند،پسمشتقپذیرنیستند.

پیوستهاست: x=1 درگزینۀ)2(،ابتداتوجهکنیدکهتابعدر

x  x  
f f x f x( ) lim ( ) lim ( )

+ −→ →
= = =

1 1
1 1

xبنابراین xx x
f x f x

x xx x
( ) ( )

 >≥ ′= ⇒ = 
<<  

2

23

2 11
3 11

چ�ون .
x

f x( ) lim ( )
−−

→
′ = =2

1
1 3 3 و 

x
f x( ) lim ( )

++
→

′ = =
1

1 2 2 همچنی�ن

مشتقندارد. x=1 ،پساینتابعهمدرنقطۀ f f( ) ( )+ −′ ′≠1 1

پیوستهاستو x=1 درگزینۀ)4(تابعدرنقطۀ
x xx x

f x f x
x xx x

( ) ( )
 >− ≥ ′= ⇒ = 

<<  

2

23

6 13 1 1
6 12 1

چ�ون .
x

f x( ) lim ( )
−−

→
′ = =2

1
1 6 6 و 

x
f x( ) lim ( )

++
→

′ = =
1

1 6 6 همچنی�ن،

مشتقپذیراست. x=1 ،پستابعگزینۀ)4(درنقطۀ f f( ) ( )+ −′ ′=1 1

11322  ن2زگ -28
h  

f h f f
h

( ) ( )
lim ( )

+ +
→

− + − − ′= −
0

1 1 1 توجهکنید  4

پیوس�تگیراس�تندارد،پسمش�تقراس�تهم x=−1 چونتابعfدرنقطۀ
ندارد.بنابراینحدفوقوجودندارد.دقتکنیدکهمیتوانیمبدوناس�تفادهاز

مفهوممشتقهمنشاندهیماینحدوجودندارد:


h  h  

f h f h
h h

( ) ( ) ( )
lim lim

+ +→ →

− + − − − + −
= =−∞

3

0 0

1 1 2 1 3

11332 مش�تقپذیراس�ت،پسدرن2زگ -28 x=−1 چونتابعدرنقطۀ  3
ایننقطهپیوستهاست.یعنی

 x  x  
f f x f x

a a b a b
( ) ( )

( ) lim ( ) lim ( )
+ −→ − → −

− = =

− + =− + = − ⇒ − =
1 1

1

2 2 1 1


،بنابراین ax x
f x

x b x
( )

 >−′ =
+ <−

23 1
2 1

ازطرفدیگر

x  x  
f ax a  f x b b

f f a b
( ) ( )

( ) lim ( ) , ( ) lim ( )

( ) ( )

+ −+ −
→ − → −

+ −

′ ′− = = − = + =− +

′ ′− = − ⇒ = −

2

1 1
1 3 3 1 2 2

1 1 3 2

 b=− 5
2
و a=− 3

2
نتیجهمیشود

a b
a b
− =

 − =−

1
3 2 ازحلدستگاهمعادلات

. a b+ =−4 ودرنتیجه

11342 پیوس�تهون2زگ -28 x=1 ابت�داتوج�هکنی�دک�هتاب�عدرنقطۀ  2

مشتقپذیراست:


x x

x

x

f f x f x

f xx x
x

x x f x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( )
f ( )

( ) lim ( )

+ −

+

−

→ →

+
→

−
→

= = =

 ′ = = > ′ = ⇒ 
′+ < = + =  

1 1
22

1

1

1 2

1 3 33 1

2 1 1 1 2 1 3



.ازطرفدیگر f ( )′ =1 3 بنابراین


x x x

f x f x f f
x xx

( ) ( ) ( )
lim lim lim ( )
→ → →

− − ′= × = × = × =
− +−21 1 1

2 1 1 1 1 31 3
1 1 2 2 21



11352 ون2زگ -28 f( )=1 2 توجهکنیدکه  2


x x x x

f x x x f x xlim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim
+ + − −→ → → →

= + = = =3

1 1 1 1
2 4 4 

وجودندارد،ازطرفدیگر f ( )−′ 1 پیوستگیچپنداردو x=1 پستابعدر

 x x
f x

x
( )

 + >′ =
<

23 1 1
4 1



.
x x

f f x x( ) lim ( ) lim ( )
+ ++

→ →
′ ′= = + =2

1 1
1 3 1 4 بنابراین

11362 پیوس�تگیچپندارد،ن2زگ -28 x=2 توج�هکنیدکهتاب�عfدر  3
پسمشتقچپهمندارد.ازطرفدیگر



x x x

x

x

x

x x x xxf
x x x
x

x f x x f x x f x

x f x x f x x f x

[ ] ( )( )
( ) lim lim lim

lim ( )

( ) ( ) lim ( )

( ) ( ) lim ( )

+ + +

+

+

−

+
→ → →

→

→

→

− − +−′ = = =
− − −

= + =

′ ′< < ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′ ′< < ⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2 2

2
2

2
2

2

8 2 2 22 82
2 2 2

2 2 8

2 3 2 4 8

1 2 2 4



11372 .ن2زگ -28 g g( ) ( )′= =2 2 ،آنگاه0 g x x x( ) ( )( )= + − 21 2 اگر  4
مشتقپذیراست. x=2 درنقطۀ f x g x( ) | ( )|= بنابراینتابع

11382 بایدن2زگ -28 x x m+ +2 24 چندجملهایداخلقدرمطلقیعنی  2
دوریشۀمتمایزداشتهباشد.پس

 m m m∆= − > ⇒ < ⇒− < <2 216 4 0 4 2 2 

11392 ن2زگ -28 f x x x x( ) ( )|( )( )|= − − −2 2 3 بهص�ورت را تاب�ع  2
مشتقندارد، x=3 و x=2 درنقاط y x x|( )( )|= − −2 3 مینویسیم.تابع

درپش�تقدرمطلقباعثمیش�ودکهتابعfدر x( )−2 ول�یعاملصفرکنندۀ

مشتقندارد. x=3 مشتقپذیرباشد.پستابعfفقطدرنقطۀ x=2 نقطۀ

11402 دون2زگ -28 x x x( ( )( ))− = − +2 4 2 2 عبارتداخلقدرمطلق  1

دارد.برایآنکهتابعموردنظرمش�تقپذیرباش�د،باید −2 ریش�ۀس�ادۀ2و
برابرصفرشود: x=2 و x=−2 بهازای x ax b+ +2

x a b a b

x a b a b( ) ( )

 = ⇒ + × + = ⇒ + =−


=− ⇒ − + − + = ⇒− + =−

2

2

2 2 2 0 2 4

2 2 2 0 2 4

. a b+ =−3 4 ،بنابراین b=−4 و a=0 پس

11412 .چونن2زگ -28
x x

f x
x

( )
− <′ =

>

4 3 3

9 3
توج�هکنی�دک�ه  3

)مش�تقپذیراس�ت، , )−∞ 3 )پیوس�تهورویبازۀ , ]−∞ 3 تابعfرویبازۀ

)مشتقپذیراستو , )+∞3 پیوستهورویبازۀ [ , )+∞3 همینطوررویبازۀ

 x x

x x

f x x

f x

lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) ( )

− −

+ +

→ →

→ →

′ = − =

′ = =
3 3

3 3

4 3 9 1

9 9 2


اس�ت،وچون f ( )+′ 3 ومقدارحد)2(برابر f ( )−′ 3 پسمقدارحد)1(برابر

. f ( )′ =3 9 ایندومقداربرابرند،پس
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11422 .بنابراینن2زگ -28
x x

f x
x x

( )
+ >′ =

<
2

2 2 2

3 2
توجهکنیدکه  1

 x x

x x

f f x x

f f x x

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = + =

′ ′= = = × =
2 2

2

2 2

2 2 2 4 2 6

2 3 3 4 12


. f f( ) ( )+ −′ ′− = − =−2 2 6 12 6 درنتیجه

11432 ون2زگ -28 f( )=2 3 توجهکنیدکه  4

x x x x
f x x  f x x     lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( )

+ + − −→ → → →
= + = = − =2 3

2 2 2 2
1 5 1 7

نهپیوستگیچپداردونهپیوستگیراست.بنابراین x=2 پستابعfدرنقطۀ
مشتقچپومشتقراستتابعدرایننقطهوجودندارند.

11442 مش�تقپذیراس�ت،پسدرن2زگ -28 x=2 چونتابعfدرنقطۀ  4
ایننقطهپیوستهاست.یعنی

 x x

x x

f f x f x

b x ax cx c b a c     I

( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( ) ( )

+ −

+ −

→ →

→ →

= =

= + = + ⇒ = + =
2 2

3 2

2 2

2

8 2 5


ازطرفدیگر


x x

x x

x a x
f x

cx x

f f x x a a

f f x cx c

( )

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

 + >′ =
<

′ = = + = +

′ = = =

2

2

2 2

2 2

3 2

2 2

2 3 12

2 2 4



پس
I

f f a c a c

c c c( )

( ) ( )

( )

+ −′ ′= ⇒ + = ⇒ = −

→ + − = ⇒ =

2 2 12 4 4 12

168 2 4 12 5
3

. f c( )= =802 5
3
بنابراین

11452 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


x a x
f x

ax x
( )

+ >′ =
+ <

2

2 4 2

3 2 2

پس
 x x

x x

f f x x a a

f f x ax a

( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

′ ′= = + = +

′ ′= = + = +
2 2

2

2 2

2 2 4 4 4

2 3 2 12 2

مشتقپذیراست،پس x=2 چونتابعدر

 f f a a a( ) ( )+ −′ ′= ⇒ + = + ⇒ =12 2 4 4 12 2
4

. f a f a( ) ( )′ ′= = + = + =3 114 1 3 2 2
4 4

بنابراین

11462 نم�ودارتاب�عبهش�کلن2زگ -28  4
نقطۀ x=1و x=0 مقاب�لاس�تودرنق�اط
.توجه fD { , }′ = − 0 1 گوشهایدارد.پس

ریش�ههایس�ادۀ x=1 و x=0 کنی�دک�ه
عبارتهایداخلقدرمطلقهستند.

11472 مشتقچپومشتقراستنابرابردارد:ن2زگ -28 x=1تابعدرنقطۀ  3



x f x x x x x x

f x x x f

x f x x x x x x

f x x x f    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+

−

≥ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =

≤ ≤ ⇒ = − = −

′ ′= − ⇒ = − =−

2 3 2

2

2 2 3

2

1

3 2 1 3 2 1

0 1

2 3 1 2 3 1



مشتقپذیراست: x=0 ولیدرنقطۀ


x  x  x  

f x f x x xf x x
x x

( ) ( ) | |
( ) lim lim lim| |

→ → →

− −′ = = = − =
−

2
2

0 0 0

00 0
0



مشتقندارد. g x( )=0 درریش�ههایس�ادۀ y g x| ( )|= توجهکنیدکهتابع

 y x x x| |= −2 مشتقنداردولیتابع x=1و x=0 در y x x| |= −2 پس

 x=0 بهدلیلوجودعاملصفرکنندۀxکهدرقدرمطلقضربش�دهاستدر

مشتقپذیراست.

11482 توجهکنیدکهضابطۀتابعبهصورتزیراست:ن2زگ -28  1

 f x x x x x x x( ) | | | ( )| | |= − = − = −3 2 2 21 1 

مشتقپذیرنیست،زیراعبارتداخلقدرمطلقفقط x=1بنابراینتابعفقطدر

دارد. x=1 یکریشۀسادۀ

11492 مش�تقپذیرباش�د،بای�دن2زگ -28 ب�رایاینک�هتاب�عfروی  1

ریش�هنداشتهباش�دیاریشۀمضاعفداشته y x x m= − +2 2 چندجملهای

باش�د.زیرااگراینتابعدوریش�ۀمتمایزداش�تهباش�د،آنگاهتابعfدرایندو

ریشهمشتقپذیرنیست.بنابراین
 m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥0 4 4 0 1

11502 مش�تقپذیرباشد،بایدن2زگ -28 x=1درنقطۀfبرایاینکهتابع  2

درآنوجودداشتهباشد.یعنیباید x−1دوعامل

 x ax b x x x a( )+ + = − = − + ⇒ =−2 2 21 2 1 2 

11512 مش�تقپذیراس�ت،پ�سدرایننقطهن2زگ -28 x π=
2
تابعfدر  1

پیوستهاست.


x  x  

x  x  

f f x f x

a x b x b x a b

( ) lim ( ) lim ( )

lim sin lim ( cos cos )

+ −

+ −

π π→ →

π π→ →

π = =

= + + ⇒ =− +
2 2

2 2

2

2 1 1

برابرباشند. x π=
2
ازطرفدیگربایدمشتقچپومشتقراستتابعfدر


x f x a x f

x f x b x b x f b

( ) cos ( )

( ) sin sin ( )

+

−

π π′ ′> ⇒ = ⇒ =

π π′ ′< ⇒ =− − ⇒ =−

0
2 2

2 2
2 2

. a=1درنتیجه، a b=− +1 وچون b=0 پس



)147(

11522 پیوستهاست،زیران2زگ -28 x π=
2
اولًاتابعدر  3


x x

f f x f x
( ) ( )

( ) lim ( ) lim ( )
+ −π π→ →

π = = =

2 2

0
2



fاستوتابع −1 برابر x[cos ] مقدار π
2
ثانیاًدریکهمسایگیراستنقطۀ

برابراست.پس y xsin=− 2 باتابع


x x

f x x
( ) ( )

( ) lim ( sin ) lim cos
+ +

+ π π→ →

π′ ′= − = − =

2 2

2 2 2 2
2



fبرابرصفراستوتابع x[cos ] مقدار π
2
همچنیندریکهمسایگیچپنقطۀ

مشتق x π=
2
.بنابراینتابعfدر f ( )−

π′ =0
2

باتابعثابتصفربرابراست،پس

چپوراستنابرابردارد.

11532 نمودارتابعfبهصورتزیررسممیشود:ن2زگ -28  4

نمودارتابعنقطۀگوشهایداردوتابعدر x=−2 و x=−1 ، x=0 درنقاط
. fD   { , , }′ = − − −0 1 2 ایننقاطمشتقندارد.پس

11542 س�ادۀن2زگ -28 ریش�ههای  x=1 و  x=0 ک�ه کنی�د توج�ه  3
عبارتهایداخلقدرمطلقهس�تند.بنابراینتابعfدرایننقطههامش�تقپذیر
ه�متعریف f ′ تاب�عfتعری�فنمیش�ود،بنابراینتابع x=−1 نیس�ت.در
.بنابراینس�هعددصحیحدردامنۀتابع fD { , }′ = − ±0 1 نمیش�ود.پس

قرارندارند. f ′

11552 ناپیوس�تهاستون2زگ -28 x=−1 ابتداتوجهکنیدکهتابعfدر  3
تابعپیوستهاست،مشتقپذیریتابعدر x=1درنتیجهمشتقپذیرنیست.در

ایننقطهرابررسیمیکنیم:



x x

x f x x x f x
x

f x f
x

      

      

| | ( ) , | | ( )

( ) lim , ( ) lim
− +− +

→ →

′ ′< ⇒ = > ⇒ =

′ ′= = = =

2

21 1

21 2 1

21 2 2 1 2


. fD { }′ = − −1 مشتقپذیراستودرنتیجه x=1 بنابراینتابعدر

11562 ون2زگ -28 x=1 نم�ودارتاب�عبهص�ورتزی�راس�ت.تاب�عدر  4
مماسم�وازیمحورعرضهادارد. x=0 نقط�ۀگوش�هایداردودر x=−1

. fD { , }′ = − ±0 1 پسدراینسهنقطهتابعمشتقنداردودرنتیجه

11572 مش�تقپذیرنیس�ت،پسن2زگ -28 x=3 چ�ونتاب�عfدرنقطۀ  3
صفراست: x=3 بهازای x ax+ −2 12 مقدار

 a a+ − = ⇒ =9 3 12 0 1
علام�تعب�ارت −2 .درنزدیک�ینقط�ۀ f x x x( ) | |= + −2 12 بنابرای�ن

منفیاست،بنابراین x x+ −2 12
f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )′ ′=− + − ⇒ =− − ⇒ − =2 12 2 1 2 3 

11582 حداقلن2زگ -28 y x ax ax= + −3 2 ابتداتوجهکنیدک�هتابع  4

 y x x ax a xg x( ) ( )= + − =2 دارد: x=0 یکریشۀ
برایاینکهتابعfدرسهنقطهمشتقنداشتهباشد،بایدتابعgدوریشۀغیرصفر

a a a a a ï» IÄ∆= + > ≠ ⇒ > <−2 4 0 0 0 4 داشتهباشد.پس

11592 حداقلن2زگ -28 y x ax ax= + −3 2 ابتداتوجهکنیدک�هتابع  4

fب�رایاینکهتابع. y x x ax a xg x( ) ( )= + − =2 دارد: x=0 یکریش�ۀ
فقطدریکنقطهمش�تقنداشتهباش�د،بایدتابعgریشهنداشتهباشدیاریشۀ

مضاعفداشتهباشد.پس
 a a a∆= + ≤ ⇒− ≤ <2 4 0 4 0

11602 هموارهنامنفیاست.پسن2زگ -28 xsin−1 توجهکنیدکهعبارت  2
 f x x x x x( ) |sin || sin | ( sin )|sin |= − = −1 1 

برابرصفراست،پستابع xsin عبارتداخلقدرمطلقیعنی x=π فقطدر
درایننقطهمشتقپذیرنیست.

11612 است.ن2زگ -28 f ( )′ 2 شیبخطمماسبرابر  1

 f x f
x

( ) ( )′ ′= + ⇒ = + =
2

1 1 51 2 1
4 4

میگذرد.پسمعادلۀخطیرامیخواهیمکه f( , ( ))2 2 خطموردنظرازنقطۀ

باشد،یعنی 5
4
)عبورکردهوشیبآنبرابر , )32

2
ازنقطۀ

 y  x x y( )− = − ⇒ − − =3 5 2 5 4 4 0
2 4

11622 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 f x x x( )= ⇒ − = ⇒ =2 1 2 5 

)رامیخواهیم: , )5 2 بنابراینمعادلۀخطمماسدرنقطۀ

 f x f
x

( ) ( )′ ′= ⇒ =
−

1 15
42 1


استومعادلۀآنبهصورتزیراست: 1
4
بنابراینشیبخطمماسموردنظربرابر

 y x y x( )− = − ⇒ − =12 5 4 3
4



11632 درنقاط�یک�هخ�طمم�اسب�رنم�ودارم�وازیمح�ورن2زگ -28  2
طولهاست،مقدارمشتقتابعبرابرصفراست.بنابراین

 f x x  x x
x

( )′ = − = ⇒ = ⇒ =±2 4 4
2

1 1 13 0
3 3



پسمعادلۀفوقدوجوابداردودردونقطه،خطمماسبرنمودارتابعموازی
محورطولهاست.



فصل دوم: آزمون ها
)148(

11642 برابر9است،پسمشتقتابعfن2زگ -28 y x= −9 1 ش�یبخط  4
درنقطۀموردنظربایدبرابر9باشد:


f x x x f x x x

x x x  x(.¡.¡.ù)  

( ) ( )

,

′= − + ⇒ = − =

− − = ⇒ =− =

3 2 2

2

3 15 3 6 9

3 6 9 0 1 3


مقدارتابعدرنقطهایباطولمثبتمدنظراست،پس
 f( )= − + =3 27 27 15 15 

11652 درنقطهایکهنمودارتابعبرمحورطولهامماساس�ت،ن2زگ -28  4
مقدارتابعومقدارمشتقآنصفراست.بنابراین:


f x x m m x

f x x x x x x

( )

( ) ( )

′ = + = ⇒ =−

= ⇒ + − − = ⇒ =− ⇒ =−

2 2

3 2 3

3 0 3

0 3 54 0 27 3
. m=−27 بنابراین

11662 است،بنابراینمقدارن2زگ -28 −1 برابر y x b=− + شیبخط  2
است: −1 برابربا x=2 مشتقتابعfبهازای

 a x ax a af x f a
x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ − + − −′ ′= = ⇒ = =− ⇒ =−
+ + +2 2 2

1 3 3 32 1 6
1 1 2 1

11672 اس�ت.بنابراینمقدارن2زگ -28 2
9
برابر y x= +2 1

9
ش�یبخط  1

است. 2
9
برابر x=1 مشتقتابعfبهازای

 x m x x mxf x
x

( )( ) ( )
( )

( )

− + − − +′ =
+

2

2
2 2 1

2

 m m mf ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

− − − −′ = =
+ 2

2 3 2 2 21
91 2



 
m m m( )−

= ⇒ − = ⇒ =
2 2 2 2 1 1

9 9
بنابراین

11682 تاب�عن2زگ -28 نم�ودار روی منف�ی ط�ول ب�ا نقط�های ابت�دا  3
پی�دامیکنیمکهش�یبخ�طمماسبرنم�وداردرآننقطه f x x x( )= −3 2

یعنی1باشد: y x k= + برابرشیبخط


x

f x x x x x
x

  (.¡ï.¡ï.ù)

( )
=

′ = − = ⇒ − − = ⇒
=−

2 2
1

3 2 1 3 2 1 0 1
3

برنمودارتابعمماسمیشود A( , )− −1 4
3 27

درنقطۀ y x k= + بنابراینخط

 k k− =− + ⇒ =4 1 5
27 3 27

ونقطۀAرویاینخطقراردارد.یعنی

11692 بایدش�یبخطیعن�یaبتواندبامش�تقتابعبرابرش�ود.ن2زگ -28  3
. a≥−1بنابراین x − ≥−23 1 .واضحاستکه1 f x x a( )′ = − =23 1 بنابراین

11702 راkواحدبهبالاانتقالدهیم،بهن2زگ -28 y x=− 2 اگرنمودارتابع  3
.میخواهی�مخ�ط k( )>0 تبدی�لمیش�ود f x x k( )=− +2 نم�ودارتاب�ع
ب�رنمودارتابعfمماسش�ود.ابت�دانقطهایازنمودارتاب�عfراپیدا y x= +2 3
میکنیمکهشیبخطمماسبرنموداردرآننقطهبرابرشیباینخطیعنی2باشد:

 f x x x y( )′ =− = ⇒ =− ⇒ =2 2 1 1
نقط�ۀم�وردنظ�راس�تک�هبای�دروینم�ودارتابع A( , )−1 1 پ�سنقط�ۀ

 k k− + = ⇒ =1 1 2 باشد.پس f x x k( )=− +2

11712 وقت�یخ�طمماسبرنم�وداردریکنقطهم�وازیمحورن2زگ -28  2
طولهاست،مقدارمشتقتابعدرآننقطهبرابرصفراست.پس

x x x xxf x f x
x x

x
x

cos ( sin ) cos sinsin( ) ( )
sin ( sin )

cos

( sin )

+ −′= ⇒ =
+ +

=
+

2

2

1
1 1

1
f x x( ) cos′ = ⇒ =0 0 بنابراین

)خطمماسبرنمودارتابعموازیمحورطولهاست. , )π 1
2 2

پسدرنقطۀ

11722 ن2زگ -28 f ( )′ 2 و f( )=32
2
باتوجهبهش�کلمعلوممیشودکه  4

)میگ�ذرد،پ�س , )4 0 و  ( , )0 3 براب�راس�تب�اش�یبخط�یک�هازنق�اط

.بنابراینش�یبخطمماسبرنمودارتابعgدرنقطهای f ( ) −′ = =−
−

3 0 32
0 4 4

بهطول2بهصورتزیربهدستمیآید:
g x f x x g x f x f x g f f

gtIµ¶ ‰i KÃ{

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

′ ′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ = +

−′= = × × + =−

24 8 1 2 8 2 2 1

3 32 8 1 8
4 2

.بنابرای�نمیخواهیممعادلۀ g f( ) ( ) ( )= + = + =2 232 4 2 2 4 2 11
2

همچنی�ن

)میگذرد: , )2 11 رابنویسیمکهازنقطۀ −8 خطیباشیب

 y x y x( )− =− − ⇒ =− +11 8 2 8 27

11732 .ن2زگ -28 f x  
x

( )′ = −
2

21 و f( )=1 3 ابت�داتوج�هکنی�دک�ه  3

بهصورت  ( , )1 3 ودرنتیجهمعادلۀخطمماسدرنقطۀ f ( )′ =−1 1 بنابراین

زیراست:
 y x y x( )− =− − ⇒ =− +3 1 4 

ای�نخطمحوره�ایمختص�اترادر
قط�ع B  ( , )4 0 و A  ( , )0 4 نق�اط

بنابرای�نمس�احتمثل�ث میکن�د.

. × =4 4 8
2

OABبرابراستبا

11742 چ�ونAنقط�هایبهطولصفررویس�همیب�همعادلۀن2زگ -28  1
.چونخطdاز y=2 است،پسعرضآنبرابراستبا y x bx=− + +2 2

)گذش�تهاس�ت،پ�سش�یبآنبراب�راس�تب�ا , )3 0 و  ( , )0 2 نقطهه�ای

.چ�ونخ�طdدرنقطهایبهطولصفربرس�همیمماساس�ت، − =−
−

2 0 2
0 3 3

برابرباشیبخطdاست: x=0 بهازای y′ مقدار

 x  y x bx y x b b=′=− + + ⇒ =− + → =−02 22 2
3


11752 بایدشیبخطبتواندبامشتقتابعبرابرشود.بنابراینن2زگ -28  3
x x a x ay a

x a a a

( tan ( )) tan tan

tan

′= + = ⇒ + = ⇒ = −

≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥

2 2 2

2

2 3 31 1 1
3 3 3 2 3 2

3 20 1 3 2
3 2 3
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11762 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


x
y

y x

=− ⇒ =−
= +

1
2

3 1

 f a b( ) ( )− =− ⇒− + =−1 2 2 1 بنابراین

برابر3اس�توچوننم�ودارتابعfدر y x= +3 ازط�رفدیگر،ش�یبخط1
.درنتیجه f ( )′ − =1 3 براینخطمماساست،پس x=−1 نقطۀ

f x ax bx f a b a b   ( ) ( ) ( )′ ′= + + ⇒ − = − + = ⇒ − =23 2 2 1 3 2 2 3 3 2 1 2
، b=−5 و a=−3 ازح�لدس�تگاهمعادلهه�ای)1(و)2(نتیج�همیش�ود

. a b+ =−8 بنابراین
11772 است.پسشیبخطن2زگ -28 −2 برابر x y+ =2 3 شیبخط  3

است.بنابراینبایدنقاطیراپیداکنیمکهمقدار 1
2
مماسبرنمودارتابعfبرابر

است.پس 1
2
مشتقتابعدرآنهابرابر



x xf x
x x

x x  x

x f  x f     

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,

( )
( ) , ( )

+ − +′ = = =
+ +

+ = ⇒ = =−

× − +× += ⇒ = = =− ⇒ − = =
+ − +

2 2

2

5 2 5 2 8 1
22 2

2 16 2 6

5 6 25 2 22 2 3 6 6 7
2 2 6 2

هستندکهفاصلۀآنهابرابراست B( , )−6 7 و A( , )2 3 پسنقاطموردنظر

. AB ( ) ( )= − − + − =2 26 2 7 3 80 با

11782 رابههموصلن2زگ -28  ( , )−1 0 و  ( , )1 0 معادلۀخطیکهنقاط  4
اس�ت.یعنیمیخواهیمبدانیمتابعدرچهنقطهایبر y=0 میکند،بهصورت

محورطولهامماساست.بنابراین

 f x x x x x ( ) ,′ = − = ⇒ = =3 2 14 2 0 0
2


برمح�ورطولها  ( , )0 0 ،پ�سنم�ودارتاب�عدر f x( )=0 ،آنگاه x=0 اگ�ر

،پسنمودارتابعدرایننقاط f x( )=− 1
4
،آنگاه x =2 1

2
مماساس�ت.اگر

 f x( )′ =0 و f x( )=0 برمحورطولهامماسنیست.توجهکنیدکهشرطهای
براینقاطیکهدرآنهانمودارتابعfبرمحورطولهامماساست،برقراراست.

11792 ن2زگ -28  ( , )α α−α22 راه حل اولاگرمختصاتنقطۀتماسرا  4
y f x( ) ( )( )′− α−α = α −α22 درنظربگیریم،معادلۀخطمماسبهصورت

. y x( ) ( )( )− α−α = − α −α22 2 2 ،پس f ( )′ α = − α2 2 اس�ت.چ�ون
)درمعادلۀفوقصدقمیکند.پس , )4 1 نقطۀ

     

( ) ( )( )

( )( ) ,

− α−α = − α −α ⇒ − α+α = − α− α+ α

α − α+ = ⇒ α− α− = ⇒α= α=

2 2 2

2

1 2 2 2 4 1 2 8 2 8 2

8 7 0 1 7 0 1 7
.بنابراین f ( )′ α =−12 α=7،آنگاه واگ�ر f ( )′ α =0 اگ�رα=1،آنگاه

است. −12 مجموعشیبهایخطوطمماسبرابر
میگ�ذرددرنقط�ۀ A( , )4 1 راه ح��ل دومف�رضکنی�دخط�یک�هازنقط�ۀ
برنمودارتابعمماسش�ود.دراینصورتشیباینخطبرابر B f( , ( ))α α

اس�ت.پس f ( )′ α اس�ت.ازطرفدیگر،ش�یباینخطبرابر f( )α −
α−

1
4

با

رابهدستمیآوریم: f ( )′ α مقدار
 f x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − ⇒ = − ⇒ α = − α22 2 2 2 2 

بنابراین



f( )

( )( ) ,

α − α−α −= − α⇒ = − α
α− α−
α−α − = α− − α + α⇒α − α+ =

α− α− = ⇒α= α=

2

2 2 2

1 2 12 2 2 2
4 4

2 1 2 8 2 8 8 7 0

1 7 0 1 7



.بنابراین f ( )′ α =−12 α=7،آنگاه واگ�ر f ( )′ α =0 اگ�رα=1،آنگاه
است. −12 مجموعشیبهایخطوطمماسبرابر

11802 ن2زگ -28  ( , )α+α
α−

5 1
1

راه حل اولاگرمختصاتنقطۀتماسرا  3

درنظربگیریم،معادلۀخطمماسبهصورتزیراست:

y  f x( )( )α+ ′− = α −α
α−

5 1
1

. y  x( )
( )

α+ −− = −α
α− α− 2

5 1 6
1 1

،پس f ( )
( )

−′ α =
α− 2

6
1

چون

درمعادلۀفوقصدقمیکند.پس  ( , )0 2 نقطۀ
  ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

α− − α+ − − αα+ −− = −α ⇒ =
α− α−α− α−

α− − α− α α= ⇒− α− = ⇒− α − α+ =
α− α−α−

2 2

2
2

2 1 5 1 65 1 62 0
1 11 1

2 2 5 1 6 63 3 3 6 3 0
1 11

αک�هازمعادل�ۀفوقحاصلمیش�وند،طولنقاطتماسهس�تندکه مقادی�ر
است. −2 مجموعآنها

برنم�ودارتابع B f( , ( ))α α راه ح��ل دوم ف�رضکنیداینخطه�ادرنقطۀ
خواهدبود.بنابراین f ( )′ α مماسشوند.دراینصورتشیباینخطهابرابر

 xf x f x f
x x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

+ − −′ ′= ⇒ = ⇒ α =
− − α−2 2

5 1 6 6
1 1 1



 B f( , ( ))α α و A( , )0 2 ازط�رفدیگ�ر،ش�یباینخطه�اک�هازدونقطۀ

.بنابراین f( )α −
α−

2
0

میگذرندبرابراستبا


f( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

α+ −α − − −α−= ⇒ =
α αα− α−

α+ −= ⇒ α+ α− =− α⇒α + α− =
α α− α−

2 2

2
2

5 1 22 6 61
1 1

3 3 6 3 1 1 6 2 1 0
1 1

αک�هازمعادلۀفوقبهدس�تمیآیند،طولنقاطتماسهس�تندکه مقادی�ر
است. −2 مجموعآنها

11812 برابراستبان2زگ -28  [ , ]−1 2 آهنگتغییرمتوسطتابعfدربازه  2

 f f ( )( ) ( )

( )

− −− −
= =

− −

302 1 12
2 1 3 2



11822 براب�رن2زگ -28  a[ , ]1 ب�ازۀ fدر تاب�ع تغیی�رمتوس�ط آهن�گ  1

است.بنابراین
 f a f aa

a a a a a
( ) ( )

( )

−− −= = =−
− − −

1 11 1 1
1 1 1

 a
a

− =− ⇒ =1 2 3
3 2





فصل دوم: آزمون ها
)150(

11832 براب�رن2زگ -28 a[ , ]4 آهن�گتغیی�رمتوس�طتاب�عfدرب�ازۀ  2

است.بنابراین f a f a
a a

( ) ( )− −=
− −

4 2
4 4

a a a a a a a a
a

a a a a a a       .¡.¡.ù( )( ) , ( )

− = ⇒ − = − ⇒ = + ⇒ = + +
−
− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2

2

2 1 6 12 4 6 8 36 16 64
4 6
20 64 0 16 4 0 16 4

11842 ب�ازۀن2زگ -28 در  f x
x

( )=
−
1

4
تاب�ع متوس�ط تغیی�ر آهن�گ  3

است: f a f a
a

( ) ( )− −
2

برابر a a[ , ]−


  f a f a a aa a

a a a a a

( ) ( )

( )

−− − − − − +− − −= = =
− −2 2

1 1
4 4 14 4

2 2 2 16 16


بنابراین

 a a      a
a

.¡.¡.ù, ( )−= ⇒ = ⇒ = =−
−

2
2
1 1 9 3 3

716


11852 برابرن2زگ -28 a a[ , ]−1 آهن�گتغیی�رمتوس�طتاب�عfدرب�ازۀ  1

است: f a f a
a a

( ) ( )− −
− +

1
1

a  a  f a f a a a
a a a a

a a a a
a a a a

a a a  

( )( ) ( )

( )( ) ,

− − − −− − −−= = + + = +
− −

+ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ − − =
− −

− + = ⇒ =−

2

2 2
2 2

1 111 1 1 11 1 1
1 1 1

1 3 1 11 2 2 0
2 2

2 1 0 1 2

11862 برابراستبان2زگ -28 [ , ]−3 0 آهنگتغییرمتوسطتابعfدربازۀ  4

 f f( ) ( ) ( )

( )

− − − −
= =

− −
0 3 0 30 10
0 3 3



. f a( )′ برابراستبا x a= آهنگتغییرلحظهایتابعfدرنقطۀ

 f x x f a a( ) ( )′ ′= + ⇒ = +2 23 1 3 1

بنابراین
a a a      a(.¡.¡.ù) ,+ = ⇒ = ⇒ = =−2 23 1 10 3 3 3 

11872 برابراس�تبان2زگ -28 [ , ]0 1 آهنگتغییرمتوس�طتابعfدربازۀ  3

برابراستبا x=1درنقطۀfآهنگتغییرلحظهایتابع. f f k( ) ( )−
= −

−
1 0 1
1 0

 xf x x kx f k( ) ( )=′ ′= − → = −123 2 1 3 2

k k k− = − ⇒ =3 2 1 2 بنابراین

11882 اگرSمساحتوPمحیطدایرهایبهشعاعrباشد،آنگاهن2زگ -28  1

 S SS r r P r S      ,=π ⇒ = = π = π = π
π π

2 2 2 2 

بنابراین

 P S S P S
S S

( ) ( ) π′= π ⇒ = π× =12 2
2

است. 1
2
خواستهشدهکهبرابر P ( )′ π4 مقدار

11892 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
S x x S x x x S x x( ) ( ) ( )′= − ⇒ = − ⇒ = −26 6 6 2 

Sخواستهشدهکهبرابر2است. ( )′ 2 مقدار

11902 ابتداتوجهکنیدکهبااس�تفادهازقضیۀفیثاغورسعرضن2زگ -28  4

.پس x− 225 مستطیلبرابراستبا


P x x x

x xP x   
x x

( ) ( )

( ) ( )

= + −

′ = − = −
− −

2

2 2

2 25

2 22 1 2
2 25 25



. P  ( )′ = − =−
−

8 24 2
325 16
خواستهشدهکهبرابراستبا P ( )′ 4 مقدار

11912 ابتدامشتقاولودومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2
 f x x x f x x( ) ( )′ ′′= − + ⇒ = −23 2 1 6 2

رامشخصکنیم: x x x x− + = −2 23 2 1 6 2 بنابراینبایدتعدادجوابهایمعادلۀ

 x x= ⇒ =±2 13 1
3

برقراراست. f x xf x( ) ( )′ ′′= پسدردونقطهتساوی

11922 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


x

x

f x x ax b a b

f x x a a

( )

( )

=

=

 ′ = + + → = + +

 ′′ = + → = +

13

12

4 2 14 4 2

12 2 16 12 2

. a b+ =8 ،پس b=6 و a=2 ازایندستگاهمعادلاتنتیجهمیشود

11932 توجهکنیدکهن2زگ -28  2



f   

f x x k x

f x x k x x k

f x x x k x k

f k k k( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )′′ =

= + −

′ = + − + +

′′ = − + + + +

′′ = + + → + + = ⇒ =−

2

2

2 2

1

2 1

2 1 2 2

2 2 4 2 2 4 2 2 2



11942 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3



x x x xf x f x
x x x

x x x x xf x
x

x x x x x x
x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

+ − − +′= ⇒ = =
+ + +

− + − + − +′′ =
+

− + − − + −= =
+ +

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 4

2 2 3

2 3 2 3

4 2 4
4 4 4

2 4 4 4 4
4

2 4 4 4 2 24
4 4

بنابراین

 f x x x x x( ) ,′′ = ⇒ − = ⇒ = =±30 2 24 0 0 12

پسدرسهنقطهمشتقدومتابعfبرابرصفراست.



)151(

11952 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4

 x x xf x x x
x x x x x

( )= + + + = + + +
6 4 2 4 2
2 2 2 2 2

1 11 

بنابراین


f x x x  f x x

x x
f

( ) ( )

( )

′ ′′= + − ⇒ = + +

′′ = + + =

3 2
3 4

2 64 2 12 2

1 12 2 6 20


11962 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


   

   

f x x x x x x

f x x x  x

f x x  x x

( ) ( )( )

( )

( )

− − −

− − −

= − + = + − −

′ = + −

′′ =− − +

51 1 1 1
63 2 3 2

1 2 1
6 3 2

7 5 3
6 3 2

1 1 1

5 1 1
6 3 2

5 2 1
36 9 4

. f  ( )′′ =− − + =−5 2 1 11
36 9 4 9

بنابراین

11972 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  4



x xf x
x x

xx  
x xxf x

x x x x x

( )

( )
( ) ( )

′ = =
+ +

+ −
+ −+′′ = = =

+ + + + +

2 2

22
2 22

2 2 2 2 2

2
2 1 1

21
1 12 1

1 1 1 1 1



. f ( )
( )

′′ = =
+ +

1 13
83 1 3 1
بنابراین

11982 اگرازدوطرفتساویدادهشدهمشتقبگیریم،بهدستن2زگ -28  1
.اگرب�ازهمازدوطرفاینتس�اوی f x x ax b( )′ − = + +22 2 3 3 2 میآی�د
.اگردراینتساوی f x x a( )′′ − = +4 2 3 6 2 مش�تقبگیریم،بهدس�تمیآید

،بهدستمیآید x=1 قراردهیم
 f a a a( )′′ − = + ⇒ × = + ⇒ =4 1 6 2 4 4 6 2 5 

11992 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


x x x

f x f x f f
x x x

            ( ) , ( ) , ( ) ( )+ −

≥ >  ′ ′ ′= = ≠ 
− < − <  

0 1 0
0 0

0 1 0


مشتقاولندارد،پسمشتقدومهمندارد. x=0 چونتابعدرنقطۀ
12002 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2


f x x ax x

f x x ax x ax

( )

( ) ( )

′ = + +

′′ = + + = + +

3 2

2 2

4 6 12

12 12 12 12 1

نبایدجوابداشتهباشد: x ax+ + =2 1 0 پسمعادلۀ
 a  a  | |∆= − < ⇒ <2 4 0 2

12012 اگرازدوطرفتساوین2زگ -28  3
 f x x ax bx c( )− = + + +3 23 2 

دوبارپشتسرهممشتقبگیریمبهدستمیآید:
 f x x ax b f x x a( ) ( )′ ′′− = + + ⇒ − = +23 3 2 3 2 9 3 2 6 2 

بهدستمیآید: x=−1 اگردراینتساویقراردهیم
 f a a a( )′′ − =− + ⇒ =− + ⇒ =9 5 6 2 18 6 2 12 

12022 مشتقن2زگ -28 gof x x x( )( )= +4 22 اگرازدوطرفتساوی  4

 f x g f x x x( ) ( ( ))′ ′ = +34 4 بگیریمبهدستمیآید:
اگرازدوطرفاینتساویمشتقبگیریمبهدستمیآید:

 f x g f x f x f x g f x x( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))′′ ′ ′ ′ ′′+ = +212 4 
بهدستمیآید: x=0 اگردراینتساویقراردهیم

f g f g( ( )) ( ( )) ( )′ ′′ ′′+ = ⇒ =20 0 0 4 1 4 

12032 پیوس�تهباش�دومشتقاولن2زگ -28 x=1اولًاتابعبایددرنقطۀ  4
داشتهباشد.پس


x x

f x f x f a b c I

ax b x
x f f a b cc x

x

      

lim ( ) lim ( ) ( ) ( )

f ( ) , ( ) ( ) (II)

− +→ →

− +

= = ⇒ + + =

+ <
′ ′ ′= = ⇒ + =− − >


1 1

2

1 1

2 1
1 1 2

1



ثانیاًبایدمشتقدومچپومشتقدومراستتابعباهمبرابرباشند:


a x

f x f f a c a cc x
x

      ( ) , ( ) ( )− +

<
′′ ′′ ′′= = ⇒ = ⇒ =

>
 3

2 1
1 1 2 22 1



راقراردهیمنتیجهمیشود a ،cبهجای II( ) و I( ) اگردرتساویهای


b ba b a

a b a a b a

+ = ⇒ =−+ + = ⇒ 
+ =− + = ⇒ =  

1 0 11
12 3 0
3



. a b+ =− 2
3
ودرنتیجه

12042 ابتدامشتقدومتابعرابهدستمیآوریمن2زگ -28  1


f x x x x k x

f x x x x x k x

k x x x

( ) cos sin cos

( ) sin sin cos sin

( )sin cos

′ = − +

′′ =− − − −

=− + −2



 f k k( ) ( )π′′ =− + =− ⇒ =2 4 2
2

بنابراین

12052 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4
f x x f x x x x f x x( ) sin ( ) sin cos sin ( ) cos′ ′′= ⇒ = = ⇒ =2 2 2 2 2

h

f x h f x f x f x x
h

( ) ( )
lim ( ( )) ( ) cos
→

′ ′+ − ′ ′ ′′= = =
0

2 2 بنابراین

12062 مشتقدومتابعfرابهدستمیآوریمن2زگ -28  2
 f x ax f x a ax f x a ax( ) sin ( ) cos ( ) sin′ ′′= ⇒ = ⇒ =− 2 

نتیجهمیشود f x f x( ) ( )′′ =−64 بنابرایناز

a ax ax a asin sin− =− ⇒ = ⇒ =±2 264 64 8 

12072 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


x

x xf x x x x
x

x

sin
tan cos( ) sin cos sin
tan

cos

= = = =
+ 2

2

1 2
1 21



بنابراین

f x x f x x f( ) cos ( ) sin ( ) sinπ π′ ′′ ′′= ⇒ =− ⇒ =− =−2 2 2 2 2
4 2





فصل دوم: آزمون ها
)152(

12082 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


y kx kx

y k kx k kx

y k kx k kx

sin cos

cos sin

sin cos

= −

′= +

′′=− +2 2

بنابراین

 k kx kxy k kx k kx k
y kx kx kx kx

(sin cos )sin cos
sin cos sin cos

′′ − −− += = =−
− −

22 2 2

 k k| |− =− ⇒ =2 16 4 پس

12092 رابهدستمیآوریم:ن2زگ -28 x π=
4
مشتقاولودومتابعدرنقطۀ  3


f x a x b x f b

f x a x b x f a

( ) cos sin ( )

( ) sin cos ( )

π′ ′= − ⇒ =−

π′′ ′′=− − ⇒ =−

2 2 2 2 2
4

4 2 4 2 4
4

بنابراین

f b b f a a   ( ) , ( )π π′ ′′=− = ⇒ =− =− = ⇒ =−2 24 12 4 12 3
4 4

. a
b
=1

4
درنتیجه

12102 راه حل اولن2زگ -28  3
f x x x x x

x x x x x x x

( ) sin cos sin cos

sin cos (cos sin ) sin cos sin

′ = −

− − =− =−

3 3

2 2

4 4

4 2 2 2 4

. f ( ) cosπ π′′ =− =−4 2
12 3

.پس f x x( ) cos′′ =−4 4 بنابراین

f x x x x( ) sin cos cos= + = +4 4 3 1 4
4 4

راه حل دومابتداتوجهکنیدکه

fبنابراین x x f x x

f

( ) sin ( ) cos

( ) cos

′ ′′=− ⇒ =−

π π′′ =− =−

4 4 4

4 2
12 3

12112 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  4

x  x  
x x
x x

lim lim
→− →−

+ = =
+

5 4

7 61 1
1 5 5

71 7
12122 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  2

x  x  
x x x x x
x x x x x

lim lim
→− →−

+ − − + −=
+ + + + +

3 2 2

4 3 3 21 1
1 3 2 1
1 4 3 1

اس�ت.بنابراینبازه�مازقاعدۀ   0
0 توج�هکنی�دکهاینح�دهمحالتمبهم

هوپیتالنتیجهمیشود

x  x  
x x x

x x x x
lim lim
→− →−

+ − + − += = =−
−+ + +

2

3 2 21 1
3 2 1 6 2 6 2 2

12 6 34 3 1 12 6
12132 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  3

x x

x x x x
xx

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
→ →

− − − − − − −= = =−
−

4 4 3 3

22 2

1 2 3 4 1 8 2 3 4 8 1
2 44

12142 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  2
n n

x x
x nx n n

xx
lim lim

−

→ →

− = = = ⇒ =
−

1

21 1
1 10 20

2 21

12152 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  2


x x

x x
x

x

lim lim
→ →

− − − ×= = =
+ −

×+
3 3

4 4
4 8 2 2 4 8 2 2 2

5 55 10 5
2 52 5 10

12162 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  1


x x

xx
x x

( )
lim lim
→ →

++ − ×= = =
×−

3 23

3 22 2

1 1
3 66 2 13 4

3 4 1448 3
12172 بااستفادهازقاعدۀهوپیتالداریم:ن2زگ -28  1

HOP
x x

x x
xx x

cos cos sin sinlim lim sin
→ →

− → = =
− −−21 1

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1

12182 وطب�قن2زگ -28 x ( )−π→ 33
2

،داری�م: x ( )−π→
2

وقت�ی  3

.بنابراین: xcos <3 0 دایرۀمثلثاتی:
HOP

x  x  

x  

x x
x x

x
x

( ) ( )

( )

|cos | coslim lim
cot cot

( )sinlim
cot

− −

−

π π→ →

π→

−= →

× −
= =

−− −

2 2

2
2

3 3

3 13 3 3
11

12192 ن2زگ -28 x − <2 1 ،بنابراین0 x>−1:داریم، x ( )+→ −1 وقتی  4
ودرنتیجه:

HOP

x  x  

x

x x
x x

x
x

( ) ( )

( )

tan tanlim lim
| |

( tan ( ))
lim

+ +

+

→ − → −

→ −

π π= →
− −

π + π π× π= =
−

2 21 1
2

1

1 1
1 1

2 2 2

12202 ب�ااس�تفادهازقاعدۀهوپیت�المقدارحدم�وردنظربرابرن2زگ -28  2
استبا:

HOP
x a x a

x a a
x x

a a aa

( )
lim lim

sin( ) cos( )
→ →

−
→ =

π π π π π− −

2

2 2

2

2 2 2 

. a=±1بنابراین a =
π π

2

2 2
2 2 بامقایسۀنتیجۀبهدستآمدهوفرضسؤالداریم:

12212 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  2


x x

x x x
x

x

lim lim

( )

→ →

− −
+ − += = =−
+ −

×+

32 2
3 2

1 12 2
14 2 4052 14 8

1 1 825 3
3 93 25

12222 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  3

x x

 
xx x x  

x
lim lim
→ →

−
+− + = = − =

− ×

33 2

1 1

2 1
2 32 3 2 1 53

1 1 3 2 2 12
12232 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  4

 

x x x  

x
x x x x

x x  x x x  x

lim lim lim

−

→ → → − −

− −
− −= = = =
− −− −

1
1 2
2

3 4 2 3 1 11 1 12 3
3 4 3 4

1 11 1
2 2 6

2 32 3
3 43 4



)153(

12242 بااستفادهازقاعدۀهوپیتالمقدارحدرابهدستمیآوریم.ن2زگ -28  4


x  x  

a
ax a aax

x
lim lim
→ →

+ − += = =
0 0

9 3 2 9
1 62 9

. a=24 ودرنتیجه a =4
6

پس

12252 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  4

n n

x  

x  

x
n x

x
x n

n x n

( sin )
(cos )

lim

sinlim

−

→

→

− × −

=

= ⇒ = ⇒ =

1

0

0

1

1
2 8

1 1 1 1 4
2 8 2 8

12262 ،ضابطۀتابعن2زگ -28 x xcos cos+ = 21 2 2 باتوجهب�هآنکه  4

میت�واننوش�ت.بنابرای�نبای�دحاص�ل xf x
x

|cos |
( )=

π−

2
2

رابهص�ورت

وقرینۀآنرابهدستآوریمتامقادیرحدهایراستوچپ
x  

x
x

coslim
π→ π−
2

2
2

پیداشوند.
داریم:

HOP

x  x  

x x
x

x

cos sinlim lim
π π→ →

−→ = π
π− −2 2

2 2 2
12
2

بنابرایناختلافحدهایراستوچپبرابراستبا:
| ( )|π− − π = π2 2 2 2

12272 بااستفادهازاتحادهایمثلثاتیداریم:ن2زگ -28  4

x x x x x
x x

x x x x
x x

sin sin cos sin cos
tan tan

(sin cos ) |sin cos |

tan tan

− + −=
− −

− −
= =

− −

2 2

2

1 2 2
1 1

1 1

،پس: x xsin cos< طبقدایرۀمثلثاتیداریم: x ( )−π→
4

وقتی

x x  

HOP

x  

x x x x
x x

x x
x

( )

|sin cos | cos sinlim lim
tan tan

sin coslim
tan

−π π→ →

π→

− −=
− −

− − −=
+

4 4

2
4

1 1

2
21

12282 بااستفادهازقاعدۀهوپیتالداریم:ن2زگ -28  4

x  

x  

x  

x  x  

x  

x x x
x

x x x
x

x x x
x

x x x x x
x x

x

ÁpnH´À

sin cos sinlim

sin ( sin )sin
lim

sin sin sinlim

lim lim

lim( ) ( )

→

→

→

→ →

→

− +

− + −
=

− + −=

− + − − −→ =

= − − = × − =−

2

0
2

0
3

0
3 2

0 0

0

3 3 3
2

3 13
2
3 3
2

3 3 3 2
2 2

3 32 2 3
2 2



12292 بااستفادهازقاعدۀهوپیتالداریم:ن2زگ -28  3

x  x  

x  

x x xx x 
x x

x

x

ÁpnH´À ( )sin sinlim lim

lim

→ →

→

− + −− + →
−

− −

= − =

2

0 0
2

2
0

9 43 3
2

2 4
8 4 16

12302 بااستفادهازقاعدۀهوپیتالداریم:ن2زگ -28  3

x  

x

x   
x

( tan ( ))
lim
→

π + π π π= =
− −

2

1

1 2
1 1 32 2

22
12312 است.پسابتدان2زگ -28 f ( )′ 2 مقدارحدخواس�تهش�ده،همان  1

راحسابمیکنیم: f x( )′

 x xf x f x
x x x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

+ + − −′= ⇒ = ×
− − −

3 1
2 2

2
2 3 2 3 4

2 3 2 2 3 2 3


. f ( ) ( )′ = × × − =−32 4 7 21
2

بنابراین

تجربی - 95 

12322 پیوستهباشد:ن2زگ -28 x=−2 تابعfبایددرنقطۀ  2

 x x
f x f x f

a b a b
( ) ( )
lim ( ) lim ( ) ( )

+ −→ − → −
= = −

− + =− + ⇒ − =−
2 2

2

4 2 4 8 2 2 5


مشتقپذیراست،پسمشتقچپ x=−2 ازطرفدیگرچونتابعfدرنقطۀ
ومشتقراستآندرایننقطهباهمبرابرند:


ax b x

f x f f a b
x x

( ) ( ) ( )+ −

+ ≥−′ ′ ′= ⇒ − = − ⇒− + =
− ≤−

2

2 2
2 2 4 11

3 1 2


و a=−3 نتیجهمیش�ود
a b

a b

− =−

− + =

2 5

4 11
بنابراینازحلدس�تگاهمعادلات

. f a b( )= + + =1 4 0 ودرنتیجه b=−1
تجربی - 97 

12332 پیوستهاست،پسن2زگ -28 x π=
4
تابعfدرنقطۀ  1

x

x

f x

a b
f x a b

( )

( )

lim ( )

lim ( )

−

+

π→

π→

 = − =
 ⇒ + =

= +



4

4

1 10
2 2

1
2

اکنونمشتقچپومشتقراستتابعfدرایننقطهراباهمبرابرقرارمیدهیم:

x x x
f x

a x b x x

f
a a

f a

sin sin
( )

( tan ) cos

( )

( )

−

+

π + < ≤′ =
π π + + ≤ <

π ′ = ⇒ = ⇒ =
π ′ =

2

2 2 2 0
4

1 2 2
4 2

3
34 2 3
22

4
تجربی - 93 . b=−1بنابراین



فصل دوم: آزمون ها
)154(

12342 راه حل اولابتدامشتقتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  1



x x x xy
x x

x x x x 
x x

x x x x

x x x x

 

( sin cos )(cos sin )

(cos sin )

( sin cos )(cos sin )

(cos sin )

(sin cos ) (cos sin )

(cos sin ) (cos sin )

− − +′=
+

− + −
−

+

− + − − −= =
+ +

2

2

2 2

2 2
2

. y ( )
( )

π − −′ = = =−
+ 2

2 2 1
4 22 2

2 2

بنابراین

برابرصفراس�ت.پس x π=
4
بهازای x xcos sin− راه ح��ل دوم عبارت

کافیاستفقطازعاملصفرکنندهمشتقبگیریم:


f x

g x

y x x       f x x x
x x

y f g  

  

( )
( )

(cos sin ) , ( ) sin cos
cos sin

( ) ( ) ( ) ( )( )

′= − × =− −
+

π π π′ ′= = − − =−
+

1

2 2 1 1
4 4 4 2 2 2 2

2 2





خارج از کشور تجربی - 96 

12352 نش�انن2زگ -28 f x x x( ) | |= ضابطۀتابعرامیتوانیمبهصورت  1

پیوس�تهاس�ت.همچنی�نتاب�عدرای�ننقطه x=0 دهی�مک�هبهوض�وحدر
مشتقپذیراست،زیرا

x x x

x x x xf x f
x x

   

    

| | | |
( ) lim lim | | , ( ) lim

+ + −+ −
→ → →

− −′ ′= = = = =
− −0 0 0

0 00 0 0 0
0 0

ریاضی - 87 

12362 نمودارتابعرارسممیکنیم:ن2زگ -28  4

ازنمودارتابعمش�خصاس�تکهس�هنقطۀگوش�های)وبنابراینمشتقناپذیر(
ریاضی - 86 وجوددارد.

12372 ازقاعدۀزنجیریاستفادهمیکنیم:ن2زگ -28  1

f x  x f x  x   
x x x x

f

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

′= − ⇒ = − − −

′ − = − − − + =−

3 32 2 2
2 3

16 16 16 22
3

1 28 2 2 4 1
4 6

ریاضی - 88 

12382 رابیابی�م،ن2زگ -28 f x g x( ) (f( ))′ ′× بهج�ایاینک�هحاص�ل  2
رابهدستمیآوریم: gof مشتقتابع



x x
x xgof x g f x x
x

xx

( )( ) ( ( )) − −= = = =

+
−−

2 2

2
22

1 1
11

11
خارج از کشور ریاضی - 92 . gof x( ) ( )′ =1 بنابراین

12392 برابرن2زگ -28 [ , / ]4 6 25 آهن�گتغییرمتوس�طتاب�عfدرب�ازۀ  1
استبا

f f( / ) ( ) / /
/ / /

− − −= = = =
− −

1
6 25 4 6 25 4 2 5 2 22
6 25 4 6 25 4 2 25 9 9

4
است: f ( )′ 4 برابر x=4 اماآهنگتغییرلحظهایتابعدرنقطۀ

f x f        
x

 oÊº jn¼¶ nHk£¶( ) ( ) , −′ ′= ⇒ = = − = =1 1 1 2 9 8 14
4 4 9 36 362

خارج از کشور تجربی - 93 

12402 بایدمعادلۀبرخوردخطونمودارریشۀمضاعفداشتهباشد:ن2زگ -28  2
m x mx x m x m x

m m

m m m m m m

 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ,

∆=

+ + = − ⇒ + + − + =

→ − − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

2 2

0 2

2
1 2

3 2 4 3 2 4 0

2 16 3 0

20 44 0 22 2 0 22 2



ریاضی - 90 

12412 بهکمکتعریفمشتقمیدانیم:ن2زگ -28  3


x

f x f f
x

( ) ( )
lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4



پس


x

f x f f
x

 

( )
lim ( ) , ( )
→

+ ′=− ⇒ =− =−
−4

7 3 34 7 4
4 2 2



بنابراین


y f x y f x f x

x xx

y f f

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′= ⇒ =− + ×

′ ′=− + × = − =

2
1 1 12 2 2 2

1 1 7 6 12 4 2 4
4 2 4 4 4



ریاضی - 96 

12422 بایدپیوس�تهباشدومشتقچپون2زگ -28 x=1 تابعfدرنقطۀ  3
مشتقراستآندرایننقطهبرابرباشند:

x

x

x x

f x f
a b

f x a b

 x
f x f x f x ax

x a x
    

lim ( ) ( )

lim ( )

( ) , lim ( ) lim ( )

+

−

+ −

→

→

→ →

= =
 ⇒ + + =

= + +


− − >′ ′ ′= = ⇒ = +
 + <

1

1

2
1 1

1 0
1 0

1

11 1
2 2

2 1

،پس b=−1و a=0 نتیجهمیشود a b+ + =1 0 و a= +2 2 ازدوشرط
f a b( ) ( ) ( )− = − + − + = − − = −21 2 1 2 1 2 3 2 2 1 2 2 2

خارج از کشور ریاضی - 92 



)155(

12432 ابتدامشتقتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3
x x xy    

x 

( sin ( )) sin( )cos( )

sin( )

π − π π′ ′= − = × × − −

− π= −

2 12 2 2
6 4 4 6 4 6 4

1
2 3 2

تجربی - 93 . −1
4

مقدارمشتقتابعبرابراستبا x π=
3
پسبهازای

12442 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4
 f x x f x x x( ) tan ( ) tan ( tan )′= ⇒ = +3 2 22 6 2 1 2 

. f ( ) tan ( tan ) ( )π π π′ = + = × + =2 26 1 6 3 1 3 72
6 3 3

بنابراین

خارج از کشور تجربی - 97 
12452 .اکنوننمودارن2زگ -28 f f x x( ( )) | || |= − −1 1 توج�هکنیدک�ه  3

اینتابعرارسممیکنیم:

مشتقناپذیر x=±1و x=0 درسهنقطۀ y   x| || |= − −1 1 باتوجهبهنمودار،
خارج از کشور ریاضی -88 است.

12462 ابتداتابعهایfوgرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  2
x xx x

f x       g x
x xx x

( ) , ( )
 ≥≥ = = 

≤ ≤ 

3 5 00
5

3 00

در و 
f x x x x

fog x f g x
f x x x x
( )

( )( ) ( ( ))
( )

≥ ≥  = = = ≤ ≤  

5 0 3 0
3 0 3 0 بنابرای�ن

تجربی - 94 . fog x( ) ( )′ =3 نتیجه

12472 ابتداازدوطرفتساویدادهشدهمشتقمیگیریم:ن2زگ -28  2

x

f x x g x f x g x g x

f g g g g

  ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=

′ ′= + + ⇒ = +

′ ′ ′ ′→ = + ⇒ = + ⇒ =

5 4

0 4

1 1 5 1

0 1 5 0 0 1 1 5 0 0 0
اکنونازدوطرفتساوی)1(مشتقمیگیریم:

x  

f x g x g x g x g x

f g g

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )=

′′ ′′ ′= + +

′′ ′′ ′′→ = × + × × =

4 2 3

0 4

0 5 20

0 5 0 1 20 0 1 5 0
خارج از کشور ریاضی - 91 

12482 برابراستن2زگ -28 [ , / ]1 1 44 آهنگتغییرمتوسطتابعfدربازۀ  4

نیز x=1آهنگتغییرلحظهایتابعدر. f f
/

( / ) ( ) /
/ /

−−
= =

−

0 44 01 44 1 51 2
1 44 1 0 44 6

ب�ا

اینگونهبهدستمیآید:

f x x  f
x x x x

( ) ( ) ( )′ ′ ′= − = + ⇒ = + =1 1 1 1 11 1
2 22 2

خارج از کشور تجربی - 94 با کمی تغییر است. 1
6
اختلافایندومقدار

12492 )رامینویسیمن2زگ -28 , )α−α
α+
2 1

1
معادلۀخطمماسگذرندهاز  4

رادرآنقرارمیدهیم: A( , )−1 0 ومختصات

A   

y m
x

y xtIµ¶ â¾²jI÷¶ 

( , )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

−

+′= ⇒ =
+ α+

α−→ − = −α
α+ α+

α−→− = − −α ⇒ α− = ⇒α=
α+ α+

2 2

2

1 0
2

2 1 3
1 1

2 1 3
1 1

2 1 3 1 2 1 3 2
1 1



خارج از کشور ریاضی - 87 

12502 است.پسبایدن2زگ -28 m
m+2

برابر m y mx( )+ =2 شیبخط  1

باشد.یعنی m
m+2

واقعبرمنحنیبرابر x0درنقطۀ y x= + 21 مشتقتابع



x xm my x
m x mx

mm x m m x x
m

( )
( )

( )
( )

′ = = ⇒ =
+ + ++

+ = + ⇒ = ≥
+

2 20 0
0 2 22

00
22 2 2 2 2 2

0 0 0

2 1 21

2 0
4 1



ریاضی - 95 . m>−1پس m+ >1 0 بنابراین

12512 هم�انتعریفن2زگ -28
h  

f h f
h

( ) ( )
lim
→

+ −
0

1 1 توج�هکنیدک�ه  1

رابهدستمیآوریم: f x( )′ مشتقتابعfدرنقطهایبهطولیکاست.پسابتدا

 xf x f x
x x x

x

( ) ( )
( )

+ × − ×′= ⇒ = ×
+ + +

+

2
4 5 1 4 3 5 1

3 4 5 32
3



خارج از کشور تجربی - 95 . f ( )′ = × = × =1 7 1 7 71
16 3 16 4892

4

بنابراین

12522 مش�تقپذیرباشد،ابتدان2زگ -28 x=1 برایآنکهتابعfدرنقطۀ  2
لازماستدرایننقطهپیوستهباشدوهمچنین،مشتقچپومشتقراستتابع

درایننقطهبرابرباشند:
a b a b

x f
f x x

f ax a x

a a b

Â«Tw¼ÃQ#‡o{ : 

 

( )
( )

( )

,

+

−

− = + + ⇒ + =−

 ′− > =− ′ = ⇒ 
′ = + + <

+ =− ⇒ =− =

2

3 5 1 3

3 1 1 3

1 22 1

2 3 5 2
خارج از کشور تجربی - 93 

12532 ،پسن2زگ -28 f x x x( )= −3 4 ، 2 دریکهمسایگیراست  4

f x x f( ) ( )+′ ′= − ⇒ = × − =23 4 2 3 2 4 2 دراینهمسایگی،
خارج از کشور تجربی با کمی تغییر - 94 

12542 طبققاعدۀزنجیرین2زگ -28 g x f x x( ) ( )= + + 21 بافرض  3

xgنتیجهمیشود x f x x
x

x x

x x x x

( ) ( ) ( )

( )

′ ′= + + × +
+

+ += × =
+ + + +

2
2

2

2 2 2

1 1
1

1 1 1
1 1 1

خارج از کشور ریاضی -85 



فصل دوم: آزمون ها
)156(

12552 ن2زگ -28 y f g x( ( ))= حاص�لموردنظ�رهم�انمش�تقتابع  2
است.پس،

 x xy f g x y
x x x

( ( )) − − − ′= = = ⇒ =
+ − 2

1 2 3 3
1 1

ریاضی - 92 

12562 ابتداضابطۀتابعهایfوgراسادهمیکنیم:ن2زگ -28  1


a x xx x

f x g x
x x a x x

( )
( ) , ( )

( )

 + ≥≥  = = 
≤  − ≤

3 04 0 4
2 0 3 0

4



اکنونتابعgofرابهدستمیآوریم:


a x x

gof x
a x x

( )
( )( )

( )

 + × ≥=
 − × ≤

3 4 0
4

3 2 0
4



درنهایتازتابعبهدستآمدهمشتقمیگیریم:


a x

gof x
a x

( ) ( )
+ ≥

′ =
− ≤

4 3 0

3 2 0
2



نتیجهمیشود: x=0 ازبرابریمشتقچپومشتقراستتابعgofدرنقطۀ

 a a a a+ = − ⇒ =− ⇒ =−3 3 14 3 2 6
2 2 4



خارج از کشور ریاضی - 93 

12572 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

fog f g g f g( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= × = 12 2 2 2
4

پ�س ، g x
x

( )′ =
−

5
8 5 9

و  f x x( ) sin′ =π π2 اینک�ه ب�ه توج�ه ب�ا

ریاضی - 91 . fog( ) ( ) π′ =52
8

.بنابراین g ( )′ =52
8
و f ( )′ =π1

4
12582 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 y u y u u usin sin cos′ ′= ⇒ = × ×3 23 
پس

y x      y x x
x

sin , sin cos′= = × ×3 2 22 3 2 2
2 2

. y ( ) sin cosπ π π′ = × × = × × × =
π π π

2 2 1 3 1 3 273 3
18 3 3 4 2 8

3

بنابراین

خارج از کشور تجربی - 93 

12592 برابر5است.پسابتدانقطهاین2زگ -28 y x a= +5 شیبخط  2

رامش�خصمیکنیمکهش�یبخ�طمماسبر f x x x( )= − +22 3 6 ازتابع
نمودارتابعدرآننقطه)یعنیمشتقتابع(برابر5باشد:

 f x x x( )′ = − = ⇒ =4 3 5 2 
برنمودارتابعمماساس�ت.ایننقطهمتعلقبه f( , ( ))2 2 پ�سخطدرنقطۀ

خطهمهست،پسدرمعادلۀخطصدقمیکند:
 f a a a a( )= × + ⇒ × − × + = + ⇒ = + ⇒ =−22 5 2 2 2 3 2 6 10 8 10 2 

خارج از کشور تجربی - 97 

12602 .ن2زگ -28 B   a( , )− − +1 3 و A  a( , )+1 3 دونقطهعبارتانداز  1
رابهدستمیآوریم: B و A معادلۀخطگذرندهاز

AB
a am

AB y a x y x a â¾²jI÷¶

( )

( )

: ( ) ( )

+ − − +
= =

− −

− + = − ⇒ = +

3 3 3
1 1

3 3 1 3

.ب�رایآنکهخطبر g x x ax x( )= + +3 2 2 و f x x a( )= +3 ف�رضکنید
منحنیمماسباشدبایددوشرطزیربرقرارباشد:

g x f x x ax

g x f x x ax x x a

x x a x a x a x

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

′ ′= ⇒ + + =

= ⇒ + + = +

+ − + = ⇒ + − =

2

3 2

2 2

3 2 2 3

2 3

0 1 0



کهباجایگذاریایننتایج x=±1 یا x a=− ازش�رطدومنتیجهمیگیریم
بهدستمیآید: a درمعادلۀاولمقدار

x a a
a

x a a a a a

=± ⇒ ± = ⇒ =± ⇒ =±
=− ⇒ − = ⇒ = ⇒ =±

2 2 2

1 3 2 1 1
1

3 2 1 1 1


ریاضی - 90 

12612 ن2زگ -28 x=−1 ب�اتوجهبهتعریفمش�تق،مش�تقتاب�عfدر  1
ازتعریف x=−1 موردنظراست.برایبهدستآوردنمشتقتابعfدرنقطۀ

مشتقاستفادهمیکنیم:

x  x  

x  

f x f x x x xf
x x

x x x

( ) ( ) ( )( )
( ) lim lim

lim (( ) )

→− →−

→−

− − + − −′ − = =
+ +

= − − =−

3 2

1 1
3 2

1

1 1 2 71
1 1

2 7 6


ریاضی - 92 

12622 پیوس�تهومش�تقپذیراست.پسن2زگ -28 x=1درنقطۀfتابع  2
میتواننوشت:

x x
f f x f x a b

ax b x
f x f f a b

x
x

      

( ) lim ( ) lim ( )

( ) , ( ) ( )

+ −→ →

+ −

= = ⇒ + =

 + ≤
′ ′ ′= = ⇒ = +

≥
 −

1 1
2

1 2

3 1
1 1 4 34 1

4 3

. b=1 و a=1ازحلدستگاهمعادلاتبالانتیجهمیشود
ریاضی - 92 

12632 ن2زگ -28 x=0 ب�اتوجهب�هضابطه،نقط�ۀمش�تقناپذیریتابع  3
است.توجهکنیدکه

x   f

xx x xf x f x
x x x

x

f
f f

f

nj 

oÄmQ¢Tz¶

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

+ =
+ −

−

 > + >   +′= ⇒ = 
−− <  <

 −
 ′ = ′ ′→ − =
 ′ =−

0

1 01 0 2 1
11 0 0

2 1
10
2 0 0 1

10
2

خارج از کشور ریاضی - 85 



)157(

12642 .ن2زگ -28
x

[ ]=−1 ،بنابرای�ن1
x

> >−10 ،آنگاه1 x<−1 اگ�ر  4

)تابعیثابتومشتقپذیراست.گزینههای)1(و)2( , )−∞ −1 پستابعfرویبازۀ

درنامتناهینقطهازآنهامقدارصحیحمیشود.
x
1 بهراحتیردمیشوند،زیرا

fپستابع.
x x

f x f
x x

( ) ( )
lim lim

+ +→ →

− −= =−∞
− −1 1

1 1
1 1

همچنیندرگزینۀ)3(،

مشتقپذیرنیست. [ , )+∞1 رویبازۀ

ریاضی - 91 

12652 توجهکنیدکهن2زگ -28  2



f g

fog g f

D D

xD x D g x D x
x

x x x x
x

      { } , { }

{ | ( ) } { { }| { }}

= − − = −

+= ∈ ∈ = ∈ − ∈ − −
−

+ =− ⇒ + =− + ⇒ =
−

3 4

24 3
4

2 53 2 3 12
4 2

 

  

 x=5
2
و x=4 .پ�ستاب�عfogدرنق�اط fogD { , }= − 54

2
 بنابرای�ن

ریاضی - 84 مشتقپذیرنیست.

12662 چونحدمخرجکس�رصفراس�ت،حدص�ورتنیزبایدن2زگ -28  4

دربیاید.یعنیباید   0
0
صفرباشدتاحدبهصورت

h  h  
 f h f h flim ( ( ) ) lim ( ) ( )

→ →
− + + = ⇒ − + =− ⇒ − =−

0 0
2 3 0 2 3 2 3

است: x=−2 پسحددادهشدههمانتعریفمشتقتابعfدرنقطۀ

h  

f h f
h

( )
lim ( )
→

− + + ′= − =
0

2 3 12
2

پس

 g x x f x g x x f x xf x x f x

g f f

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

′ ′ ′= ⇒ = = +

′ ′− =− − + − = + =

2 2 22

2 4 2 4 2 12 2 14


خارج از کشور ریاضی - 96 

12672 شرطلازمبرایمشتقپذیریتابعدریکنقطهپیوستگین2زگ -28  4
آناست:

x x x x
f x f x a x bx x

a b b a

lim ( ) lim ( ) lim ( cos ) lim ( )
+ − + −→ → → →

= ⇒ + π = +

− = + ⇒ =−

2

1 1 1 1
1

1 1
باهمبرابرباشند: x=1درنقطۀfهمچنینبایدمشتقچپومشتقراستتابع


x x

a x x
f x

bx x

f f x f f x b

b b

sin
( )

( ) lim ( ) , ( ) lim ( )
+ −+ −

→ →

− π π ≥′ =
+ ≤

′ ′ ′ ′= = = = +

+ = ⇒ =−

1 1

1

2 1 1

1 0 1 2 1

12 1 0
2

. a=1
2
،بنابراین b a=− همچنینچون

خارج از کشور ریاضی - 91 

12682 ن2زگ -28 x=0 ازهردوضابطهمشتقمیگیریموباجایگذاری  4
درآنها،مشتقچپومشتقراستتابعراحسابمیکنیم:



x x x xxx f x f x
x x

f

x f x x f x x f

cos ( cos ) sin (sin )sin: ( ) ( )
cos ( cos )

( )
( )

: ( ) sin ( ) cos ( )

+

−

+ +′> = ⇒ =
+ +

× +′ = =
+

′ ′≤ = ⇒ = ⇒ =

2

2

10
1 1
1 2 0 10

21 1
0 2 2 2 0 2

خارج از کشور ریاضی - 95 . f f  ( ) ( )− +′ ′− = − =1 30 0 2
2 2

پس

12692 رادرب�ازۀن2زگ -28 f x x( )= آهن�گتغیی�رمتوس�طتاب�ع  1

.اکن�ون / / /
/ / /

− −= = =
−

1 21 1 1 1 1 0 1 10
1 21 1 0 21 0 21 21

محاس�بهمیکنی�م: [ , / ]1 1 21

حسابمیکنیم: x=1 آهنگتغییرلحظهایfرادرنقطۀ
xf x f

x
( ) ( )=′ ′= → =11 11

22
بنابرایناختلافآهنگتغییرمتوسطوآهنگتغییرلحظهایبرابراستبا

 −− = =1 10 21 20 1
2 21 42 42

تجربی - 94 با کمی تغییر 

12702 راه حل اولشیبنیمس�ازناحیۀاولبرابر1است.پسن2زگ -28  1
راپیدامیکنیم f x x m x m( ) ( )= + + + +22 1 6 ابتدانقطهایازنمودارتابع

کهشیبخطمماسبرنموداردرآننقطه)مشتق(برابریکباشد:
mf x x m x( )′ = ⇒ + + = ⇒ =−1 4 1 1
4

ب�رنمودارتابعfمماسش�ده m m( , )− −
4 4

درنقطۀ y x= بنابرای�نخ�ط

اس�ت.ایننقط�هروینمودارتابعfاس�ت،پسمختص�اتآندرمعادلۀتابع
صدقمیکند:

m m mm m

m m m m m m  

( ) ( )( )

( )( ) ,

− = − + + − + +

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

2

2

2 1 6
4 4 4

8 48 0 12 4 0 12 4

( , )− −3 3 قاب�لقبولنیس�ت،چ�وندراینص�ورتنقط�ۀتماس m=12

میشودکهدرناحیۀاولقرارندارد.
راه حل دومش�رطآنکهیکتابعبریکخطمماسباش�دآناس�تکهمعادلۀ

حاصلازتلاقیآنهاریشۀمضاعفداشتهباشد.پس
y x m x m

x m x m x
y x

x mx m m m

m m m m m m

m x x x x x

m x x x x x

 (.¡.¡.ù)

( )
( )

( )

( )( ) ,

∆=

 = + + + + ⇒ + + + + =
=

+ + + = → − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ = =−

 = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ =−


=− ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =

2
2

02 2

2

2 2

2 2

2 1 6
2 1 6

2 6 0 8 6 0

8 48 0 12 4 0 12 4

12 2 12 18 0 6 9 0 3

4 2 4 2 0 2 1 0 1

چوننمودارتابعبرنیمسازناحیۀاولمماساست،پسبایدطولنقطۀتماسمثبت
قابلقبولاست. m=−4 ودرنتیجه x=1باشد.پس

خارج از کشور تجربی - 93 



اه لومزآل:مود لصف
)158(

12711 . از ی1گ -171 a b+ =2 تابع باید در x=1 پیوسته باشد، بنابراین   4
طرف دیگر مشتق چپ و مشتق راست آن در این نقطه باید برابر باشند:

x x x xf x f x
ax b xax bx x

f
a b

f a b

( ) ( )

( )

( )

− −

+

−

 
 ≥ − >′= ⇒ = 
  + <+ < 

′ =− ⇒ + =−
′ = +

1 3
2 2

2

2 1 1

2 11

1 1
2 1

1 2

. b=5 a=−3 و   نتیجه می شود 
a b

a b

+ =


+ =−

2

2 1
از حل دستگاه 

ریاضی - 93  

12721 ابتدا مقدار جزء صحیح و علامت تابع قدرمطلق را در یک ی1گ -171  2
x=−3 مشخص می کنیم:  همسایگی راست نقطۀ 

 x x       x x f x x x( ) [ ] , | | ( ) ( )+→ − ⇒ =− =− ⇒ = − 33 3 3 9  

. پس  f x x x
x

( ) ( )
( )

′ = + −3
3 2
99 3

3 9
بنابراین 

f ( ) ( )+′ − =− + − =−
×
93 3 6 5
3 9

ریاضی - 93  

12731 ، پسی1گ -171 f( )=0 0 چون   3

x  x  

f x xf
x x

( )
( ) lim lim

− −−
→ →

− −′ = =
−

2

20 0

1 10

−x قرار دهیم. بنابراین 2 x می توانیم  ، به جای  x<0 دقت کنید که چون 

x  

x  x  

x xf
x x

x

x x x

( )( )
( ) lim

( )

lim lim
( )

−

− −

−
→

→ →

− − + −′ =−
+ −

− +=− =− =− =−
+ − + −

2 2

2 20

2

2 2 20 0

1 1 1 10
1 1

1 1 1 1 2
221 1 1 1

ریاضی - 89  

12741 ب�ه دلیل حض�ور جزء صحیح ه�ا در هر نقط�ه ای که تابع ی1گ -171  4
x∈ یا  ناپیوس�ته باش�د، مش�تق ناپذیر اس�ت. یعنی باید نقاطی را بیابیم که 

]x پیوس�ته و  ]+1
3

]x و  ] . در ه�ر ی�ک از این نقاط یکی از دو تابع x+ ∈1
3


دیگری ناپیوس�ته اس�ت، بنابرای�ن مجموع آن دو نیز ناپیوس�ته اس�ت. در بازۀ 

خارج از کشور ریاضی - 86  { , , , , }2 5 81 2
3 3 3

) این نقاط عبارت اند از:  , )0 3

12751 . همچنی�ن اگر ی1گ -171 f ( )′ =− 12
3

ب�ا توجه ب�ه فرض س�ؤال   2

، x=−1 ، در یک همسایگی  g x f x( ) ( | | )= +3 فرض کنیم 

x  

g x f x g x f x
x

g f

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )= −

−′ ′= − ⇒ = − ×
−

′ ′→ − =− =1

13 3
2 3

1 11 2
4 12

ریاضی - 87  

12761 ، آن گاه طبق قاعدۀ زنجیری،ی1گ -171 g x f xf x( ) ( ( ))= اگر   2

x

g x f xf x f x xf x

g f f f f

( ) ( ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ( )) ( ( ) ( ))=

′ ′ ′= × +

′ ′ ′→ = × +2 2 2 2 2 2 2

. پس f ( )′ =− 12
4

، پس  f x
x

( )′ =−
+

1
2 2

)f و  )=− 12
2

چون 

f f f g( ( )) ( ) ( ) ( )−′ ′ ′= − =− =− ⇒ =− × − + × =
− +
1 1 1 1 1 12 2 1 2 2

2 2 2 4 22 1 2
ریاضی - 89  

12771 ] و سپس آهنگ ی1گ -171 , ]4 12 ابتدا آهنگ تغییر متوسط در بازۀ   2
x=4 را به دست می آوریم:  تغییر لحظه ای در نقطۀ 

f f

f x x f

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
−

− − − −= = = − −− ⇒ − =
 − ′ ′=− + ⇒ =


3
2

1 1 2
12 4 15 3 15

1 1 1112 4 8 8 60
60 27 540

12 1 4
27

تجربی - 93  
12781 ) ی1گ -171 , )−1 3 ) و  , )1 2 ابت�دا معادلۀ خط گذرنده از دو نقطۀ   2

را می نویسیم:

y x y x y x( ) ( )− − −− = − ⇒ − = − ⇒ = +
− −
3 2 1 1 52 1 2 1
1 1 2 2 2

x=3 بر نمودار تابع f مماس است، پس در این نقطه با تابع  این خط در نقطۀ 
مشترک است و شیب این خط، همان مشتق تابع در این نقطه است:

f f  ( ) , ( )− − −′= × + = + = =1 5 3 5 13 3 1 3
2 2 2 2 2

بنابراین

x x

x x

f x f x f x f x
x x

f x f f x
x

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim( )

( ) ( )
lim lim( ( ) )

( ) ( ( ) ) ( )

→ →

→ →

+ − − +
= ×

− − −
−

= × − −
−

′= × − − =− − − =

2

3 3

3 3

4 5 1 5
3 3 1

3 5
3

13 3 5 1 5 3
2

خارج از کشور ریاضی - 92  

12791 از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:ی1گ -171  3
HOP

x x

HOP
x

x x
x x x x x

x
x

cos sinlim lim

coslim

→ →

→

+ π − π ×π→
− − + − −

−π π π→ =
−

3 2 21 1
2 2

1

1
1 3 2 1

6 2 4
خارج از کشور ریاضی - 85  

12801 )x ی1گ -171 )− 22 به ص�ورت  می توانی�م  را  کس�ر  مخ�رج   4
بنویسیم. حال از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

HOP
x x

x x x

HOP
x

x x
x x

x
x xx

x x
x

x

cos sinlim lim
( ) ( )

sin sinlim lim lim

coslim

→ →

→ → →

→

− π π π→
− − ×

π π=π × = π
− −

π π→ π = π

24 4

4 4 4

2
4

1
12 2 2

2

2
2 2

2 8
1

2
خارج از کشور ریاضی - 87  



12812 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
f x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = − − = − − = − +2 23 3 6 3 2 3 2 1

x

f x( )

−∞ − +∞

′ + − +

1 2

0 0

)اکیداًصعودیاس�تورویدیگ�ربازهها , )3 4 رویب�ازۀ f بنابرای�نتاب�ع
اکیداًصعودینیست.

12822 تابعمشتقتابعfراتعیینعلامتمیکنیم:ن2زگ -28  1

 f x x x f x x   x( ) ( ) ,′ ′=− + − ⇒ = ⇒ = =2 1 29 9 2 0
3 3


x

f x( )

−∞ +∞

′ − + −

1 2
3 3
0 0

برابر b a− صعودیاس�توبیش�ترینمقدار [ , ]1 2
3 3

بنابراینتابعfرویبازۀ

است. 1
3

12832 .ن2زگ -28 f x( )′ ≥0 صعودیباشدباید روی f برایاینکهتابع  4
مشتقتوابعگزینههاراپیدامیکنیم:

 y x x y x′= − + ⇒ = − ⇒∆= >3 21 3 1 12 0 گزینۀ )1(

 y x x y x x′= + + ⇒ = + ⇒∆= >3 2 21 3 2 4 0 گزینۀ )2(

 y x x x y x x′= + − + ⇒ = + − ⇒∆= >3 2 21 3 2 1 16 0 گزینۀ )3(

 y x x x y x x′= + + − ⇒ = + + ⇒∆=− <3 2 21 3 2 1 8 0 گزینۀ )4(

هموارهمثبت x x+ +23 2 واضحاستکهمشتقتابعگزینۀ)4(یعنیعبارت1
استوتابعصعودیاست.

12842 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

f x x x f x x( ) ( )′ ′′= − + ⇒ = −2 4 3 2 4


x

f x

  

 ( )

−∞ +∞

′′ − +

2

0

)اکیداًصع�ودیاس�تورویدیگربازهها , )3 5 رویب�ازۀ f ′ بنابرای�نتاب�ع
اکیداًصعودینیست.

12852 .ن2زگ -28 fD = ،پس x x− + >23 1 توجهکنیدکههمواره0  2

. xf x
x x

( ) −′ =
− +2

6 1
2 3 1

ازطرفدیگر،

x

f x( )

−∞ +∞

′ − +

1
6
0

)اکیداًنزولیاست. , )−∞ 1
6

رویبازۀ f پستابع

فصلپنجم

فصل دوم: آزمون ها

12862 ون2زگ -28 fD ( , )= +∞0 ابتداتوجهکنیدکه  2

x xf x
x x x x

f x x x x x x x 

( )

( ) ,

−′ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =

2

2 2

2 4

1 1 2 2
2 2 2 2
0 2 2 8 0 2

بهصورتزیراست: f x( )′ بنابراینجدولتعیینعلامت
 x

 f x( )

+∞

′ − +

0 2

0

صعودیاس�تو [ , )+∞2 )نزولیورویبازۀ , ]0 2 رویبازۀ f بنابراینتابع

برابر2است. a حداکثرمقدار

12872 ون2زگ -28 fD  [ , ]= −1 2 ابتداتوجهکنیدکه  3

x xf x
x x x x

f x x x x x x

( )

( )

− − − +′ = + =
− + + −

′ = ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =

1 1 2 1
2 2 2 1 2 1 2

10 2 1 2 1
2

بهصورتزیراست: f x( )′ بنابراینجدولتعیینعلامت

 x

 f x

   

( )

−

′ + −

11 2
2
0

) f ( )′ >0 0 )ب�رایتعیینعلامتمیتوانی�دازعددگذاریاس�تفادهکنید.مثلًا

نزولیاس�ت.در [ , ]1 2
2

صعودیورویبازۀ  [ , ]− 11
2
رویبازۀ f پ�ستابع

است. 3
2
برابر b a− نتیجهحداکثرمقدار

12882 مشتقتابعبهصورتزیراست:ن2زگ -28  1
xx  

x xxf x
x x x x x

( )
( ) ( )

+ −
+ −+′ = = =

+ + + + +

22
2 22

2 2 2 2 2

21
1 12 1

1 1 1 1 1

ودرنتیجهتابعهموارهصعودیاست. f x( )′ >0 پس

12892 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 f x x x x x x x( ) cos sin cos sin′ = − − =−

،( , )π π3 2
2

رویبازۀ

 x x x x, sin sin> < ⇒− >0 0 0

دراینبازهمثبتاستوتابعfرویاینبازهصعودیاست. f ′ پستابع

12902 است.ن2زگ -28 f x x ax( )′ = − +23 2 3 مش�تقتابعبهصورت  2

برایاینکهتابعاکیداًصعودیباشدبایدمشتقآنهموارهنامنفیباشد.پس

a a a∆= − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 24 36 0 9 3 3



فصل دوم: آزمون ها
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12912 توجهکنید:ن2زگ -28 f ′ بهجدولتعیینعلامتتابع  2
x x xf x

x x
( )

( ) ( )

+ − −′ = =
+ +

2 2 2

2 2 2 2
1 2 1

1 1
x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + −

1 1

0 0

برابر b a− صعودیاستوحداکثرمقدار  [ , ]−1 1 رویبازۀ f بنابراینتابع
2است.

12922 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1
x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

− + − = − − + − = − − − −

= − − + = − − − = − −

3 2 2 2 2

2 2

4 5 2 1 3 5 2 1 3 2 1

1 3 2 1 1 2 1 2
.ازطرفدیگر، fD [ , )= +∞2 بنابراین

 x xx xf x
x x x x x x

( )( )
( )

− −− +′ = =
− + − − + −

2

3 2 3 2

3 5 13 8 5
2 4 5 2 2 4 5 2

ن�داردورویاینب�ازههموارهمثبت [ , )+∞2 ریش�هایدربازۀ f ′ بنابرای�ن

اکیداًصعودیاست. [ , )+∞2 است.بنابراینfرویبازۀ

12932 ون2زگ -28 fD { }= − 0 توجهکنیدکه  4


xf x  

x xx

f x x x x

( )

( )

−′ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

3 4

3 2 22

3 44 4

1 1 3
33

0 3 27 27
بهصورتزیراست: f ′ پسجدولتعیینعلامتتابع


x

f x( )

−∞ − +∞

′ + − − +

4 427 0 27

0 0

صعودیاس�تو [ , )+∞4 27 )و , ]−∞ −4 27 پ�ستاب�عfرویبازههای

aنزولیاست.بنابراینکمترینمقدار( , ]40 27 و [ , )−4 27 0 رویبازههای

است. 4 27 برابر
12942 ون2زگ -28 fD [ , )= − +∞3 ابتداتوجهکنیدکه  1

 x xf x x  
x x

( ) + −′ = − =
+ +

8 2 3 42
2 3 3

مخرجکس�رفوقمثبتاس�ت،پسبای�دصورتآنراتعیی�نعلامتکنیمتا
معلومش�ود.بدینمنظورابتداریش�ههایصورتکسرفوقرا f x( )′ علامت

بهدستمیآوریم:



xx x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x x    x (.¡.¡.ù)

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ,

>+ − = ⇒ + = → + =

+ − = ⇒ − + − =

− + + + − + =

− + + = ⇒ − + = ⇒ = =−

0 2

3 2 3 2

2

2 2

2 3 4 0 3 2 3 4

3 4 0 1 3 3 0

1 1 3 1 1 0

1 4 4 0 1 2 0 1 2

بهصورتزیراست: f ′ بنابراینجدولتعیینعلامتتابع


x

f x( )

− +∞

′ − +

3 1

0

صعودیاستوکمترینمقدارaبرابر1است.  [ , )+∞1 پستابعfرویبازۀ

ت
ن

12952 ن2زگ -28 x>0 وبرایهر fD  [ , )= +∞0 توجهکنیدکه  1



f x x x f x x x

f x x x x x

x x x

( ) ( )

( )

( )

− −

− − − −

− −

′= − ⇒ = −

′ = ⇒ = ⇒ =

= ⇒ =

1 1 1 2
2 3 2 3

1 2
3 42 3

6 6

6 3 6 4 6

1 1
2 3

1 1 1 10
2 3 2 3

23 2
3



بهصورتزیراست. f x( )′ بنابراینجدولتعیینعلامت


x

f x   

( )

( )

+∞

′ − +

620
3
0



(بنابراینتابع f ( )′ >1 0 )برایتعیینعلامتمیتوانی�دعددگذاریکنید،مثلًا

)است. )62
3

اکیداًنزولیاستوحداکثرمقدارaبرابر [ ,( ) ]620
3

رویبازۀ

12962 مشتقتابعfرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2

xf x x x f x
x x

f x x x x

( ) ( )

( )

−′= − ⇒ = − =

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

3 23
3 32 2

3 2 2

1 13 1

0 1 1 1

بهصورتزیراست: f x( )′ پسجدولتعیینعلامت

x

f x

   

 ( )

−∞ − +∞

′ − + + −

1 0 1

0 0

) f ( )′ =− 18
2
)برایتعیینعلامتمیتوانیدازعددگذاریاستفادهکنید،مثلًا

  [ , ]−1 1 نزولیورویبازۀ  [ , )+∞1 )و , ]−∞ −1 رویبازههای f پستابع

برابر1است. a صعودیاست.بنابراینحداکثرمقدار

12972 تابعمشتقتابعfرابهدستمیآوریموتعیینعلامتمیکنیم:ن2زگ -28  3

x x
x x x xxf x f x

x x x x x x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ −
+ − −′= ⇒ = = =

+ + + +2 2 2

1 1
1 2 12

1 1 2 1 2 1

 f x( )′ ب�اتوج�هبهمثب�تبودنمخرجکس�رف�وق،ج�دولتعیی�نعلامت

بهصورتزیراست:
x

f x( )

+∞

′ + −

0 1

0

نزولیاست.  [ , )+∞1 صعودی،سپسدربازۀ [ , ]0 1 بنابراینابتداتابعدربازۀ

12982 )ن2زگ -28 , )1 3 ازرویش�کلمعلوماس�تکهتاب�عfرویبازۀ  4

fهمچنین،مقادیرتابع. f x( )′ >0 مشتقپذیرواکیداًصعودیاست،بنابراین

منفیاند،بنابراینگزینههای)1(،)2(و)3(درستاند.درموردگزینۀ)4(توجه

.پسگزینۀ)4(درستنیست. f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )′ ′= <2 2 0 کنیدکه

ت
ن



)161(

12992 ن2زگ -28 [ , ]π0 2 مشتقتابعfرابهدستمیآوریموآنرادربازۀ  2

تعیینعلامتمیکنیم:

f x x x x x x x

x x x
f x

x x x

( ) cos cos cos cos (cos )( cos )

cos ,
( )

cos ,

′ = − = − − = − +

= ⇒ = = π
′ = ⇒ π π=− ⇒ = =

22 2 1 1 2 1

1 0 2
0 1 2 4

2 3 3


x

f x( )

π π π

′ − + −

2 40 2
3 3

0 0 0 0

)صعودیاست. , )π π2 4
3 3

بنابراینتابعfرویبازۀ

13002 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

 x a x x a x ax af x
x a x a

( )
( )

( ) ( )

+ − + − − +′ = =
+ +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 

اگ�رمش�تقتابعfنامنفیباش�د،آنگاهتاب�عfاکیداًصعودیاس�ت.پسباید
نامنفیباشد: x ax a− − +2 22 عبارت


x ax a x ax a x a a

a x a a a x a

( )

( ) ( )

− − + ≥ ⇒ + − ≤ ⇒ + ≤

− ≤ + ≤ ⇒− + ≤ ≤ −

2 2 2 2 2 22 0 2 0 2

2 2 2 1 2 1


 [ , ]0 1 ب�ازۀ fروی تاب�ع ت�ا  a( )− ≥2 1 1 و  a( )− + ≤2 1 0 بای�د پ�س

 a( )− + ≤2 1 0 اکی�داًصعودیباش�دکهچ�ونaعددیمثبتاس�ت،پس
برقراراستودرنتیجه

 a a a( )− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ +
−

12 1 1 2 1
2 1



13012 مشتقپذیراستون2زگ -28 ابتداتوجهکنیدکهfدرتمامنقاط  1
 f x x x f x x x x  x( ) ( ) ( ) ,′ ′= − ⇒ = ⇒ − = ⇒ = =3 2 24 12 0 4 3 0 0 3 
نقطۀبحرانیداردومجموعمقادیرتابعfدر x=3 و x=0 بنابراینتابعfدر

ایننقاطرابایدحسابکنیم:
 f       f       f f( ) , ( ) , ( ) ( )= =− + =−0 1 3 26 0 3 25 

13022 مشتقپذیراستون2زگ -28 درتمامنقاط f تابع  2
f x x x x x x x( ) ( ) ,′ = − = − = ⇒ = =±3 24 8 4 2 0 0 2

نقاطبحرانیتابعهستندومساحت     » ,( , ) ( , ) ( , )− − −2 4 2 4 0 0 بنابراین

. × =2 2 4 4 2
2

مثلثیکهتشکیلمیدهندبرابراستبا

13032 توجهکنیدکهتابعfدرتمامنقاطدامنهاشمش�تقپذیرن2زگ -28  2
استو

xf x f x x x x
x

   
cos( ) , ( ) cos ,

( sin )

− π π′ ′= = ⇒ = ⇒ = =
+ 2

30 0
2 22

)دارد. , )π0 2 پساینتابعدونقطۀبحرانیدربازۀ

13042 ن2زگ -28 x=0 در f بهصورتزیراس�ت.تابع f نم�ودارتابع  1
)و , )0 2 .بنابرای�ن f ( )′ − =1 0 پیوس�تهنیس�ت،پ�سمش�تقپذیرنیس�تو

هستندکهفاصلۀآنهابرابراستبا f نقاطبحرانیتابع  ( , )−1 0

( ) ( )− − + − =2 21 0 0 2 5

13052 مشتقپذیرنیست)نقطۀگوشهایدارد(.ن2زگ -28 x=0 تابعدر  3
. f( )=0 3 عرضنقطۀبحرانیبرابراستبا

13062 راه حل اولابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2


x x x

f x x x f x x

x xx x x

  ( ) ( )

 − ≥ >
  ′= − < < ⇒ = − < < 
 

+ <+ ≤ 
2

2 1 1 1

0 1 1 0 1

2 2 02 0



مشتقپذیرنیست.زیرا x=1 و x=0 تابعfدرنقاط



x x

x x

x x

x x

f f x

f f
f f x x

f f x

f ff f x

 

 

( ) lim ( ) lim ( )

( ) ( )
( ) lim ( ) lim ( )

( ) lim ( ) lim

( ) ( )
( ) lim ( ) lim ( )

+ +

− −

+ +

− −

+
→ →

+ −
−

→ →

+
→ →

+ −
−

→ →

′ ′= = − =−
 ′ ′⇒ ≠
′ ′= = + =


′ ′= = =


′ ′⇒ ≠ ′ ′= = − =−



0 0

0 0

1 1

1 1

0 1 1

0 0
0 2 2 2

1 1 1
1 11 1 1



ازطرفدیگر
 f x x x( )′ = ⇒ + = ⇒ =−0 2 2 0 1 

fنقطهه�ایبحران�یتابع  ( , )− −1 1 و  ( , )0 0 ،  ( , )−1 1 بنابرای�ننقطهه�ای
است. −2 هستندکهمجموععرضهایشانبرابر

و x=0 راه حل دومنمودارتابعfبهصورتزیراس�تواینتابعدرنقطههای
( , )− −1 1 )و , )−1 1 ،( , )0 0 .پس f ( )′ − =1 مش�تقپذیرنیس�تو0 x=1

است. −2 نقاطبحرانیتابعهستند،کهمجموععرضهایآنهابرابر

13072 تابعfدرتمامنقاطدامنهاشمشتقپذیراستون2زگ -28  4
xf x  

x x
f x x x x

( )

( )

+ −′ = − =
+ +

′ = ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ =

2 1 21
1 1

0 1 2 0 1 4 3
. −5 طولتنهانقطۀبحرانیتابعاستکهعرضآنبرابراستبا x=3 پس

13082 .ن2زگ -28 xf x
x

( )
( )

′ =
−3 2 2

2
3 1

و fD = توج�هکنیدکه  3

.پستابعس�ه f ( )′ =0 0 مش�تقپذیرنیس�تو x=−1 و x=1 در f تابع
نقطۀبحرانیدارد.



فصل دوم: آزمون ها
)162(

13092 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
f x x x x x x x

x x x
f x  

x x x

x x x
f x f x x   x

x x x
      

( ) | ( )| | || | | |

( )

( ) , ( ) ,

= − = − = −

 − ≥=
− + ≤

 − >′ ′= = ⇒ = =
− + <

2 2 2

3 2

3 2

2

2

3 3 3

3 3

3 3

3 6 3
0 0 2

3 6 3

مش�تقپذیرنیست.پس x=3 در f همچنینتابع
و تابعان�د بحران�ی نق�اط ( , )3 0 و ( , )2 4 ،( , )0 0

مساحتمثلثیکهتشکیلمیدهندبرابراستبا
× =3 4 6
2

13102 مشتقپذیرن2زگ -28 x=1و x=−1، x=0 تابعfدرنقطههای  3
نیست.ازطرفدیگر،



x x x

x x x
f x

x x x

x x x

( )

− + − ≤−

− − + − < ≤=

− + < ≤
 + − >

2

2

2

2

1 1
1 1 0

1 0 1
1 1

بنابراین



x x
x x

f x
x x
x x

( )

− + <−
− − − < <′ = − < <
 + >

1 2 1
1 2 1 0

1 2 0 1
1 2 1

 f x x x( ) ,′ = ⇒ =− =1 10
2 2

درنتیجه

بنابراینتابعfپنجنقطۀبحرانیدارد.

13112 مشتقپذیراستون2زگ -28 درتمامنقاط f تابع  1
f x x x( )′ = − = ⇒ =±23 3 0 1

هس�تندک�همجم�وع  ( , )−1 3 و  ( , )−1 1 پ�سنق�اطبحران�یتاب�عنق�اط
عرضهایآنهابرابر2است.

13122 ابتداتوجهکنیدکهچونتابعfهمهجامشتقپذیراست،ن2زگ -28  4
هستند.ازطرفدیگر f x( )′ =0 طولنقاطبحرانیآنریشههایمعادلۀ

f x x x x x f x x  x x( ) ( ) ( ) , ,′ ′= − = − ⇒ = ⇒ = =− =3 2 1 18 2 2 4 1 0 0
2 2

و A  ( , )− −1 1
2 8

،O( , )0 0 بنابرای�ننقطهه�ایبحران�یتاب�عfنقطهه�ای

هستند.ازرویشکلزیرمعلوماستکه B  ( , )−1 1
2 8

 AB     OA OB,= = = + =
2 2

1 1 171
88 2

. + × = +17 171 2 1
8 4

بنابراینمحیطمثلثOABبرابراستبا

13132 درتمامنقاطدامنهاشمشتقپذیراستون2زگ -28 f تابع  2
x xf x x  

x x

f x x x

( )

( )

−′ = − − =
− −

′ = ⇒ = ⇒ =±

2 22
2 2

2

1 21
1 1

1 20
2 2

دارد. − 2
2

و 2
2

بنابراینتابعدونقطۀبحرانیبهطولهای

13142 ،آنگاهن2زگ -28 fx D∈ واگر fD ( , )= +∞2 توجهکنید  4

 f x
x x x x

( )
( )( )

= =
− − − +2

1 1
1 2 3 2

بنابراین



x

xx xf x     f x x
x x

x x

( )

( ) , ( )
( )

( )

− −

−− +′ ′= =− = ⇒ =
− +

− +

2

2 3
2 2

2 3
2 3 32 3 2 0

23 2
2 3 2

دردامنۀتابعfنیس�توتابعfدرهمۀنقاطدامنهاشمش�تقپذیر 3
2
وچون

است،پستابعfنقطۀبحرانیندارد.

13152 درن2زگ -28 f .تابع xf x
x x

( )
( )

−′ =
−3 2 2

4 2
3 4

توج�هکنیدک�ه  3

.پساینتابعسهنقطۀبحرانیدارد. f ( )′ =2 مشتقپذیرنیستو0 x=4 و x=0

13162 .تابعfدرن2زگ -28 xf x x
x

( )
( )

′ = +
−3 2 2

22
3 1

توجهکنیدکه  3

.پستابعfس�ه f ( )′ =0 0 مش�تقپذیرنیس�تو x=1 و x=−1 نقطههای
نقطۀبحرانیدارد.

13172 نم�ودارتاب�عfبهصورتن2زگ -28  1
مشتقپذیر x=0 مقابلاستواینتابعدرنقطۀ
( , )−2 4 )و , )0 3 .پ�س f ( )′ =2 0 نیس�تو
نقاطبحرانیتابعهستند،کهمجموععرضهای

است. −1 آنهابرابر

13182 ن2زگ -28 x=0 .تابعfدر xf x
x

cos( )
sin

′ =
3 23

توجهکنیدکه  3

مش�تقبرابر x π=−
2
و x π=

2
مش�تقندارد)مش�تقنامتناه�یدارد(.ودر

)دارد. , )−π π صفردارد.پساینتابعسهنقطۀبحرانیدربازۀ

13192 ون2زگ -28 f x x( ) | |= −2 1 ،آنگاه x≥0ابتداتوجهکنیدکهاگر  2

.بنابرایننمودارتابعfبهصورت f x x x( ) | |= − − = +2 21 ،آنگاه1 x<0 اگر

مش�تقندارد)نقطۀگوش�های(ودرنقطۀ x=1درنقطۀfزیراس�ت.پستابع
مشتقتابعfبرابرصفراست.پساینتابعدونقطۀبحرانیدارد. x=0

4�

2

4
x

y

3



)163(

13202 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
x x

f x x x

x x

( )

 − < <−
= − − ≤ <


≤ <

2 1

1 0

0 1

 x=−1و x=0 در f بهصورتزیراس�توتاب�ع f بنابرای�ننم�ودارتابع
پیوستهنیستومشتقپذیرهمنیست x=−1نقطۀبحرانیدارد،زیرادرنقطۀ
مشتقچپومشتقراستنابرابردارد،پسمشتقپذیرنیست. x=0 ودرنقطۀ

1�2�

1�
2�

1

1

x

y

13212 بهترتی�بن2زگ -28  x=2 و  x=0 نقطهه�ای در  f تاب�ع  1
دونقطۀاکسترممنسبیدارد. f ماکزیممنسبیومینیممنسبیدارد.بنابراین

13222 ،2و5برابرصفراستن2زگ -28 −1 ، −4 درنقطههای f ′ تابع  3
و2تغیی�رعلامتمیدهد.درنتیج�ه،ایننقطهها، −1 ، −4 ودرنقطهه�ای
هستندوحاصلضربآنهابرابر8است. f نقطههایاکسترممنسبیتابع

13232 بهصورتزیراس�ت.واضحاس�تکهتابعن2زگ -28 f نمودارتابع  1
مینیممنسبیداردودرهیچنقطهایماکزیممنسبیندارد. x=0 فقطدرنقطۀ

13242 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
x

f x( )

−∞ +∞

′ + − − + +

1 2 3 4

0 0 0 0

ازمنفیبهمثبت x=3 درنقط�ۀ f ′ وتغییرعلام�تتابع f ( )′ =3 0 چ�ون
مینیممنسبیدارد. x=3 درنقطۀ f است،پستابع

13252 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3
f x x x f x x x x x

f x x x

( ) ( ) ( )

( ) ,

′= − ⇒ = − = −

′ = ⇒ = =±

5 3 4 2 2 25 5 15 5 3

0 0 3

و  x= 3 در ول�ی نمیده�د تغیی�رعلام�ت  x=0 در  f x( )′ عب�ارت
دونقطۀاکس�ترممنس�بیبه f تغیی�رعلامتمیدهد.پستابع x=− 3

است. −3 داردوحاصلضربطولآنهابرابر − 3 و 3 طولهای

13262 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
x x x x xf x f x x

x x
      

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

− − + −′ ′= = = ⇒ =
− +

2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 4 0 0

1 1
بهصورتزیراست: f x( )′ بنابراینجدولتعیینعلامت
x

f x( )

−∞ +∞

′ + −

0

0

است. f( )=−0 ماکزیممنسبیداردواینماکزیممبرابر1 x=0 در f پستابع

13272 ون2زگ -28 fD [ , ] [ , )= − +∞3 0 3 توجهکنیدکه  3
xxf x      f x
xx x

(.¡.¡.ù)

( ) , ( )
=−′ ′= = ⇒
=−− 

2

3

13 3 0
12 3

اس�تکهباتوجهبهصورتمس�ئله f طولاکس�ترممنس�بیتابع x=−1پس
مقدارماکزیممنسبیتابعاست. f( )− =1 2 طولماکزیممنسبیاست.بنابراین

13282 ون2زگ -28 fD [ , )= +∞0 ابتداتوجهکنیدکه  3

xf x f x x x
x x

       ( ) , ( )−′ ′= − = = ⇒ = ⇒ =2 21 0 2 4

طولاکسترمم)مینیمم(نسبیتابعاستومقدارتابعدرایننقطه x=4 پس
. f( )=−4 4 موردسؤالاستکهبرابراستبا

13292 تابعfمشتقپذیراست،پسدرهرنقطۀاکسترممنسبین2زگ -28  1
آنبایدمشتقتابعبرابرصفرباشد:


f x x x x x x

f  f  f  f               

( ) sin cos cos cos ( sin )

( ) , ( ) , ( ) , ( )

′ =− − =− +

π π π π′ ′ ′ ′≠ = − = =

2 2 2 1

30 0 0 0
6 2 2 2

طولنقطۀاکسترممنسبیتابعfنیست. x π=
6
پس

13302 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1
 f x x x x x x( ) sin cos sin sin ( cos )′ = + = +2 2 1

بنابراین



x   , )

x

x x k x
f x

x x k

x x

(

( , )

sin
( )

cos

,

∈ π

∈ π

 = ⇒ = π→ =π′ = ⇒ π=− ⇒ = π±


π π→ = =

0 2

0 2

0
0 1 22

2 3
2 4
3 3
ازطرفدیگر،


x

f x( )

π ππ π

′ + − + −

2 40 2
3 3
0 0 0

اکس�ترممنس�بیدارد،که π4
3

و π ، π2
3
بنابرای�نتاب�عfدرنق�اطبهطول

است. π3 مجموعآنهابرابر

13312 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


x

f x( )

−∞ − − +∞

′ − + − + +

2 1 0 3

0 0 0 0

وصف�ربراب�رصفراس�تودرای�ننقطهها −1، −2 درنقطهه�ای f ′ تاب�ع
وصفراکس�ترمم −1، −2 تغییرعلامتمیدهد.بنابراینتابعfدرنقطههای

است. −3 نسبیدارد.مجموعطولایننقطهها
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13322 ابتداطولنقاطماکزیممنسبیتابعراپیدامیکنیم:ن2زگ -28  1
f x x x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )′ = − + = − + = − −3 2 24 12 8 4 3 2 4 1 2


x

f x( )

−∞ +∞

′ − + − +

0 1 2

0 0 0

 x=1مینیم�منس�بیودرنقط�ۀ x=2 و x=0 پ�ستاب�عfدرنقطهه�ای
. f( )=−1 1 ماکزیممنسبیدارد.مقدارماکزیممنسبیتابعبرابراستبا

13332 ابتداطولنقاطاکسترممنسبیتابعfرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  4


x x x x xf x

x x
f x x     x

( )
( )

( ) ( )

( ) ,

+ − + − − +′ = =
+ +

′ = ⇒ =− =

2 2

2 2 2 2
3 2 1 2 3

3 3
0 3 1

اکسترممنسبیدارد. x=1 و x=−3 پستابعfدرنقاط

 f f( ) ( )− =− × =−2 2 13 1
12 4 12

13342 ون2زگ -28 fD [ , )= +∞0 توجهکنیدکه  4
x x x xf x x f x x

x x x
( ) , ( )− + − −′ ′= + = = = ⇒ =3 2 3 3 3 0 1

2 2 2
استومقدارتابعدر f طولنقطۀاکس�ترمم)مینیمم(نس�بیتابع x=1پس

. f( )=−1 2 ایننقطهموردسؤالاستکهبرابراستبا

13352 مشتقپذیراست،پسدرهرنقطۀاکسترممنسبین2زگ -28 f تابع  4
آن،مشتقتابعبرابرصفراست:

f x x x x x x

f  f  f  f               

( ) sin cos cos cos ( sin )

( ) , ( ) , ( ) , ( )

′ = − = −
π π π′ ′ ′ ′= = = π ≠

2 2 1
50 0 0 0

6 2 6
13362 مشتقتابعرابهدستمیآوریموتعیینعلامتمیکنیم:ن2زگ -28  2

f x x x x x x

x
f x

x x

(.¡.¡.ù)

( ) sin cos sin sin ( cos )

sin
( )

cos

′ =− + = −

=
′ = ⇒ π= ⇒ =

2 1 2

0
0 1

2 3

x

f x( )

π π

′ − +

0 3
0

) f ( )π′ = >1 0
2

)برایتعیینعلامتمیتوانیدازعددگذاریاستفادهکنید.مثلًا

مینیممنس�بیداردومقدارمینیممنس�بیبرابر x π=
3
درنقطۀ f پ�ستابع

است. f( )π =− 1
3 4

13372 درن2زگ -28 x2 .ضریب f x x ax( )′ = + +2 2 1 توجهکنیدکه  1
مثبتاست،پساینعبارتنمیتواندهموارهمنفیباشد،بنابراینبرای f x( )′

،یعنی f x( )′ ≥0 اینکهتابعfاکسترممنسبینداشتهباشد،باید

 a a a∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 4 0 1 1 1

13382 مشتقپذیراستون2زگ -28 x=7 توجهکنیدکهتابعfدرنقطۀ  4
.پس f ( )′ =7 0 برایاینکهتابعدرایننقطهاکسترممنسبیداشتهباشدباید

 f x a  f a  a
x

( ) ( )
( )

′ ′= − ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
+ 33 4 4

1 1 17 0 0
483 1 3 8

13392 )نقطۀاکسترممنسبیتابعfاستوتابعfن2زگ -28 , )− −1 1 چون  2

.ازطرف f ( )′ − =1 و0 f( )− =−1 مش�تقپذیراس�ت،پ�س1 درنقط�ۀ1−

. a x x ax bf x
x

( ) ( )
( )

( )

+ − +′ =
+

2

2 2
1 2

1
دیگر،

بنابراین


a b

f
a  b

a a bf

( )
,

( )( )

− + =−− =−  ⇒ ⇒ = =  + − +′ − =  =

11 1 2 2 0
2 21 0 0

4
. a b+ =2 پس

13402 .ازطرفدیگر،ن2زگ -28 fD ( , )= +∞0 ابتداتوجهکنیدکه  4



k x  kx
kx kx kxxf x

x x x x x

f x kx x
k

( )
( )

( )

( )

− +
− + −′ = = =

′ = ⇒ = ⇒ =

1 1
2 1 12

2 2
10 1

است.
k
1 پسطولنقطۀمینیممنسبیتابعfبرابر

اکنونتوجهکنیدکه


k

kf k k
k

k k

( )
× +

= ⇒ = = ⇒ = ⇒ =

1 1
1 24 4 2 4 4

1 1

13412 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
 f x x x x x f x x   x      ( ) ( ) , ( ) ,′ ′= − − = − − = ⇒ =− =2 26 6 12 6 2 0 1 2
تغیی�رعلامتمیده�د،پسنقاط x=2 و x=−1 درنقطهه�ای f ′ چ�ون
)نقاطاکسترممنسبیتابعfهستندوفاصلۀآنهابرابر , )−2 28 )و , )− −1 1

. ( ) ( )+ + − + =2 22 1 28 1 738 استبا

13422 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
x x x x x xf x

x x x x
f x x

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

− + − − + −′ = =
− + − +

′ = ⇒ =±

2 2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 1 1

1 1
0 1

اکس�ترممنس�بیدارد.حاصلجمعمقادیر x=−1و x=1پستابعدرنقاط
رامیخواهیم: f( )−1 و f( )1

f f f f( ) , ( ) ( ) ( )= − = ⇒ + − =2 81 2 1 1 1
3 3

13432 مختصاتنقطۀاکسترممنسبیدرضابطۀتابعصدقمیکنند:ن2زگ -28  2
a x aa b f x
b x a

     , ( )+ += ⇒ = =
+ +2

11
1

دردامنهاشمش�تقپذیراس�ت،پسمش�تقآندر f ازطرفدیگرچونتابع
نقطۀاکسترممنسبیبرابرصفراست:

x a x x a x ax af x
x a x a

af a
a

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

+ − + − − +′ = =
+ +

− −′ = = ⇒ =−
+

2 2

2 2 2 2

2

2 2

11 0 1
1

. a b+ =−2 ودرنتیجه a b= =−1 بنابراین



)165(

13442 ابتداطولنقاطاکسترممهاینسبیتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3
xf x

x k
x k x k xf x f x x k

x k x k

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

=
+
+ − −′ ′= = ⇒ = ⇒ =±
+ +

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

5

5 2 5 0

نقاطاکس�ترممنس�بیتابعهس�تند. B k
k

( , )−− 5
2

و A k
k

( , )5
2

پ�سنقاط

.بنابراین   
k k

| |−−5 5
2 2

اختلافمقدارماکزیممومینیممنسبیتابعبرابراستبا

k k
k

| | | |= ⇒ = ⇒ =±5 1 110
2 2

13452 چونتابعfهمهجامش�تقپذیراس�ت،پسمشتقآندرن2زگ -28  3
نقطۀاکسترممنسبیاشبرابرصفراست:

 f x ax b f a b( ) ( )′ ′= − ⇒ − = − =23 1 3 0

ازطرفدیگرمختصاتنقطۀاکسترممنسبیدرمعادلۀتابعصدقمیکنند:
 f a b a b( )− = ⇒− + + = ⇒− + =1 4 2 4 2

. ab=3 ،درنتیجه b=3 و a=1بنابراین
13462 وچونن2زگ -28 f x a x ax( )′ = + +2 23 4 ابتداتوجهکنیدکه1  2

ماکزیم�منس�بیداردودرای�ننقط�ه x=−1درنقط�هایب�هط�ولfتاب�ع
.درنتیجه f ( )′ − =1 0 مشتقپذیراست،پس

 a a a a,− + = ⇒ = =2 13 4 1 0 1
3

و f x x x( )′ = + +23 4 ،آنگاه1 a=1اگر


x

f x    ( )

−∞ − − +∞

′ + − +

11
3

0 0

،آنگاه a=1
3
ماکزیممنسبیدارد.اگر x=−1درنقطهایبهطولfپستابع

و f x x x( )′ = + +21 4 1
3 3


x

f x( )

−∞ − − +∞

′ + − +

3 1

0 0

تنها a=1مینیممنسبیدارد.بنابراین x=−1درنقطهایبهطولfپستابع
مقدارممکنبرایaاست.

13472 ون2زگ -28 fD [ , )= +∞3 توجهکنیدکه  2


f x   

x x
f x x x x x x

( )

( ) ( )

′ = −
−

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

2 1
2 2 3
0 2 3 4 3 4

طولنقطۀمینیممنس�بیتابعاس�تومقدارتابعدرایننقطهبرابر x=4 پس
. f( )=4 3 استبا

13482 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


xf x  

x x

f x x x x  

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ,

+ −′ = − =
+ +

′ = ⇒ + = ⇒ =− =−

3 2

3 32 2

2

2 131
3 2 2

0 2 1 1 3
بهشکلدادهشدهاست. f x( )′ بنابراینجدولتعیینعلامت

x

f x( )

−∞ − − − +∞

′ + − − +

3 2 1

0 0

طولنقطۀماکزیممنسبیتابعfاستومقدارماکزیممنسبی x=−3 بنابراین

است. f( )− =3 0 تابعبرابر

13492 درتمامنقاطمشتقپذیراستون2زگ -28 f توجهکنیدکهتابع  1
f x x x x x x x

x
f x

x x

( ) sin cos sin cos

( )
cos

′ = + − =
=

′ = ⇒ π= ⇒ =±

0
0

0
2

بهصورتزیراست: f x( )′ پسجدولتعیینعلامت

x     

f x           ( )

π π−π − π

′ + − + −

02 2
0 0 0

)مثب�تودربازهه�ای , )π π−
2 2

درب�ازۀ xcos توج�هکنی�دک�همق�دار

و x π=−
2
درنق�اط f )منف�یاس�ت.پ�ستاب�ع , )π π

2
)و , )π−π −

2

مینیممنسبیدارد. x=0 ماکزیممنسبیداردودرنقطۀ x π=
2

13502 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1


x x

f x x x
x x

cos( )

( ) cos( )

cos( )

− + π − < <


= π ≤ <
 + π ≤ <

1 1 0
0 1

1 1 2

رسممیکنیم: y xcos( )= π اکنوننمودارتابعfرابهکمکنمودارتابع

ماکزیممنسبیداردومینیممنسبیندارد. x=0 بنابراینتابعfدرنقطۀ
13512 هم�هجامش�تقپذیراس�ت،پ�سنقاطن2زگ -28 f چ�ونتاب�ع  2

هستند.توجهکنیدکه f x( )′ =0 جوابهایمعادلۀ f اکسترممنسبیتابع

f x x x x x( ) ( )( )′ = − + = − −23 12 9 3 1 3
x

f x ( )

−∞ +∞

′ + − +

1 3

0 0

درنقطۀ1ماکزیممنس�بیودرنقطۀ3مینیممنس�بیدارد. f بنابرای�نتاب�ع
. a b− =2 ،پس b=1 و a=3 یعنی

ت
ن
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13522 رویدامن�هاشمش�تقپذیراس�ت،پسن2زگ -28 f چ�ونتاب�ع  1
هس�تند.بنابراین f x( )′ =0 نقطههایاکس�ترممنس�بیآنجوابهایمعادلۀ

.اکنونتوجهکنیدکه f ( )′ =1 0
x a x x ax x x af x

x x
af a

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

− + − − + −′ = =
+ +

+ −′ = ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2
2 1 1 2

1 1
1 21 0 0 3

4
13532 ون2زگ -28 fD [ , )= +∞0 توجهکنیدکه  1

x x
x xxf x f x x

x x x

( )
( ) ( )

( ) ( )

+ −
+ −′ ′= = ⇒ = ⇒ =

+ +2 2

1 1
1 22 0 1

1 2 1

است. f طولنقطۀاکسترممنسبیتابع x=1 پس

13542 ون2زگ -28 fD [ , )= +∞1
2

ابتداتوجهکنیدکه  4

xf x  
x x

f x x x x

( )

( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

1 2 1 11
2 1 2 1

0 2 1 1 2 1 1 1
طولنقطۀاکس�ترمم)مینیمم(نس�بیتابعاستومقدارتابعدراین x=1پس

. f( )=1 0 نقطهبرابراستبا



x

f x

f x
ÂLvº

min

( )

( )

+∞

′ − +

1 1
2

0

 



13552 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
 f x x ax x x x ax( ) ( )′ = + + = + +3 2 24 3 36 4 3 36 

در f x( )′ برایاینکهتابعfسهنقطۀاکسترممنسبیداشتهباشدبایدعلامت

س�هجوابداشتهباشد. f x( )′ =0 س�هنقطهتغییرکند.بنابراینبایدمعادلۀ

 x ax+ + =24 3 36 یکجواباینمعادلهاست،پسبایدمعادلۀ0 x=0 چون
دوجوابغیرصفرداشتهباشد.پس

 a a a| |×∆= − × > ⇒ > ⇒ >2 2 36 169 16 36 0 8
9



13562 ن2زگ -28  k( , )−0 1 نم�ودارتاب�عfبهصورتزیراس�تکهنقطۀ  4
هرجای�یرویمح�ورyمیتواندباش�د.چونتابعمینیممنس�بیدارد،پساین

باش�دچون  ( , )0 1 نقطهبایدپایینترازنقطۀ
 x=0 درغی�رای�نص�ورتتاب�عدرنقطۀ
ماکزیممنس�بیداردومینیممنسبیندارد.

بنابراین
 k k− < ⇒ <1 1 2

13572 ابتداتوجهکنیدکهمختصاتنقطۀاکس�ترممنس�بیدرن2زگ -28  4
معادلۀتابعصدقمیکند:

f a b

ba  b a

( ) sin cos

( )

π π π= ⇒ − =

− = ⇒ = −

3 2 3
3 2 3 3 2

3 3 3 3 1
2 2 2

ازطرفدیگر،مقدارمشتقتابعدرنقطۀاکسترممنسبیدرصورتوجودبرابر
صفراست:

f x a x b x

f a b

ba b a

( ) cos sin

( ) cos sin

( )

′ = +

π π π′ = ⇒ + =

− + = ⇒ =

2 2

20 2 0
3 3 3

3 20 2
2 3

. a=3 و b=2 3 )نتیجهمیشود )2 )و )1 از

13582 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1



f x x x x

x k x k
f x x

x k x k

( ) sin cos sin

( ) sin

′ = − = −

π π= π+ = π+  ′ = ⇒ = ⇒ ⇒ 
π π = π+ = π+ 

1 4 1 2 2

2 2
1 6 120 2
2 5 52 2

6 12




x

f x
max min max min

( )

π π π π π

′ + − + − +

5 13 170 2
12 12 12 12
0 0 0 0

)دونقطۀماکزیممنسبیودونقطۀمینیممنسبیدارد. , )π0 2 بنابراینتابعfدربازۀ

13592 ابت�داط�ولنقط�ۀماکزیم�منس�بیتاب�عfرابهدس�تن2زگ -28  3
میآوریم:

f x x x

f x x x x x x

x x
f x

x x

( ) cos cos

( ) sin cos sin sin ( cos )

sin
( )

cos

= − +

′ =− + = −

= ⇒ =π
′ = ⇒ π= ⇒ =

2 1

2 1 2

0
0 1

2 3

x

f x

f x

ÂLvº ÂLvº

 

min max

( )

( )

π π π
π

′ − + −

5
4 3 4

0 0

  

ماکزیممنس�بیداردومقدارماکزیممنس�بیآن x=π درنقطۀ f پستابع
،یعنی3است. f( )π برابر

13602 ابتداضابطۀتابعراسادهمیکنیم:ن2زگ -28  2

x x x f x x

x x x f x x

x f x

( , ] { } sin [sin ] ( )

( , ) sin [sin ] ( )

( )

π∈ π − ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

∈ π π ⇒− ≤ < ⇒ =− ⇒ = −

π π= ⇒ = +

0 0 1 0
2

2 1 0 1 1

1
2 2

بهصورت f پسنم�ودارتاب�ع
مقابلاست.واضحاستکهاین

 x=π و x π=
2
تاب�عدرنقاط

ماکزیممنسبیداردولیمینیمم
نسبیندارد.
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13612 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

f x x x x x x x (.¡.¡.ù)( ) ( ) ,′ = − = − = ⇒ = =23 12 3 4 0 0 4

و f( )3 ، f( )0 پسبرایمش�خصک�ردنمقدارمینیم�ممطلقبای�دمقادیر

.پ�س f( )=−3 27 و f( )− =−1 7 ، f( )=0 0 رامقایس�هکنی�م: f( )−1

است. −27 مقدارمینیمممطلقتابعبرابر

13622 همهجامشتقپذیراستون2زگ -28 f توجهکنیدکهتابع  2
f x x x( )′ = − = ⇒ =±23 3 0 1

رامقایسهکنیمتااکسترممهایمطلق f( )2 و f( )−1 ، f( )1 بنابراینبایدمقادیر

. f k( )= +2 2 و f k( )− = +1 2 ، f k( )= −1 2 تابعمشخصشوند:

  [ , ]−1 2 دربازۀ f مینیمممطل�قتابع k−2 ماکزیمممطلقو k+2 پ�س

هستند.بنابراین
 k k k+ + − = ⇒ =2 2 4 2 

13632 مشتقپذیراستون2زگ -28 درتمامنقاط f تابع  1
x x xf x f x x

x x
       

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

+ − −′ ′= = = ⇒ =±
+ +

2 2 2

2 2 2 2
2 1 2 2 1 0 1

1 1

رامقایسهکنیمتااکسترممهایمطلقتابع f( )−1 و f( )1 ، f( )2 پسبایدمقادیر

.پسماکزیمممطلقتابع f( )=42
5
و f( )− =−1 1، f( )=1 مش�خصشوند:1

است. استوحاصلضربآنهابرابر1− برابر1ومینیمممطلقآنبرابر1−

13642 تابعfمشتقپذیراستون2زگ -28  4


f x x x x x x x

f x x x x            (.¡.¡.—)

( ) ( )

( ) , ,

′ = − − = − −

′ = ⇒ = =− =

4 3 2 2 25 4 9 5 4 9

90 0 1
5

رامقایس�هکنی�مت�امق�دار f( )1 و f( )−1 ، f( )−2 بنابرای�نبای�دمقادی�ر

 x=0 درنقطۀ f ′ ماکزیم�ممطل�قتابعمعلومش�ود)توجهکنی�دکهچ�ون
راحسابنمیکنیم(: f( )0 تغییرعلامتنمیدهد،مقدار

 f f f            ( ) , ( ) , ( )− =− − = =2 15 1 10 1 6

اس�ت.  [ , ]−2 1 نقط�ۀماکزیم�ممطل�قتاب�عfرویبازۀ  ( , )−1 10 بنابرای�ن

. a b+ =9 و b=10 ، a=−1 بنابراین

13652 راه حل اول نمودارتابعfن2زگ -28  2
بهصورتمقابلاس�ت.ازرویاینشکلمعلوم
استکهماکزیمممطلقتابعfبرابر3ومینیمم
است،پسمجموعآنها −1 مطلقتابعfبرابر

برابر2است.
اس�ت. نزول�ی اکی�داً  [ , )−1 0 ب�ازه روی  y x= − 32 تاب�ع دوم راه ح��ل 

)هس�تند. , ]2 3 یعنی f f( ( ), ( )]−0 1 ومقادیرشدربازۀ y x( )′=− <23 0

و y x( )′= + >2 1 0 اکیداًصعودیاست [ , ]0 1 رویبازۀ y x x= + −2 تابع1

هستند.بنابراینماکزیمممطلق [ , ]−1 1 یعنی f f[ ( ), ( )]0 1 مقادیرشدربازۀ

است،کهمجموعشانمیشود2. −1 تابعfبرابر3ومینیمممطلقآنبرابر

13662 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
x x x x x

f x f x
x x x x x

     ( ) , ( )
 − ≤ ≤ − < < ′= = 

+ − ≤ ≤ + − < <  

3 2

3 2

3 0 1 3 3 0 1

3 1 0 3 3 1 0

 f( )−1 ، f( )1 مشتقپذیرنیست.بنابراینبایدمقادیر x=0 در f پستابع

رامقایسهکنیمتااکسترممهایمطلقتابعمشخصشوند: f( )0 و

f f f( ) , ( ) , ( )= =− − =−0 0 1 2 1 4

اس�تو −4 پ�سماکزیم�ممطلقتاب�عبرابرصف�رومینیم�ممطلقآنبرابر
است. −4 مجموعایندومقداربرابر

13672 مش�تقپذیرن2زگ -28 x=0 درنقطۀ f توج�هکنی�دک�هتاب�ع  2
نیست.ازطرفدیگر،

x x x
f x

x x x

( )
( )

( )

− + − ≤ <=
− − ≤ ≤

2

2

4 1 0

4 0 3

بنابراین
x x

f x f x x
x x

( )
( ) ( )

( )

− + − < <′ ′= ⇒ = ⇒ =
− − < <

2 4 1 0
0 2

2 4 0 3

.بنابراین f( )=3 3 و f( )=2 4 ، f( )=0 0 ، f( )− =1 3 اکنونتوجهکنیدکه

برابر4است. f ماکزیمممطلقتابع

13682 )ن2زگ -28 , )0 8 رویبازۀ f وتابع fD [ , ]= 0 8 توجهکنیدکه  3

مشتقپذیراستو
x xf x   

x x x x
f x x x x x x

( )

( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

1 1 8
2 2 8 2 8
0 8 8 4

رامقایس�هکنیمتاکمترینوبیش�ترین f( )4 و f( )8 ، f( )0 پسبایدمقادیر

مقدارتابعمعینشوند:
f f f            ( ) , ( ) , ( )= = =0 8 8 8 4 4

بهترتیببیشترینوکمترینمقدارتابعهستندوحاصلضرب 8 بنابراین4و
است. 8 2 آنهابرابر

13692 رویبازۀن2زگ -28 f وتابع fD [ , ]= −2 2 ابت�داتوجهکنیدکه  3

)مشتقپذیراستو , )−2 2

x  

x x xf x
x x

f x x x

x  
x x

x

(.¡.¡.ù)

( )

( )

≤

− +′ = + =
− −

′ = ⇒ − =−

 =→ − = ⇒
=−

2

2 2

2

0 2 2

41
4 4

0 4

2
4

2

رامقایس�هکنیمتابیشترینمقدارو f( )− 2 و f( )2 ، f( )−2 بنابراینباید

 f( )− =−2 2 ، f( )=2 2 مشخصشوند: [ , ]−2 2 کمترینمقدارتابعدربازۀ

کمترینمقدارو2بیش�ترینمقدار −2 2 .بنابرای�ن f( )− =−2 2 2 و

است. − 2 تابعاستونسبتآنهابرابر



فصل دوم: آزمون ها
)168(

13702 fتابعیمشتقپذیراستون2زگ -28  1



f x x x

f x x x x x

x
x x

x x

(.¡ .¡ .—)

( ) cos cos

( ) cos cos cos cos

cos
(cos )( cos )

cos

′ = +

′ = ⇒ + = ⇒ + − =

=−
+ − = ⇒ π= ⇒ =−

2

2 2 2

0 2 0 2 1 0

1
1 2 1 0 1

2 3

رامقایسهکنیمتابیشترینمقدار f( )π−
3

و f( )π−
2

، f( )0 پسبایدمقادیر

مشخصشود: [ , ]π− 0
2

تابعfدربازۀ

 f f f( ) , ( ) , ( )π π= − =− − =− 3 30 0 2
2 3 2

برابرصفراست. [ , ]π− 0
2

پسبیشترینمقدارتابعfرویبازۀ

13712 درتمامنقاطمشتقپذیراستون2زگ -28 f تابع  2
f x x x f x x x x( ) , ( ) ( )′ ′= + = ⇒ + = ⇒ =3 24 32 0 4 8 0 0

رامقایسهکنیمتااکسترممهایمطلق f( )0 و f( )−1 ، f( )1 پسبایدمقادیر

.پسماکزیمممطلق f( )− =1 18 و f( )=1 18 ، f( )=0 تابعرامعینکنیم:1

تابع18ومینیمممطلقآن1استکهاختلافآنهابرابر17است.

13722 ،بنابراینن2زگ -28 xf x
x

( )= +
+

2
2

1
توجهکنیدکه  4

x x x x xf x
x x

f x x  x  (.¡.¡.—)

( )
( )

( ) ( )

( ) ,

+ − +′ = =
+ +

′ = ⇒ = =−

2 2

2 2
2 1 2

1 1
0 0 2

راحسابکنیم: f( )2 و f( )0 ، f( )− 1
2

بنابراینبایدمقادیر

 f f f( ) , ( ) , ( )− = = =1 5 100 2 2
2 2 3

برابر2است. [ , ]− 1 2
2

درنتیجه،کمترینمقدارتابعfرویبازۀ

13732 .پسن2زگ -28 f x x x( )′ = −23 6 ابتداتوجهکنیدکه  3

 x x x  x,− = ⇒ = =23 6 0 0 2 
بایدمقادیر  [ , ]−1 2 پ�سبرایپیداکردنمقدارمینیمممطلقتابعfرویبازۀ

و f a( )− = −1 4 ، f a( )=0 رامقایس�هکنیم.چون f( )−1 و f( )2 ، f( )0

برابر  [ , ]−1 2 ،بنابرای�نمق�دارمینیمممطل�قتابعfرویب�ازۀ f a( )= −2 4

 a a− = ⇒ =4 4 8 است.پس a−4

13742 مشتقپذیراستون2زگ -28 f تابع  2
f x x x

f x x

( ) ( )

( )

′ = − = −

′ = ⇒ =

9 910 10 10 1

0 1

رامقایس�هکنی�مت�امق�دار f( )2 و f( )−1 ، f( )1 بنابرای�نبای�دمقادی�ر

. f( )=2 1005 و f( )− =1 12 ، f( )=−1 8 مینیم�ممطلقتابعمعلومش�ود:

اس�ت.بنابراین  [ , ]−1 2 رویبازۀ f نقط�ۀمینیمممطلقتابع  ( , )−1 8 پ�س

. a b+ =−7 و b=−8 ، a=1

13752 .چونن2زگ -28 f x mx mx( )′ = +23 6 توجهکنیدکه  2

f x mx m      f x x( ) , ( )′′ ′′= + = ⇒ =−6 6 0 1

 f ′ اس�توبیش�ترینمقدارتابع x=−1نقطۀ f ′ پستنهانقطۀبحرانیتابع
f m m m( )′ − = ⇒ − = ⇒ =−1 12 3 6 12 4 بهدستمیآید: x=−1بهازای

13762 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3
x x x x x

f x f x
x xx x x

( ) ( )
 − + ≤ ≤ − < < ′= ⇒ = − + < <− + − ≤ <  

2

2
3 2 2 3 2 3 2 3

2 3 0 23 2 0 2

.پسباید f ( )′ =3 0
2

مش�تقپذیرنیس�تو x=2 درنقطۀ f بنابرای�نتاب�ع

رامقایسهکنیمتامقادیراکسترممهایمطلق f f f f  » , ,( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 0
2

مقادیر

.بنابراین f( )=3 1
2 4

و f( )=2 0 ، f( )=3 2 ، f( )=−0 2 تابعبهدس�تآیند:

اس�تو −2 مق�دارماکزیمممطلقتابعبرابر2ومقدارمینیمممطلقآنبرابر
اختلافایندومقداربرابر4است.

13772 )ن2زگ -28 , )0 5 رویبازۀ f وتابع fD [ , ]= 0 5 توج�هکنیدکه  4
مشتقپذیراستو

x xf x   
x x x x

f x x x x x x

( )

( ) ( )

− −′ = − =
− −

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

2 1 2 5
2 2 5 2 5
0 2 5 4 5 4

راباهممقایس�هکنیمتابیش�ترینمقدارو f f f» ,( ) ( ) ( )5 4 0 پسبایدمقادیر

کمترینمقدارتابعبهدستآیند:
 f f f( ) , ( ) , ( )= = =0 5 4 5 5 2 5

. 5 پسبیشترینمقداروکمترینمقدارتابعبهترتیببرابراستبا5و
5است. 5 بنابراینحاصلضرببیشترینمقداروکمترینمقدارتابعfبرابر

13782 ،پسن2زگ -28 f x x  
x

( )′ = −
2

162 توجهکنیدکه  2

f x x( )′ = ⇒ =0 2
،

x  x
f x f xlim ( ) lim ( )

+ →+∞→
= =+∞

0
فقطیکنقطۀبحرانیداردو f چونتابع

بهدستمیآید x=2 بهازای  ( , )+∞0 رویبازۀ f پسکمترینمقدارتابع
. f( )=2 12 وبرابراستبا

13792 fن2زگ -28 تابع نم�ودار  1
بهصورتمقابلاستوحداکثرمقدار
برابر1است.  [ , ]−1 2 تابعدربازۀ

13802 مشتقپذیراستون2زگ -28 f تابع  4
f x x x x x x

f x x x x

( ) sin cos cos cos ( sin )

( ) cos ( sin )

′ = + = +

π′ = ⇒ + = ⇒ =−

2 1 2

0 2 1 0
6

رامقایسهکنیمتاکمترینمقدار f( )π−
6

و f( )0 ، f( )π−
2

پسبایدمقادیر

f f f( ) , ( ) , ( )π π= − = − =− 10 0 0
2 6 4

تابعمعینشود:

است. [ , ]π− 0
2

دربازۀ f کمترینمقدارتابع − 1
4
پس

x

y

1� 21

1

1�
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13812 ودرنتیجهن2زگ -28 y x= −4 ابتداتوجهکنیدکه  2
 xy x x( )= −4

رامیخواهیم:  [ , ]0 1 رویبازۀ f x x x( )= − 24 بنابراینبیشترینمقدارتابع
f x x f x x   

f      f f

(.¡.¡.ù)

max

( ) ( )

( ) , ( )

′ ′= − ⇒ = ⇒ =

= = =

4 2 0 2

0 0 1 3

بنابراینبیشترینمقدارممکنxyبرابر3است.

13822 باشند)شکلران2زگ -28 y و x فرضکنیدطولضلعهایباغچه  2

. x y+ =3 120
2

،یعنی xx y+ + =120
2

ببینید(.دراینصورت،طبقفرض

.بنابراینبایدبیشترینمقدار xy x  x¾`üIM SeIv¶ ( )= = − 3120
2

بنابراین

راپیداکنیم.توجهکنیدکه f x x  x( ) ( )= − 3120
2

تابع

f x x f x x      ( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =120 3 0 40

بنابرای�نبیش�ترینمقدارتابعf،یعنیبیش�ترین
بهدست x=40 مقدارمس�احتباغچهبهازای

میآیدوبرابراستبا
¾`üIM SeIv¶ = × =40 60 2400

13832 باشد.دراینصورتن2زگ -28 r2 و r1فرضکنیدشعاعهایدایرهها  3

r r r rIÀïôÃd¶ Ì¼µ\¶= π + π = π⇒ + =1 2 1 22 2 10 5

ازطرفدیگر،

r r r r r rIÀSeIv¶ Ì¼µ\¶ ( ( ) ) ( )=π +π =π + − =π − +2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 15 2 10 25

راپیداکنیم.چون f r r r( )= − +2
1 1 12 10 25 بنابراینبایدکمترینمقدارتابع

f r r  f r r     ( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =1 1 1 1
54 10 0
2

وبرابراس�تبا r =1
5
2
بنابراینکمترینمقدارتابعfوقتیبهدس�تمیآیدکه

است. π25
2

.درنتیجهمجموعمساحتهایدایرههاحداقل 25
2

13842 فاصلۀنقطههایموردنظربرابراستبان2زگ -28  3

x x x x x( ) ( )− + + − = + +2 2 23 6 3 5 6 9

راپیداکنیم.توجه f x x x( )= + +25 6 9 بنابرای�نبایدکمترینمقدارتابع

و x x+ + >25 6 9 0 کنیدکههمواره
xf x  f x x

x x
     ( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−

+ +2
10 6 30

52 5 6 9

 x=− 3
5
چونتابعfفقطیکنقطۀبحرانیدارد،پسکمترینمقدارآنبهازای

بهدستمیآید.

13852 است.بنابراینن2زگ -28 x x( , )2 بهصورت B مختصاتنقطۀ  2

AB x x x x x( ) ( )= − + − = + − +2 2 2 4 23 0 6 9

ودرنتیجه x xy
x x x

+ −′=
+ − +

3

4 2
2 3

6 9
،آنگاه y x x x= + − +4 2 6 9 اگر

y x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

′= ⇒ + − = ⇒ − + − =

− + + = ⇒ =

3 3

2

0 2 3 0 2 1 1 0

1 2 2 3 0 1
بهدس�تمیآید.بهاینترتیب، x=1بهازای y بنابرای�نکمتری�نمقدارتابع

است.  ( , )1 1 نقطۀ B

13862 )ن2زگ -28 , )0 4 )و , )4 0 ازنقطههای d ابتداتوجهکنیدکهخط  2
است.درنتیجه y x= −4 گذشتهاست،پسمعادلهاشبهصورت

x y x x x x( ) ( )+ = + − = − +2 2 2 2 24 2 4 8

راپیداکنیم.توجه f x x x( ) ( )= − +22 4 8 بنابراینبایدکمتری�نمقدارتابع
کنیدکه

f x x f x x( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ =4 8 0 2
بهدستمیآیدوبرابراستبا8. x=2 بهازای f بنابراینکمترینمقدارتابع

13872 باش�د.دراینن2زگ -28 x− Cبراب�ر ف�رضکنی�دط�ولنقطۀ  2
رویخطیاس�تکهاز B اس�ت.نقطۀ x− همبرابر B ص�ورتطولنقطۀ

اس�ت. y x= +3 6
2

)میگ�ذرد.معادلۀاینخط , )0 6 )و , )−4 0 نقطهه�ای

است.بهاینترتیب، x− +3 6
2

برابر B بنابراینعرضنقطۀ

OABC x x®ÃõTv¶ SeIv¶ ( )= − +3 6
2

راپی�داکنی�م.چ�ون y x x( )= − +3 6
2

پ�سبای�دبیش�ترینمق�دارتاب�ع

، y .بنابراینبیش�ترینمقدارتابع x=2 ،آنگاه y′=0 ،اگر y x′=− +3 6
مس�احت مق�دار بیش�ترین یعن�ی
 x=2 OABCب�هازای مس�تطیل

بهدستمیآیدوبرابراستبا
× =2 3 6

13882 تابعهزینهرامیتوانبهشکلزیرنوشت:ن2زگ -28  4
C xl xh lh xl h x l

x x h x x x xh   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + + = + +

= + + = +2

100 60 2 2 100 120

100 2 120 2 200 360 1
اکنونتوجهکنیدکه

x l h x x h h    
x

·qh¶ ´\e ( ) ( )= ⇒ × × = ⇒ = ⇒ =
2

510 10 2 10 2

باجایگذاریرابطۀ)2(دررابطۀ)1(بهدستمیآید

C x x x x  x
xx

     ( ) ( ) , ( , )= + = + ∈ +∞2 2
2

5 1800200 360 200 0

Cرابهدستمیآوریم: نقطۀبحرانیتابع
xC x x

x x

x x

( ) −′ = ⇒ − = ⇒ =

− = ⇒ =

3

2 2

3 3

1800 400 18000 400 0 0

9400 1800 0
2
Cبهازای پ�سکمتری�نمقدارتاب�ع

بهدستمیآید. x= 3 9
2
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13892 اگ�رقطارباس�رعتثاب�تvکیلومتربرس�اعتحرکتن2زگ -28  4
کند،آنگاه

t C t v t

x xx C v
v v

C v v
v

 S¨oe SøIw  â¾¹ÄqÀ 

 S¨oe oT¶¼±Ã¨  ¾â ¹ÄqÀ 

 S¨oe oT¶¼±Ã¨  â¾¹ÄqÀ 

: ( )

: ( ) ( )

: ( )

= +

= +

= +

2

2

2000 4

2000 4

20001 4

بنابراین

C v  C v v v
v

     ( ) , ( )′ ′=− + = ⇒ = ⇒ =2
2

2000 4 0 500 10 5

13902 بایدمساحتپنجرهبیشترینمقدارممکنباشد.ن2زگ -28  4

h x r h r r

rh  r

S

rS r r  r r r r

S r r  S r r

ôÃd¶

½o\¹Q SeIv¶  ®ÃõTv¶ SeIv¶ ½oÄHjï´Ãº SeIv¶

     

( )

:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) , ( )

= ⇒ + + π = ⇒ + +π =

π= − −

= +

π π+= − − + π =− +

′ ′=− π+ + = ⇒ =
π+

2 2

19 2 2 9 2 2 9
2

9
2 2

9 1 42 9
2 2 2 2

94 9 0
4

13912 .ن2زگ -28 x y x
x

+ = + 4 ودرنتیجه y
x

= 4 توج�هکنی�دک�ه  4

رامیخواهیم: [ , ]1 3
2

بادامنۀ f x x
x

( )= + 4 بنابراینکمترینمقدارتابع

f x   f x x x    x
x

      (.¡.¡.ù)( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = ⇒ = =−2
2

41 0 4 2 2

، f( )1
2

بایدمقادیر [ , ]1 3
2

پ�سبرایپیداکردنمینیمممطلقتابعfرویبازۀ

. f fmin( )= =2 4 و f( )=133
3
، f( )=1 17

2 2
رامقایسهکنیم: f( )2 و f( )3

برابر4است. x y+ پسکمترینمقدار

13922 ،درنتیجهن2زگ -28 y x= −2 ،پس x y− =2 چون  2

x y x x f x x x f x x

f x x x

( ) ( ) ( )

( )

′− = − − ⇒ = − + ⇒ = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

3 3 3 3 22 6 12 8 12 12

0 12 12 0 1
.

x  x  
f x f xlim ( ) lim ( )

→−∞ →+∞
= =+∞ چونتابعfفقطیکنقطۀبحرانیداردو

بهدستمیآیدوبرابراستبا x=1 پسکمترینمقدارتابعfبهازای
f( )=1 2

13932 فرضمیکنیمطولضلعزمیندرامتدادشمال-جنوبن2زگ -28  1
 xy=10000 باشد.دراینصورت، y ودرامتدادشرق-غرببرابر x برابر

وهزینۀنردهکشیبرابراستبا

S x y x y x
x

( ) ( ) ×= + = + = × +
84 12 1015000 2 60000 2 30000 120000 3 10

.بنابراینکمترین x=200 ،S′=0 Sواگ�ر  
x
×′= × −

84
2

12 103 10 بنابرای�ن

بهدس�تمیآید.دراینحالت،طولیکضلع x=200 Sبهازای مقدارتابع

. =10000 50
200

زمی�نبراب�ر200اس�توطولضلعدیگ�رزمینبرابراس�تبا

. ( )+ =2 200 50 500 بنابراینمحیطزمینبرابراستبا

13942 ون2زگ -28 x x+ =−1 2 1 توجهکنیدکه  1

 x x m m( )=− + +2
1 2 1

بنابراین

x x x x x x x x

m m m m

( )(( ) )

( ( ))

+ = + + −

=− + + + =− − −

3 3 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

3

1 3 1 3 3 4

راپیدا f m m m( )=− − −23 3 4 بنابرای�نبایدبیش�ترینمقدارممکنتاب�ع

 f m m f m m      ( ) , ( )′ ′=− − = ⇒ =− 16 3 0
2

کنیم.توجهکنیدکه

چونتابعfفقطیکنقطۀبحرانیداردو

m  m  

f m f mlim ( ) lim ( )
→−∞ →+∞

= =−∞

بهدستمیآیدوبرابراستبا m=− 1
2
پسبیشترینمقدارتابعfبهازای

f( )− =−1 13
2 4

13952 ب�ان2زگ -28 OB.توج�هکنی�دک�ه BC x= = ف�رضکنی�د  4
،درنتیجه s t=α+ نمادگذاریشکلزیر

t xs t
t x

x

tan
tan tantan tan( )

tan tan tan

α+
α+= α+ = ⇒ =

− α − α×

3
3 2

1 31
2

،بهدستمیآید y
x

= 3
2

بنابرایناگرفرضکنیم

y yy y y y
y y

tan
tan tan tan

tan
α+

= ⇒ − α= α+ ⇒ α=
− α× +

2
2

2 2 2
1 1 2

،بنابراین yf y
y

( )
( )

−′ =
+

2

2 2
1 2
1 2

،آنگاه yf y
y

( )=
+ 21 2

اگرفرضکنیم

f y y x( )′ = ⇒ = ⇒ =2 3 20
2 2

،یعنیبیشترین f پسبیشترینمقدارتابع

بهدست x=3 2
2

بهازای tanα مقدار

میآید.

13962 ب�انمادگذاریش�کلزیرمعلوممیش�ودک�هبنابرقضیۀن2زگ -28  1
.درنتیجهمساحتذوزنقۀموردنظر y x= − 21 ،پس y x+ =2 2 فیثاغورس1

.بنابرای�نباید y x y x x x( ) ( ) ( )+ + = + = − +21 1 1 2 1 1 1
2

برابراس�تب�ا

راپیداکنیم.توجهکنیدکه f x x x( ) ( )= − +21 1 بیشترینمقدارتابع



x x x xf x x
x x

f x x x       (.¡.¡.ù)

( )
( )

( ) ,

− + − − +′ = + − =
− −

′ = ⇒ = =−

22
2 2

1 2 11
1 1

10 1
2
بنابرای�نبیش�ترینمق�دارتاب�عfب�هازای

بهدستمیآیدودراینصورت x=1
2

CD=2



)171(

13972 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

lit cm r h h
r

S

S r r rh r r r
rr

¾ºH¼TwH ´\e

¾ºH¼TwH ®¨ SeIv¶ ½køI¤ SeIv¶ ÂLºI] cõw

( ) ( )

= = ⇒π = ⇒ =
π

= = +

=π + π =π + π =π +
π

3 2
2

2 2 2
2

20002 2000 2000

2000 40002 2

پس

S r r   S r r
r

     ( ) , ( )′ ′= π − = ⇒ =
π

3
2

4000 20002 0

13982 ون2زگ -28 a− 26 ، a2 ای�نپنجضلعیازیکمس�تطیلبهابعاد  3
تش�کیلشدهاست.بنابراینمساحتآن a2 وقاعدۀ a2 یکمثلثبهارتفاع

S.بنابراین a a a a a a a( ) ( ) ( )= − + = −2 2 312 6 2 12
2

برابراستبا

S a a  S a a a a           (.¡.¡.ù)( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = ⇒ = =−2 212 3 0 4 2 2

S )،نقط�ۀماکزیم�متابع , )2 16 پ�سنقط�ۀ
اس�تودرنتیج�هبیش�ترینمق�دارمس�احت

پنجضلعیبرابر16است.

13992 باش�د.دراینن2زگ -28 x براب�ر D ف�رضکنی�دط�ولنقط�ۀ  1
اس�ت،پسعرضآنبرابر y x= 2 روینمودارتابع D ص�ورت،چ�وننقطۀ

اس�تودرنتیجه x2 ه�مبرابر A اس�ت.ب�هاینترتیبع�رضنقطۀ x2

.اگ�ر ABCD x x®ÃõTv¶ ôÃd¶ ( )= + − 22 6 .بنابرای�ن AB x= − 26

. x=1
2
،پس y′=0 ودرنتیجه y x′= −2 4 ،آنگاه y x x( )= + − 22 6

 ABCD ،یعنیبیشترینمقدارمحیطمستطیل y بنابراینبیشترینمقدارتابع

.  ( )+ − =1 1 252 6
2 4 2

بهدستمیآیدوبرابراستبا x=1
2
بهازای

14002 ف�رضکنیدطولنقطۀDبرابرxباش�د.دراینصورتن2زگ -28  2
اس�ت، y x=− +3 طولنقطۀCهمبرابرxاس�توچوننقطۀCرویخط
 x− +3 است.بنابراینعرضنقطۀBهمبرابر x− +3 پسعرضآنبرابر
است،پسطولنقطۀBبرابراستبا y x= +5 استوچونایننقطهرویخط
. BC x x x( )= − − − = +2 2 .بهاینترتیب،2 x− −2 ،یعنی x( )− + −3 5

درنتیجه
ABCDمساحتمستطیل BC CD x x( )( )= × = + − +2 2 3 

راپیداکنیم.توجه y x x( )( )= + − +2 2 3 بنابراینبایدبیش�ترینمق�دارتابع
کنیدکه

 y x x x y x      ( ) ( )( ) ,′ ′= − + + − + =− + = ⇒ =2 3 1 2 2 4 4 0 1
بنابراینبیش�ترینمق�دارممکنتابعy،یعنیبیش�ترینمقدارممکنمس�احت

. × =4 2 8 بهدستمیآیدوبرابراستبا x=1 مستطیلABCDبهازای

14012 ون2زگ -28 x>4 ،پس y<0 وچون y x= −4 توج�هکنیدکه  3
بایدبیشترینمقدارتابع

 f x x x x( ) ( ) , ( , )= + − ∈ +∞2 34 4

راپیداکنیم.ازطرفدیگر،


f x x x x x

f x x x  (.¡.¡.—)

( ) ( )

( ) ,

′ = − − =− + −

′ = ⇒ = =

2 22 3 4 3 26 48

80 6
3

بنابراینتابعfفقطیکنقطۀبحرانیداردوچون


x  x
f x f x flim ( ) , lim ( ) , ( )

+ →+∞→
= =−∞ =

4
16 6 28

پسبیشترینمقدارممکنتابعfبرابر28است.

14022 ون2زگ -28 y x= −8 2 ،پس x y+ =2 8 چون  3

 xy x x x x( ) ( )= − = −3 3 38 2 8 4

راپی�داکنیم.توجه f x x x( ) ( )= − 38 4 بنابرای�نبایدبیش�ترینمق�دارتابع
کنیدکه

 f x x x x x x

f x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

′ = − − − = − −

′ = ⇒ = =

3 2 28 4 24 4 32 4 1

0 4 1
 x=1فقطدرنقطۀ f تغییرعلامتنمیدهد،پستابع x=4 در f ′ چونتابع

x x  
f x f xlim ( ) lim ( )

→−∞ →+∞
= =−∞ اکسترممنسبیدارد.همچنین،

بهدستمیآیدوبرابراستبا x=1 پسبیشترینمقدارتابعfبهازای
f( )=1 216

14032 ن2زگ -28 x y( , ) نقطۀ P ف�رضکنی�د  3

 y x x= −2 5 رویسهمیبهمعادلۀ P باشد.چوننقطۀ

اس�تومجموع x x x( , )−2 5 نقط�ۀ P اس�ت،پس

. x x x x x+ − = −2 25 4 برابراستبا P مختصات
. x< <0 5 است،پس x نقطهایزیرمحور P البتهچون

( , )0 5 رارویبازۀ f x x x( )= −2 4 ب�هاینترتیب،بایدکمترینمق�دارتابع
 f x x f x x( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =2 4 0 2 پیداکنیم.توجهکنیدکه

 x=2 فقطیکنقطۀبحرانیدارد،پسکمترینمقدارآنبهازای f چونتابع
. − =−4 8 4 بهدستمیآیدوبرابراستبا

14042 توجهکنیدکهن2زگ -28  1

x x x x x x¾£ºp»l SeIv¶ ( )( ) ( )( )= − + + + = − + +2 21 15 12 8 4 5 8 16
2 2

راپیدا f x x x x( ) ( )( )= − + +21 5 8 16
2

بنابراینبایدبیش�ترینمق�دارتابع

کنیم.توجهکنیدکه


f x x x x x x x

f x x x (.¡.¡.ù)

( ) ( ) ( )( )

( ) ,

′ =− + + + − + =− − +

′ = ⇒ = =−

2 21 38 16 5 4 3 12
2 2

0 2 4

،طولقاعدۀبزرگذوزنقهعددیمنفیمیشود، x=−4 توجهکنیدکهبهازای
،یعنیبیش�ترین f بنابرای�نقابلقبولنیس�ت.بنابراینبیش�ترینمقدارتابع
بهدستمیآیدوبرابراستبا x=2 مقدارمساحتذوزنقۀموردنظربهازای

( )( )=1 3 36 54
2
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14052 باشد.دراینصورت،ن2زگ -28 x Cبرابر فرضکنیدطولنقطۀ  2
 y x= −6 روینمودارتابع A استوچوننقطۀ x همبرابر A طولنقطۀ
. AC x= −6 است.بنابراین x−6 برابربا A اس�ت،پسعرضنقطۀ

.بهاینترتیب BC x= +2 ازطرفدیگر،

ABC x xW±X¶ SeIv¶ ( )= + −1 2 6
2

بهازایآن f x x x( ) ( )= + −1 2 6
2

ایراپیداکنیمکهتابع x بنابرای�نباید

بیشترینمقدارممکناست.توجهکنیدکه

f x x x
x

x xf x x x x
x

( ) ( )

( )

−′ = − + +
−

+ +′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

1 1 16 2
2 2 2 6

1 2 2 100 6 6
2 2 34 6

14062 ف�رضکنیدط�ولنقطۀDبرابرxباش�د.چوننقطۀDن2زگ -28  3
اس�ت. x2 اس�ت،پ�سع�رضنقط�ۀDبراب�ر y x= 2 روینم�ودارتاب�ع

Bاس�ت.ازط�رفدیگرعرضنقطۀ x2 درنتیج�ه،عرضنقطۀAنیزبرابر
براب�رعرضنقطۀCاس�ت،پسعرضنقطۀBبرابر9اس�ت.بهاینترتیب،

.بنابراین BA x= − 29

ABCD AB BC AD x xââ¾â £ºp»l SeIv¶ ( ) ( )( )= + = − +21 1 9 3
2 2

،پس f x x x( ) ( )( )′ = + −3 3 1
2

،آنگاه f x x x( ) ( )( )= − +21 9 3
2

اگر

f x x x  ¾¨ kÃ¹¨ ¾]¼U( ) ( )′ = ⇒ = >0 1 0

بنابرای�نبیش�ترینمقدارتابعf،یعنیبیش�ترین
 x=1 مقدارمس�احتذوزنقۀABCDبهازای

بهدستمیآیدوبرابراستبا

 ( )( )− + =1 9 1 3 1 16
2

14072 فرضکنیدطولضلعهاینظیررأسقائمهدراینمثلثن2زگ -28  1

.ازطرفدیگر، x y+ =2 2 4 باشند.دراینصورت y و x

xy x xW±X¶ SeIv¶ = = − 21 1 4
2 2

راپی�داکنی�م f x x x( )= − 21 4
2

بنابرای�نبای�دبیش�ترینمق�دارتاب�ع

.توجهکنیدکه x( )< <0 2xf x x  
x

xf x x x x x
x

( )

( )

′ = − −
−

′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

22
2

22 2 2
2

1 4
2 2 4

0 4 4 2
4

،یعنی f ،پسبیش�ترینمقدارتاب�ع
x x

f x f xlim ( ) lim ( )
+ −→ →

= =
0 2

0 چ�ون

بهدس�تمیآیدو x= 2 بیش�ترینمقدارمس�احتمثلثموردنظربهازای

. × =1 2 2 1
2

برابراستبا

14082 ن2زگ -28 y x= +4 2 نقط�هایرویخط x y( , ) ف�رضکنی�د  2
باشد.فاصلۀایننقطهازمبدأمختصاتبرابراستبا

x y x x x x( )+ = + + = + +2 2 2 2 24 2 17 16 4

راپیداکنیم. f x x x( )= + +217 16 4 بنابراینبایدکمترینمقدارتابع

 xf x       f x x
x x

( ) , ( )+′ ′= = ⇒ =−
+ +2

34 16 80
172 17 16 4



)است. , )− 8 2
17 17

،یعنینقطۀموردنظر y x= + = 24 2
17

پس

14092 باش�د.دراینن2زگ -28 x− ف�رضکنی�دط�ولنقط�ۀBبراب�ر  2

اس�توچوننقط�ۀAروینمودارتابع x− ص�ورتط�ولنقط�ۀAهمبرابر

.بنابراین x− 38 است،پسعرضنقطۀAبرابراستبا y x= +3 8

OAB x xW±X¶ SeIv¶ ( )= − 31 8
2

. f x x( )′ = − 34 2 ،پس xf x x( )= −
4

4
2

،آنگاه f x x x( ) ( )= − 31 8
2

اگر

  f x x( )′ = ⇒ = 30 2 درنتیجه

یعن�ی ،f تاب�ع مق�دار بیش�ترین بنابرای�ن

بیشترینمقدارمساحتمثلثOABوقتی

وبرابراستبا x= 3 2 بهدستمیآیدکه

 ( )=3 31 2 6 3 2
2

14102 ون2زگ -28 EAB ازرویش�کلمعل�وماس�تک�هزاویهه�ای  3
. EABˆ =α هس�تند،پ�سباهمبرابرند: ABE CBFهردومتممزاویۀ

اکنونتوجهکنیدکه
EBAEB AB
AB
BFBFC BC
BC

:sin
sin

:cos
cos

α= ⇒ =
α

α= ⇒ =
α

1

8





.بنابراینبایدمشخصکنیمکهوقتی AB BC
sin cos

+ = +
α α

1 8 بنابراین

 tanα کمتری�نمقدارممکناس�ت،مقدار f x( )
sin cos

= +
α α

1 8 تاب�ع

چقدراست.توجهکنیدکه

f x

f x

cos sin( )
sin cos

cos sin sin( ) tan
sin cos cos

α α′ =− +
α α
α α α′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ α=
α α α

2 2

3

2 2 3

8

8 1 10
8 2
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14112 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


x
f
f

−∞ − +∞
′

∪ ∩ ∪

2 1

0 0
  

)اکی�داًنزولیاس�ت،درنتیجهجهتتقعر , )−2 1 رویبازۀ f ′ بنابرای�نتاب�ع
)روبهپاییناست.رویبقیۀبازههاچنیننیست. , )−2 1 نمودارتابعfرویبازۀ

14122 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

 xx xf x f x
x x x x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

−− − + −′ ′′= = ⇒ = =
− − − −2 2 4 3

2 22 1 1 2
2 2 2 2
بهصورتزیراست: f x( )′′ پسجدولتعیینعلامت


x

f x
f
( )

−∞ +∞
′′ − +

∩ ∪

2

)روبهپایینورویبازۀ , )−∞ 2 بنابرای�نجه�تتقعرنمودارتابعfرویب�ازۀ
)روبهبالاست. , )+∞2

14132 ،ن2زگ -28 f x x x x x( ) ( ) ( )( )′′ = + − = − +26 2 3 6 1 3 توجهکنیدکه  3


x

f x
f
( )

−∞ − +∞
′′ + − +

∪ ∩ ∪

3 1
0 0

است. −3 ازرویاینجدولمعلوممیشودکهبیشترینمقدارaبرابر
14142 .براین2زگ -28 f x x x m( )′′ = − +212 12 2 توج�هکنی�دک�ه  1

 m m( )( )∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥2 30 12 4 2 12 0
2

باید f x( )′′ ≥0 اینکههمواره

14152 .بنابراینن2زگ -28 xf x
x

( )
( )

( )

− −′′ =
+

2

2 3
18 1

3
توجهکنیدکه  4


x

f x
f
( )

−∞ − +∞
′′ − + −

∩ ∪ ∩

1 1
0 0

روبهبالاست.  ( , )−1 1 بنابراینجهتتقعرنمودارتابعfرویبازۀ

14162 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
x x x x m x x mf x

x x
x x x x x m mf x

x x

( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

− − − − + − + −′ = =
− −

− − − − − + − +′′ = =
− −

2 2

2 2

2 2

4 3

4 1 1 2 2 4 1
1 1

4 4 1 2 1 2 4 1 2 2
1 1

مقداریمثبتدارد.پسکافیاستصورت x>1بهازایهر x( )− 31 عبارت
مقداریمثبتداشتهباشد x>1برایهر f x( )′′ مثبتباشدتا f x( )′′ کسر
 m m+ > ⇒ >−2 2 0 1 وجهتتقعرنمودارتابعfبهسمتبالاباشد:

14172 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


f x x x f x x x

f x x
x x

( ) ( )

( )

−

−

′= − ⇒ = −

′′ = + = +

1 1
2 2 2

3
2

2 2

1 12 2
2 2

عددیمثبتاس�تو f x( )′′ )مق�دار , )+∞0 پ�سب�هازایه�رxدرب�ازۀ
)روبهبالاست. , )+∞0 جهتتقعرنمودارتابعfرویبازۀ

ت
ن

14182 .برایآنکهجهتتقعرن2زگ -28 f x x( ) cos′′ =− توجهکنیدکه  3
،بنابراین f x( )′′ >0 نمودارتابعfروبهبالاباشد،باید

 x xcos π π− > ⇒ < <30
2 2

)روبهبالاست. , )π π3
2 2

درنتیجهجهتتقعرنمودارتابعfرویبازۀ

14192 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
 f x x x f x x( ) cos ( ) sin′ ′′= + ⇒ = −4 3 4 3 

،میتواننوشت: xsin− ≤ ≤1 باتوجهبهاینکه1
 x x xsin sin sin− ≤ ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒ ≤ − ≤1 1 3 3 3 1 4 3 7

هموارهمثبتاس�توجهتتقعرنمودارتابعfهمواره f x( )′′ بنابراینعلامت
روبهبالاستوتغییرنمیکند.

14202 ،پ�سن2زگ -28 f x x x( ) sin cos′ =− −  توج�هکنی�دک�ه  1

مقدار  ( , )π0
4

.اکن�ونتوج�هکنی�دکهدرب�ازۀ f x x x( ) cos sin′′ =− +

 x x f x cos sin ( )′′− + < ⇒ <0 0 کمتراست،پس xcos از xsin

)روبهپاییناست. , )π0
4

بنابراینجهتتقعرنمودارتابعfرویبازۀ

)خودتاننادرستیسایرگزینههارابررسیکنید.(
14212 ،جهتتقعرنم�ودارتابعfن2زگ -28 f x( )′′ >0 اگررویب�ازهای  2

رویای�نب�ازهروب�هبالاس�ت.بنابرای�نجه�تتقعرنم�ودارتاب�عfرویبازۀ
)روبهبالاست. , )+∞3


x

f x
f
( )

−∞ − +∞
′′ − − +

∩ ∩ ∪

1 3
0 0

14222 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 f x x x x x( ) ( )( )′′ = − + = − −26 7 2 2 1 3 2


x

f x
f
( )

−∞ +∞

′′ + − +
∪ ∩ ∪

1 2
2 3
0 0

)روبهبالاست. , )2 3
3

بنابراینجهتتقعرنمودارتابعfرویبازۀ

14232 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 f x x x x x( ) ( )( )′′ = − − = − +2 4 12 6 2


x

f x
f
( )

−∞ − +∞
′′ + − +

∪ ∩ ∪

2 6
0 0

وبیش�ترین −2 ازرویای�نج�دولمعلوممیش�ودک�هکمترینمقدارaبرابر
برابر8است. b a− مقدارbبرابر6است.بنابراینبیشترینمقدار

14242 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 x x x x x
f x f x x xx x x
( ) ( )

 − ≥ − >′ ′′= ⇒ =  + <+ ≤ 

2

2
3 2 0 6 2 0

6 2 03 2 0


x

f x
f

   ( )

−−∞ +∞

′′ − + − +
∩ ∪ ∩ ∪

11
0 33

0 0

بنابراینجهتتقعرنمودارتابعfسهبارعوضمیشود.

ت
ن
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14252 توجهکنیدکهن2زگ -28  3



ax a ax af x
x a x a
a x a af x

x a x a

( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − + +′ = =
+ +

− + + − +′′ = =
+ +

2 2

2 2

2 2

4 3

1 1

2 1 2 1


)ریش�ۀمخ�رج(تغییرمیکند،پ�سجهتتقعر x a=− در f x( )′′ علامت
نمودارتابعfنیزدرایننقطهتغییرمیکند.بنابراین

 a a a
a

− =− ⇒ = ⇒ =±21 1 1

جهتتقعرنمودارتابعfهمان a=−1و a=1توجهکنیدکهدرهردوحالت
چیزیاستکهدرصورتسؤالآمدهاست.



x
a   

f x

x
a   

f x
 

( )

( )

−∞ − +∞
= ⇒

′′ + −

−∞ +∞
=− ⇒

′′ + −

1
1

1
1

14262 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1


x xf x x x f x x

x x

f x x
x x

( ) ( )

( )

− −

−

′= + = + ⇒ = −

′′ = =

1 3
2 2

5
2

2

1 11
2

3 3
4 4

)مثبتاستو , )+∞0 بنابراینمقدارمش�تقدومتابعfرویدامنهاش،یعنی

جهتتقعرنمودارتابعfرویاینبازهروبهبالاست.

14272 ون2زگ -28 fD [ , ]= −1 1 ابتداتوجهکنیدکه  2



x xf x
x x

xx  
xf x

x x x

( )

( )
( )

− −′ = =
− −

− − −
−−′′ = =

− − −

2 2
22

2

2 2 2

2
2 1 1

1
11

1 1 1

)منفیاس�توجهتتقعر , )−1 1 واضحاس�تکهمش�تقدومتابعfرویبازۀ

نمودارتابعfدراینبازهروبهپاییناست.

14282 ون2زگ -28 fD [ , ]= 0 2 ابتداتوجهکنیدکه  2


f x  f x  

x x x x x x

f x
x x x x

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( )

−′ ′′= − ⇒ = −
− − −

′′ =− +
− −

1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

)ع�ددیمنفیاس�تو , )0 2 ب�هازایه�رxدرب�ازۀ f x( )′′ بنابرای�نمق�دار

جهتتقعرنمودارتابعfرویاینبازهروبهپاییناست.

14292 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3



f x x x x x x

f x x x x x

x x x x
x x

( ) sin cos cos sin cos

( ) cos sin ( sin ) sin

sin sin (sin )( sin )

( sin )( sin )

′ = + = +

′′ = − = − −

=− − + = + − +
= + −

2

2

2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 2

4 2 2 1 4 2
2 1 1 2

ت
ن

ت
ن

 xsin−1 2 نامنفیاست،پسکافیاستعبارت x( sin )+2 1 چونعبارت

معینشود: f x( )′′ )تعیینعلامتکنیمتاعلامت , )π0
2

رارویبازۀ

 x x xsin sin π− = ⇒ = ⇒ =11 2 0
2 6


x

f x( )

π π

′′ + −

0
6 2
0

)جه�تتقع�رنم�ودارfروب�هبالاس�تورویبازۀ , )π0
6

بنابرای�نرویب�ازۀ

)جهتتقعرنمودارfروبهپاییناست. , )π π
6 2
14302 توجهکنیدکهن2زگ -28  1

f x x x

f x x x x

x x x x x

( ) tan ( tan )

( ) ( tan ) tan ( tan )

( tan )( tan tan ) ( tan )( tan )

′ = +

′′ = + + +

= + + + = + +

2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 1
2 1 4 1

2 1 1 2 2 1 1 3
واضحاس�تکهمش�تقدومتابعf)هرجاکهتعریفشدهباشد(مقداریمثبت

استوجهتتقعرنمودارتابعfروبهبالاست.

14312 ،پستابعاکیداًصعودیاس�توچونن2زگ -28 f x( )′ >0 چون  3
fروبهبالاست.بنابرایننمودارتابعfپسجهتتقعرنمودارتابع، f x( )′′ >0

ممکناستبهشکلگزینۀ)3(باشد.

14322 .بنابراینن2زگ -28 f x x x( ) ( )′′ = −220 3 توجهکنیدکه  2


x

f x
f
( )

−∞ +∞
′′ − − +

∩ ∩ ∪

0 3
0 0

)روبهپاییناست. , )−∞ 3 بنابراینجهتتقعرنمودارتابعfرویبازۀ

14332 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2
 f x x mx x f x x mx( ) ( )′ ′′= − + + ⇒ = − +3 2 28 3 6 1 24 6 6

برایاینکهجهتتقعرنمودارتابعهموارهبهس�متبالاباش�دبایدمش�تقدوم
تابعهموارهنامنفیباشد:

 x mx m m m( ) ∆≤− + ≥ →∆= − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤02 2 26 4 1 0 16 0 16 4 4

14342 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


x x x x

f x f x
x xx x

( ) ( )
 + > > ′ ′′= ⇒ =  <− <  

2

2
3 1 0 6 0

6 03 1 0


x

f x( )

−∞ +∞
′′ − +

0

)روبهپایی�نورویبازۀ , )−∞ 0 بنابرای�نجه�تتقعرنم�ودارتاب�عfرویب�ازۀ

)روبهبالاست.پسجهتتقعرنمودارتابعfفقطیکبارعوضمیشود. , )+∞0

14352 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2

 f x x  f x f x
x x x

( ) ( ) ( )′ ′′= − ⇒ = + ⇒ =−
2 3 4

1 2 61

،مق�دارمش�تقدومتاب�عfعددیمنفیاس�تو x≠0 بنابرای�نب�هازایه�ر

)روبهپاییناست. , )+∞0 )و , )−∞ 0 جهتتقعرنمودارتابعfرویبازههای

ت
ن



)175(

14362 توجهکنیدکهن2زگ -28  2



f x x  x f x x x

xf x  x
x

f x x x

( ) ( )

( ) ( )

( )

− −

−

′= − ⇒ = +

−′′ = − =

′′ = ⇒ = ⇒ =

1 3
2 2 2

5 5
2

5

5

1 13 6
4 8

3 32 16 3
16 16

1 10
32 4


x

f x
f
( )

+∞

′′ − +
∩ ∪

10 4
0

)روبهبالاس�توکمترین , )+∞1
4

پ�سجهتتقع�رنمودارتاب�عfرویبازۀ

است. 1
4
مقدارaبرابر

14372 ابتداتوجهکنیدن2زگ -28  3



f x x x f x x x

xf x x
x

f x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

−

−

′= + ⇒ = +

−′′ = − =

′′ = ⇒ = ⇒ =

1 2
2 3 3

5 3 5
3

3 5

5
3

3 2 3

3 12 2 3 2
3

10 3 1
3

مطابقجدولزیراست: { }− 0 روی f x( )′′ بنابراینعلامت


x

f x( )

−∞ +∞

′′ + − +

10
3
0

)روبهپاییناس�توبیش�ترین , )10
3

پ�سجه�تتقعرنمودارتابعfرویبازۀ

است. 1
3
برابر b a− مقدار

14382 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2


f x x x f x x x

f x x
x x x x

( ) ( )

( ) ( )

−

−

′= − ⇒ = −

′′ =− − =− − =− +

1 2
23 3

5
3

3 32 2

3 2

2 2 12 2 2 1
3 3 3

عددیمنفیاس�تو f x( )′′ )مقدار , )+∞0 بنابرای�نب�هازایه�رxدربازۀ

جهتتقعرنمودارتابعfرویاینبازهروبهپاییناست.

14392 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
 f x x x f x x( ) cos ( ) sin′ ′′= − ⇒ = +2 2 2 2

،میتواننوشت: xsin− ≤ ≤1 باتوجهبهاینکه1
x x xsin sin sin− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤1 1 2 2 2 0 2 2 4

بنابراینمشتقدومتابعfهموارهنامنفیاستوجهتتقعرنمودارتابعfهمواره
روبهبالاستوتغییرنمیکند.

14402 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


f x x x x x x x x
f x x x x x x x
( ) sin cos sin cos sin

( ) cos sin cos sin

′ = + − = −
′′ = − − =−

2

ت
ن

عددیمنفی x− عددیمثبتومقدار xsin مقدار x  ( , )∈ π0 بهازایهر
رویاینبازهمنفیاستوجهتتقعرنمودارتابعfرویاین f x( )′′ است.پس

بازهروبهپاییناست.

14412 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


x

f x

f x

( )

( )

−∞ − +∞

′ + − − +

′′ − − + +

1 0 1

0 0

0

بنابراین


f f f f

f f f f

( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) , ( ) ( )

′′ ′ ′′ ′− > <

′′ ′ ′′ ′− < − <

12 0 0 2 0
2

2 2 0 4 4 0

پسفقطگزینۀ)3(درستنیست.
14422 چ�ونتابعfهمهجامش�تقپذیراس�ت،پ�سنقطههاین2زگ -28  1

عط�فنم�ودارتابعfنقطههاییهس�تندک�هجهتتقعرنمودارتاب�عfدرآنها
عوضمیشود.بهجدولزیرتوجهکنید:


x

f

f

−∞ − +∞

′

∩ ∪ ∩

2 2

  

و2اس�ت،کهمجموع −2 بنابرای�نط�ولنقطههایعطفنمودارتابعfبرابر
آنهاصفراست.

14432 بهصورتزیراست:ن2زگ -28 f x( )′′ جدولتعیینعلامت  2



x

f x

f                  
þõø á¾õ£º þõø ¾á õ£º

( )

−∞ − +∞

′′ + + − +

∪ ∪ ∩ ∪

1 0 2

0 0 0

تغییرمیکندوچون x=2 و x=0 پسجهتتقعرنمودارتابعfدرنقطههای
نیزوجوددارند،درنتیجه f ( )′ 2 و f ( )′ 0 وج�وددارند،پس f ( )′′ 2 و f ( )′′ 0

وجوددارد. x=2 و x=0 خ�طمماسب�رنمودارتابعfدرنقطههایبهطول
طولنقاطعطفنمودارتابعfهستندوایننموداردو x=2 و x=0 بنابراین

نقطۀعطفدارد.

14442 چونتابعfهمهجادوبارمشتقپذیراست،طولنقطههاین2زگ -28  3
در f ′′ هس�تند)بهش�رطیکه f x( )′′ =0 عطفنمودارآنجوابهایمعادلۀ

اینجوابهاتغییرعلامتبدهد(.
توجهکنیدکه

 f x x x f x x f x x     ( ) ( ) , ( )′ ′′ ′′= − + ⇒ = − = ⇒ =22 4 6 4 4 0 1
تغییرعلامتمیدهد،پسطولنقطۀعطفنمودار x=1درنقطۀ f ′′ چ�ون
تابعfبرابر1اس�توچوننقطۀعطفروینمودارتابعاس�ت،پسعرضآن

. f( )=111
3
برابراستبا

14452 چ�ونتاب�عfهمهج�ادوب�ارمش�تقپذیراس�ت،ط�ولن2زگ -28  3
است.توجهکنیدکه f x( )′′ =0 نقطۀعطفنمودارآنجوابمعادلۀ


f x ax x f x ax

f a a

( ) ( )

( ) ( )

′ ′′= − + ⇒ = −

′′ − = ⇒ − − = ⇒ =−

23 8 4 6 8

22 0 6 2 8 0
3
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14462 چ�ونتاب�عfهمهجادوبارمش�تقپذیراس�ت،پسطولن2زگ -28  2
در f ′′ هستندکه f x( )′′ =0 نقطههایعطفنمودارآنجوابهاییازمعادلۀ

آنهاتغییرعلامتمیدهد.اکنونتوجهکنیدکه
 f x x x f x x       f x x( ) ( ) , ( )′ ′′ ′′= + ⇒ = + = ⇒ =−21 1 0 1

2
تغیی�رعلامتمیدهد،پسط�ولنقطۀعطفنمودار −1 درنقطۀ f ′′ چ�ون
 x y− + =2 3 6 است.چوننقطۀعطفنمودارتابعرویخط0 تابعfبرابر1−

است.بنابرایننقطۀعطفنمودارتابعfنقطۀ 4
3
است،پسعرضآنبرابربا

،در f( )− =41
3
)است.چونایننقطهروینمودارتابعfاست،پس , )− 41

3

 a a− + + = ⇒ =1 1 4 1
6 2 3

نتیجه

14472 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


x x x

f x f x
x x x

 ( ) ( )
+ ≤− <−  ′ ′′= ⇒ = 

− − >− − >−  

2 2 1 2 1

2 2 1 2 1

تغییرعلامتمیدهدونمودارتابعfدر x=−1فقطدرنقطۀ f ′′ چ�ونتاب�ع
،پسطولتنهانقط�ۀعطفنمودار f( ( ) )′ − =1 0 ای�ننقطهخطمم�اسدارد

است. −1 تابعfبرابر

14482 طولتنهانقطۀعطفن2زگ -28 x=0 تابعfبهصورتزیراستو  1
آناست.


x x

f x
x x

( )
 ≥=
− <

2

2
0
0

مش�تقپذیراستوجهتتقعرنمودارتابعfدر x=0 توجهکنیدکهتابعfدر
ایننقطهعوضمیشود.


x x x

f x f x
x x x

( ) ( )
≥ >  ′ ′′= ⇒ = 

− < − <  

2 0 2 0

2 0 2 0

14492 چونتابعfهمهجادوبارمشتقپذیراست،طولنقطههاین2زگ -28  4
درآنها f ′′ هس�تندک�ه f x( )′′ =0 عط�فنم�ودارf،آنجوابهایمعادلۀ

تغییرعلامتمیدهد.توجهکنیدکه

 x xxf x f x
x x

( )
( ) ( )

( ) ( )

−−′ ′′= ⇒ =
+ +

22

2 2 2 3
2 31

1 1
س�هج�وابداردکهدرهرس�هت�ایآنه�اتغییرعلامت f ′′ ب�هاینترتیب،

میدهد.بنابرایننمودارتابعfسهنقطۀعطفدارد.

14502 ون2زگ -28 fD [ , )= +∞0 توجهکنیدکه  3


f x x x f x x x f x  x

f x x x x
x

( ) ( ) ( )

( )

− −

−

′ ′′= + ⇒ = + ⇒ = −

′′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

1 1 3
2 2 2 2

3
32

33

12 2 2
2

1 1 1 10 2 4
2 16 16

طولنقطۀعطفنمودارتابعfاست.
3

1
16

پس

14512 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


x

f x

f x

  

( )

( )

− −

′ + − − +

′′ − − + +

6 3 0 3 6

0 0

0
،( , )−6 6 درب�ازۀ f x f x( ) ( )′ ′′ <0 بنابرای�نجوابه�ایصحی�حنامعادل�ۀ
، −5 هس�تند.اینعددها  ( , )0 3 )و , )− −6 3 عدده�ایصحیحدربازههای

،1و2هستندوتعدادشانچهارتاست. −4

14522 چونتابعfهمهجادوبارمشتقپذیراست،طولنقطههاین2زگ -28   3
درآنهاتغییر f ′′ هس�تندکه f x( )′′ =0 عطفنمودارآنجوابهایمعادلۀ

علامتمیدهد.توجهکنیدکه


x

f x
f

þõø ¾á õ£º þõø á¾õ£º þõø á¾õ£º

 

 ( )

−∞ − +∞
′′ − + − +

∩ ∪ ∩ ∪

5 0 1
0 0 0

تغیی�رعلام�ت x=1 و x =0 ، x=−5 فق�طدرنقطهه�ای f ′′ بنابرای�ن
میدهد،پسنمودارتابعfسهنقطۀعطفدارد.

14532 .ازن2زگ -28 f ( )′′ =0 4 معل�وماس�تک�ه f ′′ ازروینم�ودار  4
 f x x a      f a a( ) , ( )′′ ′′= − = ⇒− = ⇒ =−12 2 0 4 2 4 2 طرفدیگر،

 f x x( )′′ = ⇒ =− 10
3

و f x x( )′′ = +12 4 بنابراین

تغییرعلام�تمیدهد،پسط�ولنقطۀعطف x=− 1
3
درنقط�ۀ f ′′ چ�ون

است. − 1
3
نمودارتابعfبرابر

14542 چونتابعfهمهجادوبارمشتقپذیراست،طولنقطههاین2زگ -28  1
در f ′′ هس�تند)بهش�رطیکه f x( )′′ =0 عطفنمودارآنجوابهایمعادلۀ

اینجوابهاتغییرعلامتبدهد(.توجهکنیدکه
 f x x f x x f x x     ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )′ ′′ ′′= − ⇒ = − = ⇒ =6 57 3 42 3 0 3

fتغییرعلامتمیدهد،طولنقطۀعطفنمودارتابع x=3 درنقطۀ f ′′ چون
براب�ر3اس�ت.چوننقطۀعطفروینمودارتابعاس�ت،پسع�رضآنبرابر
)اس�تو , )−3 6 .یعنینقطۀعطفنمودارتابعfنقطۀ f( )=−3 6 اس�تبا

است. −3 مجموعمختصاتشبرابر
14552 چ�ونتاب�عfهمهجادوبارمش�تقپذیراس�ت،پسطولن2زگ -28  2

است.توجهکنیدکه f x( )′′ =0 نقطۀعطفنمودارتابعجوابمعادلۀ

 f x x x f x x

f a a a

( ) ( )

( )

′ ′′= − + ⇒ = −

′′ = ⇒ − = ⇒ =

23 12 4 6 12

0 6 12 0 2
)استوچونایننقطهروینمودار , )−2 4 پسنقطۀعطفنمودارتابعfنقطۀ
 d d− + + =− ⇒ =8 24 8 4 4 ،درنتیجه f( )=−2 4 تابعfاست،پس

. a d+ =6 بنابراین
14562 ن2زگ -28 f x( )′′ طولنقطۀعطفنمودارتابعجوابیازمعادلۀ0=  1

درآنجوابتغییرعلامتمیدهد.توجهکنیدکه f ′′ استکه
 f x x x  f x x       f x x( ) ( ) , ( )′ ′′ ′′= + + ⇒ = + = ⇒ =−26 12 1 12 12 0 1
تغیی�رعلامتمیده�د،پسط�ولنقطۀعطف x=−1 درنقط�ۀ f ′′ چ�ون
اس�ت.اکنونتوجهکنیدکهش�یبخطمماسبرنمودار −1 نمودارتابعبرابر
.چون f ( )′ − =−1 5 روینموداربرابراس�تبا −1 تابعfدرنقطهایبهطول

. a=−5 برابرaاست،پس y ax− + =7 0 شیبخط



)177(

14572 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


x xx x xf x f x xx x

( ) ( )
 − >− > ′ ′′= ⇒ =  <+ <  

2 6 12 03 12 0
2 02 6 0


x

f x( )

−∞ +∞

′′ + − +

0 2

fتغییرمیکندونمودارتابع x=2 جه�تتقع�رنمودارتابعfدرنقطۀبهطول
درایننقطهخطمماسدارد.پسنموداراینتابعیکنقطۀعطفدارد.

14582 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3


x a x x

f x f x
x x x

( ) ( )
+ > >  ′ ′′= ⇒ = − < − <  

2 1 2 1
2 1 2 1

fتغییرمیکن�د.برایاینکهتابعfجهتتقعرنمودارتابع x=1پ�سفق�طدر
طولنقطۀ x=1مش�تقپذیرباشدتا x=1نقطۀعطفداش�تهباشد،بایددر

عطفباشد.برایمشتقپذیریلازماستکهتابعپیوستهباشد.پس


x x
f f x f x a b b a( ) lim ( ) lim ( ) ( )

+ −→ →
= = ⇒ + =− + ⇒ = +

1 1
1 1 1 2 1

بایدمشتقچپومشتقراستتابعباهمبرابرباشند: x=1همچنیندرنقطۀ
 f f a a b( )( ) ( )+ −′ ′= ⇒ + =− ⇒ =− → =−11 1 2 2 4 2

. a b+ =−6 پس

14592 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4
x x x x

f x
x x x x

( )
 + − ≥=

+ + ≤

3 2

3 2
2 0
2 0

x x x
f x

x x x
( )

 + − >′ =
+ + <

2

2
3 4 1 0
3 4 1 0

x x
f x x x( )

+ >′′ = + <

6 4 0
6 4 0


x

f x( )

−−∞ +∞

′′ − + +

2 03
0

طولنقطۀعطفنمودارتابعfاستوعرضآنبرابراستبا x=− 2
3
پس

f( )− =−2 2
3 27

14602 ابتداتوجهکنیدکهمختصاتنقطۀعطفدرمعادلۀتابعن2زگ -28  3
مش�تقدوم x=1درfازطرفدیگرتابع. a b= +4 ص�دقمیکنند.پ�س

بایدصفرباشد. x=1 دارد،پسمشتقدومآندر

a b

b bf x ax bx f x ax x f x a  x

b b bf a  a b

( ) ( ) ( )

( )

− −

= +

′ ′′= + ⇒ = + ⇒ = −

′′ = − = ⇒ = → = ⇒ =

1 2 5
2 3 3 3

4

22 2
3 9

2 10 361 2 0 4
9 9 9 10

. a b− =− =−32 16
10 5

ودرنتیجه ba= = 4
9 10

پس

14612 معادل�ۀن2زگ -28 از جوابهای�ی آن عط�ف نقطهه�ای ط�ول  4
 f ′′ درآنه�اتغییرعلامتمیده�د.جوابهای f ′′ هس�تندکه f x( )′′ =0
تغیی�رعلامت x=2 درنقط�ۀ f ′′ ،صف�رو2هس�تند،ول�ی −3 نقطهه�ای
و −3 نمیده�د.بنابرای�نط�ولنقطهه�ایعطفنم�ودارتابعfبراب�رصفرو

است. −3 مجموعشان

ت
ن

ت
ن

14622 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


f x x x x x

x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( )( ( ) ) ( )( )

′′ = − + −

= − − + = − −

2 2 3

2 2

3 1 2 1

1 3 1 2 1 5 3
بهصورتزیراست: f x( )′′ پسجدولتعیینعلامت


x

f x
f

þõø á¾õ£º þõø ¾á õ£º

( )

−∞ +∞

′′ + + − +
∪ ∪ ∩ ∪

30 15
0 0 0

تغییرمیکندوتابعfدرایننقاط x=3
5
و x=1درfجهتتقعرنمودارتابع

مشتقپذیراست،پسنمودارتابعfدونقطۀعطفدارد.

14632 چونتابعfهمهجادوبارمش�تقپذیراس�ت،طولنقطۀن2زگ -28  1
است.توجهکنیدکه f x( )′′ =0 عطفنمودارآنجوابمعادلۀ


f x x x a x

f x x a x x

f a a

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ = − + + −

′′ = + + − + −

′′ = ⇒ + + − + − = ⇒ =

22 2 2

2 2 2 2 2

1 0 2 1 2 1 2 1 0 1

14642 چ�ونتاب�عfهمهجادوبارمش�تقپذیراس�ت،پسطولن2زگ -28  3
در f ′′ اس�ت)بهش�رطیکه f x( )′′ =0 نقطۀعطفنمودارآنجوابمعادلۀ

اینجوابتغییرعلامتدهد.(توجهکنیدکه

 f x x ax a f x x ax

f a a

( ) ( )

( )

′ ′′= − + ⇒ = −

′′ = ⇒ − = ⇒ =

3 2 24 3 12 6

2 0 48 12 0 4

.ازطرفدیگ�ر،چوننقطۀعطف f x x x x b( )= − + + −4 34 4 7 بنابرای�ن
،درنتیجه f( )=2 روینمودارتابعاست،پس1

 b b− + + − = ⇒ =−16 32 8 7 1 2
. ab=−8 بنابراین

14652 ط�ولنقط�ۀعط�فنم�ودارتاب�عfجواب�یایازمعادلۀن2زگ -28  4
درآننقطهتغییرعلامتمیدهد.توجهکنیدکه f ′′ استکه f x( )′′ =0

 f x x x a f x x

f x x x

( ) ( )

( )

′ ′′= − + + ⇒ = −

′′ = ⇒ − = ⇒ =

23 12 2 6 12

0 6 12 0 2

تغییرعلامتمیده�د،پسطولنقطۀ x=2 درنقطهایب�هطول f ′′ چ�ون
 x y− + =4 12 عطفنمودارتابعfبرابر2اس�ت.ازطرفدیگر،ش�یبخط0
برابر4است،درنتیجهشیبخطمماسبرنمودارتابعدرنقطۀعطفآنبرابر

،درنتیجه f ( )′ =2 4 با4است،یعنی
 a a− + + = ⇒ =12 24 2 4 14

14662 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 f x x x ax f x x x a( ) ( )′ ′′= − + ⇒ = − +3 2 23 2 3 6 2

ب�رایاینک�هنمودارتابعfنقطۀعطفداش�تهباش�دبایدمش�تقدومآنتغییر
بایددوجوابداش�تهباش�د،یعن�یمعادلۀزیردو f x( )′′ علام�تدهد.پس

جوابدارد:
 x x a− + =23 6 2 0

پس
 a a∆= − > ⇒ <336 24 0

2



فصل دوم: آزمون ها
)178(

14672 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


x x x x

f x f x
x xx x

( ) ( )
 − > > ′ ′′= ⇒ =  <+ <  

2

2
3 6 0 6 0

6 03 6 0


x

f x( )

−∞ +∞

′′ − +

0

 f f( ) ( )+ −′ ′≠0 0 تغیی�رمیکندولیچون x=0 جه�تتقعرنم�ودارتابعfدر
طولنقطۀ x=0 پ�سخطمماسبرنمودارتابعfدرای�ننقطهوجودنداردو

عطفنیست.بنابرایننمودارتابعfنقطۀعطفندارد.
14682 توجهکنیدکهن2زگ -28  3



x x x x x x

x x x x x x
f x f x

x x x x x x

x x x x x x

( ) ( )

 − + ≤− − + <−
 
 − − < ≤ − − < < ′= ⇒ = 
− + < ≤ − + < < 

 − > − >  

4 2 3

4 2 3

4 2 3

4 2 3

1 4 2 1
1 0 4 2 1 0

0 1 4 2 0 1
1 4 2 1

x x

x x
f x       f x x

x x

x x

( ) , ( )

− + <−

 − − < <′′ ′′= = ⇒ =±
− + < <

 − >

2

2

2

2

12 2 1
12 2 1 0 10

12 2 0 1 6
12 2 1


x

f x( )

−∞ − − +∞

′′ − + − + − +

1 11 0 1
6 6

0 0

و1تغییرعلامت 1
6
،صفر، − 1

6
، درنقطههایبهطول1− f ′′ بنابراین

مماسبرنمودار 1
6
،صفرو − 1

6
میدهد،ولیفقطدرنقطههایبهطول

تابعfوجوددارد.بنابرایننمودارتابعfسهنقطۀعطفدارد.
14692 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


f x x x f x x

f x x x

( ) sin ( ) cos

( ) cos

′ ′′= + ⇒ = +

π′′ = ⇒ =− ⇒ =

2 4 2 4

1 20
2 3

درایننقطهتغییرعلامتمیدهد. f x( )′′ صفراستو x π=2
3
مشتقدومتابعدر

موجوداست،پسخطمماسبرنمودارتابعfدرایننقطهوجود f ( )π′ 2
3

همچنین

)است. , )π0 طولنقطۀعطفنمودارتابعfدربازۀ x π=2
3
دارد.بنابراین

14702 )دوبارمش�تقپذیراس�ت،ن2زگ -28 , )π0 2 چونتابعfرویبازۀ  3

 f x( )′′ =0 پسط�ولنقطههایعطفنمودارتاب�عfآنجوابهاییازمعادلۀ
درآنهاتغییرعلامتمیدهد.اکنونتوجهکنیدکه f ′′ هستندکه



f x x x x x x
f x x x x x

x x x x
x x

f x x

( ) sin cos cos sin cos

( ) cos sin (cos sin )

( sin sin ) ( sin sin )

(sin )( sin )

( ) , ,

≤

′ =− + =− +
′′ =− − =− +

=− − + = − −
= − +

π π π′′ = ⇒ =

2 2

0

2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 1 2 2 2 1

2 1 2 1

7 110
2 6 6



ت
ن

ت
ن

ت
ن

ت
ن


x

f x( )

π π π π

′′ − − + −

7 110 2
2 6 6
0 0 0

فقطدردوجوابشتغییرعلامتمیدهد،پسنمودارتابعfدونقطۀ f ′′ چون
عطفدارد.

14712 .ن2زگ -28 f x x( )′′ =6 و f x x( )′ = −23 4 توج�هکنی�دک�ه  1
بهصورتزیراست: x=3 دراطرافنقطۀ f x( )′′ و f x( )′ بنابراینعلامت


x

f x
f x

( )

( )

′ + +
′′ + +

3

صعودیباتقعرروبهبالاست. x=3 پستابعدراطراف

14722 هموارهنامثبتاستواینن2زگ -28 f توجهکنیدکهمشتقتابع  2
 f x x x x( )=− + −3 23 3 تابعنزولیاست:

 f x x x x x x( ) ( ) ( )′ =− + − =− − + =− −2 2 23 6 3 3 2 1 3 1

میتوانی�منمودار f( )=0 0 اکن�ونباتوج�هب�ه

تقریب�یتاب�عرارس�مکنی�م.توج�هکنی�دک�ه
،پ�سنمودارتاب�عازناحیههایدومو f ( )′ =1 0

چه�ارمعبورمیکن�دوازناحیههایاولوس�وم
عبورنمیکند.توجهکنیدکه

 f x x x x x x x x( ) ( ) ( )=− + − =− − + − − =− − −3 2 3 2 33 3 3 3 1 1 1 1 

نیزرسمکرد. y x= 3 بنابراینمیتواننمودارتابعfراباانتقالنمودارتابع

14732 ن2زگ -28 y=2 و x=−2 مجانبه�اینم�ودارتاب�عخط�وط  4
)اکیداًصعودیاست،زیرا , )− +∞2 )و , )−∞ −2 هستندوتابعرویبازههای

 x xf x
x x

( )
( )

( ) ( )

+ −′ = =
+ +2 2

2 2 2 4
2 2

واضحاس�تکهمش�تقتاب�عروی
بازهه�ایب�الامثب�تاس�ت.پ�س
نمودارتابعبهصورتمقابلاستو

ازناحیۀچهارمعبورنمیکند.

14742 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4
x a x x a x ( )( ) ,− − = ⇒ = =±2 1 0 1

ودرنتیجه a=3 اس�ت،پ�س f x( )=0 ی�کج�وابمعادلۀ x=3 چ�ون

fب�اتوجهبهاینک�هیکحفرهدرنمودارتابع. x x xf x
x b

( )( )( )
( )

− + −
=

−
1 1 3

یا3باش�د.چونط�ولیکیاز وج�وددارد،پ�سbبای�دیکیازاعداد1،1−
نقطهه�ایبرخوردنموداربامح�ورطولهامنفیوطولیکیازنقطههایبرخورد

.درواقعضابطۀتابعfبهصورتزیراست: b=1 3است،پسباید
x x xf x x x x

x
      

( )( )( )
( ) ( )( ) ,

− + −
= = + − ≠

−
1 1 3 1 3 1

1
. a b+ =4 پس



)179(

14752 )نقطۀماکزیممنس�بیتابعfاست.پسن2زگ -28 , )−2 5 نقطۀ  1

.بنابراین f x ax bx( )′ = +23 2 .همچنین f ( )′ − =2 0 و f( )− =2 5


f a b a b
f a b b a
( )

( )

− =− + + = ⇒ − + =
′ − = − = ⇒ =

2 8 4 1 5 2 1 0
2 12 4 0 3

. b a− =2 و b=3 ، a=1ازحلدستگاهمعادلاتبالانتیجهمیشود

14762 مثبتاس�ت.پسنمودارتابعازناحیۀدومن2زگ -28 x4 ضریب  2
شروعودرناحیۀاولپایانمییابد.بنابراینگزینۀ)4(نادرستاست:


x x

f x x xlim ( ) lim ( )
→±∞ →±∞

= + − =+∞4 34 3 2

برایتشخیصدرستیگزینههای)1(،)2(یا)3(بهروشزیرمیتوانیمعملکنیم:
نقطۀاکسترممنسبیتابعرامحاسبهمیکنیم:

f x x x x x( ) ( )′ = + = +3 2 216 9 16 9

است،پستنهانقطۀاکسترممنسبی f ′ ریشۀمضاعف x=0 باتوجهبهاینکه

اتفاقمیافتدکهدرگزینۀ)2(دیدهمیشود. x=− 9
16

تابعدر

14772 )نقطۀبرخوردن2زگ -28 , )−2 3 باتوجهبهنمودارمعلوماستکه  4
بهترتیبمجانبهایقائموافقی y=−3 و x=2 مجانبهایآناست.پس

 axf x
x b

( ) +=
−

3
2

نم�ودارتابعهس�تند.ازطرفدیگرمجان�بقائمنمودارتابع

است.پس ay=
2
ومجانبافقیآنخط bx=

2
خط

b ab a      ,= ⇒ = =− ⇒ =−2 4 3 6
2 2

. ab=−24 درنتیجه

14782 توجهکنیدکهن2زگ -28  4



x xf x x
x x

xx
xxf x

x xx

( )

( )
( )( )

−′ =− − + =
− −
−− +

−−′′ = =
− −− 2

3 63
2 3 2 3
3 66 3

12 33
4 3 32 3

مثبت f x( )′′ منف�یوعلام�ت f x( )′ علام�ت x=0 درهمس�ایگینقط�ۀ
است.پسنمودارتابعاکیداًنزولیوجهتتقعرآنروبهبالااست.

14792 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
x x x x xx xf x

x x x

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

− + −−′ = = =
− − −

2 2

2 2 2
2 1 22

1 1 1

 x=2 بهصورتزیراس�تو x=2 درهمس�ایگی f x( )′ بنابرای�نعلام�ت

طولنقطۀماکزیممنسبیتابعfاست.
x

f x( )′ + −
2
0

است. بهصورت x=2 پسنمودارتابعfدرهمسایگی

14802 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
f x x x x x x

f x x x x x

x x x x

( ) sin cos sin sin sin

( ) cos cos cos cos

( cos cos ) ( cos )(cos )

′ = + = +

′′ = + = − +

= + − = − +

2

2

2 2 2 2
2 2 2 4 2 2
2 2 1 2 2 1 1

مش�تقاولومش�تقدومتابعمثبت x π=
6
بنابرای�ندریکهمس�ایگینقطۀ

تاب�عfصع�ودیوجهتتقعر x π=
6
هس�تند.پ�سدریکهمس�ایگینقطۀ

نمودارآنبهسمتبالاست.توجهکنیدکهدرمحاسبۀمشتقاولومشتقدوم

 x xcos cos= −22 2 1 و  x x xsin sin cos=2 2 اتحاده�ای از تاب�ع
استفادهشدهاست.

14812 راه حل اولابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

f x x x f x x x       ( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = =2 2 0 0 2

x
f x

f

( )

−∞ +∞
′ + − +

−∞ − +∞

0 2
0 0

40
3

  

)نقطۀمینیممنسبیآن , )− 42
3

نقطۀماکزیممنسبیتابعfو  ( , )0 0 بنابراین

استونمودارتابعبهصورتگزینۀ)3(است.

، f .بنابرای�نصفرهایتابع f x x x( ) ( )= −2 1 1
3

راه ح��ل دومتوجهکنیدکه

هس�تند.پ�سگزینههای)1(و)2(ردمیش�وند.ازطرفدیگر x=3 و x=0
منفیهستند.پسگزینۀ)4(همردمیشود. x=0 مقادیرتابعfدریکهمسایگی

14822 ط�ولنقطۀن2زگ -28 x=0 ب�اتوجهبهنم�ودارمعلوماس�تکه  2
عطفتابعاست،پسگزینههای)3(و)4(جوابنیستندزیراطولنقطۀعطف

 b
a

− =− 1
3 3

وطولنقطۀعطفتابعگزینۀ)4(، b
a

− =1
3 3

تابعگزینۀ)3(،

اس�ت.همچنینتابعهموارهنزولیاس�تونقطۀاکس�ترممنس�بیندارد.پس

اس�ت.پس y x′=− +23 گزینۀ)1(همجوابنیس�تزیراتابعمش�تقآن1

تابعگزینۀ)1(،دونقطۀاکس�ترممنس�بیدارد.درتابعگزینۀ)2(هردوشرط

y x x y x′=− − + ⇒ =− −3 22 3 1 بالاوجوددارد.

14832 رادرنظرمیگیریمونمودارن2زگ -28 g x x x( )= − +3 3 1 تابع  2

تقریبیآنرارسممیکنیم)شکل)1(راببینید(:

 g x x       g x x( ) , ( )′ ′= − = ⇒ =±23 3 0 1



x

g x

g

ÂLvº ÂLvº

max min

( )

−∞ − +∞

′ + − +

−∞ − +∞

1 1

0 0

3 1  

پسنمودارتابعfبهصورتشکل)2(است.



فصل دوم: آزمون ها
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14842 ب�ااس�تفادهازنم�ودارتابعن2زگ -28 xf x  
x

( ) | |−=
+
1
1
نم�ودارتاب�ع  1

دردوطرفمجانبقائم xy
x
−=
+
1
1
قابلرسماست.توجهکنیدکهتابع xy

x
−=
+
1
1

مجانبهاینمودارآنهستند. y=1و x=−1آناکیداًصعودیاستوخطوط

پسمطابقشکلزیرنمودارتابعهایfوgدریکنقطهمتقاطعاند.

14852 ن2زگ -28 y a= و x a= راه ح��ل اولابت�داتوج�هکنی�دک�ه  2
. a>0 مجانبهاینمودارتابعهس�تندوباتوجهبهنمودارتابعمعلوماستکه
همچنی�نازروینمودارتابعمعلوماس�تکهتاب�عدردوطرفمجانبقائمآن
fمشتقتابع a  ( , )+∞ و a ( , )−∞ اکیداًصعودیاست.پسرویبازههای

af x a a
x a

( )
( )

− +′ = > ⇒ < ⇒− < <
−

2 2
2
1 0 1 1 1 مثبتاست.پس

. a< <0 1 ،پس a>0 چون

. a>0 ،پس f( )>0 0 .باتوجهبهنمودار f
a

( )=10 راه حل دومتوجهکنیدکه

بالای  
a

( , )10 مجانبافقینمودارتابعاستونقطۀ y a= ازطرفدیگرخط

مجانبافقیقراردارد.بنابراین


a  

a  

aa  a a
a a a

a a

>

>

−> ⇒ − > ⇒ > → − <

− < < → < <

2 0 2

0

1 1 10 0 1 0

1 1 0 1


14862 توج�هکنیدک�همحلبرخ�وردمجانبهاینم�ودارتابعن2زگ -28  3

تاب�ع نم�ودار عط�ف نقط�ۀ و اس�ت  a
b b

( , )4 نقط�ۀ  axf x
bx

( ) −=
−

2
4

است.پس b ( , )1 ،یعنی g ( , ( ))1 1 نقطۀ g x x x x b( )= − + +3 23 2

ab b a b a
b b

      ,= ⇒ = = ⇒ = ⇒ =24 1 4 16

. a b+ =20 بنابراین

14872 چ�وننم�ودارتاب�عبرمح�ورطولهامماساس�ت،پسن2زگ -28  2
ریشۀمضاعفدارد: f x( )=0 معادلۀ

ax ax b a b b,+ + = ∆= − = ⇒ =
22 20 4 0

4

طولنقطۀاکسترمم x=−1 .ازطرفدیگر
ax ax

f x
x x

( )
+ +

=
− +

22

2
4
3

بنابراین

.بنابراین f ( )′ − =1 0 نسبیتابعاست.پس

ax a x x x x ax
f x

x x
af a a a a

a a a a

( )( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ,

+ − + − − + +
′ =

− +

′ − = ⇒ − + − − − + = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

22 2

2 2

2 2

2 3 2 1
4

3

1 0 2 5 3 1 0 3 8 28 0
4
143 14 2 0 2
3

کهقابلقبولنیس�ت.زیرامطابقشکل f( )=10
3
و b=1 ،آنگاه a=2 اگر

بایدبزرگتراز1باشد.چونمحلبرخوردنموداربامحورعرضهابالاتر f ( )0

.توجهکنی�دکهدرای�نحالت a=−14
3
ازمجان�بافق�یتابعاس�ت.پ�س

. f( )= >490 1
27
14882 مشتقپذیرنیستون2زگ -28 x=1درنقطۀfتوجهکنیدکهتابع  1

 xf x   x       f
x

( ) , , ( )
( )

′ ′= ≠± =+∞
−3 2 2

2 1 1
3 1


x

f x
   

( )′ + +
1

صعودیاست.بنابراین x=1 بنابراینتابعfدرهردوهمسایگیچپوراست

است. بهصورت x=1 نمودارآندرهمسایگی

14892 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
f x x x x x x x( ) sin sin cos cos′ =− + + =

fبهصورتزیراستوتابع x=0 درهمسایگینقطۀ f x( )′ بنابراینعلامت
مینیممنسبیدارد. x=0 در

x
f x( )′ − +

0
0

اینویژگیدرنمودارگزینۀ)1(وجوددارد.

14902 ب�اتوجهبهنمودارتابعf،اینتابعس�هنقطۀعطفداردن2زگ -28  4
×مش�خصکردهایم(،پس )ک�همکانتقریبیآنهارادرش�کلزیرباعلامت
سهنقطۀاکسترممنسبیدارد.پسگزینههای)1(و)2(ردمیشوند. f ′ تابع
،تاب�عfابت�دااکیداًنزولی،س�پس +∞ ب�ه −∞ همچنی�نب�اافزای�شxاز
بایدابتدامنفی،س�پس f ′ اکیداًصعودیوس�رانجاماکیداًنزولیاس�ت،پس

مثبتوسرانجاممنفیباشدکهاینشرایطدرگزینۀ)4(برقراراست.

14912 .مش�تقتابعن2زگ -28 f x x x( )′ =− + −23 2 توج�هکنیدکه1  2

 ∆ منفیو x2 ضریب x x− + −23 2 1 هموارهمنفیاس�ت.زیرادرعب�ارت
.بنابرای�ن f( )=0 0 منف�یاس�ت.ازط�رفدیگ�ر
نمودارتابعتقریباًبهصورتمقابلاست.پسنمودار

تابعفقطازدوناحیۀدوموچهارمعبورمیکند.

ت
ن



)181(

14922 .ن2زگ -28 f x x x( )= −3 23 ،آنگاه x>0 توجهکنی�دکهاگر  4
بنابراین

f x x x f x x f x x     ( ) ( ) , ( )′ ′′ ′′= − ⇒ = − = ⇒ =23 6 6 6 0 1
x

f x( )

+∞
′′ − +

0 1
0

بهس�متپایینورویبازۀ  ( , )0 1 بنابرای�نجه�تتقعرنمودارتابعfرویبازۀ
بهسمتبالاست.اینشرایطفقطدرنمودارگزینۀ)4(وجوددارد.  ( , )+∞1

14932 توجهکنیدکهنمودارتابعfداراییکنقطۀماکزیممنسبین2زگ -28  1
ویکنقطۀمینیممنسبیاست.پسمشتقتابعبایددردونقطهتغییرعلامت

بایددوجوابداشتهباشد: f x( )′ =0 دهد.پسمعادلۀ

f x x x a a a      ( ) ,′ = + + ∆= − > ⇒ <2 13 2 4 12 0
3

14942 ون2زگ -28 xf x
x

( ) | |−=
+
1
1
،آنگاه x≥0ابت�داتوجهکنیدکهاگر  1

.بنابراینبهکمکنمودار xf x
x

( ) | |− −= =
+

1 1
1

،آنگاه x≠−1 و x<0 اگ�ر

نمودارتابعfرارسممیکنیم. xy
x
−=
+
1
1
تابع

 xy x
x

     ,−= ≥
+
1 0
1

 xy
x
−=
+
1
1


 xf x  
x

| |
( ) | |

−
=

+
1
1
 xy        x

x
| | ,−= ≥
+
1 0
1



14952 ازروینم�ودارتابعfمش�خصاس�تکهتاب�عfدردون2زگ -28  3
( , )+∞3 و ( , )−∞ 3 بازهه�ای روی یعن�ی آن، قائ�م مجان�ب ط�رف

اکیداًصعودیاست.بنابراین

 m x mx mf x m m
x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

− − + − −′ = = ⇒− − > ⇒ <−
− −2 2

3 1 3 1 13 1 0
33 3

14962 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

 x xx x xf x x
x x xx x

( )( )
( ) ,

( )( )

− −− + −= = = ≠
− − −− +

2

2
3 47 12 3 4
4 2 26 8

ویکمجانبافقیبه x=2 بنابرای�ننمودارتابعیکمجانبقائمب�همعادلۀ
دارد،پ�سگزینههای)2(و)4(جوابنیس�تند.ازطرفدیگر، y=1معادل�ۀ

)صعودیاس�ت.پس , )−∞ 2 .بنابراینتابعfرویبازۀ f x
x

( )
( )

′ =
− 2
1
2

گزینۀ)1(نیزجوابنیستوگزینۀ)3(جواباست.

14972 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  4

x  x  

x xx x x xf x x x
x x x

x x xf x x
x

( )
( ) ( )

( )
( ) lim lim(( ) )

→ →

−− −′ = − + = =

− −′ = = − =
−

2 23
3 3 32 2 2

32 3
0 0

7 47 42 1
3 3 3

00 1 0
0

بهصورتزیراست: x=0 درهمسایگی f x( )′ بنابراینعلامت
x

f x( )′ + −
0
0

طولنقطۀماکزیممنس�بیتابعfاستونمودارتابعدرهمسایگی x=0 یعنی

است. ایننقطهبهصورت

.پسهمۀمقادیر f x x x x( ) ( )= − 31 و f( )=0 0 راه حل دومتوجهکنیدکه

طولنقطۀماکزیممنسبیتابع x=0 منفیهستندو x=0 تابعfدرهمسایگی
است.

14982 بابررسیگزینههامشخصاستکهنمودارهادرتعدادون2زگ -28  1
نوعنقاطاکس�ترممنس�بیمتفاوتهس�تند.پسنقاطاکس�ترممنسبیتابعرا

.واضحاس�تکههمۀمقادیرتابع xf x
x

sin( )
( cos )

′ =
− 2

2
2 1

بررس�یمیکنیم:

مثبتهس�تندوتابعfنقطۀاکس�ترممنس�بی x ( , ) { }π π∈ −0
2 3

بهازای f ′

ندارد.فقطنمودارگزینۀ)1(اینویژگیرادارد.

14992 درنقطههایبهطولصف�ر،1و2برابرن2زگ -28 f ′ مق�دارتاب�ع  1
صفراس�ت،پسخطمماسبرنمودارتابعfدرنقطههایبهطولصفر،1و2
مثبت f ′ )علامت , )1 2 )و , )−∞ 0 م�وازیمحورxاس�ت.رویبازهه�ای

)و , )0 1 اس�ت،پستابعfرویاینبازههااکیداًصعودیاس�ت.رویبازههای

منفیاس�ت،پستاب�عfرویاینبازههااکی�داًنزولی f ′ )علام�ت , )+∞2

است.توجهکنیدکهفقطنمودارگزینۀ)1(اینویژگیهارادارد.

15002 جهتتقعرنمودارتابعfرویبازهایشاملنقطۀصفررون2زگ -28  3
روی f ′′ ب�هبالااس�تودربقیۀجاهاروبهپاییناس�ت.بنابرای�نمقادیرتابع
بازهایش�املنقطۀصفرمثبتاندودربقی�ۀجاهامنفیاند.توجهکنیدکهفقط

نمودارگزینۀ)3(اینویژگیهارادارد.

15012 رارسممیکنیم.ن2زگ -28 f x x x( )= − +3 23 ابتدانمودارتابع1  2

f x x x f x x x       ( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = =23 6 0 0 2
x

f x
f
( )

−∞ +∞
′ + − +

−∞ − +∞

0 2
0 0
1 3

  

بهصورتزیراست. y f x| ( )|= بنابرایننمودارتابعfونمودارتابع
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15022 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4
f x x x f x x x       ( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = =23 6 0 0 2

x
f x

f k k

ÂLvº ÂLvº

max min

( )

−∞ +∞
′ + − +

−∞ − +∞

0 2
0 0

4





بنابرایننمودارتابعfبهصورتمقابلاس�ت.
ب�رایاینکهنم�ودارتابعازناحی�ۀچهارمعبور
نکند،بایدعرضنقطۀمینیممنسبیآنمنفی
. k≥4 ودرنتیجه k− ≥4 0 نباش�د.یعن�ی

پسحداقلمقدارkبرابر4است.

15032 مینویس�یم.ن2زگ -28  x x k+ =−32 3 بهص�ورت را معادل�ه  1
رارس�ممیکنیموشرطیراپیدامیکنیم f x x x( )= +32 3 اکنوننمودارتابع
نمودارتابعfرافقطدریکنقطهباطولمنفی y k=− کهباوجودآنشرط،خط

 f x x f x( ) ( )′ ′= + ⇒ >26 3 0 قطعکند.تابعfاکیداًصعودیاست.زیرا

نمودارتابعfبهصورتزیر f( )=0 0 باتوجهبه
طولنقطۀ k− <0 اس�ت.واضحاس�تکهاگر
بانمودارتاب�عfعددی y k=− برخوردخ�ط

. k>0منفیاست،پس

15042 ع�رضنقطۀعط�فنمودارتاب�عfبرابر8اس�توخطن2زگ -28  1
مماسبرنمودارتابعدرنقطۀعطف،افقیاس�ت.پسمش�تقاولومشتقدوم

تابعدرایننقطهبرابرصفراست.

 af x x ax b f x x a      f x x( ) ( ) , ( )′ ′′ ′′= + + ⇒ = + = ⇒ =−23 2 6 2 0
3

.پس af( )− =8
3

و af ( )′ − =0
3

بنابراین



a a a af a b b

a a a af a b

a a a  a a

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ − = − + − + = ⇒ =

− = − + − + − =

− + − = ⇒ =− × ⇒ =−

22

3 2

3 3 3 3

3 2 0
3 3 3 3

8
3 3 3 3

8 8 27 6
27 9 9

. a b+ =6 ودرنتیجه b=12 بنابراین

15052 نم�ودارتقریبیتاب�عرابهکم�کتعییننقاطاکس�ترممن2زگ -28  3
f x x x( )′ = − = ⇒ =34 4 0 1 نسبیرسممیکنیم.


x

f x

f

( )

−∞ +∞

′ − +

+∞ − +∞

1

0

3 

ب�اتوج�هبهنم�ودارتابعfبردای�نتابعبازۀ
اس�ت. [ , )− +∞3

15062 تنهامجان�بقائمنمودارن2زگ -28 x=−3 ابت�داتوج�هکنیدکه  4
فقط f x( ) تابعfاس�ت.بنابراینپسازسادهکردنضابطۀتابعfبایدمخرج

باشد: x=−3 یکریشهداشتهباشدوآنهم



x
x b b b

x ax x axf x
x xx

( )
( )( )

= −
− = → − = ⇒ =

+ + + += =
− +−

32

2 2

2

0 9 0 9
3 3

3 39
ریشۀصورتکسربالاباشد.پس x=3 بنابراینباید
 a a+ + = ⇒ =−9 3 3 0 4

. ab=−36 پس

15072 ضابطۀتابعبهصورتزیراست:ن2زگ -28  2
a x ax aax ax x af x

x x
( )

( )
− − −− − −= =

− −

22 2 3 13
3 1 3 1

ضابطۀتابعهموگرافیکازتقسیمدوتابعچندجملهایدرجۀاولبهدستمیآید.
بنابراینصورتکسرضابطۀتابعنبایدعبارتدرجۀدومداشتهباشد.پس

a a− = ⇒ =13 1 0
3

است.پسنقطۀ
x

xf x
x x

( )
− −

− −= =
− −

1 1
13 3

3 1 9 3
بنابراینضابطۀتابعبهصورت

اس�تک�هفاصلۀآنت�امبدأ A( , )−1 1
3 9

برخ�وردمجانبه�اینم�ودارتابع

. OA ( ) ( )= + − =2 21 1 10
3 9 9

مختصاتبرابراستبا

15082 توج�هکنیدکهنم�ودارتابعfفقطدری�کنقطهباطولن2زگ -28  4
مثبتمحورطولهاراقطعکردهاست.ازطرفدیگر

f x x x x ( ) ,= ⇒ − = ⇒ = =−20 1 0 1 1

ه�مباش�د.بنابرای�ن x ax+ + =2 3 0 بای�دج�وابمعادل�ۀ x=−1 پ�س
.درنتیجهضابطۀتابعfبهصورتزیراست: a a− + = ⇒ =1 3 0 4

x xx xf x x
x x xx x

( )( )
( ) ,

( )( )

− +− −= = = ≠−
+ + ++ +

2

2
1 11 1 1
1 3 34 3

.ازطرف c=−3 مجانبقائمنمودارتابعfاس�تودرنتیجه x=−3 پ�س
دیگرbعرضنقطهایاستکهتابعfدرآنتعریفنشدهولیمجانبقائمنیز

x  x  
xb f x
x

lim ( ) lim
→− →−

−= = =−
+1 1

1 1
3

ندارد.یعنی

. a b c+ + =0 پس

15092 ،بنابرای�نمقادی�رتابعن2زگ -28 xsin− ≥1 0 توج�هکنی�دک�ه  1

همگیمثبتهستند.فقطنمودارگزینۀ)1(اینویژگیرادارد. f x
x

( )
sin

=
−

1
1

15102 دوبارمحورطولهاراقطعمیکند،یعنین2زگ -28 f ′ نمودارتابع  3
دونقطۀ f درایننقاطمش�تقبرابرصفراس�توتغییرعلامتمیدهد.پس
درسهنقطهازحالتصعودیبه f ′ اکسترممنسبیدارد.همچنیننمودارتابع

سهنقطۀعطفدارد. f حالتنزولی)یابرعکس(درمیآید.بنابراینتابع
15112 ،آنگاهن2زگ -28 x>0 توجهکنیدکهاگر  1

f x x x f x x x f x x( ) ( ) ( )′ ′′=− + ⇒ =− + ⇒ =− +3 2 23 3 6 6 6
x

f x( )

+∞
′′ + −

0 1
0

  ( , )+∞1 بهسمتبالاورویبازۀ  ( , )0 1 بنابراینجهتتقعرنمودارتابعfرویبازۀ
بهسمتپاییناست.اینشرایطفقطدرنمودارتابعگزینۀ)1(وجوددارد.



)183(

15122 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
f x x x f x x x       ( ) , ( ) ,′ ′= − = ⇒ = =26 6 0 0 1

x
f x

f k k

ÂLvº ÂLvº

   

max min

( )

−∞ +∞
′ + − +

−∞ − +∞

0 1
0 0

1





بنابرایننمودارتابعfبهصورتزیراست.برایاینکهنمودارازچهارناحیهعبور
کن�دبایدعرضنقطۀماکزیممنس�بیتابعمثبتباش�دوع�رضنقطۀمینیمم

. k< <0 1 .بنابراین k− <1 0 و k>0 نسبیتابعمنفیباشد.یعنی

15132 ابتدانقاطماکزیممنسبیومینیممنسبیتابعرامشخصن2زگ -28  2
میکنیم،سپسنمودارتابعرارسممیکنیم:

 f x x f x x x( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ = ⇒ =±2 23 3 0 1 1



x
f x

f
ÂLvº ÂLvºmax min

( )

−∞ − +∞
′ + − +

−∞ − +∞

1 1
0 0
2 2  

fنمودارتابع y m= ،آنگاهخط m≤−2 یا m≥2 باتوجهبهنمودارتابعf،اگر
باشد. رادرسهنقطهقطعنمیکند.پسmنمیتواندمقادیرصحیحصفرو±1

15142 نقطۀمینیم�منس�بیتابعfن2زگ -28  ( , )−1 1 توج�هکنی�دک�ه  2
. f ( )′ =1 0 و f( )=−1 1 است.پس

f x x ax bx f a b

f x x ax b f a b

( ) ( )

( ) ( )

= + + ⇒ = + + =−

′ ′= + + ⇒ = + + =

3 2

2
1 1 1

3 2 1 3 2 0

. b=−1و a=−1نتیجهمیش�ود
a b
a b
+ =−

 + =−

2
2 3 ازحلدس�تگاهمعادلات

طولنقطۀعطفاست. x=1
3
است.پس a−

3
طولنقطۀعطفتابعبرابر

15152 توجهکنیدکهجهتتقعرنمودارتابعfهموارهبهس�متن2زگ -28  4
بالاست.بنابراینمشتقدومآنهموارهنامنفیاست:

f x x ax f x x ax x x a  ( ) ( ) ( )′ ′′= + + ⇒ = + = +3 2 24 3 1 12 6 6 2

هس�تندو f x( )′′ =0 جوابهایمعادلۀ ax=−
2
و x=0 ،آنگاه a≠0 اگر

،آنگاه a=0 جه�تتقع�رنم�ودارتاب�عfدردونقط�هع�وضمیش�ود.اگ�ر
ومشتقدومتابعfهموارهنامنفیاست. f x x( )′′ = 212

15162 ،پسن2زگ -28
x x

xf x
x x

x

( )

 ≥ += − <
 +

0
1

0
1

راه ح��ل اولچ�ون  4

رارسم xy
x

=
+1

نمودارتابعfرابهصورتزیررسممیکنیم.ابتدانمودارتابع

نموداراینتابعرانسبتبهمحورxقرینه  ( , )−∞ 0 میکنیم.سپسرویبازۀ

رس�مش�ود.بدینترتیبنمودارتابعfرس�م xy
x
−=
+1

میکنیمتانمودارتابع

. fR  [ , )= − −1 0 میشود.بنابراین

.دراینصورت f x( )=− 1
2
راه حل دومفرضکنید

x x x x x
x
| |

| | | |=− ⇒ =− − ⇒ + =−
+

1 2 1 2 1
1 2

،آنگاه x<0 ،معادلۀبالاجوابندارد.اگر x≥0 واضحاستکهاگر
x x x    (.¡.¡.ù)− + =− ⇒ =2 1 1

دربردتابعقرارنداردوفقطگزینۀ)4(بهاینصورتاست. − 1
2
پس

15172 ن2زگ -28 x≥0 نمودارتابعfرارس�ممیکنیم.توجهکنیدکهاگر  1

.بنابراین xf x
x

( ) − +=
−

2
1

،آنگاه x<0 واگر xf x
x

( ) +=
−
2
1
،آنگاه x≠1و

رارسممیکنیموقسمتیازآنراکهسمتراست xy
x
+=
−
2
1
ابتدانمودارتابع

رارسم xy
x
− +=
−

2
1

محورعرضهاقرارداردانتخابمیکنیم.سپسنمودارتابع

میکنیموقسمتیازآنراکهسمتچپمحورعرضهاقرارداردانتخابمیکنیم.

 y m= ،آنگاهخط m− ≤ ≤1 1 پ�سنمودارتابعfبهصورتزیراس�ت.اگر

نمودارتابعfراقطعنمیکند.



فصل دوم: آزمون ها
)184(

15182 اس�ت.ن2زگ -28 −∞ برابر x=1درfتوج�هکنیدک�هحدتابع  4
است.یعنی x bx c+ + =2 0 ریشۀمضاعفمعادلۀ x=1 پس

x bx c x x x( )+ + = − = − +2 2 21 2 1

طولنقطۀ x=−2 .ازطرفدیگر x axf x
x

( )
( )

+=
−

2

21
و c=1 ، b=−2 پس

.بنابراین f ( )′ − =2 0 ماکزیممنسبیتابعfاست،پس

x a x x x axf x
x

x a x x ax

x
f a a a

( )( ) ( )( )
( )

( )

( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

+ − − − +′ =
−

+ − − +
=

−
′ − = ⇒ − + − − − = ⇒ =−

2 2

4

2

3

2 1 2 1
1

2 1 2
1

2 0 4 3 2 4 2 0 4

15192 طولنقطۀماکزیممنسبیتابعfن2زگ -28 x π=7
4

توجهکنیدکه  3

.پس f ( )π′ =7 0
4

استو

af x x a x    f a( ) sin cos , ( ) ( )π′ ′=− + =− − + = ⇒ =−7 2 2 0 1
4 2 2

15202 رویبازهایش�املنقطۀصفرن2زگ -28 f جهتتقعرنمودارتابع  3
روی f ′′ روبهپاییناس�تودربقیۀجاهاروبهبالاس�ت.بنابراینمقادیرتابع
بازهایش�املنقطۀصفرمنفیاندودربقی�هجاهامثبتاند.توجهکنیدکهفقط

نمودارگزینۀ)3(اینویژگیهارادارد.
15212 ازتابعمشتقمیگیریم:ن2زگ -28  1

f x

f x x x x x x x x

x       x( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

,
′ =

′ = − + = − + − = − +

→ = =−1 2

3 2 2

0

4 12 8 4 1 2 4 1 2

1 2
x

f x

f

( )

min

−∞ − +∞

′ − + +

2 1

0 0

  

خارج از کشور ریاضی - 90 باتوجهبهجدولبالاتابعفقطیکمینیممنسبیدارد.

15222 ،ن2زگ -28 f( )=−1 2 )روینمودارتابعاست،پس , )−1 2 نقطۀ  2
.همچنین a b+ =−2 درنتیجه

f   a b  af x bx a b
x

b b a

( )( )

,

′ = + = −′ =− + →− + = →

=− ⇒ =− =−

1 0 2
2

2 2 0

2 43 2
3 3

. xf x
x

( ) ( )−′ =
3

2
4 1
3

بنابراین


x

f x

f

( )

max

−∞ +∞

′ + −

1

0

 



ریاضی - 89 )نقطۀماکزیممنسبیاست. , )−1 2 پسنقطۀ

15232 ابتدامشتقتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  1


f x x x f x x x x x

x x x xf x x x
x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

−
′= − ⇒ = − + −

− − + −′ = + − =

2 1 2
2 23 3 3

2 23 2
3 3

21 1 2 1
3

1 2 1 6 12 2 1
3 3



راحلمیکنیم: f x( )′ =0 اکنونمعادلۀ

 x x x x xf x x x
x x

 

( )( ) ( )( )
( ) ,

− − + − −′ = = = ⇒ = =
3 3

2 1 1 3 2 1 4 1 10 1
43 3


تابعمشتقراتعیینعلامتمیکنیم:



x

x x

x

f x

f

( )( )

( )

min max min

−∞ +∞

− − + + − +

− + + +

′ − + − +

3

10 1
4

2 1 4 1 0 0

0

0 0

   

خارج از کشور ریاضی - 95 طولنقطۀماکزیممنسبیاست. x=1
4
باتوجهبهجدول،

15242 ن2زگ -28  [ , ]−1 2 توج�هکنیدک�هتاب�عfدرابتداوانته�ایبازۀ  4
مش�تقپذیرنیس�ت،پسای�ننقطهه�ا،نقطههایبحران�یهس�تند.همچنین،
نیزنقطههایبحرانی x=1 و x=0 .بنابرایننقطههای f x  x x( ) | || |= −2 1

،بنابراین

x x x

f x x x x

x x x

( )

 − − ≤ ≤



= − + ≤ ≤

 − ≤ ≤

3

3

3

1 0

0 1

1 2

تاب�عfهس�تند.ازط�رفدیگ�ر،

 f x x( )′ = ⇒ =± 30
3

.درنتیجه

x x

f x x x

x x

( )

 − − < <

′ = − + < <

 − < <

2

2

2

3 1 1 0

3 1 0 1

3 1 1 2

ریاضی - 90 پستابعfششنقطۀبحرانیدارد.

15252 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2



f x x x x f x x x

f x x x x x

x x   (.¡.¡.ù)

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

,

′= − − + ⇒ = − −

′ = ⇒ − − = ⇒ + − =

=− =

3 2 2

2

3 9 5 3 6 9

0 3 2 3 0 3 1 3 0

1 3



fراپیدامیکنیمتابیشترینمقدارتابع f( )−1 و f( )2 ، f( )−2 اکنونمقادیر
. f( )− =1 10 و f( )=−2 17 ، f( )− =2 3 مش�خصش�ود: [ , ]−2 2 دربازۀ
تجربی - 92 پسبیشترینمقدارتابعfدراینبازهبرابر10است.

15262 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


f x x x f x x x

f x x x

f x x x

( ) ( )

( ) ,

( ) ,

′ ′′=− + ⇒ =− +

′ = ⇒ = =

′′ = ⇒ = =

3 2 24 12 12 24

0 0 3

0 0 2



بنابراینجهتیکنواییوتقعرنمودارfبهصورتزیراست:
x

f x

f x

f

( )

( )

−∞ +∞

′ + + + −

′′ − + − −

∩ ∪ ∩ ∩

0 2 3

0 0

0 0



 


)نمودارتابعfصعودیوتقعرآنروبهپاییناست. , )2 3 )و , )−∞ 0 رویبازههای
تجربی - 91 

ت
ن



)185(

15272 مش�تقاولودومتاب�عfرابهدس�تمیآوری�موتعیینن2زگ -28  3
علامتمیکنیم:

 f x x x x f x x x f x x

f x x  x       f x x

( ) ( ) ( )

( ) , , ( )

′ ′′= − − ⇒ = − − ⇒ = −

′ ′′= ⇒ =− = = ⇒ =

3 2 21 3 2 3 2 2
3
0 1 3 0 1





x

f x

f x

f

( )

( )

−∞ − +∞

′ + − − +

′′ − − + +

∩ ∩ ∪ ∪

1 1 3

0 0

0

   

)نمودارتابعfنزولیوتقعرآنروبهبالاست. , )1 3 پسرویبازۀ
خارج از کشور تجربی - 91 

15282 xن2زگ -28 y x y+ = ⇒ = −2 88 88 2 باتوجهبهشکلزیر،  2
Sماکزیممباشد: xy= میخواهیممساحتمستطیلیعنی


S y y y y y

S y y y

S mmax

( ) ( )

( )

= − =− +

′ =− + = ⇒ =

=

2

2

88 2 2 88

4 88 0 22

968



خارج از کشور ریاضی - 91 

15292 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
x x x x

y  
x x x

x x x x
y

x x x

x x x
y

x x

 IÄ 

 IÄ 

 IÄ 

 − ≥ ≤=
− + ≤ ≤
 − > ≤′=
− + ≤ <

− > <′′=
− + < <

3 2

3 2

2

2

4 4 0

4 0 4

3 8 4 0

3 8 0 4

6 8 4 0

6 8 0 4

x

y

−∞ +∞

′′ − + − +

40 4
3
0

تغییرمیکندولیفقطدر x=4 و x=4
3
، x=0 جه�تتقعرنمودارتابعدر

تابعمش�تقپذیراس�توخطمم�اسدارد.پسایندوطول x=0 و x=4
3

ریاضی- 92 نقاطعطفنمودارتابعهستند.

15302 ب�اتوجهبهنمودارتابعfمش�خصاس�تک�هتابعفقطن2زگ -28  2
ج�وابمعادلۀ x=3 ی�کنقطۀاکس�ترممنس�بیب�هط�ول3دارد.بنابراین

درایننقطهتغییرعلامتمیدهد: f x( )′ استو f x( )′ =0



f x ax x bx

f x ax x bx x ax x b

f x x ax x b

( )

( ) ( )

( ) ,

= + +

′ = + + = + +

′ = ⇒ = + + =

4 3 2

3 2 2

2

2

4 6 2 2 2 3

0 0 2 3 0



باش�دواینمعادلهنباید ax x b+ + =22 3 بایدجوابمعادلۀ0 x=3 پ�س
داشتهباشد.بنابراین x=0 جوابدیگریغیراز

x b b x a a      ,= ⇒ + + = ⇒ = = ⇒ + + = ⇒ =− 10 0 0 0 0 3 18 9 0 0
2

تجربی - 92 

ت
ن

ت
ن

15312 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
f x  a x a af x x  x

x x
( )( ) ′ =−′ = − = → =

3 0 302 2
22

2

رابررسیکنیم.درهمسایگیاین x x= جزءدامنۀتابعنیستوتنهاباید0 x=0

(،بنابراین a ازمنفیبهمثبتتغییرمیکند)بهازایهمۀمقادیر f ′ نقطه،علامت
 نقطۀمینیممنسبیتابعاستوتابعماکزیممنسبیندارد. x x= 0 همواره

خارج از کشور  ریاضی - 89 

15322 ،بنابراینازن2زگ -28 f x( )− < ≤1 0 ،پ�س x x[ ]≤ − <0 چون1  2

اکیداًصعودیاست،نتیجهمیشود xg x( )=2 اینکهتابع

 g g f x g gof x( ) ( ( )) ( ) ( )( )− < ≤ ⇒ < ≤11 0 1
2



پستابعgofمقدارماکزیممنسبیداردومقدارمینیممنسبیندارد.بهنمودارتابع
توجهکنید. [ , )−1 1 دربازۀ


x x

x x

x f x x gof x

x f x x gof x

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

− −

−

− ≤ < ⇒ =− − ⇒ = =

≤ < ⇒ =− ⇒ = =

1 1 11 0 1 2
2 2

10 1 2
2



ریاضی - 91 

15332 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 x x x xf x x x
x x x

( ) − + − −′ = + = =
2 2 2 23
3 3 32 2 2

28 6 28 7 282
3 3



 x=−2 و x=2 مش�تقپذیرنیس�تودرنقطههای x=0 تاب�عfدرنقط�ۀ
مش�تقآنصفراس�ت.پسمجموعۀطوله�اینقاطبحرانیتاب�عfبهصورت
تجربی - 83 }است. , , }−2 0 2

15342 مشتقپذیرنیست،ن2زگ -28 [ , ]−2 2 تابعfدرابتداوانتهایبازۀ  4
پ�سای�ننقطهه�ا،نقطهه�ایبحرانیهس�تند.همچنی�نتاب�عfدرنقطههای
مش�تقپذیرنیس�ت،پسای�ننقطههانیزنقطهه�ایبحرانی x=1و x=−1

،بنابراین

x x x

f x x x x

x x x

( )

 − − ≤ ≤−



= − + − ≤ ≤

 − ≤ ≤

3

3

3

2 1

1 1

1 2

هستند.ازطرفدیگر،

x x

f x x x

x x

( )

 − − < <−

′ = − + − < <

 − < <

2

2

2

3 1 2 1

3 1 1 1

3 1 1 2

درنتیجه

 f x x( )′ = ⇒ =± 30
3

خارج از کشور ریاضی - 87 پستابعfششنقطۀبحرانیدارد.



فصل دوم: آزمون ها
)186(

15352 )راپیدامیکنیم:ن2زگ -28 , )−4 3 طولنقاطبحرانیتابعرویبازۀ  2

 f x x x x f x x x

f x x x x   x

( ) ( )

( ) ( )( ) ,

′= − − ⇒ = − −

′ = ⇒ − + = ⇒ =− =

3 2 21 15 2 15
3
0 5 3 0 3 5



دربازۀموردنظرنیس�ت.براییافت�نمقادیرماکزیممومینیمم،مقدار x=5
تابعرادرنقاطزیرباهممقایسهمیکنیم:



f

f

f

 

( ) /

( )

( )

− =− − + =− + = =

− =− − + =− + =

= − − =−

64 64 684 16 60 44 22 6
3 3 3
273 9 45 18 45 27
3

273 9 45 45
3

مینیمممطلقتابع f( )=−3 45 مقدارماکزیمممطل�قو f( )− =3 27 پ�س
تجربی - 95 دادهشدهدربازۀموردنظراست.

15362 بایدمشتقدومتابعراتعیینعلامتکنیم:ن2زگ -28  2
x xf x f x x
x x x

x x x x xf x
x x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

+ −′= ⇒ = × =
+ + +

+ − + × −′′ = =
+ +

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 4 2 3

9 12 9 62
12 12 12

6 12 2 12 2 6 18 4
12 12

.بنابراینبیشترین x− < <2 2 ،یعنی x− >24 0 ،باید f x( )′′ >0 برایآنکه
ریاضی - 88 . ( )− − =2 2 4 برابراستبا b a− مقدار

15372 مشتقدومتابعfراپیدامیکنیموآنراتعیینعلامتمیکنیم:ن2زگ -28  1


f x x x x x f x x x

xf x x  x  
x x x x x

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

−

− −

′= + = + ⇒ = +

−′′ = − = − =

3 1 1 1
2 2 2 2

1 3
2 2

3 33 3
2 2

3 13 3 3 1 1
4 4 4 4



x

f x

f

( )

+∞

′′ − +

∩ ∪

0 1

0

)روبهپاییناس�توبیش�ترین , )0 1 پ�سجهتتقعرنم�ودارتابعfرویبازۀ

خارج از کشور تجربی - 92 برابر1است. b a− مقدار

15382 چونطولنقطۀعطفبرابر1است،پسن2زگ -28  3

 a a
a

( )− −
= ⇒ = ⇒ =

1 11 3 1
3 3



درضمن،مختصاتنقطۀعطفدرضابطۀتابعصدقمیکنند:

 y x x x b b b##( , )−= − − + →− = − − + ⇒ =1 33 21 1 23 3 1 3
3 3 3



اس�ت.براییافتن y x x x= − − +3 21 23
3 3

بنابرای�نضابطۀتابعبهصورت

نقطۀماکزیممنسبیتابع،مشتقتابعرابرابرصفرقرارمیدهیم:
y  y x x x x x #( )( ) ,′=′= − − → − + = ⇒ =−02 2 3 3 1 0 1 3

x

y

y

−∞ − +∞

′ + − +

1 3

0 0

  



نقطۀماکزیممنسبیتابعاست.مقدارتابعدراین بنابرایننقطهایبهطول1−
نقطهبرابراستبا

y( ) ( ) ( ) ( ) −− = − − − − − + = − + + = + =3 21 2 1 2 1 71 1 1 3 1 1 3 2
3 3 3 3 3 3

تجربی - 96 

15392 ن2زگ -28 x=−1 ب�اتوجهبهنمودارمیتوانگف�تتابعدرنقطۀ  1
.همچنینجهتتقع�رنموداردرایننقطه f ( )′ − =1 0 مم�اسافقیدارد،پس

.بنابراین f ( )′′ − =1 0 تغییرکردهاست،پس

f x x x ax b
f x x x ax bx

f x x x a

f a b a b a

f a a b

( )
( )

( )

( )

( )

 ′ = − + += − + + ⇒
′′ = − +

′ − =− − − + = − + = =−    ⇒ ⇒  
′′ − = + + = + = =−    

3 2
4 3 2

2

4 3 2

12 6 2

1 4 3 2 0 2 7 9

1 12 6 2 0 2 18 0 11
خارج از کشور ریاضی - 94 

15402 )نزولیاس�ت،پ�سرویاینبازهن2زگ -28 , )−∞ 0 تابعرویبازۀ  2
. f x( )′ >0 )صعودیاست،پسرویاینبازه , )+∞0 ورویبازۀ f x( )′ <0
دونقطۀاکس�ترممنس�بیدارد.در f ′ درضمنتابعدونقطۀعطفدارد،پس
اس�ت.تنهاگزینهایکهتماماینشرایطرادارد f ′ مجانبافقی y=0 نهایت
خارج از کشور ریاضی - 93 گزینۀ)2(است.

15412 اگرتابعfدرنقطۀcمش�تقپذیرباش�د،مش�تقآندراینن2زگ -28  3
نقطهبرابرصفراست،پسمشتقراستتابعنیزدرایننقطهبرابرصفراست.اگر

تابعfدرنقطۀcمشتقپذیرنباشد،مشتقراستآندرایننقطهمثبتاست.

خارج از کشور ریاضی 90 

15422 مشتقپذیرن2زگ -28 x=± 3 توجهکنیدکهتابعfدرنقطههای  4
نیست،بنابراینایننقطهها،نقطههایبحرانیتابعfهستند.ازطرفدیگر،



x x x

f x x x x

x x x

( )

 − ≤−



= − + − ≤ ≤

 − ≥

3

3

3

3 3

3 3 3

3 3



.درنتیجه
x x

f x x x

x x

( )

 − <−
′ = − + − < <


− >

2

2

2

3 3 3
3 3 3 3

3 3 3
پس

 f x x( )′ = ⇒ =±0 1
اکنونتوجهکنیدکه


x

f x

f

( )

−∞ − − +∞

′ + − + − +

3 1 1 3

0 0

    

خارج از کشور ریاضی - 88 پستابعfدرچهارنقطهاکسترممنسبیدارد.

15432 مشتقتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  1
x x x

x xxf x
x x x x x

( )
( )

× − +
− ++′ = = =−

+ +

2
2 22

2 2 2 2 2

2 1
1 12 1

1 1
،تابعمش�تقپذیراس�ت، f ریش�هن�داردودرهمۀنقاطدامنۀ f ′ پ�ستابع
خارج از کشور ریاضی - 90 بنابراینتابعfنقطۀبحرانیندارد.

ت
ن

ت
ن



)187(

15442 ب�اتوج�هب�هش�کلن2زگ -28  4
مقابلهرسهگزینۀ)1(،)2(و)3(نادرست
هس�تند.گزین�ۀ)4(درس�تاس�ت،زیرابا
همس�ایگی در f تاب�ع اینک�ه ب�ه توج�ه

تعریفش�دهاست،درایننقطهمقدارتابعfدرتعریفاکسترمم x c= نقطۀ
ریاضی - 88 نسبیصدقمیکند.

15452 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  1
xf x f x

x x

x x x x xf x
x x

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

′=− ⇒ =
+ +

+ − + × × −′′ = =
+ +

2 2 2

2 2 2 2

2 4 2 3

2 4
3 3

4 3 2 3 2 4 12 1
3 3

،پستقعرنمودارتابعروبهبالااست. f x( )′′ >0 ، x− < <1 بهازای1
ریاضی- 90 

15462 راه حل اولمشتقدومتابعراپیدامیکنیمومحدودهاین2زگ -28  3
راتعیینمیکنیمکهعلامتآنمنفیاست:

x

x

x x x
f x

x x x

x x x
f x

x x x

x x
f x

x x

x x
f x

x x x

¸§µ¶oÃü

( )

( )

( )

( )
>

<

 − ≥=
− + ≤
 − >′ =
− + <

− >′′ =
− + <
 − < ⇒ < →′′ < ⇒
− + < ⇒ > → < <

3 2

3 2

2

2

3

3

3 3

3 3

3 6 3

3 6 3

6 6 3

6 6 3

6 6 0 1
0

6 6 0 1 1 3
. b amax( )− = − =3 1 2 پس

،برایرس�منمودارتابعم�وردنظرکافی g x x x( )= −3 23 راه ح��ل دوماگر
قرینهکنیم. x نسبتبهمحور x<3 رادرمحدودۀ g استنمودار

)تقعر , )+∞1 برابر1اس�ت،پ�سرویبازۀ g چ�ونط�ولنقطۀعطفتابع

 f )تقعرنمودارتابع , )1 3 روبهبالااست.بهاینترتیبرویبازۀ g نمودارتابع

خارج از کشور ریاضی - 86 روبهپاییناست.
15472 مشتقاولبایدمثبتومشتقدومبایدمنفیباشد:ن2زگ -28  1

f x x x x x x

x x

f x x x x x

x x

f x x x

( ) sin cos cos cos (sin )

cos

( ) cos sin ( sin sin )

(sin )( sin )

( ) sin sin

′ = − = − >

π π< ⇒ < <

′′ = + = − + +

= − − −

′′ < ⇒− − > ⇒ <−

2

2 2 2 1 0

30
2 2

2 2 2 2 2 1

2 1 2 1

10 2 1 0
2

خارج از کشور ریاضی - 96 )هردوشرطبرقراراست. , )π π7 3
6 2

پسدربازۀ

15482 ابتداشرطصعودیبودنتابعرابررسیمیکنیم:ن2زگ -28  3
  f x x m x m

m m

( ) ( ) ( )∆ ≤′ = − + + → + − ≤

− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤

02 23 2 2 3 4 2 36 0

3 2 3 5 1
اکنونطولنقطۀعطفراپیدامیکنیم:

mf x x m x( ) ( ) +′′ = − + = ⇒ = 26 2 2 0
3

تجربی - 94 . m+− ≤ ≤21 1
3

بهدستمیآید m− ≤ ≤5 ازشرط1

15492 ازتابعدوبارمشتقمیگیریم:ن2زگ -28  3
x x xx x x

f x       f x
x x

x x
x x

f x
x

x

( ) , ( )

( )

 − ≥−− ≥−
 ′= = 

≤−− − ≤− 
 

− >−
′′ =
− <−



23 2

2

3

3 6 13 1
99 113 1

6 6 1

18 1

دردونقطهتغیی�رعلامتمیدهد: f پیوس�تهاند.تاب�ع′′ روی f ′ تواب�عfو
صفرمیشودودرهمسایگی f ضابطۀاولتابع′′ x=1درنقطۀ( x=−1و x=1
منفیودرهمس�ایگیچ�پ،علامتآنمثبت f علامت′′ x=−1راس�تنقطۀ
ریاضی - 89 وجوددارد،پسدونقطۀعطفداریم. f ′ است(.چوندرهردونقطه

15502 ب�اتوجهبهگزینههاواینکهمجانبقائمنموداردرس�متن2زگ -28  4

ونمودار af( )=0
4
.چون b=−4 راس�تمحورyاس�ت،میتواننتیجهگرفت

a a> ⇒ >0 0
4

تابع،محورyرادرنقطهایباعرضمثبتقطعکردهاست،پس
تجربی - 93 

15512 عباراتگزینههای)2(و)4(درس�تهس�تند.همچنینن2زگ -28  3
،پس f c( )′ =0 موجودباشد،آنگاه c درنقطۀاکسترممنسبی f ′ میدانیماگر
گزینۀ)1(نیزعبارتیدرستاست.گزینۀ)3(نادرستاست،زیراهرنقطۀبحرانی
ریاضی - 90 . f x x( )= 3 در x=0 لزوماًاکسترممنسبینیست،مانند

15522 ن2زگ -28 x=−2 ، f x x x x( ) ( )|( )( )|= − − +1 1 2 تاب�ع در  3
 x=−2 ریش�ۀس�ادهعب�ارتداخ�لقدرمطلقاس�ت،پ�ستاب�عfدرنقطۀ

مشتقپذیرنیست.
نیزمش�تقتابعبرابرصفراس�توبههمیندلی�لایننقطهنیزجزء x=1در

نقاطبحرانیتابعاست.اکنونتوجهکنیدکه
x x x x

f x
x x x x

f x x x

x x x x x x

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) (( ) ( ))

( )( ) ( ) ( )( ) ,

 − + − + ≥=
− − + − + <

′ ′= ⇒ − + =

− + + − = − + = ⇒ = −

2

2

2

2

1 2 1 2 0

1 2 1 2 0

0 1 2 0

2 1 2 1 1 3 3 0 1 1

پسنقط�ۀبحرانیس�وم،نقط�هایبهطول
است.بنابراین x=−1


A

B C

ÂºHodM óI£º :  

     

( , )

( , ) , ( , )

−

− −

2 0

1 0 1 4

درنتیجه

ABCS “IŸUnH# ½k–I¤
×= × = =1 4 3 6

2 خارج از کشور ریاضی - 292 



فصل دوم: آزمون ها
)188(

15532 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

 f x x x x x x x( )= + − = − −3 3 32 3 3 3 2 

 x x x− ≤3 33 2 3 ،پس x x x− ≤3 2 3 واضحاستکهبرایهرxحقیقی
.پسکمترینمقدارتابعبرابر f( )=0 0 .ازط�رفدیگر f x( ودرنتیج�ه0≤(
ریاضی - 92 صفراست.

15542 ش�یبخ�طمماسبرنم�ودارتابعfدرنقط�ۀبهطولxن2زگ -28  4
. m f x x x( )′= =− + −2 4 است.بنابراین1 f x( )′ برابربا

رابهدستمیآوریم: f x( )′ بیشترینمقدار

 m  m x x m′=′=− + → = ⇒ =02 4 2 3 
fبنابراینخطیباشیب3موردنظراستکهدرنقطهایبهطول2برنمودارتابع

مماسشدهاست.معادلۀاینخطرامینویسیم:

 y f x y x( ) ( )− = − ⇒ − = −102 3 2 3 6
3



اینخطمحورyرادرنقطهایبهطولصفرقطعمیکند:

 x y  y= ⇒ − = − ⇒ =−10 80 0 6
3 3


خارج از کشور ریاضی - 97 

15552 مشتقدومتابعfرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  1
f x x x

x xf x x
x x
x xx x

x xxf x
x x x

( )

( )

( )

( )
( )

( )

= +

+′ = + + =
+ +

+
+ −

++′′ = =
+ + +

2

2 22
2 2

2
2

22

2 2 2

2

2 2 22
2 2 2

2 2 24 2
2 32 2

2 2 2



بهصورتزیراست: f x( )′′ پسجدولتعیینعلامت
x

f x

f

( )

−∞ +∞

′′ − +

∩ ∪

0

0

aروبهبالاست.پسکمترینمقدار( , )+∞0 جهتتقعرنمودارتابعfرویبازه
تجربی - 92 برابرصفراست.

15562 مشتقاولومشتقدومتابعبایدمنفیباشند:ن2زگ -28  2



f x f x       f x x
f x x x x x

f x x x x x
x x

x
f x f x x

x

  

  

( ) , ( ) , ( ) (cos )

( ) sin (cos ) sin sin

( ) cos cos ( cos cos )

( cos )(cos )

sin
( ) , ( )

cos

′ ′′< < = − −

′ =− − = −

′′ = − =− − −

=− + −

<
 π′ ′′< < ⇒ ⇒π< <

<−

2

2

0 0 1 1
2 1 2 2

2 2 2 2 2 1
2 2 1 1

0
40 0 1 3

2
ریاضی - 96 

15572 ازتابعدادهشدهدوبارمشتقمیگیریم:ن2زگ -28  1


y x x y x  x

y x  x x x( )

−

− − −

′= − ⇒ = −

− −′′= − = +

2 5 1 2
3 3 3 3

4 1 4
3 3 3

10 55
3 3

10 10 10 1
9 9 9

در y′′ .ازطرفدیگرعلامت x=−1 بهدستمیآید y′′=0 باحلمعادلۀ
ریاضی - 95 طولنقطۀعطفاست. x=−1 ایننقطهتغییرمیکند،پس

15582 ن2زگ -28 M x( , )0 راه ح��ل اولفرضمیکنیمنقط�ۀموردنظر  4
بیشترینمقدارشود.پس AM BM| |− باشد.میخواهیم


d AM BM x x

x xd   
x x

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

= − = − + − − +

− −′= − =
− + − +

2 2

2 2

1 25 7 4

2 1 2 7 0
2 1 25 2 7 4



 x=11توجهکنیدکهدرنقطۀ. x=11پسازحلمعادلۀبالابهدستمیآید
ماکزیمماست. AM BM| |− مقدارdچهماکزیممباشدچهمینیمم،مقدار
میگیری�م.چونفاصلۀنقطۀMاز M x( , )0 راه ح��ل دومنقطۀموردنظررا

است،باتوجهبه B ( , )′ 7 2 دقیقاًبهاندازۀفاصلۀآنازنقطۀ B( , )−7 2 نقطۀ

ش�کل،تفاضلفواصلموردنظرس�ؤالزمانیبیش�تریناستکهنقطۀMروی
Bباشد.بنابراین A′ خط

x x x
x

− −= ⇒ − =− ⇒ = ⇒ =
− −

5 2 2 0 21 3 12 3 33 11
1 7 7

ریاضی - 93 

15592 اس�ت.طبقش�کل،نمودارازن2زگ -28 y a= مجان�بافقیتابع  3
،درنتیجه f a( )=0 عبورمیکند،بنابرای�ن y نقط�ۀبرخوردمجانبومح�ور

برآن x .اکنونازاینکهنموداردرقس�متمثب�تمحور a=2 ،پ�س a=2
1

ریشۀمضاعفمثبتدارد.پس f x( )=0 مماساست،نتیجهمیگیریممعادلۀ
 

b
x bx b b

  

SLX¶ þøIñ¶ ¾â zÄn∆=
<

+ + = → = → =−02 2
02 2 0 16 4

ریاضی- 91 

15602 ب�هازایریش�ههایمخرج،تابعحف�رهدارد.بنابرایندرن2زگ -28  3
ای�ننق�اطحدتابعموجوداس�ت.درنتیجهصورتومخ�رجبایدبهصفرمیل

x x xsin cos π+ = ⇒ =30
4

کنند.بنابراین

a b a b( )− + = ⇒ =1 0 پس
بنابراین



a xa x af x
x x x x

a x x a x x
x x

f x a x x

f x x x x k

( sin )sin( )
sin cos sin cos

(sin cos )
(sin cos )

sin cos
( ) (cos sin )

( ) sin cos

++= =
+ +
+

= = +
+

′ = − =

π′ = ⇒ = ⇒ = π+

2

1 22

0

0
4



باتوجهبهنمودارمش�خصاس�تکهمقدارتابعدراولیننقطۀاکسترممنسبی
سمتراستمحورعرضهابرابر2است.پس

 f a a( ) ( )π = ⇒ + = ⇒ =2 22 2 2
4 2 2


ریاضی - 93 



15612 بهکمکشکلزیرپیدامیشود:ن2زگ -28 A B مجموعۀ  4

وCبهشکلزیراست: A B .اجتماعدومجموعۀ A B ( , )= −2 3 پس

. A B C( ) ( , ]= −2 4  یعنی

15622 )،بنابراینن2زگ -28 , ) [ , )−∞ +∞ =3 2  باتوجهبهشکلزیر  2

)است. , ] ( , )−∞ +∞1 4 راپیداکنیمکهحاصلآن ( , ]− 1 4 میخواهیم

15632 بزرگترباشد،یعنین2زگ -28
n+

1
3
بایداز 1

4
عدد  2

 n n
n

< ⇒ + > ⇒ >
+
1 1 3 4 1

3 4


بیشترباشد،یعنی
n+
1

1
نبایداز 1

4
عدد

 n n
n

≥ ⇒ + ≤ ⇒ ≤
+
1 1 1 4 3

1 4


بنابراینعددطبیعیnمیتواندبرابر2یا3باشد.

15642 نقطۀوسطپارهخط،متناظربامیانگینابتداوانتهایبازهن2زگ -28  3
است،یعنی

 a a a a( )+ + − += = ⇒ =
2 2 2 22 1 1 5 9

2 2


استوطولاینبازهبرابراستبا [ , ]−9 19 بنابراینبازۀموردنظر
( )− − =19 9 28

15652 ازرویشکلزیرمعلوماستکهبایدن2زگ -28  3
a a a

b b b

+ ≤− ≤− − ≥    ⇒ ⇒  
≥ ≥ ≥    

3 1 4 4

1 1 1

،شرطدادهشدهدر b=1 و a=−4 .درضمناگر b a− ≥ + =1 4 5 بنابراین
مسئلهبرقراراست.

15662 ن2زگ -28 b a b a+ − = − +2 2 برابراستبا a b( , )+2 طولبازۀ  1
برابراستبا a b( , )− +2 1 2 3 وطولبازۀ

 b a b a( ) ( )+ − − = − +2 3 2 1 2 2 
است. a b( , )− +2 1 2 3 نصفطولبازۀ a b( , )+2 بنابراینطولبازۀ

فصلششم

فصل دوم: آزمون ها

15672 ،بنابراینن2زگ -28 a a− <− 2 و a a<3 ،پس a< <0 1 چون  3
 a a a a a a( , ) ( , ) ( , )− − = −2 3 2 3

 

15682 بهشکلزیرهستند:ن2زگ -28 A10و…، A3 ، A2مجموعههای  2

 A A A                  [ , ] , [ , ] , , [ , ]= = =2 3 10
1 3 2 4 9 11
2 2 3 3 10 10

 

شاملهمۀمجموعههایدیگراست.یعنیهمۀ A2 واضحاس�تکهمجموعۀ
هس�تند.پساجتماعهمۀاین A2 مجموعهه�ایدیگرزیرمجموع�ۀمجموعۀ

است. A2 مجموعههاهمان

15692 ن2زگ -28 a=0 معلوممیشود a b( , ] [ , ) [ , ]− =1 1 0 1 ازتساوی  4

.بنابراین b=4معلوممیشود a b( , ] [ , ) ( , )− = −1 1 1 4 .ازتساوی b≥1و

a b+ =4

15702 اشتراکایندوبازهفقطزمانیتکعضویاستکهابتداین2زگ -28  4
منطبقباشد.درنتیجه a( , ]−∞ +4 برانتهایبازۀ a[ , )− + +∞2 1 بازۀ

 a a a− + = + ⇒ =−2 1 4 1

15712 میدانیمعضوهایAکوچکترازیامس�اویبا2هستندن2زگ -28  3
ومجموعۀموردنظرشاملاعضایAنیست،بنابراینگزینههای)1(،)2(و)4(

. B A ( , ) [ , ] ( , )− = − − =0 4 2 2 2 4 ردمیشوند.اکنوندقتکنیدکه

15722 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
A B A A B      ( ) ( , ) ( , ) ( , ] [ , )− = − = − − = −1 3 1 2 1 1 2 3 

15732 .ازن2زگ -28 a a a− < < −2 1 3 3 چ�ونaعضوبازهاس�ت،پس  2
نتیجهمیشود a a< −3 3 وازنابرابری a<1نتیجهمیشود a a− <2 1 نابرابری

 a a( , )− −2 1 3 3 .اکنونتوجهکنیدکهشرطاینکه a<3
4
.بنابراینباید a<3

4

،اینشرط a<3
4
،کهاگر a<4

5
،یعنی a a− < −2 1 3 3 بازهباشدایناستکه

)است. , )−∞ 3
4

همبرقراراست.بنابراینمجموعۀمقادیرممکنaبازۀ

15742 برابراس�تبان2زگ -28 a a( , )− +5 2 1 توج�هکنیدکهطولبازۀ  1
. a≤−2 ،پس a a+ − + ≤2 1 5 4 .بنابراین a a( ) ( )+ − −2 1 5

برابراستبا a a( , )− −6 3 1 ازطرفدیگرطولبازۀ
 a a a( ) ( )− − − = +3 1 6 2 5 

.پسحداکثرطولبازۀ a+ ≤2 5 ودرنتیجه1 a≤−2 4 ،پس a≤−2 چ�ون
موردنظربرابر1است.



فصل دوم: آزمون ها
)190(

15752 باتوجهبهفرضمسئلهوشکلزیر،نتیجهمیشودن2زگ -28  4
 b a b a( , ) [ , ) ( , )− =4 2



.اکنونمیتواننوشت b=− 1
3
و a=1

2
بنابراین

b a a b( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) { }− − = − − − = − − −1 1 1 1 12 1 2 2
3 2 3 2 3

 

15762 ش�روعمیش�ودون2زگ -28 −2 چ�وناش�تراکدوب�ازهازعدد  1
.بنابرای�نتس�اویدادهش�ده a=−4 ،یعن�ی a+ =−2 2 ،پ�س a a< +2
اس�ت.چوناش�تراکدرسمتچپبه b[ , ] [ , ] [ , ]− − = −4 2 2 2 1 بهصورت

. a b− =−5 .درنتیجه b=1 ،پس <1 2 عدد1ختمشدهاستو

15772 ک�هن2زگ -28 میش�ود معل�وم زی�ر ش�کل روی از  3
، a a− ≤ +3 1 2 وقت�یبرقراراس�تکه1 a a( , ] ( , )−∞ + − +∞ =2 1 3 1 

. a≤2 یعنی



15782 دردوحالتزیر،اشتراکدوبازهمجموعهایتکعضویمیشود.ن2زگ -28  3
حالت اول

 a a− =− ⇒ =1 2 3 2

حالت دوم
 a a+ =− ⇒ =−1 2 5 3 

ب�ازهباش�دای�ناس�تک�ه a a[ , ]− +1 2 1 2 اکن�ونتوج�هکنی�دش�رطاینک�ه
.بنابراینتنهامقدارقابلقبولبرایaبرابر2است. a>0 ،یعنی a a− < +1 2 1 2

15792 ن2زگ -28 n=1 ،بنابراینبهازای nI
n

( , )+= 1 2
2

فرضمیکنیم  1

 I ( , )= ⇒31
2

شاملهیچعددطبیعیاینیست.

، n=2 بهازای
I I( , )= ⇒ ∈1 2 1

2


، n=3 بهازای
I I( , ) ,= ⇒ ∈1 5 1 2

3 2


،بازۀIحداقلش�املاعدادطبیعی1و2اس�ت. n≥3 بهاینترتیببهازای
،بازۀدادهشدهفقطشاملیکعددطبیعیاست. n=2 پسفقطبهازای

15802 ،ن2زگ -28 a+ >2 0 اگ�ربهبازۀAدقتکنیدمعلوممیش�ودکه  3
درکدامناحیهباش�د، a−2 .ازرویمحورزیر،برحس�باینکه1 a>−2 پس

رابهدستآوردهایمودرجدولزیرآننوشتهایم. A B حاصل

حالت)1(حالت)2(حالت)3(
∅ a a( , ]− +2 1 2a( , ]+0 2A B

.درحالت)2( A B  ( , ]⊆ 1 3 حالت)1(قابلقبولنیست،زیرادراینحالت
واز a≥1 .ازنابراب�ریاولبهدس�تمیآی�د a+ ≤2 3 و a≤ −1 2 1 بای�د
بای�د )3( حال�ت در . a=1 پ�س  a≤1 میآی�د بهدس�ت دوم نابراب�ری
.درای�نحال�تاش�تراکAوBبرابرتهی a≥3 ودرنتیج�ه a a− ≥ +2 1 2

. a [ , ) { }∈ +∞3 1 است.پس  ( , ]1 3 استکهزیرمجموعۀ

15812 ،پسBهمنامتناهین2زگ -28 A B⊆ چونAنامتناهیاستو  4
 A B′
 اس�تواجتم�اعآنب�اهرمجموع�ۀدیگ�رینامتناهیاس�ت.یعنی

نامتناهیاست.

15822 میتواندمتناهییانامتناهین2زگ -28 B′ Bنامتناهیاس�ت،پس  1
متناهیاس�ت.همچنینچون A B′ باش�د،ولیچونAمتناهیاس�ت،پس
 A B′
 Bنامتناهیاس�ت،اجتماعآنباهرمجموعهاینامتناهیاست.یعنی

نامتناه�یهس�تند.توج�هکنی�دک�هچ�ونBنامتناهیاس�ت،پس A B و
نامتناهیاس�ت.پسمتناهی A′ مجموعۀمرجعهمنامتناهیاس�ت.درنتیجه

مشخصنیست. A B′
 یانامتناهیبودن

15832 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
 B C      { , , , , , , } , { , , , , , , , }= … =3 4 6 8 9 10 1 3 4 6 7 8 9 

. A B C( ) { , }− = 1 5 ودرنتیجه B C { , , , , , }= 3 4 6 8 9  بنابراین

15842 راه حل اول توجهکنیدکهن2زگ -28  1

 x x
x x x| |

− > > 
− > ⇒ ⇒ − <− < 

5 3 85 3 5 3 2 

. A { , , , , , , }′= 2 3 4 5 6 7 8 .درنتیجه A { , , , , , }= 0 1 9 10  بنابراین

. n A( )′ =7 یعنی
. A x x{ | | }|′= − ≤5 3 ،پس A x x{ | | }|= − >5 3 راه حل دومچون

نتیجهمیشود x| |− ≤5 3 ازنابرابری
 x x− ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤3 5 3 2 8 

. n A( )′ =7 ،بنابراین A { , , , }′= …2 3 8 است،پس مجموعۀمرجع

15852 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


n A n B

n A n A n B n B
n B n A n U n U n U

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

′+ = ′ ′⇒ + + + =
′+ = + = ⇒ =

17
30

13 30 15

. n C n C n U( ) ( ) ( )′+ = =15 بنابراین

15862 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − 

بنابراین
 n A B n A B n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = + ⇒ = ⇒ =2 24 3 8  

15872 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= − ⇒ =16 24 8

 

 



ازطرفدیگر،


n A B n A B n A B n B A

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= − + + −

= − + + ⇒ − = − =16 8 3 16 11 5

 



)191(

15882 تع�دادمحصولاتیکههردوعیبرادارندبرابراس�تبان2زگ -28  2
،یعن�ی10محص�ول.تع�دادمحصولات�یکهعی�بBرادارن�دبرابر −30 20
اس�ت،که10تاازآنهاعیبAرانیزدارند.پس15محصول − =45 20 25

فقطعیبBرادارندو20تاازآنهافقطعیب
Aرادارن�د.پس35ت�اازمحصولاتفقطیک

عیبدارند.

15892 مجموعۀبینندگانش�بکۀ1راب�اAومجموعۀبینندگانن2زگ -28  1
شبکۀ2راباBنشانمیدهیم:

n A n B n A B( ) , ( ) , ( )= = =65 45 20

.یعن�ی90نف�رحداق�لیک�یاز n A B( )= + − =65 45 20 90 درنتیج�ه
شبکههاراتماشامیکنند،پس10نفرهیچیکازایندوشبکهراتماشانمیکنند.

15902 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 n A B n A n B n A B k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − = − + − − = +3 1 3 2 2 4  

ازطرفدیگر،
 n A B n B k k( ) ( )≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤2 3 5 

. n A B k( )= + ≤ × + =2 4 2 5 4 14 بنابراین

15912 گزین�ۀ)3(ممک�ناس�تنادرس�تباش�د.ب�رایمثال،ن2زگ -28  3
متناهیاست. A B { }= 1 نامتناهیهستند،اما B  [ , )= 1 2 و A  ( , ]= 0 1

15922 ،پسن2زگ -28 A B { , }= 3 5 توجهکنیدکه  2
A B       C A B  ( ) { , , , }, ( ) { , }′ ′= =1 2 4 6 1 2   

15932 ′Cراپیدامیکنیم:ن2زگ -28 و B′ ، A′ ابتدامجموعههای  4
A B C          ( , ] ( , ) , ( , ] ( , ) , [ , )′ ′ ′= −∞ +∞ = −∞ − +∞ = +∞1 2 1 1 0 

. A B C( ) ( , )′ ′ ′− − = −1 0 ودرنتیجه A B ( , ]′ ′− = −1 1 بنابراین

15942 }اس�ت،ن2زگ -28 , , , , }1 2 3 9 راه ح��ل اول مجموعۀمرجع  4

C.درنتیجه { , , , , }= 2 3 7 8 9 و B { , , , , , }′= 1 2 4 6 8 9 پس

 A B A B C{ , } ( ) { , , , , , , }′ ′= ⇒ =1 6 1 2 3 6 7 8 9   

،هفتعضودارد. A B C( )′  ،بنابراینمجموعۀ n A B C(( ) )′ =7 

راه حل دومتوجهکنیدکه
 A B A B C      { , } , { , , , , }′= − = =1 6 2 3 7 8 9 

. A B C( ) { , } { , , , , } { , , , , , , }′ = =1 6 2 3 7 8 9 1 2 3 6 7 8 9   بنابراین

،هفتعضودارد. A B C( )′  پسمجموعۀ

15952 بازهباش�د،ن2زگ -28 n n [ , ]− −1 2 1 ابت�داتوجهکنیدبرایاینکه  4
.اگرایندومجموعهجداازهمباشند،دوحالتزیرپیشمیآید: n>0 باید

حالت اول 

 n n− < ⇒ <2 1 5 3 
حالت دوم

 n n− > ⇒ >1 7 8 
7،6و8نمیتواندباشد. ،5 ،4 ، 3 بنابراینnاعدادطبیعی

15962 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + −  

پس
 n A n B n A B n A B( ) ( ) ( ) ( )+ = + =24  

بهاینترتیب


n A n B

n B
n A n B

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ = ⇒ =
− =

24
10

4


15972 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 A B A B B n A B n B( ) ( )⊆ ⇒ = ⇒ =  

.ازطرفدیگر، n B( )=9 ،پس n A B( )=9 طبقفرض
 n A n A n B n B n A n A( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′+ = + ⇒ + = + ⇒ =14 9 10 5 

15982 ف�رضکنی�دAمجموع�ۀعلاقهمن�دانب�هریاض�یون2زگ -28  2
Bمجموعۀعلاقهمندانبهفیزیکباش�د.اگرتعدادکسانیکهبههیچکداماز

ایندودرسعلاقهمندنیستندxباشد،آنگاه
n A B n A n B n A B

x n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + −

− = + −100 85 70

 



، x=0 حداقلباشد،باید n A B( ) .برایاینکه n A B x( )= +55 پس
برابربا55است. n A B( ) بنابراینحداقلمقدارممکن

15992 راه حل اولفرضکنیدن2زگ -28  2
xنفرنهچایدوس�تدارند،ن�هقهوه،بنابراین
نف�ریاچ�ایدوس�تدارندی�اقهوهو x−30
yنفرهمچایوهمقهوهدوس�تدارند.تعداد
کس�انیراکهچایی�اقهوهیاهردورادوس�ت
دارنددرنمودارونمقابلمشخصکردهایم.

 x y y y x y+ − + + − = ⇒ = −18 15 30 3 
باتوجهبهاینکهتعدادافرادهیچگروهیمنفینیست،میتواننوشت
 x y y y y        , ,≥ ≥ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ≤0 0 15 0 15 0 15 

پس
 y x≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤0 3 12 0 12 

پسحداکثر12نفرنهچایدوستدارندنهقهوه.
راه حل دومفرضکنیدAمجموعۀدانشآموزانیباشدکهچایدوستندارند

وBمجموعۀدانشآموزانیباشدکهقهوهدوستندارند.دراینصورت


n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − = −12 15 27

 

 



،بنابراین n A B n B( ) ( )≥ =15 ازطرفدیگر،
 n A B n A B( ) ( )= − ≤ − =27 27 15 12  

بنابراینحداکثر12دانشآموزممکناس�تکهنهچایدوستداشتهباشندنه
،اینوضعیتپیشمیآید(. A B⊆ قهوه)توجهکنیدکهاگر

16002 .ازطرفدیگر،ن2زگ -28 A B B= ،پس A B⊆ چون  3
 A B n A n B( ) ( )⊆ ⇒ ≤ 

 n A n B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ≤ + =14 2 2 3 اکن�ونتوج�هکنی�دک�ه
.بنابراین n B( )≥5 عددیطبیعیاست،پس n B( ) وچون

n A B n B( ) ( )= ≥5



16012 ش�کلاولدارای4چ�وبکبری�تاس�توه�رش�کل3ن2زگ -28  3
چوبکبریت n( )+ −4 3 1 چوبکبریتبیشترازقبلیدارد.پسشکلnاُمدارای
چوبکبریتدارد.پسشکلبیستم61چوبکبریتدارد. n+3 است.یعنی1

16022 ش�کلاولدارای5چوبکبریتاس�تودرهرمرحله4ن2زگ -28  3
 n( )+ −5 4 1 چوبکبریتبهشکلمرحلۀقبلاضافهمیشود.پسدرشکلnاُم
چوبکبریتدرشکلnاُموجوددارد. n+4 1 چوبکبریتوجوددارد.یعنی

پسدرشکلپانزدهم،61چوبکبریتوجوددارد.
16032 تعدادنقاطرویش�کل)1(برابر5اس�تودرهرمرحلهن2زگ -28  2

 n( )− ×1 4 4نقطهبهنقاطشکلقبلاضافهمیشود.پسدرمرحلهnاُمبهتعداد
،یعنی n n( )− + = +4 1 5 4 نقط�هب�ه5نقطۀش�کل)1(اضافهش�دهاس�ت:1

نقطهدارد.پسشکلدهم41نقطهدارد. n+4 1 شکلnاُم،
16042 درشکلnاُمتعدادمثلثهایرنگشدهبرابراستبان2زگ -28  1

 n nn ( )
( )

−
+ + + + − =

10 1 2 1
2

 

برایاینکهبدانیمدرکدامش�کل36مثلثرنگشدهوجوددارد،معادلۀزیررا
n n n n n n( )

( )( )
−

= ⇒ − − = ⇒ − + =21 36 72 0 9 8 0
2

حلمیکنیم:

،یعنیدرش�کلنهم36مثلثرنگ n=9 چونnعددیطبیعیاس�ت،پس
شدهوجوددارد.

16052 تاین2زگ -28 n( )+1 دایرهوجودداردکه n( )+ 21 درشکلnاُم،  4

استکهبرابر n n( ) ( )+ − +21 1 آنرنگنشدهاست.پستعداددایرههایرنگی

. n n+2 استبا
16062 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

n
na n n a a a a== − + → = − + ⇒ =−12

1 1 1 13 2 3 1 2 2

. a ( )= × − + − =4 3 16 4 2 2 40 بنابراین

16072 مق�دارnراکهش�مارۀجملۀن2زگ -28 na = 1
80

ب�احلمعادل�ۀ  3
موردنظراست،مییابیم:

n n n n n
n
+ = ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =
−

2 2 2 2
2

1 1 80 80 81 1 81 9
8081 1

است. 1
80

برابر a9 بنابراین

16082 برایک�داممقادیرnن2زگ -28 na /<3 9 بای�دببینی�منامعادلۀ  2
درستاست:

n n n n
n
− < ⇒ − < + × ⇒ <
+

4 1 39 40 10 39 39 6 244
6 10

،یعنی243جملۀاولدنبالهکمتراز3/9هستند. n≤243 بنابراین
16092 توجهکنیدکهن2زگ -28  1

 na n n< < ⇒ < + − <272 160 72 2 8 160 
بنابراین

n n n n n n

n n n n n n

( )( )

( )( )

+ − < ⇒ − + < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ ≤

+ − > ⇒ − + > ⇒ > ⇒ ≥

2

2

2 8 160 12 14 0 1 12 1 11

2 8 72 8 10 0 8 9
10،9و11باشد. درنتیجهnمیتواندعددهای

فصلهفتم

فصل دوم: آزمون ها

16102 ،عددن2زگ -28 ×3 5 عددآخردستۀاول5،عددآخردستۀدوم  1
است.پس n( )− ×2 1 5 ،…وعددآخردستۀnاُمبرابر ×5 5 آخردس�تۀسوم
)اس�ت.پ�سع�دداول )× − × =2 49 1 5 485 ع�ددآخ�ردس�تۀچهلونه�م

دستۀپنجاهم،برابر487خواهدبود.
16112 ش�کلاول4چ�وبکبری�تداردوبرایس�اختنهرش�کل،9ن2زگ -28  3

 n−9 5 یعنی n( )+ −4 9 1 چوبکبریتبهشکلقبلیاضافهمیشود.پسدرشکلnاُم،
چوبکبریتوجوددارد.بنابرایندرشکلچهاردهم121چوبکبریتوجوددارد.

16122 راه حل اولتعدادنقاطشکلهارادرجدولزیرملاحظهمیکنید:ن2زگ -28  3

n
321شمارۀشکل

n n n( )+ + +2+ +3 5 3+ +2 4 2+ +1 3 تعدادنقاط1

نقطهداریم.یعنیدرشکلبیستم62نقطهداریم. n+3 2 بنابرایندرشکلnاُم،
راه حل دوماگر4نقطهبهچهارگوش�ۀشکلهااضافهکنیم،تعدادنقاطشکلnاُم
نقطهداریم. n( )+ −3 2 4 خواه�دبود.پ�سدرش�کلnاُم، n( )+3 2 براب�ر

یعنیدرشکلبیستم62نقطهداریم.
16132 تعدادمربعهایرنگشدهدرشکلnاُمبرابراستبان2زگ -28  3

 n+ + + +1 2 3 

. n( )+ + + + −0 1 2 1 تعدادمربعهایرنگنشدهدرشکلnاُمبرابراستبا
بنابراینتعدادمربعهایرنگشدهدرشکلnاُم،nتابیشترازتعدادمربعهای
رنگنش�دۀآناس�ت.پسدرش�کلس�یاُم،اخت�لافمربعهایرنگش�دهو

رنگنشدهبرابر30تااست.
16142 تعدادکلگویهادرشکلnاُمبرابراستبان2زگ -28  2

n n( )+ + + + − = 21 3 5 2 1

تعدادگویهایرنگیدرشکلnاُمبرابراستبا
n nn ( )

( )
−

+ + + + − =
11 2 3 1

2


بنابرایننس�بتتع�دادگویهایرنگیبهتعدادکلگویهادرش�کلnاُمبرابر

. n=17 .پس n
n
− =1 8

2 17
.بهاینترتیب

n n
n

nn

( )−
−=

2

1
12

2
استبا

16152 باتوجهبهالگو،درشکلهاییکهشمارۀآنهازوجاست،ن2زگ -28  2

رنگمیشود.درشکلهاییکهشمارۀآنهافرد n
2

2
نصفتعدادگویهایعنی

اس�ت،تع�دادگویه�انیزفرداس�ت.اگرگویوس�طیراکن�اربگذاریمتعداد
خواهدبودکهنصفآنهارارنگمیکنیموسپسگویوسطی n −2 1 گویها

گویرنگمیش�ود.توج�هکنیدکهاگر n − +
2 1 1
2

رانی�زرنگمیکنیم.پس

نیزعددیزوجاس�ت.پسدرش�کلهایباشمارۀ n
2

2
nعددیزوجباش�د،

زوج،تعدادگویهایرنگش�دهزوجاستودرشکلهاییباشمارۀفرد،تعداد
گویهایرنگش�دهفرداست.چون113گویرنگیدرشکلnاُموجوددارد،

پسnبایدفردباشد.بنابراین

 n n n n− + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
2 2 21 1 113 1 224 225 15
2





)193(

16162 چ�ونهمۀجملههایدنبالهباهمبرابرند،پسجملههاین2زگ -28  3
اولودومآننیزباهمبرابرند:

k ka a k k k k− −= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =− ⇒ =−1 2
2 4 626 13 32 8 5 6

8 13 5

. na =2
5
،آنگاه k=− 6

5
توجهکنیدکهاگر

16172 چندجملۀاولهرکدامازدنبالههابهشکلزیراست:ن2زگ -28  2
 , , , ,...2 3 10 15 گزینۀ )2(  , , , ,...2 3 4 5 گزینۀ )1(
 , , , ,...2 3 8 17 گزینۀ )4(  , , , ,...2 3 10 23 گزینۀ )3(

میتواندجملۀعمومیدنبالهباشد. nn ( )− −2 1 بنابراینفقط
16182 بهچندجملۀاولدنبالهتوجهکنید:ن2زگ -28  2

a a a a a a      , ,= = × = = = × = = = × =2 1 3 2 4 3
1 1 1 2 2 1 1 3 3 1 11
2 2 2 3 3 2 3 4 4 3 4

. a =100
1

100
،پس na

n
= 1 بنابراینباتوجهبهالگویجملاتمیتوانگفت

16192 ن2زگ -28 y x x c=− + +23 12 بیش�ترینمقدارتابعدرجۀدوم  4

بهدس�تمیآی�د.بنابراینبزرگتری�نجملۀ bx
a

=− =− =
−
12 2

2 6
ب�هازای

است.درنتیجه a2 دنبالۀموردنظربرابر
 a c c= ⇒− × + × + = ⇒ =−2 8 3 4 12 2 8 4 

16202 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 a a a                 log , log , log ,= = =1 2 2 2 3 2
1 2 3
2 3 4

 

بنابراینمجموعnجملۀاولدنبالهبهصورتزیراست:

n
n nS
n n

n n n
n n n

log log log log log

log ( ) log log ( )

−= + + + + +
+

−= × × × × × = =− +
+ +

2 2 2 2 2

2 2 2

1 2 3 1
2 3 4 1
1 2 3 1 1 1
2 3 4 1 1





بنابراین
 n n nlog ( )− + =− ⇒ + = = ⇒ =3

2 1 3 1 2 8 7 

16212 ،پسدنبالۀموردنظردنبالهاین2زگ -28 n na a+ − =−1 2 چون  3
است.چونجملۀاولبرابر3است،پس −2 حسابیاستکهقدرنسبتآن

 a a d a a d      ( ) , ( )= + = + − =− = + = + − =−10 1 5 19 3 9 2 15 4 3 4 2 5

.
a
a

−= =
−

10

5

15 3
5

بنابراین

16222 ازرابطۀدادهشدهبهدستمیآیدن2زگ -28  2
 a d a d a d( ) ( ) ( )+ + + − + =1 1 13 3 4 4 7 8 124

. d=−4 ودرنتیجه d− =31 124 پس
16232 قدرنسبتایندنبالهبرابراستبان2زگ -28  4

 x x( )− − − =−3 4 3 1 3
بنابراین

 x x x( )− = − − ⇒ =−4 2 3 4 3 5 
وجملۀچهارمبرابر ( )− − =−4 5 2 22 بنابراینجملۀسومدنبالهبرابراستبا

. − − =−22 3 25 استبا
16242 ،پسن2زگ -28 d ( )= − − =2 1 3 و a =−1 1 چون  2

na n( )=− + −1 3 1 

. k=74 ،پس ka k= − =3 4 218 .بنابراین na n= −3 4 یعنی

16252 ،پ�سجمل�ۀعموم�یدنبال�هن2زگ -28 d=4 و a =1 2 چ�ون  2

اس�ت.برایاینکهجملههاکوچکتراز na n n( )= + − = −2 4 1 4 2 بهصورت

باشد.یعنی na <500 500باشند،باید

n n n− < ⇒ < ⇒ ≤5024 2 500 125
4

پس125جملۀاولدنبالهکمتراز500هستند.

16262 ن2زگ -28 a d a a d, ,− + ان�دازۀزاویهه�ایمثل�ثرابهصورت  2

است.پس 0180 درنظرمیگیریم.مجموعاندازۀزاویههایمثلثبرابر

 a d a a d a− + + + = ⇒ =0 0180 60
است. 060 میانگیناندازۀبزرگترینوکوچکترینزاویۀمثلثهمانaاستکهبرابر

16272 زاویههایپنجضلعیرابهصورتزیردرنظرمیگیریم:ن2زگ -28  4
 a d a d a a d a d, , , ,− − + +2 2

است،پس 0540 درنتیجه،چونمجموعاندازۀزاویههایپنجضلعیبرابر
 a d a d a a d a d− + − + + + + + = 02 2 540

 086 .ان�دازۀکوچکترینزاویه a= 0108 ودرنتیج�ه a= 05 540 بنابرای�ن
.پسان�دازۀبزرگترینزاویه d= 011 ودرنتیجه a d− = 02 86 اس�ت،پ�س

. + × =0 0 0108 2 11 130 برابراستبا a d+2 یعنی

16282 ،پسن2زگ -28 a = +6 3 5 و a = −1 3 5 راه حل اولچون  2

 a a d d d= + ⇒ + = − + ⇒ =6 1 5 3 5 3 5 5 2

 −3 3 یاهمان − +3 5 2 بنابراینکوچکترینعددیکهنوشتهایم،عدد
است.

راه حل دومقدرنسبتدنبالۀحسابیموردنظربرابراستبا

 d ( ) ( )+ − −
= = =

+
3 5 3 5 10 2

4 1 5


بنابراینکوچکترینعددیکهنوشتهایم،برابراستبا
( )− + = −3 5 2 3 3 

16292 ن2زگ -28 a d a a d, ,− + س�هجملۀمتوالیدنبال�هرابهصورت  4

درنظرمیگیریم.بنابراین
 a d a a d a a− + + + = ⇒ = ⇒ =15 3 15 5

ازطرفدیگر،
a d a a d a a d( ) ( ) ( )− × × + = ⇒ − =2 245 45

،پس a=5 چون

 d d d( )− = ⇒ = ⇒ =±2 25 25 45 16 4 

16302 فرضکنیدقدرنس�بتدنبالۀحس�ابیموردنظربرابرdن2زگ -28  2
باشد.دراینصورت

na d a a n d d n d nd      , ( ) ( )= = + − = + − =1 1 1 1 

بهاینترتیب
a a a a d d d d

d d

! ( )( ) ( ) !

! !

= × ⇒ = ×

× = × ⇒ =

8 8
1 2 3 9

9 9

10 10 2 3 9 10 10

9 10 9 10

 

. a d= =10 10 100 بنابراین



فصل دوم: آزمون ها
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16312 درجملۀعمومیبهدستن2زگ -28 n=1راه حل اولباقراردادن  4

. a =2
1
3
درجملۀعمومیبهدستمیآید n=2 .باقراردادن a =1 1 میآید

. a d− = + =1
2 51
3 3

.پس d a a= − =−2 1
2
3
بنابراین

بهصورت a1وجملۀاولdراه حل دومجملۀعمومیدنبالۀحسابیباقدرنسبت

.پس na dn a d n( )= + − =− +1
2 5
3 3

است،بنابراین na a n d( )= + −1 1

a d− =1
5
3

16322 نتیجهمیشودن2زگ -28 a a+ =1 3 16 از  2

 a a d a d+ + = ⇒ + =1 1 12 16 8

،پس a a a+ + =2 5 8 51 چون

 a d a d a d a d+ + + + + = ⇒ + =1 1 1 14 7 51 3 12 51

. d=3 بهدستمیآید
a d

a d

+ =


+ =

1

1

8

3 12 51
ازحلدستگاه

16332 چوندنبالهحسابیاست،پسن2زگ -28  1

 a aa a+ −− = ⇒ =1 3 12 1
2 2

.پسجمل�ۀعمومیدنبالهبهش�کل d a a a( )= − − = − =− 12 1 1
2
بنابرای�ن

زیراست:

 n n
na a n d a n( ) ( )= + − ⇒ = − − = −1

1 11 1 1
2 2 2

16342 دنبالهایحسابین2زگ -28 a b a c b c, ,+ + + راه حل اولچون  4
است،پس

 a c a b b c a c c b b a( ) ( ) ( )+ − + = + − + ⇒ − = − 
دنبالهایحسابیاست. a b c, , درنتیجه

دنبالهایحسابیاست،پس a b a c b c, ,+ + + راه حل دومچون

 a b b ca c a c a b c a c b( )+ + ++ = ⇒ + = + + ⇒ + =2 2 2
2



دنبالهایحسابیاست. a b c, , درنتیجه

16352 جملۀعمومیدنبالهبهصورتزیراستن2زگ -28  3
 na n n( )= − − = −196 4 1 200 4

است،پس −4 ،درنتیجه،چونقدرنسبتدنبالهبرابر a =50 0 بنابراین

a a a a               , , ,= = = =47 48 49 5012 8 4 0

16362 ابتداقدرنسبتدنبالهراپیدامیکنیم:ن2زگ -28  2
a a

d
−

= =− =−
−

10 2 32 4
10 2 8

.بنابراینجملۀ a =1 27 ودرنتیجه a a d a= + = − =4 1 13 12 15 بنابرای�ن

.اکنونتوجهکنیدکه na n n( )= − − = −27 4 1 31 4 عمومیدنبالهمیشود

 na n n> ⇒ − > ⇒ ≤0 31 4 0 7

بنابراینهفتجملۀنخستدنبالهمثبتهستند.

16372 ،پسجوابهاین2زگ -28 x x x x( )( )− + = − −2 8 12 6 2 چون  2
،2و6هس�تند.حالته�ایمختلف�یکهاینس�هعدد a معادل�ۀم�وردنظ�ر
دنبالهایحسابیتشکیلمیدهند،درزیرآمدهاست)توجهکنیدکهعددوسط

میانگینحسابیدوعدددیگراست(:
a aa a a a

a a a a a a

a aa a a a

 

  

      

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

+ +⇒ = ⇒ =− ⇒ = ⇒ =

+ +⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ +⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =−

6 26 2 2 2 2 6 6 10
2 2

6 2 2 66 2 4 2 6 4
2 2

2 66 2 6 10 2 6 2 2
2 2

بنابراینaممکناستسهمقدارمختلفداشتهباشد.

16382 درنظ�رمیگیریم.ن2زگ -28 a d a a d, ,− + اض�لاعمثل�ثرا  3
طبققضیۀفیثاغورس،

a d a a d a d ad a a d ad

a ad a d

( ) ( )− + = + ⇒ + − + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

4 4
چونوتربلندترینضلعمثلثقائمالزاویهاست،پسطولضلعهایزاویۀقائمه

است،درنتیجهنسبتموردنظربرابراستبا a d− aو

 a d d
a d d d d

= = =
− −

4 4 4
4 3 3



16392 بهص�ورتن2زگ -28 را دنبال�ه متوال�ی جمل�ۀ چه�ار  3
درنظرمیگیریم.بنابراین a d a d a d a d, , ,− − + +3 3

 a d a d a d a d a a− + − + + + + = ⇒ = ⇒ =3 3 0 4 0 0
استو d d d d, , ,− −3 3 پسدنبالهبهصورت

 d d d d d+ + + = ⇒ =2 2 2 2 29 9 80 4
بنابراین،حاصلضرببزرگترینوکوچکتریناعدادبرابراستبا

 d d d( )( )− =− =−23 3 9 36 

16402 ابت�داتوجهکنیدکهmبایدع�ددطبیعیوبزرگتراز1ن2زگ -28  3
. m m m+ < + +2 24 3 4 باشد.پس

عددبینعددهایدادهش�دهدرجکنیم،آنگاهقدرنس�بتدنبالۀ m−1 اگ�ر
حاصل،برابراستبا

m m m md
m m( )

+ + − −= = =
− +

2 23 4 4 3 3
1 1

16412 است.ن2زگ -28 3
2
،دنبالهایهندس�یباقدرنس�بت na دنبالۀ  1

درنتیجه

a a r a a a( )= ⇒ = = ⇒ =2 2
3 1 3 1 1

3 43
2 3

. a a ( ) ( )= = × =
2728 28

29 1 26
3 4 3 3
2 3 2 2

بنابراین

16422 ن2زگ -28 3 2 و a واس�طۀهندسی 4 2 ابتداتوجهکنیدکه  2
است،پس

 a a a( ) = ⇒ = ⇒ =4 3 32
3

22 2 2 2
2


،درنتیجه r=
3

4
2
2
ازطرفدیگر،قدرنسبتایندنبالهبرابراستبا

 a a r a( ) ( ) ( )= = = = × = =
63 4 3 612 12

13 1 4 3 3 3 6 2
2 2 2 2 22 2 2 2

22 2 2 2




)195(

16432 باش�ند.درن2زگ -28 x2 و x1 فرضمیکنیمجوابهایمعادله  1
اینصورت


x x

x x x x x x      / , /
+

= ⇒ + = = = ⇒ =1 2
1 2 1 2 1 2

3 94 5 9 1 5
2 2 4



استکهاگرطرفینآنرا x x− + =2 99 0
4

بنابراینمعادلۀموردنظربهش�کل

. x x− + =24 36 9 0 در4ضربکنیم،میشود
16442 نتیجهمیشودن2زگ -28 a a =1 6 27 ازتساوی  3

 a a r a r× = ⇒ =5 2 5
1 1 127 27

بهدستمیآید a a =2 4 9 ازتساوی

 a r a r a r× = ⇒ =3 2 4
1 1 19 9

ازتقسیمطرفیندوتساویبهدستآمدهنتیجهمیشود


a r

r
a r

= ⇒ =
2 5
1
2 4
1

27 3
9

.چونجملات a =±1
1
3
دریکیازرابطههانتیجهمیشود r=3 باجایگذاری

. a a r= = × =4 4
5 1

1 3 27
3

ودرنتیجه a =1
1
3
دنبالهمثبتهستند،پس

16452 مجموعجملاتپنجموهشتمبرابراستبان2زگ -28  2
 a a a r a r a r r( )+ = + = +4 7 4 3

5 8 1 1 1 1
مجموعجملاتهفتموهشتمبرابراستبا

 a a a r a r a r r( )+ = + = +6 7 6
7 8 1 1 1 1

.
a a a r r r
a a a r r r r

( )

( ) ( ) ( )

−+ + += = = =
+ + + −

4 3 35 8 1
6 27 8 1

111 1 8 7
1 11 1 1
4 2

بنابراین

16462 درنظرن2زگ -28 a a a ar ar
rr

, , , , 2
2

اینجملاترابهص�ورت  3

میگیریم.بنابراین

 a a a ar ar a
rr

× × × × = ⇒ = =2 5 10 5
2

1024 2 4

درنتیجهجملۀوسطبرابر4است.
16472 راه حل اولایناعدادبهشکلزیرهستند:ن2زگ -28  1

 , , , , , , , ,2 16 2      

.بنابراین a =9 16 2 و a =1 2 پس

a r r r r r( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =8 8 8 2 4 4 2
1 16 2 2 16 2 16 2 2

. a a r= =2
3 1 2 2 درنتیجه

راه حل دومابتداقدرنسبتدنبالۀهندسیحاصلرابهدستمیآوریم:


r r r

a a r ( )

+ = ⇒ = = ⇒ =±

= = × ± =

7 1 8 4

2 2
3 1

16 2 16 2 2
2

2 2 2 2


16482 ب�ان2زگ -28 اس�ت براب�ر حس�ابی دنبال�ۀ قدرنس�بت  2

بهص�ورت حس�ابی دنبال�ۀ عموم�ی جمل�ۀ بنابرای�ن . ( )− − − =95 112
8 8

است. na n( )=− + −112 1
8

ب�ا اس�ت براب�ر دنبال�ه ای�ن هش�تادونهم جمل�ۀ نتیج�ه در

.اگرقدرنس�بتدنبالۀهندس�یراباrنشان a ( )=− + × − =−89
112 89 1 1
8

.بنابراین r rÂwk¹À ¾â ²ILºj ´z{ ¾â ±µ] ( )= =5 5243 3 دهیم،آنگاه

 r r r( ) =− ⇒ =− ⇒ =−5 13 1 3 1
3


16492 چون8واسطۀحسابیعددهایaوbاست،پسن2زگ -28  1
 a b b a+ = ⇒ = −16 16

میشود. b+4 اگر4واحدبهbاضافهکنیم،8واس�طۀهندس�یعددهایaو
. a b a a a a( ) ( )= + = − + = − 264 4 16 4 20 بنابراین

ومجموعمقادیرممکنaبرابرمجموعجوابهایاین a a− + =2 20 64 0 پس
.) ∆>0 معادله،یعنیبرابر20است)توجهکنیددراینمعادله

16502 جملاتدوم،ششموچهاردهمدنبالۀحسابیرابهترتیبن2زگ -28  4
درنظ�رمیگیری�م.چ�ونای�ناعداد a d+13 و a d+5 ، a d+ بهص�ورت

دنبالۀهندسیتشکیلمیدهند،پس
 a d a d a d d ad a d( ) ( )( )+ = + + ⇒ = ⇒ =2 25 13 12 4 3

. a d d d dr
a d d d d
+ += = = =
+ +
5 3 5 8 2

3 4
بنابراینقدرنسبتدنبالۀهندسیبرابراستبا

16512 نتیج�هن2زگ -28 در .
a r

a r
=

7
1

5
1

2 پ�س ،
a
a

=8

6
2 چ�ون  2

.
a a r

r r
a a r

( )= = = = =
6 27 1 4 2 2
23 1

2 2 .بنابراین r =2 2

16522 است،پسن2زگ -28 x−2 38 و x−42 واسطۀهندسی x34 چون  3
 x x x x x x x x( ) − − − − −= × ⇒ = × ⇒ =3 2 4 2 3 12 4 6 9 12 2 84 2 8 2 2 2 2 2 

. x= 1
10

،یعنی x x= −12 2 8 بنابراین

16532 قدرنسبتدنبالۀهندسیموردنظربرابراستبان2زگ -28  2



a
a

r
a a

log
log log log log
log log log log

log

= = = = =16

4

16 4 4 1
16 2 4 2

4



بنابراین

 a a r a a alog log= ⇒ = × ⇒ = ⇒ = =6 2
7 1 4 4

1 1 2 4 16
32 64



16542 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


a a a r a a r

a a a r a r a r r

( )

( )

− = ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ − = ⇒ − =

4 4
5 1 1 1 1

3 2
4 2 1 1 1

130 130 1 130

25 25 1 25


اگرایندوتساویرابرهمتقسیمکنیم،بهدستمیآید



r rr r
rr r r r

r r r r r r   (.¡.¡.ù)

( )( )

( ) ( )

( ) ,

− +− += ⇒ = ⇒ =
− −

+ = ⇒ − + = ⇒ = =

2 24 2

2 2

2 2

1 11 130 26 1 26
25 5 51 1

15 1 26 5 26 5 0 5
5



 a r r a a( )− = ⇒ × × = ⇒ =2
1 1 1

51 25 5 24 25
24

بهاینترتیب،

. a a r= =2 1
25
24

درنتیجه
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16552 .ن2زگ -28 br
a

=6 درحالتیکهپنجواسطۀهندسیدرجمیکنیم،  3

.بنابراین br
a

r ( )′ = =5 52 درحالتیکهچهارواسطۀهندسیدرجمیکنیم،

r r r r r( )= ⇒ = ⇒ =6 5 6 52 32 32

16562 درنظرمیگیریم.ن2زگ -28 a a ar
r
, , اینس�هعددرابهصورت  3

 a a ar a a
r
× × = ⇒ = ⇒ =364 64 4 پس

ازطرفدیگر،


a a ar a r
r r

r r r r r
r

( )

( ) ,

+ + = ⇒ + + =

+ + = ⇒ − + = ⇒ = =2

114 1 14

1 14 1 14 2 5 2 0 2
2

، r=2 وبهازای , ,8 4 2 ،بهصورت r=1
2
بنابراینسهجملۀموردنظربهازای

هس�تند.درهردوحالتاخت�لافبزرگترینوکوچکترین , ,2 4 8 بهصورت
ایناعدادبرابر6است.

16572 درنظرمیگیریم.ن2زگ -28 ar2 و ar ،aط�ولاضلاعمثلثرا  2
.بنابراین a ar ar( ) ( )+ =2 2 2 2 طبققضیۀفیثاغورس،

 a r a r r r r r( ) + ++ = ⇒ − − = ⇒ = ⇒ =2 2 2 4 4 2 2 1 5 1 51 1 0
2 2

16582 تنهادنبالهایکههمحس�ابیاستوهمهندسی،دنبالۀن2زگ -28  1
ثابتاست.بنابراین


y x x y y x

y x x y y

+ = + ⇒ =


+ = + ⇒ = ⇒ =

2 2

2 4 2 4 2


. x y+ =2 6 ،بنابراین x y= =2 پس

16592 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
 a a a a a a            , ,= − = − = −3 5 63 5 6 

.بنابراین a a a( ) ( )( )− = − −25 3 6 بنابرفرض،

 a a a a a− + = − + ⇒ =2 210 25 9 18 7 
. a = − =−10 7 10 3 درنتیجه

16602 جملاتس�وم،پنجموهشتمدنبالۀحس�ابیرابهترتیبن2زگ -28  3
درنظ�رمیگیری�م.چوناینجملاتیکدنبالۀ a d+7 و a d+4 ، a d+2

هندسیتشکیلمیدهند،پس
 a d a d a d d ad a d( ) ( )( )+ = + + ⇒ = ⇒ =2 24 2 7 2 2

استکهجملۀچهارمآن d d d , , ,...4 6 9 بنابرایندنبالۀهندس�یبهصورت

.همچنینجملۀعموم�یدنبالۀ d d× =3 279
2 2

و r=3
2
اس�تزی�را d27

2
حسابیبهصورتزیراست:

 na a n d d n d n d( ) ( ) ( )= + − = + − = +1 2 1 1

.
d

d
=

27
272

13 26
ونسبتموردنظربرابراستبا a d=12 13 بهاینترتیب

16612 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
 a a a d a d a d( )+ = ⇒ + + = + ⇒ = +9 7 1 1 14 3 8 4 3 6 4 2 10 

.بنابراین a =1 17 ،پس d=−3 چون

n
nS a n d S( ( ) ) ( ( ))= + − ⇒ = × + × − =1 12

122 1 2 17 11 3 6
2 2

16622 راه حل اولمجموعششجملۀنخستدنبالۀموردنظرن2زگ -28  1
…، a8 ، a7 .ششجملۀبعدی،یعنیجملههای d( )+3 200 5 برابراستبا

وقدرنس�بتdتش�کیلمیدهند. a7 دنبال�هایحس�ابیباجملۀاول a12 و

بنابراینمجموعآنهابرابراستبا
 a d d d d( ) ( ) ( )+ = + + = +73 2 5 3 200 12 5 3 200 17 

بهاینترتیب،باتوجهبهفرض،
 d d d d d( ) ( ( ))+ = + ⇒ + = + ⇒ =−3 200 5 5 3 200 17 200 5 1000 85 10
راه حل دوممجموعش�شجملۀدومبرابراختلافمجموعدوازدهجملۀاولو

ششجملۀاولاست.طبقفرض،
S S S S S S S( )= − = − ⇒ =6 12 6 12 6 6 125 5 5 6 5 

بنابراین
a d a d a d a d

a d d a

( ) ( )

( )

× × + = × × + ⇒ + = +

− = ⇒ =− =− =−

1 1 1 1

1 1

6 3 2 5 5 6 2 11 6 15 10 55

1 14 40 100 10
10 10

16632 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2


a a a d a d dd
a a a d a d d

( )

( )

− + − +
= = = =

− + − +
21 15 1 1

27 19 1 1

20 14 6 3
26 18 8 4



است.ازطرفدیگر، 3
4
بنابراینقدرنسبتدنبالهبرابر

 a a d a= ⇒ + = ⇒ = − × = − =5 1 1
313 4 13 13 4 13 3 10
4



.S ( )= × + × =17
17 32 10 16 272
2 4

بهاینترتیب

16642 4 ن2زگ -28

 
a

S a

S a a a=

= = − =

= + = × − × = → =1

1 1
12

2 1 2 2

4 3 1

4 2 3 2 10 9
 

پس
d a a= − = − =2 1 9 1 8  

بنابراینجملۀعمومیایندنبالهبرابراستبا
 na n n( )= + − × = −1 1 8 8 7   

16652 فرضکنیدبینعددهایaوbتعداد2nواسطۀحسابین2زگ -28  1
جمل�هداریمکه n+2 2 درجکردهای�م.ب�های�نترتی�ب،دنبالهایحس�ابیبا
جملهه�ایاولوآخ�رآنaوbهس�تندومجم�وعجملههایآنبرابراس�تبا

.اکنونتوجهکنیدکهمجموع2nواسطهایکه n a b n( ) ( )+ + = +2 2 13 1
2 6

،کهبنابرفرضبرابراستبا n a b( ) ( )+ − +13 1
6

درجکردهایمبرابراستبا

،یعنی n+2 1

 n n n n n( )+ − = + ⇒ + − = + ⇒ =13 131 2 1 13 13 13 12 6 6
6 6





)197(

16662 ن2زگ -28 q=2 وقدرنس�بتدنباله a =1 2 جمل�ۀاولدنباله  2

.
a q

S
q
( ) ( )− −

= = =
− −

10 10
1

10
1 2 2 1 1023 2

1 2 1
است.پس

16672 توجهکنیدکهن2زگ -28  4


a q

S a q q
q

( )
( )

−
= = + +

−

3
1 2

3 1
1

1
1



بنابراین

q q q q

q q q q  (.¡.¡.ù)

( )

( )( ) ,

= + + ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

2 2104 8 1 12 0

4 3 0 4 3


16682 مجموعسمتچپمعادلهراحسابمیکنیم:ن2زگ -28  3


x x x x x

x x

( )

( )

+ + ++ + + + = + + + +

−= = ×
−

 

1 2 5 1 2 5

6

2 2 2 2 2 1 2 2 2

2 12 2 63
2 1



استودرنتیجه x× =2 63 504 بنابراینمعادلهبهصورت
x x= = = ⇒ =35042 8 2 3

63


16692 اس�ت.بنابراینن2زگ -28 1
2
جمل�ۀاولدنباله6وقدرنس�بتآن  1

مجموعnجملۀاولدنبالهبرابراستبا


nn

n
n

a q
S

q

(( ) )( )
( ( ) )

−−
= = = −

− −

1
16 11 12 12 1

1 1 21
2



درنتیجه

 n n
nS n( ( ) ) ( )> ⇒ − > ⇒ < ⇒ ≥248 1 248 1 112 1 6

21 2 21 2 63


16702 اگرمس�احتمثلثاولی�هبرابرSباش�د،درمرحلۀاولن2زگ -28  1

رن�گمیش�ودوهمینط�ورادام�همییاب�د. S×3 1
4 4

ودرمرحل�ۀدوم S3
4

 1
4
بنابراینمس�احتقس�متهایرنگش�دهدنبالهایهندس�یباقدرنس�بت

است.بنابراین
n

n

n n

S S S S S

S S n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

−+ + + + >

−
> ⇒ − > ⇒ < ⇒ ≥

−



2 13 1 3 1 3 1 3 999
4 4 4 4 4 4 4 1000

1 1
3 999 1 999 1 14 1 5
4 1 1000 1000 10004 41

4
16712 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

n n
n nS a a n( ) ( )= + ⇒ = − + ⇒ =1 120 6 30 10
2 2



16722 راه حل اولقدرنسبتدنبالۀموردنظربرابراستبان2زگ -28  3

 n n
n n n
− −− =−3 2 1

2 2 2


بنابراینمجموعnجملۀنخستدنبالۀموردنظربرابراستبا

 n
n n n n nS n

n n n
( ( )) ( )− − −= − − = =2 1 3 31

2 2 2 2 4


هس�تند. , ,− − −1 31
2 2

،س�هجمل�ۀاولدنباله n=1 راه ح��ل دومبهازای

اس�ت.فقطمقدار − 1
2
مجموعnجملۀنخس�تدنبالههمانجملۀاول،یعنی

است. − 1
2
برابر n=1 گزینۀ)3(بهازای

16732 مجموعnجملۀنخستدنبالهبرابراستبان2زگ -28   3

 n
nS a n d( ( ) )= + −12 1
2

،پس d=−4 و a =1 50 چون

n
nS n n n( ( ))= − − = − 2100 4 1 52 2
2

بهدست n= =52 13
4

بهازای n n− +22 52 حداکثرمقدارعبارتدرجۀدوم

هابرابراستبا nS میآید،پسبیشترینمقداربین

S =13 338

16742 وقدرنسبتآنdباشد،آنگاهن2زگ -28 a1 اگرجملۀاولدنباله  1

S a d a d( )= + = +10 1 1
10 2 9 10 45
2



اگر2واحدازقدرنس�بتکمکنیموkواحدبهجملۀاولاضافهکنیم،مجموع
دهجملۀاولمیشود

S a k d a k d( ( ) ( ))= + + − = + + −10 1 1
10 2 9 2 10 10 45 90
2

چونقراراستمجموعدهجملۀاولثابتبماند،پسباید
 k k− = ⇒ =10 90 0 9 

16752 مجموعس�متچپمعادله،مجم�وعجملاتدنبالهاین2زگ -28  3
حس�ابیباجملۀاول1وقدرنس�بت3است.فرضکنیدتعدادعددهایسمت

چپمعادلهnباشد.دراینصورت
n n n n

n n n n ¡.¡.—

( ( ))

( ) )( ) , (.

+ − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

22 3 1 145 3 290 0
2

2910 3 29 0 10
3

. x a a d= = + = + =10 1 9 1 27 28 بنابراینجملۀدهمدنبالهبرابرxاستو

16762 مجموعnجملۀنخستبرابراستبان2زگ -28  1
n

n n n
n n

a
S a a a a a a a

( )
( ) ( )−−

= = − = − = − = −
−

1 1
1 1 1 1 1 1

2 1
2 1 2 2 2 2

2 1
16772 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 a a q a a q      ,= ⇒ = = ⇒ =6
2 1 7 13 3 96 96 

درنتیجه


a q

q q
a q

= ⇒ = ⇒ =1 5
6

1

3 32 2
96



،پس a
q

= =1
3 3

2
بنابراین


a q

S
q
( )

( )
− −= = × = − =

− −

10 101 10
10

1 3 2 1 3 30692 1
1 2 2 1 2 2
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16782 اولدنبال�ۀهندس�ین2زگ -28 جمل�ۀ n اولمجم�وع راه ح��ل   2

جمل�ۀاول n .مجم�وع
n

n
a qS

q
( )−

=
−

1
1

براب�راس�تب�ا a aq aq, , ,2

برابراستبا a aa
q q

, , ,
2

دنبالۀهندسی



n
n

n nn

n n n

a q
a

aq q a qq qS
q q q q q

q q

( )
(( ) )

( ) ( )

( ) ( )−

−
−

− −′ = = = =
− − −−

1

11 1
1 1

1 1 1 11

nبنابراین

n n
nn

n

a q
S q q
S a q

q q

( )

( )

( )

−

−

−
−

= =
′ −

−

1

1

1
1

1
1



رادرنظربگیریمونس�بتجملۀاولدنبالۀاول n=1راه حل دومکافیاس�ت
بهجملۀاولدنبالۀدومرابهدس�تآوریمکه1میش�ود.فقطمقدارگزینۀ)2(

برابر1است. n=1 بهازای
16792 ابتداتوجهکنیدکهچوندنبالۀموردنظرغیرثابتاست،ن2زگ -28  1

وچونجملههایآنمثبتاند،پسqمثبتاست.ازطرفدیگر، q≠1 پس

a q a q
S S q q

q q

q q q q q q

q q q q

( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( )( )

− −
= ⇒ = × ⇒ − = −

− −

− + + = − ⇒ + − =

− + = ⇒ = ⇒ =

6 2
1 1 6 2

6 2

2 2 4 2 4 2

4 2 2

1 1
21 21 1 211

1 1
1 1 211 20 0

4 5 0 4 2
16802 توجهکنیدکهن2زگ -28  3



a q a q
S

Sq q
S a qa q

S
qq

( ) ( )

( )( )

 − −
 =

− − ⇒ = =
−−

= −−

10 10
1 1

10
10

55 5 11
5

1 1
1 1 33

11
11



q q q q
q

−
= = + ⇒ = ⇒ =

−

10
5 5

5
133 1 32 2
1

درنتیجه

.
a a q

q
a a
= = =

4
5 1 4

1 1
16 بنابراین

16812 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  1
 a a a d a d a d+ = + + + = + =7 14 1 1 16 13 2 19 60 

. S a d( )= + = × =20 1
20 202 19 60 600
2 2

بنابراین

،بنابراین a a a a+ = +7 14 1 20 ،پس + = +7 14 1 20 راه حل دومچون

S a a( )= + = × =20 1 20
20 10 60 600
2

16822 قدرنس�بتدنبال�هبرابر4وجملۀاولآن3اس�ت.پسن2زگ -28  3
مجموعnجملۀاولآنبرابراستبا

 n
nS n n n n n( ( )) ( )= × + − = + = +22 3 4 1 2 1 2
2



 n n n n+ > ⇒ + − >2 22 300 2 300 0 بنابراین

 n − +> =1 2401 12
4

میتواننامعادلۀفوقراحلکردکهجوابآنبهصورت

. n≥13 میشود،یعنی

16832 راه حل اولقدرنس�بتدنبال�ۀموردنظربرابراس�تبان2زگ -28  4
.ازطرفدیگر، a a− =2 1 4


n n

nS a n n

n n n n

n n n n n

( ( )) ( ( ))

( ) ( )

( )( )

− = ⇒ − + − − − + − =

− + − + − − =

− − = ⇒ + − = ⇒ =2

56 14 4 1 7 4 1 56
2

7 2 1 7 4 1 56

2 13 45 0 2 5 9 0 9



،ازطرفدیگر، d a a= − =2 1 4 راه حل دومتوجهکنیدکه

 n n nS a S −− = =1 56 

بنابراین
n na n d n

n n n n

n n n

( ( ) ) ( ( ) ( ))

( )( )

( )( )

− −+ − = ⇒ − + − =

− − = ⇒ − − =

+ − = ⇒ =

1

2

1 12 2 56 2 7 4 2 56
2 2

1 2 11 56 2 13 45 0

2 5 9 0 9

16842 مجموعسهجملۀاولوسهجملۀآخرراحسابمیکنیم:ن2زگ -28  1

n n n

n n n

a a a a a a

a a a a a a( ) ( ) ( )

− −

− −

+ + + + + = +

+ + + + + =
1 2 3 2 1

1 2 1 3 2

10 80

90

بهدستمیآید k n k na a a a+ −+ = +1 1 باتوجهبهتساوی

 n n n

n n

a a a a a a

a a a a

( ) ( ) ( )

( )

+ + + + + =

+ = ⇒ + =
1 1 1

1 1

90

3 90 30


ازطرفدیگر،

n n
n nS a a n( )= + = ⇒ × = ⇒ =1 300 30 300 20
2 2



16852 جملۀباردیفن2زگ -28 k+1راه حل اولتوجهکنیدکهمجموع  4

.همچنی�نمجموعkجملۀباردیف kk a a( )( )++ +1 2 11
2

فردبرابراس�تبا

،) k ka a a a ++ +
=2 2 1 2 1

2 2
.)توجهکنید kk a a( )+2 2

2
زوجبرابراس�تبا

است. k
k
+1 بنابرایننسبتموردنظربرابربا

وجملاتآنبه k( )=1 راه حل دومفرضمیکنیمدنبالهس�هجملهایباش�د
باش�ند.دراینصورتنس�بتم�وردنظربرابراس�تبا a a a, ,1 2 3 ص�ورت

برابر2میشود. k=1 .فقطگزینۀ)4(بهازای
a a a

a a
+

= =1 3 2

2 2

2
2

16862 اگ�رازمجموعپنججملۀاولدنباله،مجموعچهارجملۀن2زگ -28  2
اولراکمکنیم،جملۀپنجمبهدستمیآید:

a S S ( ) ( ) ( )= − = − − − = − =5 4 5 4
5 5 4

4 4 43 1 3 1 3 3 216
3 3 3



16872 .مجموعش�شجملۀدومن2زگ -28 q= 3 3 ابتداتوجهکنیدکه  3
برابراختلافمجموعدوازدهجملۀاولوششجملۀاولاست.پس

q
S S S q q q

S S q q
q

( )

( )
( )

× −
− − −

= − = − = − = = =
× − −

−

12

12 312 6 12 6 6
6 66 6

1 1
1 11 1 1 3 9

1 1 1
1



)199(

16882 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
 n n n

n n na S S ( ) ( )− −
−= − = − − − =1 1
1 2 1 2 1 2 

.بنابراین n n
na − −= =2 2 2 12 4 درنتیجه

n nn
na a − − −+ + = + + + = =

−
 

2 2 0 1 1
1

4 1 4 14 4 4
4 1 3



16892 راه ح��ل اولف�رضمیکنیمجملهه�ایدنبالهبهصورتن2زگ -28  2
باش�ند.درای�نصورتمجم�وعتمامجملههابرابراس�تبا na a a, , ,…1 2 2

.ازط�رفدیگ�رجملهه�ایب�اردی�فزوجبهص�ورت
n

n
a q

S
q

( )−
=

−

2
1

2
1

1
وجملۀاول q2 هس�تندکهدنبالهایهندس�یباقدرنسبت na a a, , ,…2 4 2

است.پس
na q

q

( ( ) )−

−

2
2

2
1

1
تشکیلمیدهند.بنابراینمجموعآنهابرابربا a2

n na q a q a q
a q q q

q q q q
( ) ( )

( )( )

− −
= × ⇒ = × ⇒ = + ⇒ =

− − + +

2 2
1 2 1

1
1 1 13 3 3 1
1 1 1 1 2

راه ح��ل دومفرضمیکنیمتع�دادجملههایدنباله2تاباش�د،یعنیدنبالهبه
،بنابراین a a a+ =1 2 23 باشد.طبقفرض a a,1 2 صورت

 a a a a q q= ⇒ = ⇒ =1 2 1 1
12 2
2


16902 ص�ورتکس�رمجم�وعدوازدهجملۀنخس�تدنبالهاین2زگ -28  2
هندسیباجملۀاول1وقدرنسبتtومخرجکسرمجموعچهارجملۀنخست
است.بنابراینعبارتمورد t3 دنبالهایهندس�یباجملۀاول1وقدرنس�بت

نظربرابراستبا


t

tt t t
tt

t

−×
−− = = + +
−−×

−

12
3 2

12

3

11
11 1
111

1



میشود t −=1 5
2

وحاصلآنبهازای

 − − + − + −+ + = = −1 5 6 2 5 4 2 2 5 6 2 51 3 5
2 4 4



16912 S.بنابراینن2زگ -28 =−13 52 و a =1 8 توجهکنیدکه  3

n
nS a n d d d( ( ) ) ( ( ) )= + − ⇒− = + × ⇒ =−1

132 1 52 2 8 12 2
2 2

16922 .ن2زگ -28 − =−15 18 3 قدرنسبتدنبالۀموردنظربرابراستبا  3
بنابرایناگرمجموعnجملۀنخستایندنبالهبرابربا45باشد،


n n n n

n n n n  

( ( ))

( )( ) ,

× − − = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

22 18 3 1 45 3 39 90 0
2

3 10 0 3 10


بنابراینمجموعس�هجملۀنخستوهمینطورمجموعدهجملۀنخستدنبالۀ
موردنظربرابر45است.درنتیجهحداکثردهجملهازابتدایدنبالهرامیتوان

جمعکردتامجموعشانبرابر45شود.

16932 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
S S a a S S a a      ,− = ⇒ = − = ⇒ =17 16 17 17 30 29 30 3026 0 

ازطرفدیگر،
a a d d d= + ⇒ = + ⇒ =−30 17 13 0 26 13 2 

16942 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


a a d

S a d a d

     (1)

     (2)( )

= + =

= + = + =

7 1

12 1 1

6 16

12 2 11 12 66 174
2



و a =−1 2 اگردس�تگاهمعادلههای)1(و)2(راحلکنیم،معلوممیش�ودکه

دنبالهایحسابیباجملۀ a a a a a, , , ,2 4 6 8 10 .اکنوندقتکنیدکه d=3

وقدرنس�بت2dاست.بنابراینمجموعجملاتآنبرابرمیشود a2 نخست

با

a a a a d d

a d a d

( ( ) )

( )

+ + + = + + ×

= + = + =− + =

2 4 10 1

1 1

5 2 4 2
2
5 2 10 5 25 10 75 65
2





16952 چ�ونتعدادجملههایهردس�تهبرابرش�مارۀآندس�تهن2زگ -28  1
عدد + + + +1 2 3 24 اس�ت،براینوش�تنبیستوچهاردس�تۀنخستاز

،پسبرای ×+ + + = =

24 251 2 24 300
2

طبیعیاس�تفادهشدهاست.چون

نوش�تنبیستوچهاردستۀنخس�ت،از300عددطبیعینخستاستفادهشده
است.درنتیجه،جملۀنخستدستۀبیستوپنجمبرابربا301است.بنابراین
عدده�ایدس�تۀبیس�توپنج�م،دنبالهایحس�ابیب�اجملۀنخس�ت301و
قدرنس�بت1تش�کیلمیدهندوتعدادآنها25تااست.بهاینترتیبمجموع

. ( ( ) )× + − × =25 2 301 25 1 1 7825
2

آنهابرابراستبا

16962 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2

 a a a a a a a( ) ( ) ( )+ = + ⇒ + = + ⇒ =2 2 21 1 1 1 1

است.قدرنسبتاین , , ,1 2 2 بنابرایندنبالۀهندسیموردنظربهصورت

وجملۀنخستآن1است.بنابراین 2 دنباله
a q

S
q
( ) ( )

( )
− −

= = = = +
− − −

10 10
1

10
1 2 1 31 311 2

1 2 1 2 1


16972 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  4



a a
S S

a a a a

a a

( ) ( )

( ) ( )

− −
− = ⇒ − =

− −
× − − × +

=
−

× − −
= ⇒ =

− −

99 90
1 1

99 90

99 90
1 1 1 1

90 9 9
1 1

90

3 1 3 1
81 81

3 1 3 1
3 3

81
3 1

3 3 1 3 1 8181
3 1 3 1 3



.S −= = =
4 86

9 90 90
81 3 3
3 3

بنابراین

S.بنابراین S a a a− = + + +99 90 91 92 99 راه حل دومتوجهکنیدکه



a q a q a q

q a a q a q

q a a a

( )

( )

+ + + =

+ + + =

+ + + =







90 91 98
1 1 1
90 8

1 1 1
90

1 2 9

81

81

81



درنتیجه

S a a
q

−= + + = = =

86
9 1 9 90 90

81 81 3
3





فصل دوم: آزمون ها
)200(

16982 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
a a a q a a q

q
a a a q a q a q q

( )

( )

 − = − = − = ⇒ =
− = − = − =

2 2
3 1 1 1 1

3 2
4 2 1 1 1

1 32
3

1 96

.اکنونتوجهکنیدکه a =1 4 .درنتیجه a ( )− =2
1 3 1 32 بنابراین

n n
n

n
a q

S
q
( ) ( )

( )
− −

= = = − =
−

1 1 4 3 1 2 3 1 160
1 2

n n n− = ⇒ = ⇒ =3 1 80 3 81 4 درنتیجه

16992 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


n n

n n
a q a q

S S
q q

      

( ) ( )
,

− −
= = = =

− −

3
1 1

3
1 1

3 39
1 1



درنتیجه

 n n n n n n n

n

S
q q q q q q

S
( )( )= + + = ⇒ + − = ⇒ − + =3 2 21 13 12 0 3 4 0

. nq =3 ،کهچونجملههایدنبالهمثبتاند،پس nq =3 یا nq =−4 پس
اکنونتوجهکنیدکه


n n

n n n n
n nn

a q S qS q q q
q S q

      

( )
,

− −
= = = + + +

− −

4 4
1 4 3 2

4
1 1 1

1 1


. n n n
n nS S q q q( ) ( )= + + + = + + + =3 2

4 1 3 27 9 3 1 120 بنابراین

17002 توجهکنیدکهن2زگ -28  1



n

n
nn

a q
S q

a a qa q a

( )

+

−
−

= =
− −−

1

1 1 1 1

1
1 1

1


 q q
q

− ≤ ≤− ⇒− ≤ − ≤− ⇒− ≤ ≤−
−

1 3 2 1 11 2 1
2 2 3 1 2

ازطرفدیگر،

بنابراینمجموعبیشترینوکمترینمقدارعبارتموردنظربرابراستبا

− − =−2 1 7
3 2 6



17012 ،ن2زگ -28 a =1 وجملۀاول1 n na a −= +12 بااستفادهازرابطۀ1  4
جملۀهشتمرامحاسبهمیکنیم:


a  a a

a  a

a a

                    

         

      

, ,

,

,

= × + = = × + = = × + =

= × + = = × + =

= × + = = × + =

2 3 4

5 6

7 8

2 1 1 3 2 3 1 7 2 7 1 15

2 15 1 31 2 31 1 63

2 63 1 127 2 127 1 255



تجربی - 95 

17022 است،پسن2زگ -28 b2 و a2 4واسطۀهندسی 2 عدد  1
a b a b a b( ) += × ⇒ = ⇒ + =2 54 2 2 2 2 2 5

ریاضی - 87 است. /=5 2 5
2

،یعنی a b+
2

واسطۀحسابیدوعددaوbبرابر

17032 طبقفرض،ن2زگ -28  3


a a a a

a a d
a a

,
− = − ⇒ = = ⇒ = =

−+ =

12 10 12 10
12 10

12 10

5 515 10
12 10 225



ازطرفدیگر،


a a

d a a d ( ) /
−

= ⇒ = + = + = =
−

21 10
21 10

5 7511 10 11 37 5
21 10 2 2



 خارج از کشور ریاضی - 84

17042 نظ�رن2زگ -28 در  a a d a d, ,+ +3 10 بهص�ورت را جم�لات  4
میگیریم.دراینصورت

a d a a d a d ad a ad

d ad d a

( ) ( )+ = + ⇒ + + = +

= ⇒ =

2 2 2 2

2

3 10 9 6 10

49 4
9



هستندوقدرنسبتایندنباله a a a, ,7 49
3 9

بنابراینجملاتدنبالۀهندس�ی

تجربی - 92 .
a

r
a

= =

7
73
3
برابراستبا

17052 ازدنبالۀحسابی،دنبالۀهندسین2زگ -28 a12 و a6 ، a4 جملات  1
تشکیلمیدهند،پسجملۀششمواسطۀهندسیجملاتچهارمودوازدهماست:



a a a a d a d a d

a a d d a a d d

a d d a d

( ) ( )( )= × ⇒ + = + +

+ + = + +

=− ⇒ =−

2 2
6 4 12 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1

2
1 1

5 3 11

10 25 14 33

4 8 2



ریاضی - 81 .
a a d d dr
a a d d d

+ − += = = =
+ − +

6 1

4 1

5 2 5 3
3 2 3

بنابراین

17062 بنابرفرضهایمسئله،ن2زگ -28  3

a a a a q a q a
q

a q q q qqS q
q q q q q

q a

( )

( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )

,

+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =
+

− + − +−
= = = = + =

− + − + −

= =

2 2
1 3 1 1 1 1 2

4 24
1

4 2 2

1

11 1 1 1
1

1 1 1 11 1 3
1 1 1 1 1
12
5



بنابراین

a q
S

q

( )( )
/

−−
= = = =

− −

66
1

6

1 2 11 635 12 6
1 2 1 5

ریاضی - 88 

17072 بنابرفرضمسئله،ن2زگ -28  2

S S a d a d

a d a d a d d a

( ) ( )= ⇒ + = × +

+ = + ⇒ =− ⇒ =−

20 12 1 1

1 1 1 1

20 123 2 19 3 2 11
2 2

20 190 36 198 16 8 2


ازطرفدیگر،
a a d a a a d    ,= ⇒ + = ⇒ − = ⇒ =− =3 1 1 1 16 2 6 4 6 2 4

بنابراین
a a d= + =− + × =10 1 9 2 9 4 34

ریاضی - 90 

17082 راه حل اولمجموعپنججملۀدومبرابراختلافمجموعن2زگ -28  3
دهجملۀاولومجموعپنججملۀاولاست.پس


S S S S S S S

a d a d a d a d d a

( )

( ) ( )

= − ⇒ = ⇒ =

+ = × + ⇒ + = + ⇒ =

5 10 5 5 10 10 5

1 1 1 1 1

1 4 1 4
3 3 3

10 52 9 4 2 4 2 9 4 8 2
2 2



.
a a d a
a a a

+
= = =2 1 1

1 1 1

3
3 بنابراین



)201(

راه حل دومباتوجهبهفرضمسئلهمیتواننوشت
a a a a a a

a a a a a a a a a

a d d d d d d

a d d d a d a

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ))

+ + + = + + +

+ + + = − + − + + −

+ = + + + +

+ = ⇒ = ⇒ =

1 2 5 6 7 10

1 2 5 6 1 7 2 10 5

1

1 1 1

3

2

52 2 4 5 5 5 5 5
2

10 20 25 5 10 2

 

 

خارج از کشور تجربی - 91 .
a a d a
a a a

+
= = =2 1 1

1 1 1

3
3 بنابراین

17092 چ�ونتعدادجملههایهردس�تهبرابرش�مارۀآندس�تهن2زگ -28  1
عدداستفاده + + + +1 2 3 19 اس�ت،براینوش�تننوزدهدستۀنخس�تاز
 ×+ + + = =19 201 2 19 190

2
 شدهاست.چون

پسبراینوشتننوزدهدستۀنخست،از190عددطبیعینخستاستفادهشده
اس�ت.درنتیجه،جملۀنخس�تدس�تۀبیس�تمبرابرب�ا191اس�ت.بنابراین
عددهایدس�تۀبیستم،دنبالهایحس�ابیباجملۀنخست191وقدرنسبت1
تش�کیلمیدهن�دوتعدادآنها20تااس�ت.بهاینترتی�بمجموعآنهابرابر

خارج از کشور تجربی - 94 . ( ( ) )× + − = × =20 2 191 20 11 10 401 4010
2

استبا

17102 ص�ورتکس�رمجموعجملهه�ایدنبالهایهندس�یبان2زگ -28  3
ومخرجکسرمجموعجملههایدنبالهایهندسی t− جملۀاول1وقدرنسبت

است.بنابراین t− 3 باجملۀاول1وقدرنسبت



 a q t tt t t t
q t t

t tt t
t t

( ) ( )

( )

( )

− − − +− + − + + = = =
− − − +

− − +− + = =
+ +

9 9 912 3 8

3 3 93 6
3 3

1 1 11
1 1 1

1 11
1 1





درنتیجه
t

t t tt t t t tt t t
t tt t t

t

( )( )
+

+ − +− + − − + ++= = = = − +
+ +− + +

+

9
28 7 6 3 2

6 3 9

3

1
1 11 11 1

1 11 1
1



برابراستبا t +=1 17
2

پسحاصلعبارتموردنظربهازای

  + + + − − + +− + = = =1 17 1 2 17 17 4 2 2 17 18 2 17 201 5
2 4 4 4



خارج از کشور ریاضی - 93 
17112 درای�ندنباله،هرجملهازدوبراب�رجملۀقبل،دوواحدن2زگ -28  4

کمتراست،پسهشتجملۀاولبرابراستبا


a      a      a

a      a      a

a      a

   , ,

, ,

,

= = × − = = × − =

= × − = = × − = = × − =

= × − = = × − =

1 2 3

4 5 6

7 8

3 2 3 2 4 2 4 2 6

2 6 2 10 2 10 2 18 2 18 2 34

2 34 2 66 2 66 2 130



خارج از کشور تجربی - 95 . a a− = − =8 7 130 66 64 بنابراین

17122 شرطاینکهسهعددb،aوcسهجملۀمتوالییکدنبالۀن2زگ -28  4
.بنابراین b a c= +2 حسابیباشندایناستکه


p

p p p p

d p p p d

( ) ( ) ( )

=

+ = + + − ⇒ =

= + − − = + → =6

2 3 4 2 3 5 1 6

3 4 2 3 1 7


ریاضی - 84 

17132 ف�رضمیکنیم،درن2زگ -28 a a ar
r
, , س�هجمل�هرابهص�ورت  2

اینصورت



a a ar a a
r
a a ar r r r
r r

r
r r

r

Â²H¼T¶ ¾±µ] ¾w  á

Â²H¼T¶ ¾±µ] ¾w  á

: , ,
( )( )

: , ,

× × = ⇒ = ⇒ =

+ + = ⇒ + + = ⇒ − + =

 = ⇒− − = ⇒
 = ⇒

3

2

216 216 6

619 6 6 19 6 13 6 0

2 9 6 4
33 2 2 3 0
3 4 6 9
2



درهردوصورتتفاضلبزرگترینوکوچکترینجملهبرابر5است.
تجربی - 90 

17142 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
a a a a d a a d

a a d d a a d d a d a d

a da a d d a a d d r
a d

( ) ( )

,

= ⇒ + = +

+ + = + ⇒ = ⇒ =

= + = = + = ⇒ = = =

2 2
5 1 11 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

11
5 1 11 1

5

4 10

8 16 10 16 2 8

18 34 12 10 18
12 2

خارج از کشور ریاضی - 87 
17152 جم�لاتدنبال�ۀحس�ابیون2زگ -28 t9 و t7 ، t3 ف�رضکنی�د  2

جملاتمتوالیدنبالۀهندسیباشند.دراینصورت a3 و a2 ، a1


d

a a a t t t t d t d t d

t t d d t dt t d d

t d d d t d t d

( ) ( )( )

( ) ≠

= ⇒ = ⇒ + = + +

+ + = + + +

+ = ⇒ + = → + =

2 2 2
2 1 3 7 3 9 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1

02
1 1 1

6 2 8

12 36 8 2 16

2 20 0 2 10 0 10 0



تجربی - 88 بنابراینجملۀیازدهمدنبالۀحسابیبرابرصفراست.

17162 بنابرفرضمسئله،ن2زگ -28  4
S

S S
S

q qa a q q q
q q

q q q

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

= ⇒ =

− −
= ⇒ − + = −

− −

+ = ⇒ = − = = ⇒ =

6
6 3

3
6 3

3 3 3
1 1

3 3

153 136 153
136

1 1136 153 136 1 1 153 1
1 1

153 17 1 1136 1 153 1
136 136 8 2

بنابراین

a a q a a a= = ⇒ =4
5 1 1 1 5

1 16
16

ریاضی - 89 

17172 راه حل اول بهبیستجملۀاولدنبالهتوجهکنید:ن2زگ -28  1
a a d a d a d a d a d, , , ,..., ,+ + + + +1 1 1 1 1 12 3 18 19

تشکیل d2 وقدرنسبت a1 جملاتردیففردیکدنبالۀحسابیباجملۀاول

و a d+1 میدهن�دوجم�لاتردی�فزوجی�کدنبالۀحس�ابیباجمل�ۀاول

تشکیلمیدهند.پس d2 قدرنسبت

aS a a d a d

a d dS a d a d

IÀjoÎ 

IÀïZ»p

( )

( )

 == + + = + =  ⇒ ⇒  
+ = =  = + + + = 

11 1 1

11 1

10 018 135 2 18 272
310 10 1519 150 22



فصل دوم: آزمون ها
)202(

a a   a

a a   a

+ + + =


+ + + =

2 4 20

1 3 19

150

135





راه حل دومطبقفرض،

اگرطرفینمعادلاتفوقراازهمکمکنیم،نتیجهمیشود

a a a a   a a d d( ) ( ) ( )− + − + + − = ⇒ = ⇒ =2 1 4 3 20 19
315 10 15
2



اگرطرفینمعادلاتفوقراباهمجمعکنیم،نتیجهمیشود
a a a a   a a

a d a a( ) ( )

+ + + + + + =

+ = ⇒ + = ⇒ =

1 2 3 4 19 20

1 1 1

285

20 572 19 285 10 2 285 0
2 2



خارج از کشور تجربی - 85 

17182 چ�ونتعدادجملههایهردس�تهبرابرش�مارۀآندس�تهن2زگ -28  3
عدداستفادهشده + + + +1 2 3 29 است،براینوشتن29دستۀنخستاز

 ×+ + + + = =29 301 2 3 29 435
2

 است.چون

پسبراینوشتن29دستۀنخست،ازنخستین435عددفرداستفادهشدهاست.
( )+436 29 436اُمینعددفردوجملۀآخرآن پسجملۀاولدس�تۀس�یاُم،
اُمی�نع�ددفرداس�ت.ازطرفدیگ�ر،جملۀعموم�یعددهایف�ردبهصورت

است،پس na n= −2 1

 a a ( ) ( ) ( ) ( )+ = − + − = + − = =465 436 2 465 1 2 436 1 2 465 436 1 2 900 1800

تجربی - 94 

17192 بهص�ورتن2زگ -28 دنبال�ه جملهه�ای میکنی�م ف�رض  3
باشند،دراینصورتمجموعتمامجملههابرابراستبا na a a, , ,…1 2 2


n

n
a q

S
q

( )−
=

−

2
1

2
1
1



هس�تند na a a, , , −…1 3 2 1 ازط�رفدیگرجملههایباردیففردبهصورت

است.بنابراینمجموع a1 وجملۀاول q2 کهدنبالهایهندس�یباقدرنسبت

است.بنابراین
na q

q

( ( ) )−

−

2
1

2
1

1
آنهابرابربا


n na q a q

q
q q q q

( ) ( )

( )( )

− −
= × ⇒ = ⇒ =

− − + +

2 2
1 11 1 33 1 2

1 1 1 1


ریاضی - 94 

17202 صورتکس�رمجم�وعجملهه�ایدنبالهایهندس�یبان2زگ -28  1
جملۀاول1وقدرنسبتtومخرجکسرمجموعجملههایدنبالهایهندسیبا

است.بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا t3 جملۀاول1وقدرنسبت


t

t t ttt t t
t tt

t

( )( )
−× − + +−− = = = + +

− −−×
−

12
23 2

12

3

11 1 111 1
1 111

1



میشود t − += 1 5
2

وحاصلآنبهازای

 − + − − + + −+ + = =1 5 6 2 5 4 2 2 5 6 2 51 2
2 4 4



ریاضی - 93 



17212 .ن2زگ -28 a b< ،آنگاه a b< <0 توج�هکنی�دک�هاگ�ر  2
بنابراین

 < ⇒ < ⇒ < ⇒ − <5 9 5 9 5 3 5 3 0 

ط�رف از . ( ) | | ( )− = − =− − = −25 3 5 3 5 3 3 5 نتیج�ه در

.همینطور ( )− = −3 33 2 3 2 دیگر،

 < ⇒ < ⇒ < ⇒ − >4 5 4 5 2 5 5 2 0 

.بهاینترتیبعبارتموردنظر ( ) | |− = − = −4 45 2 5 2 5 2 بنابراین

. − + − + − = −3 5 3 2 5 2 3 1 برابراستبا

17222 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


+

= = = × = = =
3 1 3 1 7

77 4 74 3 2 3 7 14 7 14 148 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

17232 بهکمکمخرجمشترکگیریعبارتسادهمیشود:ن2زگ -28  4

  × − × − −− = = = =
× × ×

53 5 33 5 3 5 5

5 3 5 3 5 3 5 3
9 9 9 3 9 27 27 3 3 3 0

27 3 27 3 27 3 27 3
17242 صورتومخرجکس�ررابهش�کلاعدادتوانداربانماین2زگ -28  3

گویامینویسیم:

 = × × × = ×

= × × × = ×

1 1 1 5 5
1 2 4 8 4 8

1 1 1 5 5
1 2 4 8 4 8

3 2 3 2 3 2 3 2 3 2

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3



. A ( ) ( )×= = = =

×

5 5 5 54 8 8 58 8
5 5 5
4 8 8

3 2 3 3 3
2 2

2 3 2

بنابراین

17252 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


x x x x x x x x x x x x

x x x x x
+ + + + + +

× × =

= = = =

11 1 1 1 1
3 43 4 5 62 3 12 4 20

30 10 20 5 15 3 83 231 60 2360 60 60



17262 توجهکنیدکهن2زگ -28  1

 nn n n nn n× = × = × = = =
1 1 5 11 2

2 2 2 2 29 3 9 3 3 3 3 3 3 
پس

n
n
= ⇒ =5 1 5

2 2

. n n− = − = =5 537 37 5 32 2 درنتیجه

17272 چونxعددیمثبتاست،تساویدادهشدهرابهشکلن2زگ -28  4
زیرمینویسیم:

 x x x x x x= ⇒ × = ⇒ = ⇒ =
3 63 2 33 3 3 3 

ودرنتیجه x=9 بنابراین

x x = = = =63 33 3 29 9 9 9 3 3 3 3 

فصلهشتم
فصل دوم: آزمون ها

17282 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 x x x( ) ( )= ⇒ = ⇒ =
5 5 2 2

5 22 2 5 532 2 2 
بنابراین

x ( )
+

= = = =
2 2 4 11 323 3 3 32 2 2 2 2 

17292 ،yوzراسادهترمیکنیم:ن2زگ -28 x ابتدا  3

 x a y a z a a            , ,= = = =
53 4 10
64 3 12 

،پس a< <0 1 وچون > >4 5 3
3 6 4

ازطرفدیگر،

 a a a y z x< < ⇒ < <
54 3
63 4 

17302 وریشۀچهارمن2زگ -28 =4 0 0 راه حل اول اولًاواضحاس�تکه  4
ع�ددصف�ردربازۀموردنظرق�راردارد.اکنونف�رضمیکنیمaعددیمثبت

)قراردارد.یعنی , )0 4 باشدکهریشۀچهارممثبتآندربازۀ

 a a a( )< < ⇒ < < ⇒ < <4 4 4 40 4 0 4 0 256 
همچنینفرضمیکنیمbعددیمثبتباش�دکهریشۀچهارممنفیآندربازۀ

)قراردارد.یعنی , )−3 0

 b b b b( )− <− < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < <4 4 4 43 0 0 3 0 3 0 81
بنابرای�نaمیتوان�داعدادصحیح1تا255وbمیتوانداعدادصحیح1تا80
،1، 0 باش�د.اگرعددصفرراهمدرنظ�ربگیریم،میتوانگفتاعدادصحیح
)دارن�د.تعداداین , )−3 4 2،…و255حداق�لی�کریش�ۀچهارمدربازۀ

اعدادصحیح256تاست.
راه حل دومتوجهکنیدکه

 x x x− < < ⇒− < < ⇒ ≤ <4 44 43 4 81 256 0 256 
پستعدادایناعدادصحیح256تاست.

17312 .ن2زگ -28 x<0 راه حل اولابتداتوجهکنیدکه  3

x x x x x x x x x( ) | |− = − = − × = − × =− −4 44 4 445 4 4

مییابیم: x=−1حاصلعبارتموردنظررابهازای، x<0راه حل دومچون

 x− = =4 45 1 1 
برابر1است. x=−1 فقطمقدارگزینۀ)3(بهازای

17322 توجهکنیدکهن2زگ -28  3



×= = =

= × = × =

×= × = = =

4 55 4 5 4 5

5 5 5 55 5 5

5 5 5 5
5 5 5 54 5

81 81 81 3

96 2 3 2 3 2 3

3 3 3 3 3 3 3 3
381 33 3



. − − =−5 5 5 53 2 3 3 2 3 بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا



فصل دوم: آزمون ها
)204(

17332 ،دراینصورتن2زگ -28 a=6 2 راه حل اولفرضکنید  2

 a a a a a( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
1 1 1

6 3 3 3 36 6 22 2 2 2 2 
و

 a a a a a( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
1 1 1

6 32 2 2 26 6 32 2 2 2 2 

. a aa a a
a a

( )++ += = = =
+ ++

23 3 2 32
6

12 2 2
1 11 2

بنابراین

راه حل دومتوجهکنیدکه

 ( )++ = =
+ +

633 3
6 6

2 2 12 2 2
1 2 1 2



17342 راه حل اول توجهکنیدکهن2زگ -28  4

 x xx   x      
xx x x x x x

( ) ( )− = − = − = −
7 77 777 7

8 7 8 7 8 7
1 1 1 1 1 1 

،پس
x
− =7 1 11

2
درنتیجه

 x
x x
− = ⇒ = ⇒ =1 1 1 129 1281

128 128 129


راه حل دومازتساویدادهشدهنتیجهمیشود


x x  

x x xx

x
x x

( ) ( )

( )

− = ⇒ − =

− = = ⇒ = ⇒ =

77
7

7

1 1 1 1 1 11 1
2 2

1 1 1 1 129 1281
2 128 128 129



17352 ابتداتوجهکنیدکهxمثبتاست.میتواننوشتن2زگ -28  3


x x x x

x x x

( ) ( )

( )

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

3 3 6 64 4 12 12

3 2

3 3 3 9 9 3 9

33 9 3 3 9
3



17362 .میتواننوشتن2زگ -28 x>0 ابتداتوجهکنیدکه  4



x x x

x x x x

x x x x x

( )

( )

+ ++ +

=

× × = × × ⇒ =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

4 3 43 2

1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1
26 2 6 124 12 24 2 24 4 12 24

9 9 1 1 1 1 1 1
24 12 24 12 2 12 12 2

3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3 9



17372 توجهکنیدکهن2زگ -28  1



x
x x x

x
x x x

( )
( )

( )
( )

( )
−

− − −

−
− − −

= = =

= = =

6 2
6 63 6 2 3 2 26

3 4 2
3 34 2 3 4 2 4 23

9 3 3 3

27 3 3 3



بنابراینمعادلۀموردنظرمیشود
x x x x
x

x x( )
− − − − −
−
= ⇒ = ⇒ = ⇒− = ⇒ =−

2 2 4 2 3 3 3
4 2

3 27 3 3 3 3 3 3 1
3

17382 .درتساویدادهشدهاعدادران2زگ -28 a>0 ابتداتوجهکنیدکه  2
بانمایگویامینویسیموسادهمیکنیم:

a a a a a a a

a a a a a

( )
+ +

+ +

× × = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

× ×

1 1 1 11 1 1 116 2 3 62 3 2 22 2
1 1 1 1 1 1 1
4 5 20 4 5 20 2

3 3 3 3 3

. a=9 بنابراین

17392 راه حل اول ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 a b a b b a b a      ,= × = ×
1 11 1

33 6 62 3 
بنابراین


a b b a a b b a a b a b

a b

( ) ( )

( ) ( )

× = × × × = × = ×

= = = = =

1 1 4 3 1 11 1
33 4 36 6 6 6 6 62 3

1 1 3 1
4 3 6 6 6 227 3 3 3



.دراینصورت b=3 و a=1راه حل دومفرضکنید

 a b  b a  × = = × = =
1 31

33 3 3 6 633 3 3 3 3 3 

17402 ودرن2زگ -28 a< <0 1 ،پ�س a a>3 راه ح��ل اولچ�ون  3
 a< <0 .همچنینازفرض1 a a> و a a>4 نتیجهواضحاس�تک�ه

. a a>3 42 3 ،یعنی a a>12 128 9 ودرنتیجه a a>8 9 نتیجهمیشود

درستنیست،زیرا a a> 33 2 ولی

 a a a a a a a< < ⇒ < ⇒ < ⇒ <6 6 39 4 9 4 3 20 1 

. a< <0 ،پس1 >1 1
2 3

وچون a a>
1 1
3 2 ،پس a a>3 راه حل دومچون

بررسیگزینههابهصورتزیراست:

a a a a< ⇒ > ⇒ >
1

441 1
4

گزینۀ )1(

a a a a< ⇒ > ⇒ >
1
21 1

2
گزینۀ )2(

 a a a a> ⇒ < ⇒ <
3 2

33 22 33 2
2 3

گزینۀ )3(

 a a a a< ⇒ > ⇒ >
2 3

3 42 33 42 3
3 4

گزینۀ )4(

بنابراینگزینۀ)3(نادرستاست.

17412 رابهتواندومیرسانیم:ن2زگ -28 x y+ =4 طرفینرابطۀ  4

 x y xy+ + =2 2 2 16
،پس xy=2 چون

 x y x y+ + = ⇒ + =2 2 2 24 16 12
حال،طرفینرابطۀاخیررابهتواندومیرسانیم:


x y x y x y xy

x y x y

( )+ + = ⇒ + + =

+ + × = ⇒ + =

4 4 2 2 4 4 2

4 4 4 4

2 144 2 144

2 4 144 136

17422 مربعکاملهس�تند.ن2زگ -28 −14 6 5 و +14 6 5 اع�داد  3

. ( ) ( )+ = + + × = + + = +
22 214 6 5 9 5 2 3 5 3 5 2 3 5 3 5 زی�را

.بنابراین ( )− = − 214 6 5 3 5 بههمینترتیب

( )+ − − = + − − =14 6 5 14 6 5 3 5 3 5 2 5 

17432 توجهکنیدکهبنابراتحادمزدوج،ن2زگ -28  2
x x x x x x( )( ) ( ) ( )+ − + + + + = + − + =11 3 11 3 11 3 8

بنابراین
 x x x x( )+ + + = ⇒ + + + =2 11 3 8 11 3 4 2 



)205(

17442 ن2زگ -28 − +−
+ −

24 4 24 4
24 4 24 4

ابتداعب�ارترابهصورت  1

مینویس�یم.اکنونبامخرجمش�ترکگیریواس�تفادهازاتحادم�زدوجنتیجه
میشودکهعبارتموردنظربرابراستبا

 ( ) ( )

( )

− − + − −= = =− =−
+ × − −2 2

24 4 24 4 8 8 8 2 2
824 4 24 4 24 4



17452 بهکمکاتحادمربعمجموعسهجملهعبارتراسادهمیکنیم:ن2زگ -28  4


a b c a b c ab ac bc

a b c a b c ab ac bc

( )

( )

+ − = + + + − −

− + = + + − + −

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2


بنابراین



A a b c ab ac bc a b c

ab ac bc a b c

ab ac bc ab ac bc

      

( )

= + + + − − − − −

+ − + + + +

= − + = − +

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 3 3 3

6 6 6 2 2 2

8 8 4 4 2 2



17462 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

 x x x x x x x x

x x x x

( )− − = − + − −

= − + −

2 3 4 6 5 4 3 4

6 5 4 3

2 2 6 12 8 2

6 10 8
برابر10است. x4 بنابراینضریب

17472 رابهتوانس�هن2زگ -28 a b− =3 3 3 4 اگردوطرفتس�اوی  2
برسانیم،ازاتحادمکعبتفاضلدوجملهنتیجهمیشود


a b a b a b a b ab

a b a b a b

( ) ( )

( )

− − − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − − = ⇒ − =

3 3 3 3 3 3

3 3

3 4 3 4 4

3 2 4 4 3 2 4 10


17482 راه حل اولبنابراتحادچاقولاغر،ن2زگ -28  4

     
a b aba b a b a b

     (1)( )( ) ( )− = − + + = + +
3 3 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 14
3

.بنابراینازتساوی)1(
a b aba b

( )+ = − + = +2 2
2 2

1 1 1 1 2 24
3
ازطرفدیگر،

نتیجهمیشود

  
a b

( )− = + + =
3 3

1 1 2 14 16 68
3 3



رابهتوانسهبرسانیم.  
a b
− =1 1 4 راه حل دومتوجهکنیدکهاگرطرفینرابطۀ



  
ab  

a b               

  
a b a a b ab b

   
ab a ba b

 
a b

,

( )

( )

= − =

− = ⇒ − + − =

− − − =

→ − = + × =

3 3
3 2 2 3

3 3

1 13 4

3 3

1 1 1 3 3 14 64

1 1 3 1 1 64

1 1 364 4 68
3



17492 اگرازاتحادچاقولاغراس�تفادهکنیم،عبارتموردنظرن2زگ -28  4
برابراستبا


( )( )

= = = =
+

+ − × + +
2 2 3 33 3 3 3 3 3 3 3

5 5 5 5 1
3 2 5

3 2 3 3 2 2 3 2

17502 ب�هکم�کاتح�ادجمل�ۀمش�ترکعب�ارترابهصورتن2زگ -28  3
زیرمینویسیم:


A x x x x x x x x

x x x x x x x x

( )( )( ) ( )( )

( )(( ) ) ( ) ( )

= − + − + = − − − +

= − − − + = − − − +

2 2

2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1

2 1 2 1
اکنونبهکمکاتحادمربعمجموعدوجملهعبارترابهصورتزیرمینویسیم:

 A x x( )= − −2 21 

17512 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


x x x

x xx

x  
x

( ) ( )( )

( )

+ = + −

= + − = − =

2 2
2

2 2

4 2 22
3 39
2 4 4 233

3 3 3 3



. x x
x x

( )+ = + = × =2 2
2 2

4 4 233 3 3 23
33 9

بنابراین

17522 .ن2زگ -28 a>0 نتیج�ه ،در a
a

| |= + >1 2 0 توج�هکنی�دک�ه  3

درمیآید.اکنونتوج�هکنیدکه a
a
− =1 2 بنابرای�ن،ف�رضمس�ئلهبهش�کل

.بنابراین a a  
a a

( ) ( )+ − − =2 21 1 4 .ازطرفدیگر، a a
a a

| |+ = + >1 1 0


a

aa a
a a

( )
+ >

+ = + = → + =
1 0

21 14 4 8 2 2 

17532 .بنابراینن2زگ -28 ( )− = − 23 2 2 2 1 توجهکنیدکه  1

( )( ) ( )( ) ( )− − = − − = −2 32 1 3 2 2 2 1 2 1 2 1 
ودرنتیجه

( )( )− − = −3 2 1 3 2 2 2 1 

17542 .ن2زگ -28 A ( )( )( )= + + +
1 1 1
8 4 23 1 3 1 3 1 فرضکنید  2

،کههمانaاست،ضربمیکنیم: −
1
83 1 دوطرفاینتساویرادر



A( ) ( )( )( )( )

(( ) )( )( ) ( )( )( )

( )( )

− = − + + +

= − + + = − + +

= − + = − =

1 1 1 1 1
8 8 8 4 2

1 1 1 1 1 1
28 4 2 4 4 2

1 1
2 2

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

3 1 3 1 3 1 2



. A
a

= =

−
1
8

2 2

3 1

بنابراین

17552 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 a b c a b c ab bc ac( )− + = + + − − +2 2 2 2 2 2 2

بنابراین
 ab bc ca ab bc ca( ) ( )= − + − ⇒ =− + −210 66 2 34 2 

. ab bc ca+ − =−17 پس

17562 بنابراتحادمکعبمجموعدوجمله،ن2زگ -28  4


a b a b a a b ab b a b

ab a b ab
ab

( )

( ) ( )

− − + = − + − − +

=− − =− =−

3 3 3 3 2 2 3 3 33 3

33 3 9




فصل دوم: آزمون ها
)206(

17572 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
 a b a b a b ab( )(( ) )+ = + + −3 3 2 3 

ازطرفدیگر،

a b

ab

( )( )

( )( )

+ + −+ = + = = =
−− + − +

= = =
−− +

1 1 3 2 3 2 2 3 2 3
3 23 2 3 2 3 2 3 2

1 1 1
3 23 2 3 2

. a b ( )+ = × − =3 3 2 3 4 3 3 18 3 بنابراین

17582 راه حل اولابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
 a b a b ab ab ab( )− = + − ⇒ = − ⇒ =−2 2 2 2 25 17 2 4 

بنابراین،طبقاتحادچاقولاغر،
 a b a b a b ab( )( ) ( )− = − + + = − =3 3 2 2 5 17 4 65 

درتس�اویهایدادهش�دهصدق b=−1و a=4 راه حل دومتوجهکنیدکه
. a b− =3 3 65 میکنند،دراینصورت

17592 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 aba b a b
a b a b

  =++ = ⇒ = → + =
2 2 1 2 2

2 2 2 2
1 1 7 7 7 

ازطرفدیگر،
 a b a b ab( )+ = + + = + =2 2 2 2 7 2 9 

نی�زمنف�یاس�ت،درنتیج�ه a b+ چ�ونaوbعددهای�یمنفیان�د،پ�س
.بهاینترتیب،بنابراتحادچاقولاغر، a b+ =−3

 a b a b a b ab( )( ) ( )( )+ = + + − = − − =−3 3 2 2 3 7 1 18 

17602 توجهکنیدکهن2زگ -28  2



a a a a a a a a a a

a a a a a

( )( )( ) ( )( )

( )(( ) ) ( )

( )

− + + + + + + = − + +

= − + × + = − = −

= − = − =

4 3 2 10 5 5 10 5

5 5 2 5 5 3 15

5 15 3

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

3 1 3 1 26



17612 میتواننوشتن2زگ -28  4

 a b a b a b a b
b a b aa b b a

( )+ = + = − + × × = + =
4 4 2 2 2 2
2 2 2 2

2 8 2 66 

17622 ابتدادوطرفتساویدادهشدهرابا1جمعمیکنیم:ن2زگ -28  3

 a a
a a

+ = ⇒ + + =
+ +
1 14 1 5

1 1


اکنوندوطرفاینتساویرابهتواندومیرسانیم:

a a a
a aa

a a
a a

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

+ + = ⇒ + + + + × =
+ ++

+ + + = ⇒ + + = − =
+ +

2 2 2
2

2 2
2 2

1 1 11 5 1 2 1 25
1 11

1 11 2 25 1 25 2 23
1 1

17632 راحسابمیکنیم:ن2زگ -28 a b( )− 2 راه حل اولابتدامقدار  3


a b( ) ( )

( )( )

− = − − +

= − + + − − + = − =

2 23 2 2 3 2 2

3 2 2 3 2 2 2 3 2 2 3 2 2 6 2 4


بنابراین
 a b a b( ) (( ) )− = − = =6 2 3 34 64 

راه حل دومتوجهکنیدکه


a

b

( )

( )

= − = − = −

= + = + = +

2

2

3 2 2 2 1 2 1

3 2 2 2 1 2 1


. a b( ) ( ) ( )− = − − − = − =6 6 62 1 2 1 2 64 پس

17642 طرفینتس�اویهایدادهش�دهرادره�مضربمیکنیمن2زگ -28  3
.بنابراین x a x x a x a( )( )− + − − = +1

 x a x a a− − = + ⇒ =− 11
2


17652 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
 a b c a b c bc ab ac( ) ( )− − = + + + − −2 2 2 2 2 

. a b c− − =±6 .بنابراین a b c( ) ( )− − = + =2 28 2 4 36 پس

17662 .ن2زگ -28 a b a b ab a b( ) ( )+ = + + +3 3 3 3 توجهکنیدکه  4
دوطرفتساویدادهشدهرابهتوانسهمیرسانیم:



x

x x

   

( ) ( )

( )

( )

= − + +

+ − + − + +

= − + + + − = −

3 33 3 3

3 3 3 3

3

3 2 3 2

3 3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 3 4 2 3 3



. x x+ =3 3 2 3 بنابراین

17672 اگرتس�اویدومرایکبارباتساویاولجمعوباردیگرن2زگ -28  2
ازآنکمکنیم،بهدستمیآید


a ab b a b a b a b

a ab b a b a b a b

( )

( )

+ + + = ⇒ + = ⇒ + =

+ − − = ⇒ − = ⇒ − =

3 2 3 2 3

3 2 3 2 3

3 3 125 125 5

3 3 27 27 3


. a b
a b
+ =
−

5
3
بنابراین

17682 بنابرفرض،ن2زگ -28  3



a a
a a a
a a a

a a a

− = ⇒ − =

− = ⇒ − =

1 12 2

1 12 2


اگردوطرفاینتساویرابهتواندوبرسانیم،بهدستمیآید

 a a
a a

+ − = ⇒ + =1 12 2 4 

واگردوطرفاینتساویرابهتوانسهبرسانیم،بهدستمیآید

 a a
aa

+ + + =3
3

1 33 64 

. a
a

( )+ = − =3
3

1 64 3 4 52 بهاینترتیب

17692 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3


a ( )

(( ) ( ) )

= × + × + × = + +

= + × +

3 3 3 3 33 3

3 2 3 3 32 2

2 9 2 15 2 25 2 9 15 25

2 3 3 5 5


درنتیجه،ازاتحادچاقولاغرنتیجهمیشود:


ab ( )(( ) ( ) )( )

(( ) ( ) )( ) ( )

= − + +

= − = − =−

3 3 3 3 3 3 32 2

3 3 3 3 33 3

3 5 3 3 5 5 2

3 5 2 3 5 2 2 2




)207(

17702 توجهکنیدکهن2زگ -28  3



A x y x x y x y xy y

x y x x y x y x y y

x y x y

( )( )

( )( ( ) ( ) ( ) ( ) )

( )

= − + + + +

= − + + + +

= − = −

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

5 5 5 5

2 2 4 8 16

2 2 2 2 2

2 32

مقدارAبرابراستبا y=5 4 و x= 52 2 بنابراینبهازای

A ( ) ( )= − = × − × =−5 55 52 2 32 4 32 2 32 4 64

17712 مثبتاست،بنابرایناینعبارتران2زگ -28 a b
a b
+
−

مقدارعبارت  2

نوشت.بهاینترتیب a b
a b

( )+
−

2 میتوانبهصورت

a b a b a b ab ab ab ab
a b a b ab ab aba b ab

( )+ + + + += = = = =
− − −+ −

2 22
2 2

2 8 2 10 5
8 2 6 32

17722 ،دوطرفتس�اوین2زگ -28 x  ≠ 0 راه ح��ل اولباتوجهبهاینکه  1

رابهدستمیآوریم: x
x

+ 1 دادهشدهرامعکوسمیکنیمومقدار

 x x x
x x x x
+ = ⇒ + = ⇒ + =

2 21 1 14 4 4 

،ابتدامقدارمعکوسآنراحسابمیکنیم: x
x +

2

4 1
برایمحاسبۀمقدار

 x x x x
xx x x x

( )+ = + = + = + − = − =
4 4 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 2 4 2 14 

. x
x

=
+

2

4
1

141
بنابراین

نتیجهمیشود x
x

=
+2

1
41
راه حل دومازتساوی

 x x x x+ = ⇒ = −2 21 4 4 1
.بهجای x x x= − +4 216 8 1 دوطرفاینتساویرابهتواندومیرسانیم:

: x−4 1 قرارمیدهیم x2

 x x x x x x( )= − − + = − − = −4 16 4 1 8 1 64 8 15 56 15

. x x x
x xx ( )
− −= = =
− −+

2

4
4 1 4 1 1

56 14 14 4 1 141
بنابراین

17732 میتواننوشتن2زگ -28  4


( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

+ × − × −

= + × − × −

= + − − = + −

= + − = − = − =

63

66 63 2

6 63 2 3 3

2 2

5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 2 5 2

5 2 5 2 5 2 5 4 1
17742 راه حل اولفرضکنیدن2زگ -28  3

 a+ + − =3 8 3 8 
طرفیناینتساویرابهتواندومیرسانیم:

 a ( )( )= + + − + + − = + − =2 3 8 3 8 2 3 8 3 8 6 2 9 8 8 
.ازطرفدیگر،میدانیم a= 8 بنابراین

 = = =63 3 32 2 8 2 2 
یاهمان4است. ×8 2 پسمقدارعبارتدادهشدهبرابر

راه حل دومابتداتوجهکنیدکه



( )

( )

+ = + = + = +

− = − = − = −

= =

2

2

3 3

3 8 3 2 2 2 1 2 1

3 8 3 2 2 2 1 2 1

2 2 8 2



.( ) ( )+ + − = + + − =33 8 3 8 2 2 2 1 2 1 2 4 پس

17752 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


a b c ab bc caa b c

( ) ( )+ + = + + + + +2
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 12 

ازطرفدیگر،

 a b ca b c abc
abc ab bc ca
+ ++ + = ⇒ = ⇒ + + =1 1 16 6 6 

.
a b c
+ + =

2 2 2
1 1 1 13 .درنتیجه

a b c
( )= + + +2

2 2 2
1 1 15 2 6 بنابراین

17762 ابت�دادوط�رفتس�اویرابهتوانس�همیرس�انیموازن2زگ -28  4
اتحادمکعبتفاضلدوجملهاستفادهمیکنیم:

a a a a a a a( ) ( ) ( )= + − − = + − − − − + − −33 3 3 33 2

1
1 5 5 5 5 3 25 5 5



ودرنتیجه a − =3 2 25 3 .بنابراین a= − −3 21 10 3 25 درنتیجه
a − =2 25 27

17772 مقدارن2زگ -28 a a
a a

( )− = + −2 2
2

1 1 2 ابت�دابهکمکاتح�اد  2

راحسابمیکنیم: a
a

− 1

 a a
a a

( )− = − = ⇒ − =±21 118 2 16 4 

درستاست.اکنون a
a

− =−1 4 .بنابراین a
a

<1 نتیجهمیشود a< <0 از1

را a
a

−3
3

1 مقدار a a a
a aa

( ) ( )− = − − −3 3
3

1 1 13 بااس�تفادهازاتح�اد

حسابمیکنیم:

 a a
a a

( ) ( )− = − − − ⇒ − =−3 3 3
3 3

1 14 3 4 76 

17782 طبقاتحادچاقولاغرمیتواننوشتن2زگ -28  3

a

( )(( ) ( ) ) ( ) ( )+ − × + = + = + =3 3 3 3 3 3 3 32 2 3 35 3 5 3 5 3 5 3 5 3 8


.
a

+ =3 3 85 3 بنابراین

17792 توجهکنیدکهن2زگ -28  1

a ab b a ab b a b a ab b

a b a ab b a b

( )( ) ( ) ( )

(( )( )) ( )

− + + + = − + +

= − + + = −

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 3 2

2

اگرتساویهایدادهشدهراباهمجمعکنیم،بهدستمیآید

 a b a b− = ⇒ − =3 3 3 35 5 15 3 
بنابراینمقدارعبارتموردنظربرابر9است.



فصل دوم: آزمون ها
)208(

17802 ،دوطرفمعادلۀدادهش�دهران2زگ -28 x≠±1باتوجهبهاینکه  2
ضربمیکنیمونتیجهمیشود x −2 1 در



x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x

x x x x    (.¡.¡.ù)

( )( )

( )( )( )

( )( )

( )( ) ,

− + + + = + − +

+ − + + + = + − +

+ − = + − +

+ − − = + − + ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 5 6 7 2

5 6 7 2

6 6 7 2

7 6 6 7 2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 2 0

2 1 0 2 1







پسمعادلۀموردنظرفقطیکجوابدارد.

17812 راه حل اولعبارتموردنظررابهصورتزیرتجزیهمیکنیم:ن2زگ -28  2

 x x x x x x x x

x x

( ) ( )

( )( )

+ − = − + − = − + −

= − +

2 26 7 3 6 2 9 3 2 3 1 3 3 1

3 1 2 3


درتجزیۀعبارتوجوددارد. x−3 پسعامل1
 راه ح��ل دومعب�ارتم�وردنظ�رراAمینامی�موآنراب�هکم�کاتح�اد

جملۀمشترکبهصورتزیرتجزیهمیکنیم:

 A x x A x x x x

x x

( )( )

( )( )

= + − ⇒ = + − = − +

= × − +

2 26 7 3 6 36 42 18 6 2 6 9

2 3 3 1 2 3


درتجزیۀوجوددارد. x−3 وعامل1 A x x( )( )= − +3 1 2 3 بنابراین

17822 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
x x y y x x y y x y

x y x y x y x y

( ) ( ) ( )

( ( ))( ) ( )( )

− + − − = − + − − + = − − −

= − − − − + − = − + + −

2 2 2 2 2 22 4 3 2 1 4 4 1 2

1 2 1 2 1 3
عاملیازعبارتاست. x y− +1 بنابراین

17832 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

16 100 20 100 4 10 4

10 2 10 2


است. x x+ +4 216 100 عامل x x− +2 2 10 بنابراین

17842 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  3



x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

+ + + = + + +

= + − + + +

= + − + + = + + +

3 2 3 2

2

2 2

2 2 1 1 2 2

1 1 2 1

1 1 2 1 1



است. x x x+ + +3 22 2 عامل1 x x+ +2 1 بنابراین
راه حل دومتوجهکنیدکه


x x x x x x x

x x x x x x

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

+ + + = + + + +

= + + + = + + +

3 2 3 2 2

2 2 2

2 2 1 2 1

1 1 1 1


است. x x x+ + +3 22 2 عامل1 x x+ +2 1 بنابراین

17852 ابت�دابهکم�کاتحادمربعمجم�وعدوجمله،عبارتران2زگ -28  3
بهشکلزیرمینویسیم:

A x y x y x y x y x y x y x y( ) ( )= + + = + − + = + −4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22

اکنونبهکمکاتحادمزدوج،عبارتراتجزیهمیکنیم:
 A x y xy x y xy( )( )= + − + +2 2 2 2 

وجوددارد. x y xy+ −2 2 بنابرایندرتجزیۀعبارت،عامل

17862 صورتومخرجکسردومراتجزیهمیکنیم:ن2زگ -28  1

x x x x

x x x x x x x x x x

( )( )

( ) ( ) ( )( )

− = − + +

+ − = + − − = + − + = + −

3 2

2 2

1 1 1

2 3 5 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5 1

. x xx x
x x xx x x

( )( )

( ) ( )( )

+ −+ + × =
+ − + +

2

2
2 5 11 1

2 5 1 1
بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا

17872 بهکمکمخرجمشترکگیریعبارتراسادهمیکنیم:ن2زگ -28  1

 x x x
xx x x x x x x x( ) ( )

++ = + = =
+ + + + +

2

2 3 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1


17882 توجهکنیدکهن2زگ -28  4



a a  a a  
a a a a aa a

a a aa a  
a

a a  
aa

( ) ( )

( )

( )

− + −
− + − += =
− + −

= + = − + = + =

5
6 4 2 5

2 4 33

2 2 2
2

1 1
1

1

1 1 2 3 2 11



17892 ابتداصورتومخرجکسرراتجزیهمیکنیم:ن2زگ -28  2


a a a a a a a a

a a a a a a a a

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

− − + = − − − = − −

− − + = − − − = − −

6 4 2 4 2 2 2 4

3 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1


.چون a a a
aa a

( )( )

( )( )

− − −=
−− −

4 2 4

2
1 1 1

11 1
درنتیج�هعبارتم�وردنظربرابراس�تبا

،پسعبارتموردنظربرابراستبا a ( )= =4 42 4

 − += = × = +
− − − +

4 1 3 3 2 1 3 2 3
2 1 2 1 2 1 2 1

17902 .دراینصورت،بنابرن2زگ -28 A a b= −3 3 فرضمیکنی�م  2
اتحادمکعبتفاضلدوجمله،

A a b a b a b a b

ab A A

( ) ( )

( )

= − = − − −

= − = −

3 3 3 3 3 33 3

3

3

76 3 76 3

بنابراین


A A A A A A

A A A A A A A

( )

( )( ) ( ) ( )( )

+ − = ⇒ − − + = ⇒ − + − =

− + + + − = ⇒ − + + =

3 3 3 3

2 2

3 76 0 64 12 3 0 4 3 4 0

4 4 16 3 4 0 4 4 19 0


. A=4 ،درنتیجه A− =4 0 .پس A A A( )+ + = + + ≠4 24 19 2 15 چون0

17912 عبارترابهصورتزیرتجزیهمیکنیم:ن2زگ -28  3
a ab b a ab ab b a a b b a b

a b a b

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

− − = − + − = − + −

= − +

2 2 2 22 3 2 2 4 2 2 2 2

2 2

وجوددارد. a b−2 بنابرایندرتجزیۀعبارت،عامل

17922 .دراینصورتن2زگ -28 x x A− =2 راه حل اول فرضکنید  2
x x x x A A A A( ) ( ) ( )( )− − − + = − + = − −2 2 2 214 24 14 24 2 12

اکنونتوجهکنیدکه


A x x x x

A x x x x

( )( )

( )( )

− = − − = + −

− = − − = − +

2

2

2 2 1 2

12 12 4 3




)209(

عاملهایعبارتموردنظرهس�تند. x+3 و x−4 ، x−2 ، x+1بنابراین
اکنونتوجهکنیدکه


x x x x x x x x

x x x x x x x x

      

      

( )( ) , ( )( )

( )( ) , ( )( )

+ + = + + − − = + −

+ − = − + − − = − +

2 2

2 2

4 3 1 3 2 3 1 3

6 2 3 3 4 4 1


عاملعبارتموردنظرنیست. x x− −2 2 3 بنابراین
راه حل دومباتوجهبهعاملهایعبارتهایذکرش�دهدرگزینهها،کهدرراهحل
، x+3 ، x+1اولنوشتهایم،کافیاستبررسیکنیمکهکدامیکازعبارتهای
عام�لعب�ارتدادهش�دهدرصورتس�ؤالنیس�ت. x−4 و x−2 ، x−3

.دراینصورت P x x x x x( ) ( ) ( )= − − − +2 2 214 24 فرضکنید


P P

P

      ( ) , ( )

( )

− = − + = − = − + =

= − + =− ≠

1 4 28 24 0 3 144 168 24 0

3 36 84 24 24 0


عاملعبارتموردنظرنیس�ت.درنتیجهگزینۀ)2(عاملعبارت x−3 پس
موردنظرنیست.

17932 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


x x x x x x x

x x x x

( ) ( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

4 3 1 4 4 1 2 1

2 1 2 1


 x x+ +22 1 و x x− +22 عبارتهای1 x x+ +4 24 3 1 بنابراینعاملهای
و1هستندکهحاصلضربآنها −1 هس�تند،یعنیمقادیرممکنaعددهای

است. −1 برابر

17942 توجهکنیدکهبااس�تفادهازاتحادمربعتفاضلدوجملهن2زگ -28  4
میتواننوشت


x x y y x x y y x y

x y x y( )

− + = − + −

= − −

4 2 2 4 4 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2

4 16 9 4 12 9 4

2 3 4


طبقاتحادمزدوجاینعبارتبهصورتزیرتجزیهمیشود:
 x xy y x xy y( )( )− − + −2 2 2 22 2 3 2 2 3 

وجوددارد. x xy y− −2 22 2 3 بنابرایندرتجزیۀعبارت،عامل

17952 عب�ارتراابت�دابهکمکفاکتورگیریوس�پسبهکمکن2زگ -28  1
اتحادمزدوجتجزیهمیکنیم:


a ab a b b a a b b a b

a b a b a b a b a b

( ) ( )

( )( ) ( )( )( )

− − + = − − −

= − − = − + −

3 2 2 3 2 2 2 2

2 2

3 3 2 2 3 2

3 2 3 2


وجوددارد. a b−3 2 بنابرایندرتجزیۀعبارت،عامل

17962 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


x x x x x x x

x x x x

      ( )( ) , ( )( )

( )( )

+ = + − + − = − +

+ − = + −

3 2 2

2

1 1 1 1 1 1

2 3 3 1


بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا
x x x x x x

x x x x

( )( ) ( )( )

( )( )

+ − + + −
× = +

− + − +

2

2
1 1 3 1 3

1 1 1


17972 بهکمکمخرجمشترکگیریعبارتراسادهمیکنیم:ن2زگ -28  3
x x   

x x x x x x x xx
xx

x x x x x

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )

− − − +
− − = − − =

+ − − + + − − +−
−−= =− =−

− + − + +

2
2 1 12 1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 11
2 12 2 2

1 1 1 1 1

17982 بهکمکمخرجمشترکگیریعبارتراسادهمیکنیم:ن2زگ -28  1

x x xx
x x x x x x

xx
x x

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

+ − − −
− − =

− + − + − +

−−= =− =−
− −

2 2 2 2 22 2 2
2 2 2 2 2 2

2 48 2 2
4 4

17992 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 a b a b a b a b ab  
b a abb a a b

     ,− + +− = + + =
3 3 2 2

2 2 2 2
1 

بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا

a b a b aba b a b ab a b 
aba b a b ab ab a b ab ab

a b
ab

( )( )

( ) ( )

( )

( )( )

− + +− + + −÷ = =
+ + + +

− − +−= = =−
− +

2 23 3 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

3 2 3 2 2 2
3 2 3 2

18002 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  4
a a a a a a a

a a a a

( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + + − +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

1 2 1 1

1 1

بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا

 a a a a a a
a a

( )( )( )− + + − +
= − = − =

− +

2 2
3

2
1 1 1 1 5 1 4

1


ضربکنیم، a( )+1 راه حل دوماگرصورتومخرجعبارتدادهش�دهرادر
میتواننوشت



a a a a a a a

a a a a

a aa a
a a

( )( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )

+ − + + − + +
=

+ − + +

− +−= = = −
+ +

4 2 2 4 2

2 3

3 36 3
3 3

1 1 1 1 1
1 1 1

1 11 1
1 1



.( ) − =3 35 1 4 برابراستبا a= 3 5 بنابراینحاصلعبارتموردنظربهازای

18012 میتواننوشتن2زگ -28  2

( ) ( )( )

( )( )

( )( )( ) ( )

( )

− + − +−= = =
− − +−

− + + +
= =

+
= = +

22 2 2 2 2 2 2 21 2 2
22 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 21
4 2



18022 راه حل اول ابتدامخرجکس�رهاراگویامیکنیم،س�پسن2زگ -28  2
عبارتراسادهمیکنیم:
( )

( )( ) ( )( )

( )

+++ = +
− − − + − +

++= + =− − + + =
− −

7 3 21 7 1 2
1 2 3 2 1 2 1 2 3 2 3 2

7 3 21 2 1 2 3 2 2
1 2 9 2

راه حل دومابتدامخرجمشترکمیگیریم:

 ( )

( )( ) ( )

−− + − −+ = = = =
− − − − − −

2 5 4 21 7 3 2 7 7 2 10 8 2 2
1 2 3 2 1 2 3 2 5 4 2 5 4 2





فصل دوم: آزمون ها
)210(

18032 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 ( )( ) ( )( )

( )( )

− + − +− = = = +
−− − +

4 4
4

4 4 4
2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1

2 12 1 2 1 2 1


. + − =4 42 1 2 1 بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا
راه حل دومبامخرجمشترکگیریمیتواننوشت:

 ( )− − −− − − + −− = = = =
− − − −

4 4 4 44
4 4 4 4

2 1 2 2 12 1 2 1 2 2 2 12 1
2 1 2 1 2 1 2 1



18042 ضربن2زگ -28 −4 2 رادر1
+4

1
2 1

ص�ورتومخ�رجکس�ر  2

.بنابراین − −× =
−+ −

4 4

4 4
1 2 1 2 1

2 12 1 2 1
میکنیم:

( )( )

− − +− = − =
− − − −+

+ += = = = +
−− − +

4 4 4 4 4

4
2 1 2 2 1 2 2 1

2 1 2 1 2 1 2 12 1
1 2 1 2 1 2 1

2 12 1 2 1 2 1

18052 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

( )
( )

( )
( )

−− − − −= × = × × = = −
+ + + −

−− − −= × = = −
−+ + −

2
2

2
2

8 5 18 5 8 5 1 5 1 5 18 8 2 5 1
45 1 5 1 5 1 5 1

5 25 2 5 2 5 2 5 2
5 45 2 5 2 5 2

بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا

 ( ) ( ) ( ) ( )− − − = − − − =2 22 5 1 5 2 2 6 2 5 9 4 5 3 

18062 راگویامیکنیم.براین2زگ -28
+ +

8
1 2 3

ابتدامخرجکس�ر  2

ضربمیکنیم: + −1 2 3 اینکارصورتومخرجرادر

( )

( ) ( )

( )

+ −+ −× =
+ + + − + −

+ −
= = + −

2 2
8 1 2 38 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
8 1 2 3 1 2 3

2 2
. x( ) ( )− = =2 21 2 2 ودرنتیجه x= +1 2 بنابراین

18072 ب�رایگویاکردنمخرجکس�ر،صورتومخرجآنرادرن2زگ -28  2
مزدوجمخرجضربمیکنیم:



A

( )

( ) ( )

( )( )

( )

+ + − + + −= ×
+ − − + + −

+ + −
=

+ − −

+ + − + + −
=

+ − −

+ −= = =

2

2 2

2 3 2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3 2 2 3 2 3
2 3 2 3

4 2 4 3 6 3
2 3 2 3



18082 ریشۀسوموجوددارد،ن2زگ -28
−3 3
1

3 2
چوندرمخرجکس�ر  3

برایگویاکردنمخرجاینکسرازاتحادچاقولاغراستفادهمیکنیم.
در را کس�ر ای�ن مخ�رج و ص�ورت ترتی�ب، ای�ن ب�ه

ضربمیکنیم: + + = + +3 33 3 33 32 23 3 2 2 9 6 4

 ( ) ( )

+ + + += × =
− − + + −

+ += = + +
−

3 33 3 3 3

3 3 3 3 3 3 33 3 3 3

33 3 33 3

1 1 9 6 4 9 6 4
3 2 3 2 9 6 4 3 2

9 6 4 9 6 4
3 2



بهاینترتیب،عبارتموردنظربرابراستبا

 ( )+ + − + − =3 3 33 3 3 39 6 4 9 6 4 2 4

18092 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 ( )− + = − +3 3 3 3 32 4 2 2 4 2 1 
بنابراین

 A     
( )

= − = −
− − + − − +

3

3 3 3 3 3 3 3
1 3 2 1 3
2 1 2 4 2 1 2 1 4 2 1



اکن�ونبااس�تفادهازاتحادچاقولاغرمخرجکس�رهاراگویاک�ردهوعبارترا
سادهمیکنیم:



A   

    

( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

++ += −
− + + − + +

+ ++ + + += − = −
− +− +

= + + − − =

33 3

3 3 3 3 3 3

3 33 3 3 3

3 33 3

3 3 3 3

3 2 14 2 1
2 1 4 2 1 4 2 1 2 1

3 2 1 3 2 14 2 1 4 2 1
2 1 2 12 1 2 1

4 2 1 2 1 4



18102 اینکهن2زگ -28 .برای + + = + × +
23 3 33 29 3 1 3 1 3 1 چون  3

مخرجکسراولراگویاکنیم)بااستفادهازاتحادچاقولاغر(،صورتومخرج

ضربمیکنیم: −3 3 آنرادر1


( ) ( )

−= ×
+ + −+ +

− −
= = = −

−
−

3

3 2 33 3 3 2

3 3
3

33 3

2 2 3 1
9 3 1 3 13 3 1

2 3 1 2 3 1 3 1
3 1

3 1
بههمینترتیب،

( ) ( )+ ++= × = = = +
+− + +− + +

3 33 3
3 3 2 3 33 3 3 3

3 2 1 3 2 13 3 2 1 2 1
2 14 2 1 2 12 2 1 2 1

. − + + = +3 3 3 33 1 2 1 3 2 بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا

18112 برابرن2زگ -28 x+3 بر P x( ) باقیماندۀتقس�یمچندجمل�های  2

. P( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − =4 3 23 3 3 9 3 3 1 8 استبا

18122 .درنتیجه،ن2زگ -28 P x x( ) ( )= − +31 7 ابتداتوجهکنیدک�ه  4

برابراستبا x− −3 3 1 بر P x( ) باقیماندۀتقسیمچندجملهای

 P( ) ( )+ = + − + = + =3 3 33 1 3 1 1 7 3 7 10 



)211(

18132 برابربان2زگ -28 x−4 ب�ر P x( ) باقیمان�دۀتقس�یمچندجملهای  2
.درنتیجه P( )=4 16 است،وچونبنابرفرضاینباقیمانده16است،پس P( )4

 P x ax bx P a b

a b a b      (1)

( ) ( ) ( ) ( )= + − ⇒ = + −

= + − ⇒ + =

13 97 13 97

13 97 13 97
5 4 4 4 5

16 4 4 5 4 4 21


براب�ربا x+4 ب�ر P x( ) ازط�رفدیگ�ر،باقیمان�دۀتقس�یمچندجمل�های
است.اکنونتوجهکنیدکه P( )−4

 P a b P(1) Á»IvU oMI¹M( ) ( )− =− − − → − =− − =−13 974 4 4 5 4 21 5 26
است. −26 بنابراینباقیماندۀموردنظربرابر

18142 بخشپذیراس�ت،ن2زگ -28 x+3 بر P x( ) چونچندجملهای  4

. P a( ) ( ) ( ) ( )− = − + − + − − =8 7 23 3 3 3 3 9 0 ،درنتیجه P( )− =3 0 پس

.ازطرف P x x x x( )= + + −8 7 23 9 و a=1پس، a− =9 9 0 بنابرای�ن
براب�راس�تبا x−2 ب�ر P x( )−1 دیگ�ر،باقیمان�دۀتقس�یمچندجمل�های

. P( )= + + − =−1 1 3 1 9 4 .اکنونتوجهکنیدکه P P( ) ( )− =2 1 1

18152 ن2زگ -28 x−2 بر P x( ) چ�ونباقیماندۀتقس�یمچندجملهای  4
.درنتیج�ه،باقیماندۀتقس�یمچندجملهای P( )=2 4 براب�ربا4اس�ت،پ�س

. P P( ) ( )× = =16 2 4
3

برابراستبا x−1 3 بر P x( )6

18162 ن2زگ -28 x−3 بر P x( )+1 باقیمان�دۀتقس�یمچندجمل�های  4
.ازطرفدیگر، P P( ) ( )+ =3 1 4 برابراستبا

 xP x x x P( ) ( ) ( ) ( )=− = − + → = − + =62 22 3 2 4 6 3 6 2 20 

18172 برابرن2زگ -28 x+4 بر P x( ) باقیماندۀتقس�یمچندجمل�های  3

قرار P x xP x x( ) ( )− =−2 28 16 .اکنوناگردرتس�اوی P( )−4 اس�تبا
،بهدستمیآید x=−4 دهیم

 P P P P( ) ( ) ( ( ) ) ( )− + − + = ⇒ − + = ⇒ − =−2 2 24 32 4 16 0 4 16 0 4 16 

18182 بنابرفرضمسئله،ن2زگ -28  2
 x x x x Q x      (1)( ) ( )− + + = − +4 3 23 4 1 1 3 

Q( )3 برابربا x−3 Qبر x( ) ازطرفدیگر،باقیماندۀتقسیمچندجملهای
،بهدس�ت x=3 اس�ت.اکنونتوج�هکنیدکهاگردرتس�اوی)1(قراردهیم

.درنتیجه Q( ) ( ) ( ) ( )− + + = − +4 3 23 3 3 4 3 1 3 1 3 3 میآید
 Q Q( ) ( )− + + = + ⇒ =81 81 36 1 2 3 3 3 17 

18192 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 P x x Q x x      (1)( ) ( ) ( )= + + −33 2 5 

برابراس�تبا x+3 بر P x( ) ازطرفدیگر،باقیماندۀتقس�یمچندجملهای
،بهدستمیآید x=−3 .اکنوناگردرتساوی)1(قراردهیم P( )−3

 P( ) ( )− = − − =−3 2 3 5 11
است. −11 بنابراینباقیماندۀموردنظربرابر

18202 برابرن2زگ -28 x+3 بر P x( )2 باقیماندۀتقس�یمچندجملهای  1
 P x( ) .ازطرفدیگر،چونباقیماندۀتقسیمچندجملهای P ( )−2 3 استبا

اس�ت،ازقضیۀتقس�یمب�رایچندجملهایها x x− −2 3 برابر x( )+ 33 بر

.اگردراینتساویقرار P x x Q x x x( ) ( ) ( )= + + − −3 23 3 نتیجهمیشود

.بنابراین P( ) ( ) ( )− = − − − − =23 3 3 3 9 ،بهدس�تمیآی�د x=−3 دهیم

برابراستبا x+3 بر P x( )2 باقیماندۀتقسیمچندجملهای

 P ( )− = =2 23 9 81 

18212 بخشپذیرباش�د،ن2زگ -28 x+1ب�ر P x( ) اگ�رچندجمل�های  3
.بنابراین P( )− =1 0

 P x x ax P a a( ) ( ) ( ) ( )= − − ⇒ − = − − − − = ⇒ =14 5 14 52 3 1 2 1 1 3 0 1

18222 بخشپذی�رن2زگ -28 x( )+ 22 ب�ر P x( ) چ�ونچندجمل�های  4
نیزبخشپذیراست،بنابراین x+2 است،پسبر

 P a a( )− = ⇒− + + + = ⇒ =−2 0 32 48 2 16 0 16 

18232 ،ن2زگ -28 x−1هستند،پس P x( ) ریشههای −2 چون2،1و  1
درجۀ P x( ) هس�تند.ازطرفدیگر،چون P x( ) عاملهای x+2 و x−2

سوماست،پسعاملدیگریندارد.بنابراینمیتواننوشت
 P x a x x x( ) ( )( )( )= − − +1 2 2 

،بهدستمیآید P( )− =1 24 ،چون x=−1 اگردراینتساویقراردهیم
 a a( )( )( )= − − ⇒ =24 2 3 1 4 

تقس�یم باقیمان�دۀ و  P x x x x( ) ( )( )( )= − − +4 1 2 2 ترتی�ب، ای�ن ب�ه
برابراستبا x+3 بر P x( ) چندجملهای

 P( ) ( )( )( )− = − − − − − + =−3 4 3 1 3 2 3 2 80 

18242 ن2زگ -28 x−5 بر P x( )−3 باقیمان�دۀتقس�یمچندجمل�های  4
.اگ�ردرتس�اوی P( )=−2 3 .بنابرای�ن P P( ) ( )− =5 3 2 براب�راس�تب�ا

،بهدستمیآید x=−1 قراردهیم P x x mx mx( )+ = − + +3 23 2

 P m m m( ) ( ) ( ) ( )= − − − + − + =− ⇒ =3 22 1 1 1 2 3 2 

18252 ن2زگ -28 x−2 بر P x( )−1 چونباقیماندۀتقسیمچندجملهای  1
.درنتیجه P( )=1 12 ،یعنی P( )− =2 1 12 برابر12است،پس
 P a b a b( )= + + + + = ⇒ + =−1 1 6 10 12 5 

برابراست x+3 بر P x( )+2 ازطرفدیگر،باقیماندۀتقس�یمچندجملهای
.اکنونتوجهکنیدکه P P( ) ( )− + = −3 2 1 با

 a b  
P a b a b

P

( ) ( )

( ) ( )+ = −

− = − + − + = − +

→ − = − − =5
1 1 6 10 17

1 17 5 22


بنابراینباقیماندۀموردنظربرابر22است.

18262 ون2زگ -28 P x( )+1 چ�ونباقیمان�دۀتقس�یمچندجملهایهای  1
بهترتیببرابر3و5است،پس x−2 Qبر x( )+1

 P P Q Q      ( ) ( ) , ( ) ( )+ = ⇒ = + = ⇒ =2 1 3 3 3 2 1 5 3 5 
برابر x−4 بر P x Q x( ) ( )− −1 1 بنابرای�ن،باقیماندۀتقس�یمچندجمل�های

. P Q( ) ( )= × =3 3 3 5 15 استبا

18272 ون2زگ -28 x−3 بر P x( ) چونباقیماندۀتقسیمچندجملهای  4
.ازطرف P b( )− =3 و P a( )=3 بهترتیببرابرباaوbاست،پس x+3

.اگ�ردراین P x x Q x x( ) ( ) ( )= − + −2 9 3 دیگ�ر،بناب�رف�رضمس�ئله،1
،بهدستمیآید x=−3 و x=3 تساویقراردهیم


P a
P b
( )

( ) ( )

= × − =  ⇒ − = − − =−  

3 3 3 1 8
3 3 3 1 10 

. a b− =18 بنابراین



فصل دوم: آزمون ها
)212(

18282 ب�رن2زگ -28 P x( )−2 چ�ونباقیمان�دۀتقس�یمچندجمل�های  3
.چ�ونباقیماندۀ P( )=1 5 ،یعنی P( )− =3 2 5 براب�ر5اس�ت،پس x−3
،یعنی P( )− =0 1 3 ب�رxبرابر3اس�ت،پس P x( )−1 تقس�یمچندجملهای

برابر2اس�ت،بنابرقضیۀ x −2 .ازط�رفدیگ�ر،چوندرج�ۀ1 P( )− =1 3
بر P x( ) تقس�یمبرایچندجملهایه�ا،درجۀباقیماندۀتقس�یمچندجملهای

باشد.دراین ax b+ حداکثربرابر1است.فرضکنیداینباقیمانده x −2 1
.اگ�ردرای�نتس�اویق�راردهیم P x x Q x ax b( ) ( ) ( )= − + +2 1 ص�ورت

،بهدستمیآید x=−1 و x=1


P a b a b

a b
P a b a b

  

( )
,

( )

= + = +  ⇒ ⇒ = = − =− + =− +  

1 5
1 41 3 

است. x+4 بنابراینباقیماندۀموردنظر

18292 بنابرفرضهایمسئله،ن2زگ -28  2


P x x Q x
Q x x S x

(1)

(2)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= − −
= + +

2 3
1 5



Qمقداربهدس�تآمدهازتس�اوی)2(راقرار x( ) اگردرتس�اوی)1(بهجای
دهیم،بهدستمیآید


P x x x S x

x x S x x

x x S x x

( ) ( )(( ) ( ) )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

= − + + −
= − + + − −

= − − + −2

2 1 5 3
2 1 5 2 3

2 5 13


بنابراین،ازقضیۀتقسیمبرایچندجملهایهانتیجهمیشودکهباقیماندۀموردنظر
است. x−5 13 برابر

18302 رابهشکلزیرمینویسیم:ن2زگ -28 P x( ) چندجملهای  2


P x ax x x a a x x x

a x x x x x

x ax a x a

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ( ) )

= + + + + = + + + +

= + − + + + +

= + + − + +

3 2 3 2

2

2

4 14 10 1 4 14 10
1 1 1 4 10

1 4 10

بخشپذیرباشد،بایدچندجملهای x( )+ 21 بر P x( ) برایاینکهچندجملهای

بخشپذیرباشد.پس x+1برQ x ax a x a( ) ( )= + − + +2 4 10
Q a a a a( ) ( )− = ⇒ − − + + = ⇒ =−1 0 4 10 0 2 



.درنتیجهن2زگ -1831228 ∆=0 چونمعادلهریشۀمضاعفدارد،پس  3

b ac k k k( ) ( )∆= − = ⇒ − × × − = ⇒ − − = ⇒ =2 2 54 0 2 4 2 2 0 4 8 2 0
2


دلتایمعادلهبایدمثبتباشد:ن2زگ -1832228  4

 k k k k k k IÄ  ( )∆= − = − > ⇒ > <2 14 4 1 0 0
4



است. [ , ]− 10
4

 بنابراینkمتعلقبهمجموعۀ

جوابحقیقیندارد،پسن2زگ -1833228 x x k− + − =2 4 1 چونمعادلۀ0  3
 k k k( )∆= − − < ⇒ − > ⇒ >16 4 1 0 1 4 5 
راحسابمیکنیم: ∆ مقدار x x k+ − + =2 2 6 0 درمعادلۀ
 k k k( ) ( )∆= − − + = − = −4 4 6 4 20 4 5 

ودرنتیجهاینمعادلهدوجوابحقیقیدارد. k( )− >4 5 0 ،پس k>5 چون

معادلهرابهروشتجزیهحلمیکنیم:ن2زگ -1834228  1

 x x
x x x x  ( )( ) ,

<
− − = → = =1 2

1 22 5 0 2 5 

. x x ( ) ( )+ = + = + =2 4 2 4
1 2 2 5 2 25 27 بنابراین

چونمجموعضرایبمعادلهبرابرصفراست،پسیکیازن2زگ -1835228  1

،بنابراین x x<1 2 .چون
− 12

3
جوابهایمعادلهبرابر1استودیگری

x x x x  ,=− = ⇒ + = −1 2 1 2
12 1 3 1 12
3

است،پسدراینن2زگ -1836228 x x− − =2 5 0 چونaجوابمعادلۀ  3
معادلهصدقمیکند،یعنی

a a a a− − = ⇒ − =2 25 0 5
.بنابراین b b− =2 5 بههمینترتیبمعلوممیشود

a a b b( )( ) ( )( )− − − + = − + =2 22 2 5 2 5 2 21

اگ�ران�دازۀطولمس�تطیلراyواندازۀع�رضآنراxن2زگ -1837228  1
و  y x= +4 پ�س . x y+2 2 میش�ود آن قط�ر ان�دازۀ کنی�م، ف�رض

.درنتیجه x y+ =2 2 30


x x x x x

x x x x  

( )

,

+ + = ⇒ + + + =

+ − = ⇒ =− + =− −

2 2 2 2

2

4 30 16 8 30

4 7 0 2 11 2 11


،xعددیمنفیمیش�ود،بنابراینقابلقبولنیس�ت.پس x=− −2 اگر11
بنابرای�ن . y ( )= + − + = +4 2 11 2 11 نتیج�ه در و  x=− +2 11

مساحتمستطیلبرابراستبا
S xy ( )( )= = − + = − =11 2 11 2 11 4 7 

ون2زگ -1838228  y
x
=4 پ�س مینامی�م. y و x را ع�دد دو  1

و y x=4 .بنابراین xy x y= + +6


x x x x x x

x x   x  (.¡.¡.ù)

( )

,

= + + ⇒ − − =

±∆= + = ⇒ = ⇒ = =−

2

1

4 4 6 4 5 6 0

5 11 325 96 121 2
8 4

. y x− =6 ودرنتیجه y=8 بنابراین

فصلنهم

فصل دوم: آزمون ها

ب�اتوجهبهش�کلزی�روبنابرقضیۀفیثاغ�ورس،معادلۀن2زگ -1839228  3
بهدستمیآید.بنابراین x x x( ) ( )= + −2 2 22 2 1

 x x x x x x x x,= + − + ⇒ − + = ⇒ = − = +2 2 2 24 4 4 1 4 1 0 2 3 2 3
،یعنی x− >2 1 0 ان�دازۀیک�یازضلعه�ایمثلثاس�ت،پ�س x−2 چ�ون1

.از x= +2 3 قابلقبولنیستودرنتیجه x= −2 3 .بنابراین x>1
2

طرفدیگرمحیطمثلثبرابراستبا
 P x x x x ( )= + + − = − = + − = +2 2 1 5 1 5 2 3 1 9 5 3 

درنظ�رمیگیری�م.بنابراینن2زگ -1840228 x+2 ای�ندوع�ددراxو  2
برقراراست.پس x x( )+ − =3 32 488 تساوی


x x x x x x

x x x x x x  ( )( ) ,

+ + + − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ − + = ⇒ = =−

3 2 3 2

2

6 12 8 488 6 12 480 0

2 80 0 8 10 0 8 10
قابلقبولنیس�ت.بنابراین x=−10چونعددهاطبیعیوزوجهس�تند،پس
ودوع�ددم�وردنظ�ر8و10هس�تندوتفاض�لمربع�اتآنه�ابرابر x=8

،یعنی36است. − = −2 210 8 100 64
دلتایمعادلهبایدبرابرباصفرباشد:ن2زگ -1841228  2

 m m m m m m m( ) ( ) ( )( ) ( )∆= + − + = + + − = + =24 1 4 1 4 1 1 4 1 0 
. m=−1بنابراین

اگرمعادلهحداکثریکجوابحقیقیداش�تهباشد،بایدن2زگ -1842228  2
0≥∆.پس

 k k k( )∆= − × − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥1736 4 4 2 0 68 16 0
4


17است.
4
پسحداقلمقدارkبرابر

دوجوابحقیقیدارد،پسن2زگ -1843228 x x b+ + =2 2 0 چونمعادلۀ  2
راحس�ابمیکنیم x x b− + + =2 6 8 0 .اکنوندلتایمعادلۀ b∆= − >4 4 0

.بنابراین،معادلۀاخیرنیزدوجوابدارد. b b( )∆= − + = − >36 4 8 4 4 0

راه حل اولن2زگ -1844228  2



x m x m m

m m m m m m m

m m m

m m m mx x m x m

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
,

+ − + − =

∆= − − − = − + − +

= − + = −

− ± − − ± −
= = ⇒ = − =

2 2

2 2 2 2

2 2

2
1 2

1 2 0

1 4 2 2 1 4 8

9 6 1 3 1

1 3 1 1 3 1 1 2
2 2

حالت اول
 x m m   x m m,= − < ⇒ > = < ⇒ < <1 2

1 11 2 0 2 2
2 2





فصل دوم: آزمون ها
)214(

حالت دوم

 x m m   x m m,= − < ⇒ >− = < ⇒− < <1 2
1 11 2 2 0 0
2 2



. m ( , ) ( , )∈ − 1 10 2
2 2

 پسمیتوانگفت

 x m x m m( ) ( )+ − − − =2 1 2 1 0 بهص�ورت را اگ�رمعادل�ه راه ح��ل دوم
بنویس�یم،بهکمکتجزیهمیتوانیمآنراح�لکنیم.درواقعبهدنبالدوعدد
باشد. m−1 وحاصلجمعش�ان m m( )− −2 1 هس�تیمکهحاصلضربش�ان
بنابرای�ن اس�ت.  m− دیگ�ر و  m−2 1 ع�دد دو ای�ن از یک�ی پ�س
و  x m= −1 1 2 معادل�ه جوابه�ای پ�س . x m x m( )( )− + − =2 1 0

هستند.دوحالتممکناستاتفاقبیفتد: x m=2

 x m m x m m      ,= − < ⇒ > = < ⇒ < <1 2
1 11 2 0 2 2
2 2

حالت اول 

 x m m x m m      ,= − < ⇒ >− = < ⇒− < <1 2
1 11 2 2 0 0
2 2

حالت دوم 

. m ( , ) ( , )∈ − 1 10 2
2 2

 بنابراین

.ن2زگ -1845228 m m− + − =2 2 مجموعضرایبمعادلهبرابراستبا0  1
پسیکیازجوابهایمعادلهبرابر1است.

،آنگاهن2زگ -1846228 a b c− + =0 اگر ax bx c+ + =2 0 درمعادلۀ  2

هستند. cx
a

=− و x=−1 جوابهایمعادله

، x x(sin ) cosα + + α=2 2 2 0 درمعادلۀ

 a b c a b c    sin , , cos cos sin= α = = α⇒ − + = α− + α=2 2 2 21 1 0

.توج�هکنی�دکهچون x =−2 1 و x cos cot
sin

α=− =− α
α

2 2
1 2

بنابرای�ن

.بنابراین cot− α<−2 ودرنتیجه1 cotα>1پس، <α<0 00 45

x x ( ) ( cot ) cot
sin

− = − − − α = + α=
α

2 2 2 2
2 1 2

11 1

ون2زگ -1847228 x+12 2 باتوجهبهش�کلواضحاس�تکهابعادقاب  2
.پس x x( )( )+ +6 4 12 2 است.بنابراینمساحتقاببرابراستبا x+6 4

x x x x x x  ( )( ) ,+ + = ⇒ + − = ⇒ = =−2 16 4 12 2 104 2 15 8 0 8
2

و x=1
2
قابلقبولنیست.پس x=−8

محیطقاببرابراستبا
P x x

x cm

( )

( )

= + + +

= + =

2 6 4 12 2

2 6 18 42

س�نکنونیمریمراxوس�نکنونیبرادرشراyدرنظرن2زگ -1848228  1
.اگردرمعادلۀاولبه x y= 2 و x y( )− = −2 7 2 میگیریم.درای�نصورت

،بهدستمیآید: y2 جایxقراردهیم

y y y y y y y( ) ( )( ) ,− = − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ =2 22 7 2 7 12 0 3 4 0 3 4
یعنیمریموبرادرشدرمجموع12س�الدارندکه x=9 ،آنگاه y=3 اگ�ر
.یعن�یمریموب�رادرشدر x=16 ،آنگاه y=4 درگزینهه�انیس�ت.اگ�ر

مجموع20سالدارندکهدرگزینۀ)1(آمدهاست.

وطولن2زگ -1849228 x2 اگرطولضلعمربعxباشد،اندازۀمساحتآن  3
است.بنابراینطولضلعمربعراازمعادلۀزیربهدستمیآوریم: x2 قطرآن


x x x x  

x  x     .¡.¡.ù, ( )

+ = ⇒ + − =

= − =− −

2 27 72 2 0
2 2

2 22 2
2 2



. −8 2 2 محیطمربع4xاستکهمیشود

طولیکتکهراxبگیرید.دراینصورتطولتکۀدیگرن2زگ -1850228  3

وطولهرضلع x
4
اس�ت.بنابراینطولهرضلعمربعنظی�رتکۀاول x−20

و x( )2
4

اس�ت.درنتیجه،مس�احتاینمربعها x−20
4

مربعنظیرتکۀدوم

است.بهاینترتیب، x( )− 220
4

 x x x x x x  ( ) ( ) ,−+ = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 220 13 20 96 0 12 8
4 4



،پس،طولیکیازتکهها12س�انتیمتروطولتکۀدیگر8 + =12 8 20 چ�ون
سانتیمترواختلافاندازههایآنهابرابر4سانتیمتراست.

βجوابهایمعادلۀموردنظرباشند،آنگاهن2زگ -1851228 αو اگر  2
 m mα+β= + = ⇒ =1 5 4  

. mαβ=− − =−2 1 9 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلهبرابراستبا

.درنتیجهن2زگ -1852228 x x+ =1 2 3 و x x =−1 2 5 توجهکنیدکه  3

x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − = − + = − − =−1 2 2 1 1 2 1 22 2 2 2 2 5 2 3 16

βنشانن2زگ -1853228 αو رابا x x− − =2 2 5 0 جوابهایمعادلۀ  4
)رابیابیم. )( ) ( )( )α− β− = −α −β2 2 2 2 میدهیم.درنتیجهبای�دحاصل

برایاینکارمیتوانیمیکیازروشهایزیررابهکارببریم.
).ازطرف )( ) ( )α− β− =αβ− α+β +2 2 2 4 راه حل اول دقتکنی�دکه
،( )( )α− β− =− − + =−2 2 5 4 4 5 αβ=−5.بنابراین α+β=2و دیگر،

پسحاصلضربجوابهاتغییرنکردهاست.
.اگردراینتس�اویبه x x x x( )( )− − = −α −β2 2 5 راه حل دوم میدانیم
،αβ=−5 .چون ( )( )− = −α −β5 2 2 جایxقراردهیم2،بهدستمیآید

پسحاصلضربجوابهاتغییرنکردهاست.

ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -1854228  1
 x x k k x x      ( ) ,+ =− + =− − =1 2 1 21 1 8

بنابراین


x x k

x x x x
+ − −+ =− ⇒ =− ⇒ =−1 2

1 2 1 2

1 1 3 3 1 3
4 4 8 4



. k=5 بنابراین

=αون2زگ -1855228
β
2 βجوابهایمعادلهباش�ند،آنگاه αو اگر  3

αβ=2.بنابراین درنتیجه
m m m− = ⇒ − = ⇒ =1 2 1 4 5

2




)215(

α=β2.ن2زگ -1856228 βجوابهایمعادلهباش�ند،آنگاه αو اگر  2
ازطرفدیگر،

αβ=− ⇒β =− ⇒β=−327 27 3
8 8 2



 m m− =− ⇒ =−9 3 6
4 2 8

.بنابراین mα+β=−
8
α=9،همچنین

4
پس

توجهکنیدکهن2زگ -1857228  2
 x x x x x x x x     (1)( ) ( )+ = + + +3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 23 

.درنتیجه،ازتس�اوی)1(واینکه x x k=1 2 و x x+ =1 2 2 ازطرفدیگر،

. k=1
3
.بنابراین k= +8 6 6 بهدستمیآید x x+ =3 3

1 2 6

.ازطرفن2زگ -1858228 x x =1 2 9 و x x k+ =1 2 3 توج�هکنیدکه  4

xدیگر، x x x

x x x x k k

( )− = ⇒ − =

+ − = ⇒ − = ⇒ =

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

6 6

2 36 3 2 9 36 14


ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -1859228  2

      
a

( ) , | | ( )
| |
∆α+β= ⇒ α+β = α−β = = ⇒ α−β =2 23 9 13 13 

پسمعادلهایموردنظراستکهجوابهایآن9و13باشند.چونمجموعاین
جوابه�ابراب�ر22وحاصلضربآنهابرابر117اس�ت،پسمعادلۀموردنظر
 x Sx P x x− + = ⇒ − + =2 20 22 117 0 بهصورتزیراست

ن2زگ -1860228 x x+ − =22 3 9 0 راه حل اولابتداجوابهایمعادلۀ  2
رامییابیم:

 x x x x x x  ( )( ) ,+ − = ⇒ − + = ⇒ = =−2
1 2

32 3 9 0 2 3 3 0 3
2



بهصورتزیرهستند: x ax b− + =29 0 بنابراینجوابهایمعادلۀ


x x

      ,α= − = − =− β= − = − =−
2 2
1 2

1 4 23 1 1 263 3 3 3
9 9 9 9



 a a=− ⇒ =−49 49
9 9

.بنابراین aα+β=
9
ازطرفدیگر،

βنش�ان αو راب�ا x x+ − =22 3 9 0 راه ح��ل دوم جوابه�ایمعادل�ۀ

راباzوtنش�اندهیم، x ax b− + =29 0 میدهی�م.اگ�رجوابهایمعادل�ۀ

. t= −
β2
1 3 و z= −

α2
1 3 آنگاه

α+β=− 3
2
.چون az t

( )

α +β+ = = + − = −
α β αβ

2 2

2 2 2
1 1 6 6

9
توجهکنیدکه

.بنابراین ( )α +β = α+β − αβ= + =2 2 2 9 452 9
4 4

−=αβ،پس 9
2
و

a a= − = − ⇒ =−

45
54 6 6 49

9 81 9
4



βجوابمعادلهاست،پسدرمعادلهصدقمیکند:ن2زگ -1861228  4

 β −β− = ⇒ β =β+2 22 7 0 2 7 

.α+ β =α+β+ = + =2 1 152 7 7
2 2

α+β=1.بنابراین
2
ازطرفدیگر،

ن2زگ -1862228 3
2
ابت�داتوجهکنیدکهمجموعجوابهایمعادلهبرابر  4

است.بنابراین − 5
2
وحاصلضربآنهابرابر

( )α β+αβ =αβ α+β =− × =−2 2 5 3 15
2 2 4



−=αβ.بنابراینن2زگ -1863228 5
2
α+β=1و

2
ابتداتوجهکنیدکه  4


( )( ) − −α+β − αββ α +βα+ = = = =−

β α αβ αβ −

22 2
1 522 214 2

5 10
2



.بنابراینن2زگ -1864228 x x
a

| |
| |
∆− =1 2 توجهکنیدکه  3

k k

k k k

( )( )

| |

− + −
= ⇒ = +

−

= + ⇒ = ⇒ =

2

2

5 4 1 23 6 8 33
2

36 8 33 8 3
8



ون2زگ -1865228 x x+ =1 2 1 توجهکنیدکه  3

 x x k k
a

| | ( )
| |
∆− = = − − = −1 2 1 4 2 3 13 8 

ازطرفدیگر،
 x x x x x x x x( )( )− = ⇒ − + = ⇒ − =2 2

1 2 1 2 1 2 1 26 6 6 
،درنتیجه x x− >1 2 0 پس

k k k− = ⇒ − = ⇒ =− 2313 8 6 13 8 36
8



.بنابراینن2زگ -1866228 x x =1 2 9 و x x+ =1 2 15 توج�هکنیدک�ه  3
و x x, >1 2 0

x x x x x x x x
x x x x x x x x

+ +
+ = + = = = =

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 1 2 1 2

15 5
9

.ن2زگ -1867228 x x =−1 2
4
3
و x x ( )−+ =− =1 2

6 2
3

توجهکنیدکه  4

ازطرفدیگر،
S x x x x x x x x x x x x

P x x x x x x x x x x x x

x x x x

( )

( )( ) ( ( ))( ( ))

( )

= + + + = + + = + =

= + + = + +

= + =− × =−

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2
1 2 1 2

2 4

4 164
3 3

است. x x− − =23 12 16 0 یا x x− − =2 164 0
3

بنابراینمعادلۀموردنظر

βن2زگ -1868228 αو را x x− − =2 3 5 0 اگ�رجوابه�ایمعادل�ۀ  1

α3و αβ=−5.جوابه�ایمعادلۀموردنظر α+β=3و بنامی�م،آنگاه

β3هستند.بنابراین


S

P

( ) ( ) ( )

( ) ( )

=α +β = α+β − αβ α+β = − × − × =

=α β = αβ = − =−

3 3 3

3 3 3 3

3 27 3 5 3 72

5 125


بنابراینمعادلۀموردنظربهشکلزیراست
x Sx P x x− + = ⇒ − − =2 20 72 125 0 



فصل دوم: آزمون ها
)216(

αβ=−3،بنابراینن2زگ -1869228 ابتداتوجهکنیدکهα+β=−1و  1
مجموعوحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربهشکلزیراست:

S

P  

( )

( )( ) ( )

α+β −=α + +β + = α+β − αβ+ = + + =
β α αβ −

= α + β + = αβ +α+β+ = − − =
β α αβ

2 2 2

2 2 2

1 1 1 222 1 6
3 3

1 1 1 1 239 1
3 3

بنابراینمعادلۀموردنظربهشکلزیراست:

x Sx P x  x x x− + = ⇒ − + = ⇒ − + =2 2 222 230 0 3 22 23 0
3 3

اگردستگاهمعادلههاین2زگ -1870228  3


x x x x S P
x x x x S P

( )

( )

+ + =− + =−  ⇒ + − =− − =−  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1
11 11



جوابهای x2 و x1 .بنابراین P=5 S=−6و راحلکنیم،بهدستمیآید

هستند. x x+ + =2 6 5 0 معادلۀ

نابراب�رین2زگ -1871228 ax bx c+ + =2 0 کاف�یاس�تدرمعادل�ۀ  2

برقرارباش�دتامعادلهدوجوابداش�تهباشدکهیکیمثبتویکیمنفی c
a
<0

.پسmمیتواندمقادیرصحیح m− < <2 4 درنتیجه m
m
− <
+

4 0
2

است.پس

2،1و3باشد. ،0، −1

،آنگاهمعادلهفق�طیکجوابداردکهقابلن2زگ -1872228 a=0 اگ�ر  2

که a
a
− 2

2
1 ،آنگاهحاصلضربجوابهابرابراستبا a≠0 قبولنیست.اگر

 a a a a
a

| |− < ⇒ − < ⇒ > ⇒ >
2 2 2

2
1 0 1 0 1 1 بایدمنفیباشد.پس

توجهکنیدکهن2زگ -1873228  1
 m m  m( )∆= + + ⇒ + + >2 24 4 4 2 1 3 0

پ�سمعادلهحتماًدوجوابدارد.برایاینکهجوابهاهمعلامتباش�ند،کافی

 c m m
a
> ⇒− − > ⇒ <−0 1 0 1 استحاصلضربآنهامثبتباشد،پس

،آنگاهمعادلهبهصورتن2زگ -1874228 a=0 ابت�داتوجهکنیدکهاگر  4
بایددلتای a≠0 درمیآی�دکهفقطی�کجوابدارد.باش�رط x− + =8 9 0

معادلهمثبتباشد:

 a a a a a a

a a

( ) (( ) ) ( )

( )( )

∆= + − × = + − = − +

= − − >

2 2 216 2 16 9 16 2 9 16 5 4

16 1 4 0


.همچنی�نمجم�وعوحاصلض�رب a ( , ) ( , ) ( , )∈ −∞ +∞0 0 1 4  بنابرای�ن

،درنتیج�ه a>0 .پ�س
a
>9 0

4
و a

a
+ >2 0 جوابه�ابای�دمثب�تباش�ند:

3،2و4رانمیتواندداشتهباشند. ،یعنیaمقادیرطبیعی1، a ( , ) ( , )∈ +∞0 1 4

βجوابهایمعادلهباش�ند،بایدش�رطهاین2زگ -1875228 αو اگر  1
α+β<0برق�رارباش�ندتامعادلهدوجوابمنفیداش�ته αβ>0و ، ∆>0

باشد.درنتیجه
m m m m m m

m mm  m     

( ) ( )

,

∆= − − > ⇒ − + > ⇒ − > ⇒ ≠

− −α+β< ⇒ < ⇒ > αβ> ⇒ > ⇒ >

2 2 28 2 0 8 16 0 4 0 4

20 0 0 0 0 2
2 2

. m ( , ) { }∈ +∞ −2 4 بنابراین

برایاینکهمعادلهدوجوابداشتهباشدبایدن2زگ -1876228  2
 m m m m m m IÄ ( ) ( )∆> ⇒ − − + > ⇒ − > ⇒ < >2 20 4 4 2 4 0 16 0 0 16

ب�رایاینک�هدوج�وابمعادل�هنامنف�یباش�ند،بای�دمجم�وعآنه�امثبتو
حاصلضربشاننامنفیباشد:

 c bm m  m m
a a

      ,≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥− − > ⇒ − > ⇒ <0 2 4 0 2 0 4 0 4 

ب�اتوج�هبهش�کلزی�ر،اش�تراکجوابه�ایبهدس�تآم�دهب�رایmبهصورت
راداشتهباشد. و1− −2 استودرنتیجهmمیتواندمقادیرصحیح m− ≤ <2 0

.ن2زگ -1877228 m( )∆= + >2 8 0 معادلۀموردنظرهموارهدوجوابدارد  3
اگرمعادلهدوجوابمنفیداشتهباشد،بایدمجموعآنهامنفیوحاصلضرب

آنهامثبتباشد.بنابراین
 m m m m, ( )− < ⇒ < − + > ⇒ <−2 0 2 1 0 1

. m<−1 پس

.چونمعادلهدوجوابن2زگ -1878228 m( )∆= + 22 1 توجهکنی�دکه  3

.چ�ونقدرمطلقجوابمنفیازج�وابمثبتکوچکتر m≠− 1
2
دارد،بای�د

اس�ت،پسمجم�وعجوابهامثبتاس�توچ�ونجوابه�امختلفالعلامت
هستند،پسحاصلضربآنهامنفیاست.بنابراین

 mx x m x x m
m m

      ,−+ =− > ⇒ < < =− < ⇒ >1 2 1 2
2 1 1 20 0 0 0

2

. m< <10
2
بنابراین

0≤∆،پسن2زگ -1879228 ابتداتوجهکنیدکهباید  2
 m m− + ≥ ⇒ ≤4 4 8 0 3 

ازطرفدیگر،اگرمعادلهدوجوابمختلفالعلامتداشتهباشد،آنگاه

 c m m
a
≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤0 2 0 2 

همچنین،ممکناس�تمعادلهدوجوابنامثبتداش�تهباشد،کهدراینصورت

. b
a

− ،کهممکننیست،زیرا2= b
a

− بایدمجموعآنهانامثبتباشد،یعنی0≥

بنابراینحداکثرمقدارmبرابر2است.

ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -1880228  2
 m m m( )∆= + + = + + >2 24 4 8 2 1 7 0

بنابراینمعادلهحتماًدوجوابدارد.ازطرفدیگر،برایاینکهمعادلهدوجواب
منفیداشتهباشد،بایدمجموعجوابهامنفیوحاصلضربآنهامثبتباشد.

یعنیباید

 b cm m m m
a a

      ,− < ⇒ < ⇒ < > ⇒− − > ⇒ <−0 2 0 0 0 2 0 2 

،معادلهدوج�وابمنف�یدارد.اکنونتوجهکنی�دکهاگر m<−2 پ�ساگ�ر
 x=0 درمیآیدکهیکجوابآن x x+ =2 4 0 ،معادل�هبهصورت m=−2
است.پسدراینحالتنیزمعادلهجوابمثبتندارد. x=−4 وجوابدیگر
،معادلهیادوجوابمثبت،یادوجوابمختلفالعلامت m>−2 بنابرایناگر

دارد،کهدرهرصورتیکیازجوابهامثبتاست.
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جوابهایمعادلههستند،پسن2زگ -1881228 x=−1 و x=1
3
چون  3


a ba b

a ba b

( ) ( ) ( )

( )

 + =− + + = ⇒ 
− =− − − × − + = 

1 1 1 3 16 5 0
27 9 3

116 1 5 1 0


 x x x− − + =3 26 5 8 3 0 .پسمعادلهبهش�کل b=3 و a=−8 بنابراین

 x+1و x−3 جوابه�ایآنهس�تند،پس1 و1− 1
3
درمیآی�دک�هچ�ون

عاملهایعبارتس�متچپمعادلههس�تندوبهکمکتقسیممیتواننوشت

است.در x=3
2
.بنابراینجوابدیگرمعادله x x x( )( )( )+ − − =1 3 1 2 3 0

. ab
k

( )− ×
= =−

8 3 16
3
2

و k=3
2
نتیجه

معادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -1882228  4


x x x x x x x x

x x x x x x x

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

+ + − − = ⇒ + − + + + − =

+ − + + − = ⇒ + − − =

3 2 2

2 2

8 5 14 0 2 2 4 2 7 0

2 2 4 7 0 2 3 0
بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند:

 x x  x x x     , ±+ = ⇒ =− − − = ⇒ =2 1 132 0 2 3 0
2



پسحاصلضربجوابهایمنفیمعادلهبرابراستبا

( )( )− − = −1 13 2 13 1
2

ج�وابمعادلهاس�ت.پسن2زگ -1883228 x=−1 واض�حاس�تک�ه  4
عاملعبارتسمتچپمعادلهاست x+1


x x x mx m x x x x m

x x x m

( ) ( )( )

( )( ( ))

+ + − − − = ⇒ + + + − − =

+ + − + =

3 2 2 2

2

1 0 1 1 1 0

1 1 0


 x x m( )+ − + =2 1 0 برایاینکهمعادلهس�هجوابداشتهباشد،بایدمعادلۀ
نباشند.بنابراین −1 دوجوابداشتهباشدوهیچیکازاینجوابهابرابر


m m m

m m

( )

( ) ( )

∆= + + > ⇒ + > ⇒ >−

− − − + ≠ ⇒ ≠−2

51 4 1 0 5 4 0
4

1 1 1 0 1


. m ( , ) { }∈ − +∞ − −5 1
4

پس

،معادل�هن2زگ -1884228 t x= ≥2 0 راه ح��ل اولاگ�رف�رضکنی�م  2

هستند. t ±=5 37
2

درمیآیدکهجوابهایآن t t− − =2 5 3 0 بهصورت

قابلقبولنیستچونعددیمنفیاست.بنابراین −5 37
2

جواب

 x x+ += ⇒ =±2 5 37 5 37
2 2



یعنیمعادلهدوجوابدارد.
در t t− − =2 5 3 0 ،معادلهبهصورت t x= ≥2 0 راه حل دوماگرفرضکنیم

اس�ت.پسمعادل�هدوجوابمختلفالعلامتدارد. c
a
<0 میآید،کهدرآن

،جوابمنفیغیرقابلقبولوجوابمثبتقابلقبول t≥0 کهباتوجهبهفرض
.پسمعادلۀدادهشدهدوجوابدارد. x t=± خواهدبودو

،معادل�ۀموردنظرمیش�ودن2زگ -1885228 x t=2 اگ�رف�رضکنی�م  3

،پس t t− − =2 4 12 0

t t t t

t t x x       .¡.¡.ù      

( )( )

( ),

− − = ⇒ − + =

=− = ⇒ = ⇒ =±

2

2

4 12 0 6 2 0

2 6 6 6

است. −6 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلهبرابر

.دراینص�ورتمعادلۀموردن2زگ -1886228 x t=2 ف�رضمیکنی�م  1

.چونمعادلۀاصلیچهارجوابدارد، t m t m( )+ − − =2 2 1 2 0 نظرمیش�ود

پساینمعادلۀدرجۀدومدوجوابمثبتدارد.بنابراین

m m m m

c m m
a

b m m m
a

( ) ( )

( )

∆> ⇒ − + > ⇒ + > ⇒ ≠−

> ⇒− > ⇒ <

− > ⇒− − > ⇒ − < ⇒ <

2 2 10 2 1 8 0 2 1 0
2

0 2 0 0

10 2 1 0 2 1 0
2

)است. , ) { }−∞ − − 10
2

بنابراینمجموعۀمقادیرmبهصورت

ن2زگ -1887228 kt kt −− + =2 3 2 0
4

،بهمعادلۀ x t=2 اگرفرضکنیم  3

داشتهباشد،معادلۀ t1 میرس�یم.اگراینمعادلهفقطیکجوابمثبتمانند

دارد: x t=± 1 اصلیدوجواببهصورت



k k

b kt k
a

k k k k ¡.. ¡.—  

( )

( ),

∆= − − =
 ⇒ 

=− > > ⇒ >  

+ − = ⇒ =− =

2

1

2

0 3 2 0

0 0 0
2 2

2 3 0 3 1

همچنیناگرمعادلۀدرجۀدومیکجوابمنفیویکجوابمثبتداشتهباشد،

نمیتواندمنفیباشد.بنابراینمعادلۀ x2 جوابمنفیقابلقبولنیس�ت،چون

دارد،پس x t=± اصلیدوجواببهصورت
c k k k
a

−< ⇒ < ⇒ − < ⇒ >3 2 30 0 3 2 0
4 2

جوابمسئلهاست. k=1 یا k>3
2
بنابراین

ون2زگ -1888228 t≥0 ، x t=± ،آنگاه x t=2 اگ�رف�رضکنی�م  3
معادلهبهشکلزیردرمیآید

 t mt m      ( )*− + − =2 22 4 0 

بهازای ( )* .بنابراینمعادلۀ m m( )∆= − − = >2 24 4 4 16 0 دراینمعادله

ه�رمق�دارmدوجوابحقیقیدارد.اگرهردوجواباینمعادلهمنفیباش�ند،
 t2 و t1 آنگاهمعادل�ۀاولی�هج�وابحقیق�ینخواه�دداش�ت.بنابرایناگ�ر

باشند،باید ( )* جوابهایمعادلۀ


t t m m

t t m m m   IÄ  

+ < ⇒ < ⇒ <

> ⇒ − > ⇒ <− >

1 2
2

1 2

0 2 0 0

0 4 0 2 2


تامعادلۀاولیهجوابحقیقینداشتهباشد. m<−2 بنابراینکافیاست



فصل دوم: آزمون ها
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.دراینصورتن2زگ -1889228 x x t+ =2 فرضمیکنیم  2



t t t t

t x x x x

x x x      x

t x x x x

x x x     x

( )( )

( )( ) ,

( )( ) ,

− + = ⇒ − − =

= ⇒ + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

= ⇒ + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

2

2 2

1 2
2 2

3 4

18 72 0 6 12 0

6 6 6 0

2 3 0 2 3

12 12 12 0

3 4 0 3 4



بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابراستبا
x x x x+ + + =−1 2 3 4 2

.ن2زگ -1890228 t t= +2 3 4 .درنتیجه x x t− + =2 7 11 فرضمیکنیم  1
،پسبهمعادلههایزیرمیرسیم t ,=−1 4 بنابراین

x x x x x

x x x x x

,− + =− ⇒ − + = ⇒ =

±− + = ⇒ − + = ⇒ =

2 2

2 2

7 11 1 7 12 0 3 4

7 217 11 4 7 7 0
2



پسمعادلۀموردنظرچهارجوابدارد.

معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم:ن2زگ -1891228  1
x x x x( )+ = + ⇒ − − =2 21 2 1 2 1 0

هستند.پسجواببزرگتر x= −1 2 و x= +1 2 جوابهایمعادلۀبالا
است. +1 2 معادله

ن2زگ -1892228 x
x x x x

=
− − + −4 2 3

1
2 1 1

ش�کل ب�ه را معادل�ه  2

مینویسیم.بنابراین
cx x x x x x x
a

− = − − + ⇒ + − = ⇒ =−4 4 2 22 1 1 0 1

ضربوآنراسادهن2زگ -1893228 x x( )( )− +1 1 طرفینمعادلهرادر  3
میکنیم:

x x x x x x x x( ) ( )( )+ + − = − + ⇒ − = − ⇒ − − =2 21 2 1 2 1 1 3 1 2 2 2 3 1 0

است. 3
2
ازآنهانیستندومجموعآنهابرابر معادلۀبالادوجوابداردکه1و1−

جوابدیگرمعادلهباش�د.ابتدامعادلۀن2زگ -1894228 x1 فرضکنید  3
دادهشدهرااینطورمینویسیم:

 x a x a x a
x a x a

( ) ( )
( )

− − = ⇒ − + + + =
− + +

2
2

5 2 4 1 7 6 2 0 1
2 2

جوابمعادلهاست،پس x=5 چون
 a a a( )− + + + = ⇒ =25 5 7 6 2 0 8

است،پس a+7 چونمجموعجوابهایمعادلۀ)1(برابر
 a x x x+ = + ⇒ = + ⇒ =1 1 17 5 15 5 10

یعنیجوابدیگرمعادله10استکهمخرجهیچیکازکسرهاراصفرنمیکند
وقابلقبولاست.

معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشت:ن2زگ -1895228  2


x a x x a
x x a x x a

x a x a x a x a x a

( )( ) ( )( )

( ) ( )

− + + − += ⇒ =
+ − + −

− + = + − − ⇒ + − − − =2 2

2 2 3 3 2 34 4
3 3

3 2 3 4 12 4 12 4 9 4 10 3 0

است.پس a− −10 3
4

حاصلضربجوابهایمعادلهبرابر

 a a a− − = ⇒− = ⇒ =−10 3 7 10 10 1
4 4

ضربمیکنیم:ن2زگ -1896228 x −2 1 دوطرفمعادلهرادر  2

 x a x ax x a( ) ( )− − = − ⇒ − + − =2 21 2 1 3 0 1

برقرارباشد،معادلهجوابندارد.بنابراین ∆<0 اگردرمعادلۀ)1(شرط

 a a a a a( ) − +∆= − − < ⇒ − + < ⇒ < <2 3 2 2 3 2 21 4 3 0 4 12 1 0
2 2

معادلهجوابندارد. a=2 و a=1پسبهازایاعدادطبیعی
توجهکنیدکهدرحالتهایزیرهممعادلۀاصلیجوابنداردولیاینحالتها

دراینمسئلهاتفاقنمیافتند.
ریشۀمضاعفمعادلۀ)1(باشد. x=1 )1

ریشۀمضاعفمعادلۀ)2(باشد. x=−1 )2
هردوجوابهایمعادلۀ)1(باشند. x=−1 و x=1 )3

.دراینصورتمعادلۀموردن2زگ -1897228 x t
x
+ =2 1 فرضمیکنیم  4

نظربهمعادلۀزیرتبدیلمیشود

 t t t t t
t

,−+ = ⇒ − − = ⇒ =− =26 5 5 6 0 1 6

بنابراین


xt x
x

xt x
x

+=− ⇒ =− ⇒ =−

+= ⇒ = ⇒ =

2 1 11 1
3

2 1 16 6
4

ازآنجای�یکههیچک�دامازایندومقدارباعثصفرش�دنمخرجهادرمعادلۀ
اصلینمیش�وند،هردوقابلقبولهس�تند.بنابرای�نحاصلضربجوابهای

. − 1
12

معادلۀموردنظربرابراستبا

.بنابراینن2زگ -1898228 x
x

+ =1 4 اگراینعددxباشد،آنگاه  1

x x x x x+ = ⇒ − + = ⇒ = ±2 21 4 4 1 0 2 3

 −2 3 ش�رطموردنظ�ررادارندکه −2 3 و +2 3 بنابرای�ندوع�دد
کوچکترینعددیاستکهاینشرطرادارد.

ف�رضکنیدزم�انرفتبرابرtوس�رعترف�تبرابرvن2زگ -1899228  2

 v−5 وسرعتبرگشتبرابر t+4
9
باش�د.دراینصورتزمانبرگشتبرابر

vt=200 است.چونفاصلۀدوشهربرابر200کیلومتراست،پستساویهای

برقرارند.بنابراین v t( )( )= − +4200 5
9

و

v t t  
t t t

t t t t

t t t  SøIw

( )( )

( )( )

= ⇒ = − + ⇒ = + − −

− − = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =

2 2

200 200 4 800 20200 5 200 200 5
9 9 9

800 45 20 0 9 4 160 0

9 40 4 0 4
بنابراینزمانرفت4ساعتاست.
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19002 ن2زگ -28 +5 1
2

نسبتطولبهعرضدرمستطیلطلاییبرابر  1

است.اگرطولاینمستطیلبرابرxوعرضآنبرابرyباشد،آنگاه
x x y
y

( )+ += ⇒ =5 1 5 1
2 2

است.بنابراین −3 5 ازطرفدیگرنسبتمحیطبهمساحتمستطیلبرابر
x y y y xy
xy

x x

( )
(( ) ) ( )

( ) ( )

( )

+ += − ⇒ + = −

+ + + ++ = − ⇒ = = ×
− − +

+ += =
−

2

2 5 13 5 2 3 5
2

5 1 5 3 5 3 3 52 1 3 5
2 3 5 3 5 3 5

3 5 7 3 5
9 5 2

معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشتن2زگ -1901228  4



x xx x
x x x x

x xxx
x x x x

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

− + −− + = ⇒ − =
− − − −

− −−− = ⇒ =
− − − −

1 1 5 31 0 1 0
3 5 3 5

2 1 42 81 0 0
3 5 3 5



بنابراینجوابهایمعادلۀموردنظر1و4هستندومجموعآنها5است.

معادلۀدادهشدهرااینطورمینویسیم:ن2زگ -1902228  1

 x x x x
x xx x x x x x

− + + += + = =
++ + +2 2 2

12 2 5 2 6 5 7 6
33 3 3



، x ,≠ −0 3 درنتیجه،بافرض
 x x x x− = + ⇒ =− ⇒ =−12 7 6 6 18 3 

کهقابلقبولنیست.بنابراینمعادلهجوابندارد.

معادلۀدادهشدهرااینطورمینویسیمن2زگ -1903228  3

 x a x a x a
x a x a

     (1)( )
( )

− − = ⇒ − + + + =
− + +

2
2

3 2 2 1 5 4 2 0
2 2



جوابمعادلهاست،پس x=6 چون
 a a a a( )− + + + = ⇒− + = ⇒ =36 6 5 4 2 0 2 8 0 4 

اس�ت،پسجوابدیگر a+ =5 9 چ�ونمجم�وعجوابهایمعادلۀ)1(برابر
معادلۀموردنظربرابر3است.

درن2زگ -1904228 را ش�ده داده معادل�ۀ ط�رف دو اول راه ح��ل   4
ضربمیکنیم: x x x( )( )− + −2 1 1



ax x x x x x
a

ax x a x a ax a
a

x a x a

( )( ) ( )( )

( ) ( )

− + + = + − +
+

− = + ⇒ + − − = +
+

= + ⇒ = +

2 2

3 3 3 3

33

1 1 1 1
1

1 1 1 1
1

2 1 2 1
ریش�ۀمخرجکسردرمعادلۀاصلیباشد،قابلقبولنیست.در a+3 2 1 اگر
غیراینصورتقابلقبولاس�تومعادلهیکجوابدارد.ریش�ۀمخرجکسر
 a a a+ = ⇒ + = ⇒ =3 2 1 1 2 1 1 0 است،پس x=1
درمیآیدکه x x+ + =2 1 0 ،آنگاهمعادلهبهصورت a=0 توجهکنیدکهاگر
،آنگاهس�متراس�تمعادل�هتعریف a=−1ج�وابن�دارد.همچنی�ناگ�ر

معادلههموارهیکجوابدارد. a { , }∈ − −0 1 نمیشود.بنابراینبرای
.بنابراینگزینههای a≠−1درمخرجکسراست،پس a+1 راه حل دومچون
راامتحانکنیم. a=0 )1(و)2(ردمیشوند.براییافتنگزینۀصحیحکافیاست

. a≠0 کهجوابندارد.پس x x
x x
+ + =
− +

2

2
1 0
1

معادلهمیشود a=0 بهازای

معادلهرابهشکلزیرمینویسیم:ن2زگ -1905228  2



 k
x x x x

x x xk k
x x x x x x

k x kx k

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )

− =
− + + +

+ − − +
= ⇒ =

− + + − + +

− = ⇒ − − =2 2

5 3
1 4 1 4

5 1 3 1 2 4
1 1 4 1 1 4

1 2 2 0

است.پس k
k

− −2 حاصلضربجوابهایمعادلهبرابر

 k k k k
k

− − =− ⇒ = + ⇒ =2 24 4 2
3

،معادلهبهشکلزیردرمیآیدن2زگ -1906228 x t
x

( )+ =22 اگرفرضکنیم  2

 t t t t,− − = ⇒ =− =2 9 10 0 1 10

،آنگاه t=10 غیرقابلقبولاست.اگر t=−1 ،پس t>0 چون


x x x

x

x x x
x

,

,

 + = ⇒ − + = ∆=

 + =− ⇒ + + = ∆=

2

2

2 10 10 2 0 2

2 10 10 2 0 2

ه�رکدامازمعادلههایب�الادوجوابغیرصفردارن�دوجوابهایمعادلۀاول
قرینۀجوابهایمعادلۀدومهستند.پسمعادلۀاصلیچهارجوابدارد.

معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشتن2زگ -1907228  4

 x x
x x

( )− + + + =
+ +

2
2

21 4 10 10 6
4 10
،اینمعادلهمیشود x x t+ + =2 4 10 اگرفرضکنیم


t

t t t
t

t t t t t t

nj Jo†

( )( ) ,

− + = → − + =

− − = ⇒ − + = ⇒ =− =

2

2

21 4 0 21 4 0

4 21 0 7 3 0 3 7

بنابراین



t x x x x

t x x x x

x x x x

jnHkº JH¼]

  

( ).

( )( ) ,

=− ⇒ + + =− ⇒ + + = ∆<

= ⇒ + + = ⇒ + + =

+ + = ⇒ =− =−

2 2

2 2

3 4 10 3 4 13 0 0

7 4 10 7 4 3 0

1 3 0 1 3
است. −4 بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابر

اگ�رطولضلعهایزاویۀقائمۀمثلثراaوbوطولوترن2زگ -1908228  2
آنراcفرضکنیم،آنگاه

 a b a
b
= ⇒ =3 4

4 3


بنابراینطولوتربرابراستبا

 c a b a a a a= + = + = =2 2 2 2 216 25 5
9 9 3



بنابراین

a b c a a a aa a
+ + = ⇒ + + = ⇒ + + =1 1 1 47 1 1 1 47 1 3 3 47

30 4 5 30 4 5 30
3 3

دوطرفمعادلهرادر60aضربمیکنیم


b a

a a b
   =

+ + = ⇒ = = → =
4
3141 360 45 36 94 2

94 2


.S ab= = × × =1 1 3 32
2 2 2 2

بنابراینمساحتمثلثبرابراستبا



فصل دوم: آزمون ها
)220(

فرضمیکنیمتعدادافرادکلاس،nنفرباشند،درنتیجهن2زگ -1909228  1

)برحسبهزارتومان(است.باافزودنپنجنفراز
n

700 هزینۀس�رانۀاولیهبرابر

میش�ود.درنتیجه
n
−700 7 دانشآم�وزانکلاسدیگ�رهزینۀس�رانهبرابربا

.بنابراین n
n

( )( )− + =700 7 5 700

n n n n n
n

n n n n n n

( )( ) ( )( )

( )( ) ,

− + = ⇒ − + =

+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =2

700 7 5 700 700 7 5 700

5 500 0 25 20 0 25 20

قابلقبولاست. n=20 فقطجواب

20کیلوگ�رمازمحل�ولاولی�هش�کرو80کیلوگرمآنآبن2زگ -1910228  1
است.اگرنیمیازآبراتبخیرکنیم،40کیلوگرمآبباقیمیماند.اگرxکیلوگرم
میشود.پس x+60 وجرممحلول x+20 شکربهآناضافهکنیم،جرمشکر

x x x x x x
x x

+ += ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+ +

20 40 20 2 20100 5 120 2 3 20
60 100 60 5 3

ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -1911228  1
y x x x x x x( ) ( )( )= − + = − −2 3 2 1 2
بنابراینجدولتعیینعلامتعبارتyبهصورتزیراست.

x

y

−∞ +∞

− + − +

0 1 2

0 0 0

چونعبارتیکریش�هداردودردوطرفریشهعلامتآنن2زگ -1912228  1
بایدصفرباشد: x2 متفاوتاست،پسبایدعبارتازدرجۀاولباشد.یعنیضریب

 m m− = ⇒ =±2 4 0 2
ریشۀعبارت x=4 است.چون y nx= +2 2 ،عبارتبهصورت m=2 اگر

است،پس

 n n y x= × + ⇒ =− ⇒ =− +1 10 2 4 2 2
4 2

درای�نص�ورتجدولتعیینعلام�تعبارتبهصورتزیراس�تواینحالت
قابلقبولنیست.


x

y

−∞ +∞

+ −

4

0

ریش�ۀ x=4 اس�ت.چون y nx=− −2 2 ،عبارتبهصورت m=−2 اگ�ر

. mn=1
2
،بنابراین n=− 1

4
.درنتیجه n=− × −0 2 4 2 عبارتاست،پس

ریشههایعبارتهستند:ن2زگ -1913228 x=2 و x=1،باتوجهبهجدول  1


x m m n

x m m n

( ) ( )*

( ) ( )

= ⇒ + − + + =

= ⇒ + − + + =

2

2

1 2 2 0

2 4 2 2 2 0

دوطرفتساویهایبالاراازهمکممیکنیم:


m m

m m
m m

( ) ( )
+ = ⇒ =−+ − + = ⇒ + = ⇒ =

2 2 0 2
2 3 2 0 2 3 1

ثابت y کهدرای�نصورتعلامت y n= نتیجهمیش�ود m=−2 بهازای
)مقدارnبهدستمیآید )* ازمعادلۀ m=1استوبهازای

n n− + = ⇒ =3 9 0 6

راه ح��ل اول ابت�دانامعادلهه�ارابهصورته�ایزی�رن2زگ -1914228  1
بازنویسیمیکنیم:

x
x x x x x x x x x x    ( )( ) , ( )

>
− > ⇒ − + > − < ⇒ − < ⇒ <

3 2 10 1 1 0 0 1 0 0

با x<0یا x>1درنتیج�همجموع�ۀجوابهاینامعادلۀم�وردنظر،بافرض
)است،برابراست. , )−∞ −1 کهبازۀ x+ <1 0 مجموعۀجوابهاینامعادلۀ
( , )−∞ −1 )برابر , )−∞ −1 )و , ) ( , )−∞ +∞0 1 اش�تراکمجموعههای

استکهمجموعۀجوابنامعادلۀموردنظرمسئلهاست.

درآنصدق −2 درنامعادلهصدقنمیکندولیعدد − 1
2
راه حل دوم عدد

میکندپسگزینۀ)1(جواباست.

توجهکنیدکهمیخواهیمنامعادلۀزیرراحلکنیم:ن2زگ -1915228  4


x x x x

x x x x       x x x

( ) ( )

( )( ), ( )( )

− − − <

− − = − + − = − +

2 2 2

2 2

4 5 1 0

4 5 5 1 1 1 1
درنتیجهطرفچپنامعادلۀبالابهصورتزیردرمیآید:
 y x x x x( ) ( ) ( )= + − −3 21 5 1
باتشکیلجدولتعیینعلامت،نامعادلهراحلمیکنیم:


x

y

−∞ − +∞

− + − + +

1 0 1 5

0 0 0 0

).پس , ) ( , )−∞ −1 0 1 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلهبرابراس�تبا

. a b+ =−1 ودرنتیجه b=0 ، a=−1

.دلتاین2زگ -1916228 x x x x( )( )+ = + − +3 21 1 1 توج�هکنیدک�ه  3
. x x− + >2 1 0 ).درنتیجههمواره )∆=−3 منفیاست x x− +2 1 عبارت

 xy
x x( )( )

+= ≤
− −

1 0
2 4

بنابراینمسئلهبهیافتنمجموعۀجوابهاینامعادلۀ

تبدیلمیشود.جدولتعیینعلامتyبهشکلزیراست:


x

y

−∞ − +∞

− + − +

1 2 4

0

)اس�ت. , ] ( , )−∞ −1 2 4 بنابرای�نمجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظر

. a b+ =3 ودرنتیجه b=4 و a=−1 پس
نامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -1917228  2

 x x x x( )( )− − < ⇒ + − <4 2 2 22 0 1 2 0 
هموارهمثبتاست،پس x +2 چونمقدارعبارت1

x x− < ⇒− < <2 2 0 2 2
)است.درنتیجه , )− 2 2 پسمجموعۀجوابهاینامعادلهبهصورت

a b ab ,=− = ⇒ =−2 2 2 
کنی�من2زگ -1918228 ف�رض اگ�ر ک�ه کنی�د توج�ه اول راه ح��ل   2

جدولتعیینعلامتبایدبهصورتزیرباشد P x x a x a( ) ( )= + − + −2 1 2 6


x x x

P x( )

−∞ − +∞

+ − +
1 23
0 0



منفیباشد.بنابراین x=−3 بهازای P x( ) پسباید
 P a a a( ) ( ) ( )− = − − − + − < ⇒ >23 3 3 1 2 6 0 6 

ت
ن

ت
ن



)221(

راه حل دومابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:



x a x a x a x
x x
x a x a

x x x a x
x a a

( ) ( ) ( )( )

,

+ − + − = + − + =

+ = ⇒ =−
 + − = ⇒ = −
<− < ⇒ = − =−

= − <− ⇒ >

2

1 2 1 2

1

1 2 3 3 2 0
2 0 2

3 0 3
3 3 2

3 3 6



ن2زگ -1919228 x−2 ،آنگاهعب�ارتبرابر m=0 توج�هکنیدک�هاگر  3
مثبت x2 ،آنگاهبایدضریب m≠0 خواهدبودکههموارهمثبتنیست.اگر
m m m m  ,> − < ⇒ > ⇒ >2 20 4 4 0 1 1 ∆منفیباشد.پس و

نابراب�رین2زگ -1920228 x مق�دار ه�ر ازای ب�ه میخواهی�م  3
.بنابراین mx mx− + >2 2 8 0 برقرارباش�د،یعنی mx mx− + >−2 2 2 6

0>∆.پس و m>0 ،باید m≠0 اگر
 m m m m( ) ( )∆= − − < ⇒ − <22 32 0 8 0

. m< <0 8 باتوجهبهجدولزیر،باید


m

m m( )

−∞ +∞

− + − +

0 8
8 0 0

بزرگتر −6 استکهاز y=2آنگاهعبارتبهصورت، m=0ازطرفدیگر،اگر
.پسmمیتواندهشتمقدارصحیحداشتهباشد. m≤ <0 8 است.بنابراین

عبارتراتجزیهمیکنیم:ن2زگ -1921228  1
y x x x x( )( )= − − = + −4 2 2 23 4 1 4

راتعیینعلامتکنیم: x −2 4 هموارهمثبتاست،پسکافیاست x +2 چون1
x
y

−∞ − +∞

+ − +

2 2
0 0

ریشۀعبارترابهدستمیآوریم:ن2زگ -1922228  1
m mm x m x

mm m

| | | |
| |

| || |

− − −+ = ⇒ = = =2
2 2

10

ضریبxعددیمثبتاست،پسجدولتعیینعلامتبهشکلزیراست:

x
m

y
| |
−−∞ +∞

− +

1

0

ن2زگ -1923228 x x− ≥−3 23 4 و x x− ≤3 23 0 بای�دنامعادلههای  2
راحلکنیموبینمجموعۀجوابهایآنهااشتراکبگیریم:


x x x x x

x x x x x

x x x

( )

( )( )

( )( )

− ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤

− + ≥ ⇒ + − + ≥

+ − ≥ ⇒ ≥−

3 2 2

3 2 2

2

3 0 3 0 3
3 4 0 1 4 4 0

1 2 0 1
مجموعۀجوابهاینامعادلههایموردنظراس�ت.پس x− ≤ ≤1 3 بنابرای�ن

.توجهکنیدکه a b+ =2 ودرنتیجه b=3 و a=−1

 x x x x x x

x x x x x x x x

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

− + = + − + = + − −

= + − + − − + = + − +

3 2 3 2 3 2

2 2
3 4 1 3 3 1 3 1
1 1 3 1 1 1 4 4



نامعادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم:ن2زگ -1924228  2



x x x

x x x x x x

x x x x x x x x
y x x x x

( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )( )( )

( )( )( )

− − − − ≥

− − + − − − − + ≥

− − − − ≥ ⇒− + − + ≥
= + − + ≤

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 4 4 2 0
2 4 2 4 2 4 2 4 0

3 2 8 2 0 3 4 2 2 0
3 4 2 2 0


x

y

−∞ − − +∞

+ − + − +

42 0 2
3

0 0 0 0
ب�اتوجهبهجدولتعیی�نعلامتبالا،مجموعۀجوابه�اینامعادلهبهصورت
راشاملمیشود. −2 استکهاعدادصحیح0،1،2و [ , ] [ , ]− − 42 0 2

3


عبارترابهشکلزیرمینویسیم:ن2زگ -1925228  3
x xx x xy x
x x xx

     

( )( )
,

( )( )

− −− + −= = = ≠
− + +−

2

2
2 35 6 3 2
2 2 24

بنابراینجدولتعیینعلامتعبارتبهشکلزیراست:
x
y

−∞ − +∞
+ − − +

2 2 3
0

)باش�د،منفیاست.پس , ) { }− −2 3 2 بنابراینyبهازایهرxکهدرمجموعۀ

. a b
c
+ =1

2
.درنتیجه c=2 و b=3 ، a=−2

بهیکیازدون2زگ -1926228 ax b− مجموع�ۀجوابه�اینامعادلۀ0<  3
است.باتوجهبهفرضمسئله، b

a
( , )−∞ یا b

a
( , )+∞ صورت

 ba a b
a

,> = ⇒ =0 2 2

،کافیاس�تمجموعۀجوابهای a>0 .چ�ون ax b xa
x x

( )+ +=
− −

2
2 2

بنابرای�ن

)است. , )−2 2 رابیابیمکهبازۀ x
x
+ <
−

2 0
2

نامعادلۀ

نامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -1927228  1
x xx

x x
x xx x

x x

( )( )

( )( )

+ − +
+ − < ⇒ <

+ +
− +− + + < ⇒ >

+ +

2

9 5 39 5 0 0
3 3

6 42 24 0 0
3 3

ب�اتوجهبهجدولتعیی�نعلامتزیر،مجموعۀجوابه�اینامعادلهبهصورت
)است. , ) ( , )− − +∞4 3 6

x
y

−∞ − − +∞

− + − +

4 3 6
0 0

. a b+ =2 ودرنتیجه b=6 و a=−4 پس

،ثانیاًبایدن2زگ -1928228 m<0 منفیباشد.پس x2 اولًابایدضریب  4
0>∆.پس

 m m m  m   mIÄ| |− < ⇒ > ⇒ > ⇒ > <−2 2 1 1 1 11 4 0
4 2 2 2



. m<− 1
2
بنابرایننتیجهمیشود

نابراب�رین2زگ -1929228 x مق�دار ه�ر ب�هازای میخواهی�م  2
.بنابراین mx mx− + >2 2 4 0 برقرارباش�د،یعن�ی mx mx− + >−2 2 2 2

0>∆.پس و m>0 ،باید m≠0 اگر
m m m m( ) ( )∆= − − < ⇒ − <22 16 0 4 0

. m< <0 4 باتوجهبهجدولزیر،باید
m

m m( )

−∞ +∞

− + − +

0 4

4 0 0

 −2 اس�تکهاز y=2 آنگاهعبارتبهصورت m=0 ازط�رفدیگ�ر،اگ�ر
. m≤ <0 4 بزرگتراست.بنابراین

ت
ن

ت
ن

ت
ن



فصل دوم: آزمون ها
)222(

نابرابریرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -1930228  3

 x m x mx mx m
x x x x

( )− + + + −+ + − ≤ ⇒ ≤
− + − +

22

2 2
2 3 33 0 0

1 1
برقراراس�ت،پسکافیاس�ت x x− + >2 1 0 چ�ونب�هازایه�رxنابراب�ری

برایهرxبرقرارباشد.بنابراین x m x m( )− + + + − ≤22 3 3 0 نامعادلۀ

 m m m m

m m m

( ) ( )

( )( )

∆= + + − ≤ ⇒ + − ≤

− + ≤ ⇒− ≤ ≤

2 23 8 3 0 14 15 0

1 15 0 15 1
است. −15 پسحداقلمقدارmبرابر

دوطرفمعادلهرابهتوانچهارمیرسانیم:ن2زگ -1931228  1


x x x x x

x x x x

( )

,

+ = − ⇒ + = + −

− = ⇒ = =

2 2

2

2 1 2 1 2 1 4 1 4

34 6 0 0
2

قابلقبولنیس�ت،زیرادرمعادلۀاصلیصدقنمیکند x=0 واضحاس�تکه

درمعادلۀاولیهصدقمیکند.پسمعادلهفقطیکجوابدارد. x=3
2
ولی

ودرنتیج�هن2زگ -1932228 x+ ≥1 1 0
2

ابت�داتوج�هکنی�دک�هبای�د  4

.اکنوندوطرف x− ≤ ≤2 2 ودرنتیجه x− ≥24 0 .همچنینباید x≥−2
معادلهرابهتواندومیرسانیم:


x x x x x

x x x x x x  

( )

( )( ) ,

− = + ⇒ − = + +

+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2 2 2

2

1 14 1 4 1
2 4

65 4 12 0 2 5 6 0 2
5

است. − 4
5
هردوجوابقابلقبولهستند.پسمجموعجوابهایمعادلهبرابر

اگ�ردوطرفمعادلۀم�وردنظررابهتواندوبرس�انیم،ن2زگ -1933228  2
نتیجهمیشود

x x x x x x x x ,− − = + + ⇒ + + = ⇒ =− =−2 2 2 34 3 8 16 2 11 12 0 4
2

ه�ردوج�وابدرمعادلۀاصلیص�دقمیکنند،پ�سحاصلضربجوابهای
معادلهبرابر6است.

دوطرفمعادلۀدادهشدهرابهتواندومیرسانیم:ن2زگ -1934228  2
 x x x x x x x( ) ( )( )+ − = + ⇒ − − = ⇒ − + =4 2 4 2 2 22 5 1 6 0 3 2 0

. x=± 3 بنابراین x − =2 3 0 ،پس x + ≠2 2 0 چون
درمعادلهصدقنمیکند، x=− 3 درمعادلهصدقمیکند،اما x= 3
سمتراستمعادلهمنفیاستوسمتچپآنمثبت x=− 3 زیرابهازای

است.پسمعادلهفقطیکجوابدارد.

معادلهرابهشکلزیرمینویسیم:ن2زگ -1935228  2
 x x ( )*− = −2 1 2 2

سپسدوطرفآنرابهتواندومیرسانیم:
 x x x x x− = + − ⇒ + =2 1 4 4 8 2 5 8 

مجدداًدوطرفمعادلهرابهتواندومیرسانیم:


x x x x x

x x  ,

+ + = ⇒ − + =

− += =

2 24 20 25 64 4 44 25 0
11 4 6 11 4 6

2 2
)طرفراستبایدنامنفیباشد،پس )* درمعادلۀ

 x x x− ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ≤2 2 0 1 0 1

جوابمعادلهاست. −11 4 6
2

قابلقبولنیستو +11 4 6
2

بنابراینجواب

درمعادلهصدقمیکند:ن2زگ -1936228 x=8 ابتداتوجهکنیدکه  1
 a a a (1)− + + = +8 4 8 24

دوطرفمعادلۀبالارابهتواندومیرسانیم:


a a a a a

a a a a a a

( )( )− + + + − + = +

− − = + ⇒ − − = +2 2

8 4 8 2 8 4 8 24

2 64 24 4 4 8 64 24 4 2 4
مجدداًدوطرفمعادلهرابهتواندومیرسانیم:


a a a a

a a a a a a  ,

− − = + +

+ − = ⇒ + − = ⇒ = =−

2 2

2 2

64 24 4 4 16 16

8 40 48 0 5 6 0 1 6
aقابلقبولنیس�تچ�وندرمعادلۀ)1(صدقنمیکند.پس a=−6 جواب

فقطیکمقدارمیتواندداشتهباشد.

ن2زگ -1937228 x x( ) ( )− + =3 34 25 4 0 ص�ورت ب�ه را معادل�ه  1
.دراینصورت x a( ) =3 2 مینویسیموفرضمیکنیم


a a a a

a x x x

a x x x

( )( )

( )

( )

− + = ⇒ − − =
 = ⇒ = ⇒ = ⇒ =±


= ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

2

3 2 2

3 2 2

5 4 0 4 1 0

1 1 1 1

4 4 64 8
بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلهبرابر64است.

،معادلهبهصورتزیردرمیآید:ن2زگ -1938228 xt
x

=
+1

اگرفرضکنیم  3

t t t t t
t

+ = ⇒ + = ⇒ − + =2 21 2 1 2 2 1 0

است.بنابراین t=1 تنهاجوابمعادلۀبالا
x x x x x    
x

x x x x x x   x .¡.¡.ù

( )

, ( )

= ⇒ = + ⇒ − =
+

+ −− + = ⇒ − + = ⇒ = =2 2

1 1 1 1
1

3 5 3 52 1 3 1 0
2 2

جوابمعادلهنیس�ت. −3 5
2

ودرنتیجه x>1باتوجهبهمعادلۀ)1(باید

جوابمعادلهاست. x +=3 5
2

پسفقط

.بنابراینن2زگ -1939228 x
x

= 4 اگراینعددxباشد،آنگاه  3

x x x
x

= ⇒ = ⇒ = 33
2

16 16 16

زمان�یراک�همحس�نرویخش�کیمس�یرADراط�ین2زگ -1940228  4
نشانمیدهیم. t2 وزمانطیکردنمسیرDBرویآبرابا t1 میکردهبا

CD،آنگاه x= درنتیجهاگر
AD x DB xt t
v v

,+ −= = = =
2

1 2
1 2

16 8
5 3

،بنابراین x xt t + −+ = + =
2

1 2
16 8 8

5 3 3
درنتیجه

x x x x

x x x x x

»j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnïÂ¶

( )

+ = ⇒ + = →

+ = ⇒ = × ⇒ = ⇒ =

2 2

2 2 2 2

16 3 16 5
5 3

9 16 25 16 9 16 9 3
.CD km=3 پس



)223(

طرفینمعادلهرابهتواندومیرسانیموسادهمیکنیم:ن2زگ -1941228  1
x x x x x

x x

( )+ = + ⇒ + = + +

= ⇒ =

2 2 2 27 2 7 4 4

34 3
4

درمعادلۀاصلیصدقمیکند،پسجوابمعادلهدر x=3
4
ب�اتوجهبهاینکه

)قراردارد. , )1 1
2

بازۀ

،دوطرفتساوین2زگ -1942228 x x+ = −2 1 11 2 برایحلمعادلۀ  1
رابهتواندومیرسانیم:

x x x x x

x x x x  

( ) ( )

,

+ = − ⇒ + + = −

− + = ⇒ = =

2 2 2

2

2 1 11 2 4 4 1 11 2

34 7 3 0 1
4

است. 1
4
کههردوجوابقابلقبولهستند.پسقدرمطلقتفاضلدوجواببرابر

طرفینمعادلهرابهتواندومیرسانیموآنراسادهمیکنیم:ن2زگ -1943228  2

x x x x x x x x x

x   x  x

( )

, ,

+ − = − − + ⇒ = ⇒ − =

= = =−

2 2 3 3 21 3 1 6 9 9 0

0 3 3

غیرقاب�لقبولاس�ت،زی�رادرمعادلۀاولیهص�دقنمیکند. x=−3 ج�واب
بنابراینمعادلهدوجوابدارد.

طرفینمعادلهرابهتوانسهمیرسانیموآنراسادهمیکنیم:ن2زگ -1944228  1

x x x x x x x − ±+ = + + + ⇒ + − = ⇒ =3 3 2 2 3 212 3 3 1 3 3 1 0
6

است. − −3 21
6

پسجوابکوچکترمعادله

مینویسیمون2زگ -1945228 x x− = + −2 1 1 معادلهرابهش�کل  1
دوطرفمعادلهرابهتواندومیرسانیم

 x x x x x x− = + + − + ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =2 1 1 2 1 1 2 1 4 3 
درمعادلۀاصلیصدقمیکند.بنابراینمعادلهیکجوابدارد. x=3

معادلهرابهشکلزیرمینویسیمن2زگ -1946228  2
 x x      ( )*− = −3 2 2 2 

ودوطرفآنرابهتواندومیرسانیم

 x x x x x− = + − ⇒ + =3 2 4 4 8 6 8 
مجدداًدوطرفمعادلهرابهتواندومیرسانیم


x x x x x

x x  ,

+ + = ⇒ − + =

= − = +

2 236 12 64 52 36 0

26 8 10 26 8 10


طرفچپمعادلهنامنفیاست،پسطرفراستآننیزنامنفی ( )* درمعادلۀ
است،بنابراین

 x x x  ,− ≥ − ≥ ⇒ ≤ ≤23 2 0 2 2 0 1
3



جواب x= −26 8 10 قابلقب�ولنیس�تو +26 8 10 بنابرای�نج�واب
معادلهاست.

بایددرن2زگ -1947228 x=2 اس�ت،پ�س x=2 ی�کجوابمعادله  2
معادلهصدقکند

 a a a a− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =2 1 2 3 2 2 2 4 6 

استودرنتیجه x x− + − =1 6 3 بنابراینمعادلهبهصورت



x x x x x

x x x x x x x

x x x x

»j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

( )( ) ,

− − =− − → − + − − = −

+ = − ⇒ + + = − ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 2

1 3 6 1 9 6 1 6

1 3 1 2 1 9 9 7 10 0

2 5 0 2 5



هردوجوابدرمعادلۀاصلیصدقمیکنند،پسمعادلهدوجوابدارد.

مینویسیم.ن2زگ -1948228 x x+ + = +2 21 6 5 1 معادلهرابهصورت  3

درمیآیدکهاگر t t+ =2 6 5 ،معادلهبهصورت t x= +2 1 اگرفرضکنیم

بنویس�یم،جوابه�ایآن t t t t( )( )− + = − − =2 5 6 2 3 0 آنراب�هص�ورت

هستند.بنابراین t=3 و t=2

x x x x

x x x x

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =±

2 2 2

2 2 2

1 2 1 4 3 3

1 3 1 9 8 8
بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلهبرابر24است.

بهص�ورتن2زگ -1949228 معادل�ه ، t x x= + کنی�م ف�رض اگ�ر  1

 t t t t( )( )+ − = − + =2 2 1 2 0 درمیآی�دکهاگ�رآنرابهصورت t t+ =2 2

جوابهایآنهستند.بنابراین t=−2 و t=1 بنویسیم،

x x  

x x x x

x x x x x

x      x  

(.¡.¡.ù)

     

(.¡.¡.ù)

( )

,

+ =−

+ = ⇒ = −

= + − ⇒ − + =

− += =

2 2

2

1 1 1

1 2 3 1 0

3 5 3 5
2 2

 x x+ ج�وابندارد،زی�راعبارت x x+ =−2 توج�هکنی�دکهمعادلۀ

ج�وابمعادلهنیس�تزیرادر x +=3 5
2

هم�وارهنامنف�یاس�ت.همچنین

بزرگتراز1است. +3 5
2

،ولی x≤ ≤0 1 معادلۀ)1(باید

طرفینمعادلهرابهتوانسهمیرسانیموسادهمیکنیم:ن2زگ -1950228  3

x k x x x x x k+ = − + − ⇒ − + + =3 3 2 23 3 1 3 3 1 0

برایاینکهمعادلۀبالادوجوابداشتهباشد،باید

k k( )∆> ⇒ − + > ⇒ <− 10 9 12 1 0
4

معادل�ۀن2زگ -1951228 ندارن�د، مش�ترک نقط�ۀ س�همی دو چ�ون  4

جواب x kx k− − =22 0 جوابن�دارد.یعنیمعادلۀ x kx x k− + = −2 2

ندارد.پس

 k k k k( )∆= + < ⇒ + <2 8 0 8 0

. k− < <8 0 مشخصمیشودکه k k( )+8 باتعیینعلامتعبارت



فصل دوم: آزمون ها
)224(

تع�دادجوابه�ایمعادلۀم�وردنظر،تع�دادنقطههاین2زگ -1952228  4
است.برایرسمکردننمودار y=4 و y x| || |= −4 برخوردنمودارتابعهای

رارس�ممیکنیم.بعدآنرا4واحدپایین y x| |= ،ابتدانمودار y x| || |= −4

بهدس�تبیایدودرنهایتتصویرقسمتیازآن y x| |= −4 میآوریمتانمودار

راکهزیرمحورxاس�ترسممیکنیموقسمتزیرمحورxراحذفمیکنیمتا
بهدستبیاید. y x| || |= −4 نمودار

ازرویشکلمعلوماستکهتعدادجوابهایمعادلۀموردنظرسهتااست.

توجهکنید.ن2زگ -1953228 f x x x( ) | | | |= + + −12 5 ب�هنمودارتاب�ع  3
برقسمتیازنمودارتابعfکهیکپارهخطافقیاست، y a= ،خط a=17 اگر

نامتناهیمیشود. f x a( )= منطبقمیشودومجموعۀجوابهایمعادلۀ

.ن2زگ -1954228
x x

f x x x
x x

( ) | |
 ≥= =
− <

2

2
0
0
ابتداتوج�هکنیدکه  1

رارس�ممیکنیم.واضحاس�تکهkهرچه y f x( )= و y k= نمودارتوابع
یکجوابدارد. f x k( )= باشد،دونموداریکنقطۀمشترکدارندومعادلۀ

رارسممیکنیم.ن2زگ -1955228 y
x| |

| |= −1 1 ابتدانمودارتابع  3

رادرچهارنقطه y
x| |

| |= −1 1 نمودارتاب�ع y k= ،آنگاهخط k< <0 1 اگ�ر

قطعمیکندومعادلۀموردنظرچهارجوابدارد.

توج�هن2زگ -1956228 y
x

= + 11 و y x= +1 ب�هنم�ودارتابعه�ای  2

کنید.نمودارهادردونقطهمتقاطعاند،بنابراینمعادلۀموردنظردوجوابدارد.

مینویس�یم.براین2زگ -1957228 x x− =−3 31 معادلهرابهصورت  1
رایکواحدبه y x= 3 کافیاستنمودارتابع y x= −3 1 رسمنمودارتابع

کافیاستنمودارتابع y x=− 3 راس�تمنتقلکنیموبرایرس�منمودارتابع

رانس�بتبهمحورطولهاقرینهکنیم.باتوجهبهشکلزیرنموداردو y x= 3

تابعدریکنقطهمتقاطعاند.

ن2زگ -1958228 x x− = − 31 1 بهص�ورت را معادل�ه اول راه ح��ل   1
کافیاس�تنم�ودارتابع y x= −1 مینویس�یم.ب�رایرس�منم�ودارتاب�ع
رای�کواح�دب�هراس�تمنتق�لکنی�موب�رایرس�منم�ودارتابع y x=

رانس�بتبهمحورطولهاقرینه y x= 3 کافیاس�تنمودارتابع y x= − 31
کنیمویکواحدبهبالاانتقالدهیم.باتوجهبهشکلزیرنموداردوتابعدریک

نقطهمتقاطعاند.

مینویس�یم.ب�رایاینکه x x− = − 31 1 راه ح��ل دوممعادل�هرابهصورت
ودر x− ≥31 0 .ازطرفدیگرباید x≥1 بامعنیباش�دباید x−1 عبارت
میتواندجوابمعادلهباش�د. x=1بنابراینفقط. x≤1پس. x ≤3 نتیجه1
درمعادلهصدقمیکن�دوجوابمعادلهاس�ت.پس x=1واض�حاس�تک�ه

معادلهفقطیکجوابدارد.
جوابمعادلۀموردنظراس�ت.ن2زگ -1959228 x=0 معلوماس�تکه  1

رارسمکنیممعلوممیشود y x= و1+ xy ( )= 1
3

اکنوناگرنمودارتابعهای

. x=0 کهمعادلۀموردنظرفقطیکجوابدارد:



)225(

مینویسیم.نمودارن2زگ -1960228 x
x

log( )+ = 11 معادلهرابهصورت  2

رارس�ممیکنی�م.نموداره�ادردونقط�ه y xlog( )= +1 و y
x

= 1 دوتاب�ع

متقاطعاند،پسمعادلهدوجوابدارد.

طولایننقطۀمشترکجوابمعادلۀزیراست:ن2زگ -1961228  3


x ax b x bx a

a ba b x a b x
a b

( )
( ) ( )

( )

+ + = + +
−

− = − ⇒ = =
−

2 22 6 2 6
62 6 3
2

،دوس�همیبرهممنطبقمیش�وندو a b= ،زی�رااگر a b≠ توج�هکنی�دکه
مجموعۀنقطههایمشترکآنهانامتناهیاست.

توجهکنید.ن2زگ -1962228 y m= و y x x| |= −2 6 بهنمودارتابعهای  4

سهنقطۀ y x x| |= −2 6 ونمودارتابع y m= ،خط m=9 واضحاستکهاگر

سهعضویاست. x x m| |− =2 6 مشترکدارندومجموعۀجوابهایمعادلۀ

مینویسیم.ن2زگ -1963228 x x k| |− + = −2 2 1 2 معادلهرابهصورت  2

قطعدهیم: y k= −2 رارسمکنیموباخط y x x| |= − +2 2 کافیاستنمودار1

x x x
x x

x x x
| |

 − + ≥− + =
+ + ≤

2
2

2
2 1 0

2 1
2 1 0

بهش�کلزیراس�ت.ازرویش�کلنتیجه y x x| |= − +2 2 درنتیجهنمودار1
میگیریممعادلۀموردنظرفقطوقتیچهارجوابداردکه

k   k< − < ⇒ < <0 2 1 2 3

رارسمن2زگ -1964228 y k= و y x x| | | |= + − −3 2 نمودارتابعهای  1

،آنگاهمعادل�هدقیقاًیکجواب k< <1 5 میکنی�م.باتوجهبهش�کلزیراگر
مثبتدارد.بنابراینkمیتواند3،2و4باشد.

مینویس�یمونمودارن2زگ -1965228 x x[ ]= −1 معادلهرابهصورت  4

رارسممیکنیم. y x[ ]= و y x= −1 دوتابع

نمودارهاتقاطعندارند،پسمعادلهجوابندارد.

جوابمعادلهنیس�ت،طرفینن2زگ -1966228 x=0 ب�اتوجهبهاینک�ه  3

و y
x

= 1 .نم�ودارتابعهای x x
x

[ ]− = 1 معادل�هراب�رxتقس�یممیکنی�م:

رارسممیکنیم. y x x[ ]= −

نم�وداردوتاب�عدرهیچنقطهایب�اطولمنفیتقاطعندارندول�یدرهریکاز
یکبارتقاطع k∈ که k k[ , )+1 ،…و [ , )3 4 ، [ , )2 3 ، [ , )1 2 بازهه�ای

دارند.پ�سمعادلهجوابمنفینداردولیمجموع�ۀجوابهایمثبتمعادله،
نامتناهیاست.

ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -1967228  3


x x x x xxf x
x x xx x
x

 

( )
( )

( )

 + >  + > = = 
− − < + <  −

3 3

33

1 0 1 0
1 01 0



بنابرایننمودارتابعfبهصورتزیراس�ت.ازرویایننمودارمعلوممیشودکه

. k− < ≤1 1 رادریکنقطهقطعکند،آنگاه y k= اگرنمودارتابعfخط

رارسممیکنیم.ن2زگ -1968228 y x= و1+ xy | |= −2 1 نمودارتوابع  3

نموداردوتابعدردونقطهمتقاطعاندکهطولیکیازنقاطمثبتوطولدیگری
منفیاست.پسمعادلهیکجوابمثبتویکجوابمنفیدارد.



فصل دوم: آزمون ها
)226(

رارس�من2زگ -1969228 y x| |= −1 و y xlog( )= +1 نم�ودارتواب�ع  4
میکنی�م.نموداره�ادردونقط�همتقاطعاندک�هطولآنهامثبتاس�ت.پس

معادلهدوجوابمثبتدارد.

توجهکنیدکهن2زگ -1970228  3
 x x x xsin sin ( sin )(sin )+ − = ⇒ − + =23 2 1 0 3 1 1 0 

و xsin =1
3
بنابرای�نجوابه�ایمعادل�ۀم�وردنظ�رجوابه�ایمعادل�ۀ

هستند.براساسنمودارزیرمعلوماستکهمعادلۀموردنظرروی xsin =−1
سهجوابدارد. [ , )π0 2 بازۀ

دستگاهزیرراحلمیکنیم:ن2زگ -1971228  2


mx xx x x m m

x x x

= + = = ⇒ → = ⇒ = 
 = + = 

1 21 2 2 3

1 2 1

17 2
103 3 10
3 33 3 5



ریاضی - 87 

βجوابهایمعادلهباشند،آنگاهن2زگ -1972228 αو اگر  2

       ,
βα+β= α= +8 5
2



β=2.از α=6و ازحلدس�تگاهمعادلههایبهدس�تآمدهنتیجهمیش�ود
m mαβ= ⇒ =12 طرفدیگر،

خارج از کشور ریاضی - 91 
جوابهایمعادلۀموردنظرن2زگ -1973228 x2 و x1 فرضمیکنی�م  4

.ازطرفدیگر، x x =1 2
1

16
و mx x ++ =1 2

1
2

باشند.دراینصورت


x x x x x x

m m m

»j#·H¼U#¾M

´ÃºIwnÂ¶

+ = → + + =

+ ++ = ⇒ = ⇒ =

1 2 1 2 1 22 2 4

1 1 1 72 4 6
2 16 2 2



ریاضی - 96 

αβ=−2.بنابراینن2زگ -1974228 α+β=3و
2
ابتداتوج�هکنیدکه  3

مجموعوحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربهشکلزیراست:


S

P ( )( )

α+β= + + + = + = + =
α β αβ −

α+β= + + = + + = + + =−
α β αβ αβ − −

3
1 1 521 1 2 2

2 4
3

1 1 1 1 121 1 1 1
2 2 4



بنابراینمعادلۀموردنظربهصورتزیراست:

 x Sx P x x x x− + = ⇒ − − = ⇒ − − =2 2 25 10 0 4 5 1 0
4 4


ریاضی - 92 

برایاینکهمعادلهدوجوابمثبتداشتهباشد،بایدن2زگ -1975228  4


b c
a a

a a a a a a

            , ,

( ) ( ) ( )( )

∆> − > >

∆= − − − = − − = − +2 2

0 0 0

4 2 4 14 4 12 40 4 5 2


.ازطرفدیگر، a>5 یا a<−2 نتیجهمیشود ∆>0 ازشرط

 b ca a a a
a a

      ( ) ,− = − > ⇒ > = − > ⇒ <2 2 0 2 14 0 14 

است. a< <5 اشتراکناحیههایبهدستآمدهجوابمسئلهاستکهبهصورت14
ریاضی - 96 

حاصلجم�عوحاصلض�ربجوابهایمعادل�هبرابربان2زگ -1976228  3

αβ=1است.بنابراین
4
و −α+β=− =12 3

4



( )α+ βα+ β+ = =
α β αβ αβ

+α+β+ αβ += = = =
αβ

21 1

13 22 3 14 4
11
24



خارج از کشور ریاضی - 85 

ب�رایآنک�ه،معادلهدوج�وابمختلفالعلامتداش�تهن2زگ -1977228  1

،پس c
a
<0 باشد،باید

mc m m
a m

IÄ
−= < ⇒ <−
+

>11 0 2
2



خارج از کشور ریاضی - 95 

ن2زگ -1978228 /× =40 11 4 4
100

درمخل�وطاولکه11کیلوگرماس�ت،  3

کیلوگرم /× =70 4 2 8
100

کیلوگ�رمرنگودرمخلوطدومکه4کیلوگرماس�ت،

رنگموجوداست.
ف�رضمیکنیمک�هباتبخی�ر،xکیلوگرمازم�وادغیرازرنگتبخیرش�ود.در

اینصورت

x x
x x

/ / / / /+ = ⇒ = ⇒ × = − ⇒ =
+ − −

4 4 2 8 50 7 2 1 7 2 2 15 0 6
11 4 100 15 2

خارج از کشور ریاضی - 92 

،آنگاهن2زگ -1979228 x x A+ + =2 4 5 اگرفرضکنیم  2
A

c
a

A A A A A A A

A

A x x x x x x

¡#.¡#.    ( —)

#

.

≥

=

− = → − + = ⇒ − + =

=


 = ⇒ + + = ⇒ + + = → =

2 2 2

1
2 2

1 2

2 4 4 5 4 0

1

4 4 5 4 4 1 0 1

ریاضی - 94 

نتیجهمیشود:ن2زگ -1980228 f x( )>7
2
از  4

x x x x x− + + > ⇒ − − < ⇒ − < <2 21 72 6 4 5 0 1 5
2 2

)اس�ت.پسبیش�ترین , )−1 5 ،همانبازۀ a b( , ) بنابرای�نبزرگتری�نبازۀ

تجربی - 89 . ( )− − =5 1 6 برابراستبا b a− مقدار



)227(

،آنگاهبهدستمیآید:ن2زگ -1981228 t x x= +2 اگرفرضکنیم  2



t t t t

t x x x x x x

t x x x x x x

( )( )− + = ⇒ − − =

= ⇒ + = ⇒ + − = ⇒ + =−

= ⇒ + = ⇒ + − = ⇒ + =−

2

2 2
1 2

2 2
3 4

18 72 0 6 12 0

6 6 6 0 1

12 12 12 0 1



بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابراستبا
 x x x x+ + + =−1 2 3 4 2

تجربی - 90 

راه ح��ل اولابتدامجم�وعوحاصلض�ربجوابهاین2زگ -1982228  3
معادلۀاولراحسابمیکنیم:

 x x     ,−+ − = ⇒α+β= αβ=−2 3 25 3 2 0
5 5



اکنونمجموعوحاصلضربجوابهایمعادلۀدومرابهدستمیآوریم:


S

P

( )

( )

+α+β − αβα +β= + = = = =
α β α β αβ

= =
α β

22 2

2 2 2 2 2

2 2

9 4
21 1 2925 5

4 4
25

1 25
4

بنابراینمعادلهبهصورتزیراست:

x Sx P x x x x k− + = ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =2 2 229 250 0 4 29 25 0 29
4 4

است: −1 راه حل دومیکیازجوابهایمعادلۀاولبرابر
 x x+ − = ⇒α=−25 3 2 0 1

بنابراینیکیازجوابهایمعادلۀدوم1است:

 k kα=− ⇒ = ⇒ × − × + = ⇒ =
α

2
2

11 1 4 1 1 25 0 29 
ریاضی - 90 

معادل�ۀن2زگ -1983228 جوابه�ای  x2 و  x1 میکنی�م ف�رض  3

باش�ند. x mx− − =28 8 0 βجوابه�ایمعادلۀ αو و x x− − =22 2 0

دراینصورت



x x x x

m

x x

 

 

,

,

,

+ = =−

α+β= αβ=−

α= β=

1 2 1 2

3 3
1 2

1 1
2

1
8



رابهتوانسهمیرسانیم: x x+ =1 2
1
2
دوطرفتساوی


x x x x x x

m m

( )

( )

+ + + =

α+β− = ⇒ = + ⇒ =

3 3
1 2 1 2 1 2

13
8

1 1 1 33 13
2 8 8 8 2



خارج از کشور ریاضی - 96 
درمعادلهصدقمیکند،پسن2زگ -1984228 x=2  2

 a a( )− − = ⇒ =2 4 2 5 2 2 

اس�ت.باتقس�یمعبارت x x x− − − =3 22 5 2 0 بنابرای�نمعادلهبهصورت
بهدستمیآید: x−2 سمتچپمعادلهبر

 x x x x x x( )( )− − − = − + + =3 2 22 5 2 2 2 3 1 0 

بهدس�تمیآین�دکه x x+ + =22 3 1 بنابرای�ندوج�وابدیگ�رازمعادل�ۀ0

خارج از کشور ریاضی - 87 است. − 3
2
مجموعآنهابرابر

.ن2زگ -1985228 t t m− + − =2 2 1 0 ،آنگاه t x= اگرفرضکنیم  3
ب�رایآنک�هدوجواببرایxبهدس�تآید،بای�داینمعادلهدوج�وابنامنفی

داشتهباشد:



m m

c m m m m
a

b m
a

( )∆> ⇒ − − > ⇒ < 


− ≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ → ≤ <


− − > ⇒− > ⇒ > ⇒ ∈


0 4 4 1 0 2

10 0 1 0 1 1 2
1

20 0 2 0
1





خارج از کشور تجربی - 88 

برایاینکههمۀمقادیرعبارتموردنظرمثبتباشد،بایدن2زگ -1986228  2


a

a a

a a a a a   IÄ  ( )

− > ⇒ <

∆= + − < ⇒− + + < ⇒ <− >2 3

1 0 1

24 4 1 0 6 0 2


خارج از کشور ریاضی - 96 . a<−2 ازاشتراکاینناحیههابهدستمیآید

جوابداش�تهن2زگ -1987228 x x− = −4 3 2 3 برایاینک�همعادلۀ  4
باشد،باید

x x      x x,− ≥ ⇒ ≥ − ≥ ⇒ ≤3 24 3 0 2 3 0
4 3

ب�ااش�تراکدومح�دودۀبهدس�تآمده،نتیج�همیگیری�مکهمعادل�هجوابی
خارج از کشور تجربی - 87 نمیتواندداشتهباشد.

جوابمعادلهباشد:ن2زگ -1988228 x=4 ابتدامقدارaراطوریمییابیمکه  4

a a a+ = − ⇒ + = ⇒ =−4 20 16 4 2 2

،معادلۀموردنظرراحلمیکنیم: a=−2 بهازای

x x x x x x x

x x x ,

− = − ⇒ − + = −

− + = ⇒ =

2 2 2

2

2 5 4 4 5

12 9 4 0 4
2

ص�دقنمیکن�د،ای�نمعادله x x x− = − 22 5 درمعادل�ۀ x=1
2
چ�ون

تجربی - 87 جوابدیگریندارد.

.بنابراینن2زگ -1989228 f x( )<2 باید  2

x x x x x x x x
x
− < ⇒ − < + ⇒ − − < ⇒− < <
+

2 2 2 2
2

3 2 2 3 2 2 8 2 8 0 2 4
4

. b a− =6 ودرنتیجه b=4 و a=−2 پس
خارج از کشور ریاضی - 88 

استکهن2زگ -1990228 x ،نمودارتابعزیرمحور x بهازایمقادیریاز  2
،پس f x( )<0 داشتهباشیم

f x   

f x x x x x x x x x

x x x x x x

x

f x

( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )

<

= − − + = − − + = − −

= − − + → − + − <

− +∞

+ − +

3 2 2 2

0

4 4 4 4 4 1

4 1 1 1 1 4 0

1 1 4

0 0 0

( , )1 4 منفیاس�ت،بازۀ f x( ) کهدرآن a b( , ) بزرگتری�نب�ازهبهصورت

ریاضی - 88 . b a− = − =4 1 3 است،پس



19912 .ن2زگ -28 a a| |+ =− −1 1 ،پس a+ <− <1 1 0 ،آنگاه a<−2 اگر  2

،پس a<−2 .ازط�رفدیگر،چون a a a| | | | | || |− + = + + = +1 1 1 1 2 درنتیجه

. a a| |+ =− −2 2 ،درنتیجه a+ <2 0

19922 ،پسن2زگ -28 x− < <1 2 راه حل اولچون  4

 x x x x
x x x x

      

| |
,

| |

− − + += =− = =
− − + +

2 2 1 11 1
2 2 1 1

. − − =−1 1 2 بنابراینحاصلعبارتموردنظربرابراستبا
حسابکنیم: x=0 راه حل دوم کافیاستحاصلعبارترابهازای

 x  x xA    A
x x
| |

| |
=− += − → =− − =−

− +
02 1 1 1 2

2 1


19932 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 x x x− < <− ⇒− < <− ⇒ < < + <3 2 18 6 12 0 14 6 32 20 

.ازطرفدیگر، x x| |+ = +6 32 6 32 درنتیجه
 x x x− < <− ⇒ >− > ⇒ > − > >3 2 3 2 11 8 10 0 

.بنابراینحاصلعبارتموردنظربرابراستبا x x| |− = −8 8 درنتیجه

 x x x x
x x
( )+ − − += =

6 32 4 8 6 4 10
3 3 3



19942 توجهکنیدکهن2زگ -28  1




x x x x x

x x x x x
Âÿ¹¶

| |

( ) | |

< < ⇒ < < ⇒ < − < ⇒ − = −

− + = − = − =− +2 2

1 2 3 3 6 0 3 3 3 3 3 3 3

4 16 16 4 2 2 2 2 4

. A x x x( )= − − − + = −3 3 2 4 5 7 بنابراین

19952 منفین2زگ -28 x
x

+ 4 راه ح��ل اولچونxمنفیاس�ت،عبارت  4

.ازطرفدیگر، x x  
x x

| |+ =− −4 4 است،پس

 x xxx  
x x x

( )( )
| | | | | |

− +−− = =
2 2 24 4

وچ�ونxمنف�یاس�ت،پس x+ >2 0 و x− <2 0 ،پ�س x− < <2 چ�ون0

،بنابراین x x
x x

| |− = −4 4 مثبتاست،پس x
x

−4

f x x  x  
x x x

( ) −=− − + − =4 4 8

حسابمیکنیم: x=−1 راه حل دوم حاصلعبارتموردنظررابهازای

 x  f x  x x  f
x x

( ) | | | | ( ) | | | |= −= + + − → − = − + =14 4 1 5 3 8 

برابر8میشود. x=−1 فقطمقدارگزینۀ)4(بهازای

19962 .بنابراینن2زگ -28 a a| |− =− +6 6 ،پس a− <6 0 چون  3

 a
A a a a a a a

A a a

| | | | | |

| ( )| | |

| | | | | || |
− >

= − − + − = − − − + = − − −

→ = − − − = − =9 0
6 3 6 6 3 6 6 9

6 9 3 3

فصلدهم

19972 ،پسن2زگ -28 y x− >2 0 و x y− <2 0 ،پس x y< <0 چ�ون  2
. x y y x x y x y( ) ( )− − − − − + =− +2 2 2 2 عبارتموردنظربرابراستبا

19982 ،ن2زگ -28 a b+ < − =1 1 0 و b+ >2 0 ، a− <1 0 توجهکنیدکه  4
. − − − =−1 1 1 3 بنابراینعبارتموردنظربرابربا

19992 ،درنتیجهن2زگ -28 a a| |=− ،پس a<0 چون  1

 a  a  aa b a b b
a

| |
| |

≠ <≤ → ≤ → ≤−0 0 1 

هممنفیهستند،پس b−2 و b−2 6 بنابراینهریکازعددهای
b b b b| | | | ( ) ( ( ))− − − =− − − − − =2 6 2 2 2 6 2 2 2

20002 .ن2زگ -28
aa a

a a a
| |

| |

>= =
− <

1 0

1 0
ابتداتوجهکنیدکه  3

اکنونبهجدولزیرتوجهکنید:



x

x

x
y

−∞ − +∞−

+ + − + +−

+ − − − +−

−

2

2

1 12 2
0 01

0 02
2 0 2 0 2

دارد.   »( )±2 0 بنابراینyسهمقدارمختلف

20012 مینویسیم.بنابراینن2زگ -28 x x− =±2 5 6 معادلهرابهصورت  4


x x x x x x x x

x x x x x x x x

 

 

( )( ) ,

( )( ) ,

− = ⇒ − − = + − = ⇒ =− =

− =− ⇒ − + = − − = ⇒ = =

2 2

2 2

5 6 5 6 1 6 0 1 6

5 6 5 6 2 3 0 2 3


است. −36 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلهبرابر

20022 ون2زگ -28 x x x| | | ( )| | |− = − = −3 18 3 6 3 6 توج�هکنی�دکه  2

.بنابراین x x x x| | | | | ( )| | |− = − = − = −24 4 4 24 4 6 4 6

 x x x x| | | | ,− = ⇒ − = ⇒ = =7 6 28 6 4 2 10

پسمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابر12است.

20032 یان2زگ -28 a b= ،آنگاه a   b| | | |= ابت�داتوج�هکنیدک�هاگ�ر  1
 x x x x− = + −2 22 2 4 .بنابراینازمعادلۀدادهشدهنتیجهمیشود a b=−

.بنابراین x x x x− =− − +2 22 2 4 یا

 x x x x x x
x x x x x x
− = + − ⇒ = ⇒ =

− =− − + ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2
2 2 4 4 4 1
2 2 4 2 4 2

است. −2 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلهبرابر

20042 دوحالتدرنظرمیگیریم:ن2زگ -28  3
ومعادلۀموردنظرمیشود x x| |= ،آنگاه x≥0 حالت اولاگر

 x x x x  ,− + = ⇒ = =2 4 3 0 1 3 
ومعادلۀموردنظرمیشود x x| |=− ،آنگاه x<0 حالت دوماگر

 x x x x   (.¡.¡.ù),− − = ⇒ = − = +2 4 3 0 2 7 2 7 
بنابراینمعادلۀموردنظرسهجوابدارد.

ت
ن ت

ن
ت
ن

ت
ن

فصل دوم: آزمون ها



)229(

20052 راه حل اول معادلهرابهشکلزیرمینویسیم:ن2زگ -28  2



x t
x x x x x

x x t t
t t t x

x x
t x

x x

( ¡.¡.—)

| |

| | ( ) | |

| | | |

( )( ) | | .

| |

− =

− + − − − = ⇒ − − − − =

− − − − = → − − =
+ − = ⇒ =− ⇒ − =−

− = ⇒ == ⇒ − = ⇒ − =− ⇒ =−

2 2

12 2

2 1 1 2 0 1 1 2 0

1 1 2 0 2 0
1 2 0 1 1 1

1 2 3
2 1 2 1 2 1

پسمجموعجوابهایمعادلهبرابر2است.
راه حل دوم دوحالتدرنظرمیگیریم.

ومعادلۀموردنظرمیشود x x| |− = −1 1 ،آنگاه x≥1 حالت اولاگر

 x x x x x x x (.¡.¡.ù)   ,− − + − = ⇒ − = ⇒ = =2 22 1 1 0 3 0 0 3 
ومعادلۀموردنظرمیشود x x| |− = −1 1 ،آنگاه x<1 حالت دوماگر

 x x x x x x x   (.¡.¡.ù),− + − − = ⇒ − − = ⇒ =− =2 22 1 1 0 2 0 1 2 
. − =3 1 2 بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابراستبا

20062 نامعادلهرابهصورتزیرحلمیکنیم:ن2زگ -28  4

 x   x x   xIÄ IÄ− ≥ − ≤− ⇒ ≥ ≤− 53 2 7 3 2 7 3
3


)یا , ] [ , )−∞ − +∞5 3
3
 بنابرای�نمجموعۀجوابه�اینامعادل�هبهصورت

. ab=−5 ودرنتیجه b=3 و a=− 5
3
است.پس ( , )− − 5 3

3


20072 نابراب�رین2زگ -28 ب�ا  x y| | | |≤ نابراب�ری اول راه ح��ل   1
معادلاست،زیرا x y x y( )( )− + ≤0

 x y x y x y x y x y| | | | ( )( )≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≤2 2 2 2 0 0
درنتیجهنابرابریرابهشکلزیرمینویسیم:

 a a a a( )( )+ − + + + − ≤5 5 5 5 0
درمیآی�دک�همجموع�ۀ a≤20 0 ی�ا a( )≤10 2 0 نابراب�ریب�الابهص�ورت

)است. , ]−∞ 0 جوابهایآن
راه حل دومدوطرفنامعادلهرابهتواندومیرسانیمتابهنامعادلۀزیربرسیم:

 a a a a a+ + ≤ − + ⇒ ≤2 210 25 10 25 20 0
)است. , ]−∞ 0 پسمجموعۀجوابهایآن

20082 مینویس�یم.چ�ونن2زگ -28 x
x
| |

| |

−
>

−
6 3
2

نامعادل�هرابهص�ورت  1

ضربمیکنیم: x| |−2 ،دوطرفایننامعادلهرادرعبارتمثبت x≠2
 x x| | | |− > −6 3 2

چوندوطرفنامعادلهنامنفیهستند،پسمیتوانیمدوطرفرابهتواندوبرسانیم:
 x x x x x x x( ) ( )− + > − + ⇒ − < ⇒ < <2 2 212 36 9 4 4 8 3 0 0 3

قابلقبولنیس�ت، x=2 )هس�تند.اما , )0 3 عددهایصحیح1و2دربازۀ
پستنهاجوابصحیحنامعادلۀموردنظر1است.

20092 ،نامعادلهبرقراراس�توعددهایمنفیدرآنن2زگ -28 x<0 اگر  3
،آنگاه x>0 جوابنامعادلهنیست.اگر x=0 صدقمیکنند.همچنین

 x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x
x

I

 (.¡.¡.—)

Ä

( )

( ) >

 − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ >




− <− ⇒ + < ⇒ + < → + <
 <−

2 2

02 2

2 3 0 3 0 3 0 3

2 0 1 0 1 0
1

)استکه , ) ( , )−∞ +∞0 3 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلهبهصورت
شاملعددهایصحیح2،1،0و3نیست.

20102 بنابرای�ننامعادلهبهن2زگ -28 x x| |=2 2 راه ح��ل اولمیدانیم  3
،نامعادله t x| |= نوشتهمیش�ود.اگرفرضکنیم x x| | | |− + ≤2 5 4 0 شکل

درمیآید. t t− + ≤2 5 4 0 بهصورت
جوابنامعادلهاست.یعنی t≤ ≤1 4 باتوجهبهجدولزیر،محدودۀ

x| |≤ ≤1 4

t

t t

−∞ +∞

− + + − +2

1 4

5 4 0 0

راه ح��ل دومع�ددصف�ردرنامعادلهص�دقنمیکند،پسگزین�ۀ)1(جواب
نیس�ت.ع�دد5همدرنامعادلهصدقنمیکند،پ�سگزینههای)2(و)4(هم

جوابنیستند.پسگزینۀ)3(جواباست.

20112 ن2زگ -28 x  a| |= ،آنگاهجوابهایمعادلۀ a≥0 میدانی�ماگر  2
.بنابراین x a=± برابرندبا

x x  
x

x x  

| | | |
| |

| | | |

− − = ⇒ − =− − = ⇒
− − =− ⇒ − =−

4 1 3 4 4
4 1 3

4 1 3 4 2

جوابندارد.پس x  | |− =−4 2 معادلۀ


x x

x  
x x

| |
− = =  − = ⇒ ⇒ 
− =− =  

4 4 8
4 4

4 4 0
بنابراینمعادلۀموردنظردوجوابدارد.

20122 .ن2زگ -28 x x x x( )( )− + = − −2 4 3 1 3 ک�ه کنی�د توج�ه  3
بنابراینمعادلۀموردنظرمیشود



x x x x x

x x

x x x x

| || | | | | |(| | )

| |

| | ,

− − − − = ⇒ − − − =

− = ⇒ =


− = ⇒ − =± ⇒ =− =

1 3 5 1 0 1 3 5 0

1 0 1

3 5 3 5 2 8

بنابراینمجموعجوابهابرابراستبا7.

20132 راه حل اولابتداتوجهکنیدکهچونسمتچپمعادلهن2زگ -28  2
.طرفین x≥0 نامنفیاس�ت،پسس�متراستآنهمنامنفیاس�ت،بنابراین

معادلهرابهتواندومیرسانیم
x x x x x x x

x x x x

| | ( ) ( )

( )( )

− = ⇒ − = ⇒ − + =

− + = ⇒ − − =

2 2 2 2 4 2 2

4 2 2 2

4 3 4 3 8 16 9

17 16 0 1 16 0

بنابراین
x x  

x x

− = ⇒ =±

− = ⇒ =±

2

2

1 0 1

16 0 4
قاب�لقبولهس�تندکه x=4 و x=1پ�سفق�طجوابه�ای، x≥0 چ�ون

مجموعهآنهابرابراستبا5.
،آنگاهمعادلهجوابندارد،زیراسمتراستتساویمنفیو x<0 راه حل دوماگر
،آنگاهمعادلهرابهشکلزیرحلمیکنیم: x≥0 سمتچپآننامنفیاست.اگر


x x x x x x

x x x x x x

,

,

 − = − − = ⇒ =− = ⇒ 
− =− + − = ⇒ = =−  

2 2

2 2

4 3 3 4 0 1 4

4 3 3 4 0 1 4



فصل دوم: آزمون ها
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معادله x≥0 قابلقبولنیس�تند،زیراباشرط x=−4 و x=−1جوابهای
هس�تندکهمجموع x=4 و x=1راح�لکردهای�م.پسجوابه�ایمعادله

آنهابرابر5است.

20142 ومعادلهمیشودن2زگ -28 x x| | ( )+ =− +3 3 ،آنگاه x≤−3 اگر  4


x x x x

x x ( ¡.¡.—)

( )

, .

+ + − = ⇒ + − =

=− − =− +

2 22 3 18 0 2 12 0

1 13 1 13

ومعادلهمیشود x x| |+ = +3 3 ،آنگاه x>−3 اگر


x x x x

x x x x( ¡.¡.—)

( )

( )( ) . ,

− + − = ⇒ − − =

− + = ⇒ =− =

2 22 3 18 0 2 24 0

6 4 0 4 6

. −5 13 بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابراستبا

20152 ب�اتوج�هب�هف�رضس�ؤال،ه�ری�کازمعادلهه�این2زگ -28  4
بایددوجوابداش�تهباش�د.درنتیجه x x a− + =2 6 0 و x x a− − =2 6 0
معادل�ۀ ، a<0 اگ�ر )زی�را  a>0 میدانی�م . a− >36 4 0 و  a+ >36 4 0

.بنابراینکافیاست a+ >36 4 0 جوابندارد(،درنتیجه x x a| |− =2 6
 a a− > ⇒ <36 4 0 9

. a< <0 9 بنابراین

20162 ن2زگ -28 x| |− ≥3 2 ابتدابایدمجموعۀجوابهاینامعادلههای  4
رابیابیم.توجهکنیدکه x| |+ ≤2 1 5 و


x x

x
x x

x x x x

| |

| |

− ≥ ⇒ ≥− ≥ ⇒
− ≤− ⇒ ≤

+ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤

3 2 5
3 2

3 2 1

2 1 5 5 2 1 5 6 2 4 3 2
ومجموعۀ A   ( , ] [ , )= −∞ +∞1 5 پ�سمجموعۀجوابهایاول�یبرابربا

. A B [ , ]= −3 1 است.بنابراین B [ , ]= −3 2 جوابهایدومی

20172 راه حل اولبرایحلایننامعادلهدوطرفآنرابهتوانن2زگ -28  2
دومیرسانیمتابهنامعادلۀزیربرسیم:

 x x x x x x( ) ( )+ ≥ − ⇒ + + ≥ − +2 2 2 21 2 1 2 1 4 4 1
درنتیجهبهنامعادلۀزیرمیرسیم:

 x x x− ≤ ⇒ ≤ ≤23 6 0 0 2
. b a− =2 .درنتیجه b=2 و a=0 بنابراین

رابهتواندوبرسانیم،نتیجهمیشود: A B| | | |≥ راه حل دوماگردوطرفنابرابری

 A B A B A B A B( )( )≥ ⇒ − ≥ ⇒ − + ≥2 2 2 2 0 0
وبرعکس.درنتیجهنامعادلۀموردنظرمعادلاستبا

 x x x x x x x( )( ) ( )( )+ − + + + − ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≤ ≤1 2 1 1 2 1 0 2 3 0 0 2
. b a− =2 .درنتیجه b=2 و a=0 بنابراین

20182 مینویسیم.ن2زگ -28 x
x

| |− ≤
−

3 1
2

ابتدانامعادلهرابهصورت  4
بنابراین

x x x x
x

x x x x x x x

     

| |
| | | |,

| |

| | | |

−
≤ ⇒ − ≤ − ≠

−

− ≤ − ⇒ − + ≤ − + ⇒ ≥2 2 2 2

3 1 3 2 2
2

53 2 6 9 4 4
2

، a=5 مجموع�ۀجوابه�اینامعادلهاس�تودرنتیجه [ , )+∞5
2

بنابرای�ن

. a b+ =7 .پس b=2

20192 .ن2زگ -28 x x| |= ،آنگاه x≥0 راه حل اول توجهکنیدکهاگر  1
بنابراین

 x x x| |< ⇒ <0 
درنتیجه

 x  x  x x x x x x x| | ( )< << →− < ⇒ + > → + <0 02 2 1 0 1 0 

.بنابرای�ن x x| |− = −1 1 و x x| |=− ، x x| |+ =− −1 1 ب�های�نترتی�ب،
. x−3 حاصلعبارتموردنظربرابراستبا

صدقمیکند.بنابراین x x x| |< < 2 درنابرابریهای x=−2 راه حل دوم
بهدستآوریم: x=−2 کافیاستحاصلعبارتموردنظررابهازای
 x  A x x x A| | | | | | = −= + + − + → = + + =21 1 1 3 2 6 

برابر6است. x=−2 فقطمقدارگزینۀ)1(بهازای
20202 ونامعادلهبهن2زگ -28 x+ >1 ،آنگاه0 x≥0 راه ح��ل اول اگ�ر  4

،آنگاه x− < <1 0 درمیآیدکهجوابندارد.اگر x x x x( ) ( )+ < +1 1 شکل
یعن�ی درمیآی�د،  x x x x( ) ( )− + < +1 1 ش�کل ب�ه نامعادل�ه و  x+ >1 0
ونامعادلهبه x+ ≤1 0 ،آنگاه x≤−1 کهدرستنیست.اگر x x( )+ >2 1 0
درمیآی�دکهج�وابن�دارد.پ�سمجموعۀ x x x x( ) ( )− + <− +1 1 ش�کل

جوابهاینامعادلهتهیاست.
جوابهاینامعادلهنیس�تند، x=−1 و x=0 راه حل دوم معلوماس�تکه

پسمیتوانیمنامعادلهرابهصورتزیربنویسیم:

 x x
x x

( )
| | | |
+ <
+
1 1
1



.بنابرای�نتنه�احالت�یکه
aa

a a| |

>=
− <

1 0

1 0
، a≠0 میدانی�مب�رایه�ر

نامعادلۀ)1(میتواندجوابداشتهباشدبهصورتزیراست:
 x x      

x x
,

| | | |
+ =− =
+
1 1 1
1



وازمعادلۀدومنتیجه x<−1 ،یعن�ی x+ <1 0 ازمعادلۀاولنتیجهمیش�ود
.دومح�دودۀبهدس�تآمدهاش�تراکندارند،پ�سمجموعۀ x>0 میش�ود

جوابهاینامعادلۀموردنظرتهیاست.
20212 ،پ�سازن2زگ -28 A≤0 ،نتیج�همیش�ود A A| |=− چ�وناز  4

بنابرای�ن . x x− − ≤2 6 0 میش�ود نتیج�ه  x x x x| | ( )− − =− − −2 26 6
  [ , ]−2 3 وب�اتوجهب�هجدولتعیی�نعلامتزی�ربازۀ x x( )( )+ − ≤2 3 0
صحی�ح ع�دد ش�ش ش�امل ک�ه اس�ت، نامعادل�ه جوابه�ای مجموع�ۀ

3)است. و ±2 ، ±1 ، )0



x

x x

−∞ − +∞
+ − +− −2

2 3
0 06 

20222 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 x x| | | || |− − = ⇒ − − =±2 25 2 1 5 2 1

حالت اول
x x x

x x
x x x

| | | |
 − =− ⇒ = ⇒ =±− − =− ⇒ − = ⇒

− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2 2

2 2

5 1 4 2
5 2 1 5 1

5 1 6 6
حالت دوم

x x x
x x

x x x
| | | |

 − =− ⇒ = ⇒ =±− − = ⇒ − = ⇒
− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2 2

2 2

5 3 2 2
5 2 1 5 3

5 3 8 8
بنابراینمعادلههشتجوابدارد.



)231(

20232 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  3

 x x x x x x| ( )| | | | || | | |− = ⇒ − =2 23 3

دوطرف x≠0 یکج�وابمعادلهاس�ت.باش�رط x=0 واضحاس�تک�ه
تقسیممیکنیم: x| | معادلهرابر


x x x

x
x x x

| |
 − =− ⇒ = ⇒ =±− = ⇒

− = ⇒ = ⇒ =±

2 2
2

2 2

3 1 2 2
3 1

3 1 4 2

بنابراینمعادلهپنججوابدارد.

20242 باتوجهبهریش�ۀعبارتهایداخلقدرمطلق،سهحالتن2زگ -28  4
زیررابررسیمیکنیم

x x x x x

x x x x x

x x x x x

.¡.¡.—)(( ) ( )

( )

( )

≤− ⇒− − − + = ⇒− = ⇒ =−

− < ≤ ⇒− − + + = ⇒− + = ⇒ =−

> ⇒ − + + = ⇒ = ⇒ =

52 2 1 2 5 3 5
3

2 1 2 1 2 5 4 5 1
51 2 1 2 5 3 5
3

}اس�ت،پسمجموع , }− 51
3

بنابرای�نمجموعۀجوابهایمعادلۀموردنظر

است. 2
3
جوابهابرابر

20252 .ن2زگ -28 a≠0 چونصفرجوابمعادلۀموردنظرنیس�ت،پس  4
.اکنونمیتواننوشت a>0 همچنین،سمتچپمعادلهنامنفیاست،پس

 x xa x ax a           a x ax a
x x

IÄ= ⇒ − − = =− ⇒ + + =
+ +

2 22 20 0
1 1

همیش�هدوج�وابغیرصف�ردارد x ax a− − =2 0 توج�هکنی�دک�همعادلۀ

.بنابرای�نب�رایاینک�همعادل�ۀاصلیدوج�وابغیرصفر a a( )∆= + >2 4 0

جوابنداشتهباشد: x ax a+ + =2 0 داشتهباشد،بایدمعادلۀ

 a a a∆= − < ⇒ < <2 4 0 0 4 
،معادلۀموردنظردوج�وابغیرصفردارد.توجهکنید a< <0 4 بنابرای�ناگر

نیست. x ax a− − =2 0 )ریشۀمخرجکسر(،جوابمعادلۀ x=−1 که

20262 نامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  2
 x xIÄ| | | |− > − <−4 1 4 1

. x− < <3 3 نتیجهمیشود x| |<3 .ازنامعادلۀ x xIÄ| | | |> <5 3 پس

.بنابرای�نمجموعۀ x<−5 ی�ا x>5 نتیج�همیش�ود x| |>5 ازنامعادل�ۀ

جوابهاینامعادلهبهصورتزیراست:
( , ) ( , ) ( , )−∞ − − +∞5 3 3 5 

نیست.تعدادایناعداد6تاست. ±3 و ±4 ، ±5 کهشاملاعدادصحیح

20272 راه حل اولنامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  1
 x x x x x x x x|( )( )| |( )( )| | || | | || |− − < − − ⇒ − − < − −5 2 2 3 2 5 2 3

.چ�وندوط�رفاین x x| | | |− < −5 3 .بنابرای�ن x≠2 معل�وماس�تک�ه

نامعادلهنامنفیهستند،پسمیتوانآنهارابهتواندورساند:

 x x x x x x− + < − + ⇒ > ⇒ >2 210 25 6 9 4 16 4

راه حل دوم 



x x   x x  

x x x x x x

x x x x x x x x

x x x     xIÄ

| | | |

( )( )

− + < − +

− + < − + ⇒ > ⇒ >

− + >− + − ⇒ − + > ⇒ − + >

− − > ⇒ > <

2 2

2 2

2 2 2 2

7 10 5 6

7 10 5 6 2 4 2

7 10 5 6 2 12 16 0 6 8 0

2 4 0 4 2

مجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظربرابربااش�تراکاینجوابهااس�ت،که
است. x>4 برابر

20282 مینویسیم.ن2زگ -28 x x x| |− + < + −2 2 1 2 1 نامعادلهرابهصورت  2
بنابراین

x x x x( ) | | | | | |− < + − ⇒ − < + −2 21 2 1 1 2 1

،آنگاه t x| |= −1 اگرفرضکنیم

t t t t( )( )− − < ⇒ + − <2 2 0 1 2 0

راحلکنیم t− <2 0 ودرنتیجهبایدنامعادلۀ t+ ≥1 1 ،بنابرای�ن t≥0 چ�ون
ودرنتیجه x| |− <1 2 جواباست.پس t<2 که

 x x− < − < ⇒− < <2 1 2 1 3 
پساعدادصحیحصفر،1و2درمجموعۀجوابهاینامعادلهموردنظرقراردارند.

20292 ابتدانامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  2

a x a a a a  x  a a| | | |− − < − < + ⇒− + − < < + +2 2 2 22 3 2 3 2 3 2

،آنگاهنامعادلهجوابندارد.پس a a+ + ≤2 3 2 0 واضحاستکهاگر

 a a a a( )( )+ + = + + ≤2 3 2 1 2 0 

a

a a

−∞ − − +∞

+ + + − +2

2 1

3 2 0 0

. a− ≤ ≤−2 1 باتوجهبهجدولفوقباید

20302 ون2زگ -28 منف�ی نامعادل�ه چ�پ س�مت آنگاه ، x<1 اگ�ر  2
، x>1جوابنامعادلهاست.اگر x<1س�متراس�تآننامنفیاس�ت.پس

ودرنتیجه x x| |+ = +1 1 آنگاه


x

x x x x
x

>
≤ + ⇒ ≤ − ⇒ ≥ → ≥

−

12 23 1 3 1 4 2
1
استودرنتیجه [ , )−1 2 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادله

 a b a b,= = ⇒ + =1 2 3

20312 درضابطۀتابعبهدستمیآیدن2زگ -28 x= −2 باجایگذاری1  4


f( ) | | | |

( ) ( )

− = − − + − −

= − − − =

2 1 5 3 2 3 1 3 5 2 5 4

5 3 2 4 3 5 2 9 7

درضابطۀتابعبهدستمیآید x= −3 باجایگذاری1


f( ) | | | |

( ) ( )

− = − − + − −

= − − − =

3 1 5 3 3 3 1 3 5 3 5 4

5 3 3 4 3 5 3 9 7

پس
f f( ) ( )− + − =2 1 3 1 14 
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20322 ضابطۀتابعبهشکلزیرسادهمیشود:ن2زگ -28 x>1 برای  3

 x xx x f x   
x x

, ( ) + −− > + > ⇒ = − =
+ −
1 11 0 1 0 2
1 1

بهدستمیآید x− < <1 بهطریقمشابهبرای1

 x xx x f x   
x x

, ( )
( )

+ −− < + > ⇒ = − =
+ − −
1 11 0 1 0 0
1 1

، x<−1 همچنینبرای

 x xx x f x   
x x
( )

, ( )
( )

− + −− < + < ⇒ = − =−
+ − −

1 11 0 1 0 2
1 1

وبردتابع3عضودارد. fR { , , }= −0 2 2 بنابراین

20332 ،آنگاهن2زگ -28 x≥0 راه حل اولاگر  3
 x x x x x x| | | | | || |= ⇒ − = − =0

،آنگاه x<0 .اگر f x x x x( ) | | | |= − = =2 0 2 2 بنابراین

 x x x x x x x x| | | | | | | || |=− ⇒ − = + = =−2 2

.درنتیجه f x x x x x( ) | ( )| | |= − − = =−2 2 4 4 بنابراین


x x

f x
x x

( )
≥=

− <

2 0

4 0

.فقطدرتابعگزینۀ)3(اینشرایطبرقراراست. f( )=1 2 راه حل دومتوجهکنیدکه

20342 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


x x x x x x  x xf x

x x xx x x
x

| |
( )

| |

 − > − >−  = = = 
+ <− − < −

2
2

2

2 0 2 02
2 02 0



20352 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3


x  x x xxf x

x xx  x
x

( )
( )

( )

− − < − + < = = 
− > − >

11 0 1 0

1 1 01 0

،آنگاهخط k>1 بنابرایننمودارتابعبهش�کلزیراس�ت.واضحاستکهاگر
ونمودارتابعfدردونقطهمتقاطعاند. y k=

20362 نمودارتابعfران2زگ -28  1
،( , )−1 3 ،( , )−2 3 بهکم�کنقاط
)رسممیکنیم. , )−2 3 )و , )−3 3

این y k= واضحاس�تکهاگ�رخط
نم�وداررادریکنقطهب�اطولمثبت

. k− < <3 قطعکند،باید1

20372 ب�رایاینکهحداکثرن2زگ -28  2

رابهدست
x x| | | |− + −

15
1 4

مقدارعبارت

بیاوری�م،کاف�یاس�تحداق�لمق�دارتابع
بهدس�ت را  f x x x( ) | | | |= − + −1 4

fدرش�کلرسمشدهاست.باتوجهبهشکل،کمترینمقدارتابعfآوریم.نمودارتابع

. =15 5
3

برابر3است،بنابراینبیشترینمقدارعبارتموردنظربرابراستبا

20382 واحدبهس�متراس�تن2زگ -28 a22 را y  x| |= اگ�رنم�ودارتابع  2

 a2 بهدس�تمیآیدواگ�رایننموداررا y  x a| |= − 22 منتق�لکنیم،نمودارتابع

بهدستمیآید. f x  x a a( ) | |= − −2 2 22 واحدبهپایینمنتقلکنیم،نمودارتابع
باتوجهبهنموداراینتابع،مساحتناحیۀ

موردنظربرابراستبا

S a a a( )= =2 2 41 2
2

بنابراین
 a a= ⇒ =±4 4 2 

20392 نم�وداردوتاب�عران2زگ -28  3
چهارضلع�ی مس�احت میکنی�م. رس�م
ABCDمطلوباست.درواقعمساحت
موردنظ�رازچه�ارمثل�ثقائمالزاویهبه
قاعدۀیکواحدوارتفاعیکواحدتشکیل
ش�دهاست.پسمساحتABCDبرابر

. ( )×× =1 14 2
2

استبا

20402 .ن2زگ -28
x x x

f x
x x x

( )
 − + ≥=

+ − <

2

2

2 2 1

2 2 1
ابتداتوجهکنیدکه  3

است. [ , )− +∞3 بنابرایننمودارتابعfبهصورتزیراستوبردآنبازۀ

20412 راحسابمیکنیم:ن2زگ -28 f a( | |)+2 و f a( | |)−2 ابتدامقادیر  1


f a a a a

f a a a a

( | |) | | | | | |

( | |) | | | | | |

| | | |
| | | |

− = − − + = − + = +

+ = + − + = + = +

2 2 2 1 1 1

2 2 2 1 1 1

. f a f a a a a( | |) ( | |) | | | | | |− − + + = + − − + =−2 2 2 1 1 2 2 1 بنابراین

20422 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


x x

f x
x x

| |
( )

| |

 >=
− <

2

2
1
1

بنابرای�ننم�ودارتاب�عبهص�ورتروبهرو
ب�ا براب�ر f تاب�ع ب�رد و اس�ت
و a=1است.پس( , ) ( , )− +∞1 0 1

. a b− =1 ودرنتیجه b=0



)233(

20432 ،پسن2زگ -28 x− ≤2 0 و x+ >2 0 ،آنگاه x≤ ≤0 2 اگر  2


x x x  

x x x x  

( )( )

( )

− = − + ≤

− = − ≤

2

2

4 2 2 0

2 2 0

.پس f x x x x x( ) ( )=− + + − =− +2 24 2 2 4 بنابراین
 x x x≤ ≤ ⇒− ≤− ≤ ⇒ ≤− + ≤0 2 4 2 0 0 2 4 4

پسحداکثرمقدارتابعبرابر4است.

20442 ن2زگ -28
x x x

f x
x x x

( )
 − ≤=

− >

2

2

2 2

2 2
ضابطۀتابعبهش�کل  2

بهصورتزیراست. y x x= −2 2 و y x x= − 22 است.نمودارتوابع

بنابرایننمودارتابعfبهصورتزیراست.

20452 راه حل اولضابطۀتابعبهصورتزیراست:ن2زگ -28  3


x x x

f x
x x x

( )
 + − ≤=

− − >

2

2

2 2 0

2 2 0

)ودومی , )− −1 3 هریکازقطعههابخشیازیکسهمیاست)اولیبهرأس
)(.پسنمودارتابعبهصورتگزینۀ)3(است. , )−1 3 بهرأس

راه حل دومتوجهکنیدکه
f x x x x( ) | | | | (| | )= − − = − −2 22 2 1 3 

رارس�مکنیم،س�پس y x( )= − −21 3 بنابراینکافیاس�تابتدانمودارتابع
قس�متیازنمودارراکهسمتچپمحورعرضهاقرارداردحذفکنیموقرینۀ
قسمتیراکهسمتراستاینمحورقرارداردنسبتبهاینمحوررسمکنیم.

yنس�بتبهمحورfبنابرایننمودارتابع، f x f x( ) ( )− = راه حل س��ومچون
fازقرینهکردننمودارتابع y f x( )= − متقارناس�ت)توجهکنیدکهنمودار
نس�بتبهمحورyبهدستمیآید(.بنابراینگزینههای)2(و)4(ردمیشوند.

،پسگزینۀ)1(همردمیشود. f( )=−0 2 ازطرفدیگر،

20462 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


x xx xf x

x x x

| || || |
( )

| |

− >−− + = =
+ − − <−

2 22 2
2 2 2

رارسممیکنیم. y x| |=− −2 و y x| |= −2 ابتدانمودارتوابع

پسنمودارتابعfبهصورتزیراست.

20472 توج�هکنیدکهب�اتوجهبهریش�ههایعبارتهایداخلن2زگ -28  2
قدرمطلقچهارحالتزیربرایضابطۀتابعوجوددارد:



x f x x x x x

x f x x x x x

x f x x x x

x f x x x x x

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

≤− ⇒ =− + − + + =

− < ≤ ⇒ =− + − − + =− −

< ≤ ⇒ = + − − + =−

> ⇒ = − − − + =−

1 2 2 1 2

1 0 2 2 1 2 4

0 2 2 2 1 4

2 2 2 1 2
نمودارتابعیکپارهخطافقیاس�تکهطولآنبرابر [ , ]0 2 بنابرای�نرویبازۀ

استبا2.

20482 ضابطۀتابعرابدونقدرمطلقمینویسیمونمودارتابعران2زگ -28  4
رسممیکنیم:


x f x x x x

x f x x x x

( ) ( )

( )

 ≥ ⇒ = − − =− +

 ≤ ⇒ = + − = −

3 2 3 3
2
3 2 3 3 3
2

مطابقشکلروبهرو،مساحتمثلثی

وقاع�دۀ2م�دنظر 3
2
ب�هارتف�اع

. 3
2
استکهبرابراستبا

20492 درش�کلزیرنمودارهارارس�مکردهایم.باتوجهبهاینکهن2زگ -28  3
شکلحاصلمربعاست،کافیاستطولضلعمربعرابهدستآوریم:

 A      B AB   ( , ) , ( , ) ( ) ( )⇒ = − + − =2 20 3 3 0 3 0 0 3 3 2 

.( ) =23 2 18 بنابراینمساحتمربعبرابراستبا



فصل دوم: آزمون ها
)234(

20502 نم�وداردوتاب�عرارس�ممیکنی�م.مس�احتABCDن2زگ -28  4
مطلوبمسئلهاست.ابتداطولنقطههایAوCرامشخصمیکنیم:

 x x x x| | | | | |− = − ⇒ = ⇒ =±3 32 1
2 2

یکمربعاس�ت ABCD .پسچهارضلعی BD=3 و AC=3 بنابرای�ن

. S= × =21 93
2 2

کهمساحتآنبرابراستبا

20512 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 x x=− ⇒ =−33 20 20

،بنابراین < <35 2 20 6 همچنین
 x x[ ]− <− <− ⇒− < <− ⇒ =−36 2 20 5 6 2 5 2 6

،پس < < 63 3125 160 216 وچون =3 32 20 160 توجهکنیدکه
< <35 2 20 6

20522 توجهکنیدکهن2زگ -28  2



x x x

x x x

x x x

x x x

x

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

= ⇒ =

1 4 1 2 1

4 9 2 3 2

9 16 3 4 3

16 25 4 5 4

25 25 5



بنابراین
A

IU IU IU

= + + + + + + + + + + + + + + +

= + + + + =
5 7 9

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5

3 10 21 36 5 75

  

  

20532 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
x x x x[ ]= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ − <2 2 3 6 3 9 1 3 5 4

میتواندمقادیر2،1و3راداشتهباشد. x[ ]−3 5 بنابراین

20542 .بنابراینن2زگ -28 x−− ≤ <−53 2
2

،آنگاه x[ ]− =−5 3
2

اگر  1

 x x− ≤ − <− ⇒− ≤− <−6 5 4 11 9
. x< ≤9 11 درنتیجه

20552 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1
x x x x[ ]− = ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <43 2 1 1 3 2 2 3 3 4 1

3
بنابراین

x x x[ ]≤ < ⇒− ≤ − <− ⇒ − =−8 12 2 1 2 3 2 3 1
3 3

20562 راه حل اول توجهکنیدکهن2زگ -28  2
n n n n n n n n n

n n n n

( ) ( ) ( )− + < − + < ⇒ − < − + <

− < − + <

2 2 2 2 2 2

2

4 4 1 4 2 1 2 2 1 4 2 1 2

2 1 4 2 1 2

. n n n[ ]− + = −24 2 1 2 بنابراین1

. n n[ ] [ ]− + = =24 2 1 13 3 .دراینصورت n=2راه حل دومفرضکنید
برابر3میشود. n=2 فقطمقدارگزینۀ)2(بهازای

20572 ،بنابراینن2زگ -28 x−− ≤ <−54 3
2

،آنگاه x[ ]− =−5 4
2

اگر  2

 x x− ≤ − <− ⇒− ≤− <−8 5 6 13 11
. b a− =2 و b=13 ، a=11 .بنابراین x< ≤11 13 درنتیجه

20582 .ن2زگ -28 x x[ ] [ ]− = −1 و1 x x[ ] [ ]+ = +2 ابتداتوجهکنیدکه2  2
بنابراین

 x x x x x x[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+ − − = ⇒ + − + = ⇒ = ⇒ ≤ <2 2 1 7 2 4 1 7 2 2 3

20592 .ن2زگ -28 x k x k[ ] [ ]+ = + اگرkعددیصحیحباش�د،آنگاه  1
بنابراین

 x x x x x x x[ [ ]] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+ − = ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =3 3 3 3 3 3 3
. a b+ =7 و b=4 ، a=3 .بنابراین x≤ <3 4 درنتیجه

20602 یان2زگ -28 x[ ]=3 معادلاس�تبا x[ ]≤ ≤3 4 توج�هکنیدکه  3
.پس x[ ]=4

x x      x x[ ] , [ ]= ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ <3 3 4 4 4 5
است. [ , )3 5 پسمجموعۀجوابهاینامعادلهبازۀ

. a b+ =8 و b=5 ، a=3 درنتیجه

20612 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1


      [ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

= = = = = = = =

= = = =

3 3 3 3 3 3

3 3 3

2 3 7 1 8 9 26 2

27 28 63 3

 



بنابراین

 A
IUIU6 IU

= + + + + + + + + + + + = + + =

19 37

1 1 1 2 2 2 3 3 3 6 38 111 155
  

  

20622 3 ن2زگ -28


A   

  

[ ] [ ] [ ] [ ]

([ ] [ ]) ([ ] [ ]) ([ ] [ ])

= − + − + − + +

= − + + − + + + − +

10 9 8 10

10 10 9 9 1 1





.از x x[ ] [ ]+ − =−1 آنگاه x∉ واگر x x[ ] [ ]+ − =0 آنگاه x∈ اگ�ر
، 2 صحیحهس�تندواعداد 9 و 4 ، 1 ، 0 اعداد 10 تا 0

غیرصحیحهستند.بنابراین 10 و 8 ، 7 ، 6 ، 5 ، 3
 A

IU
IU

( ) ( ) ( )= + + + + − + − + + − =−
4 7

0 0 0 0 1 1 1 7





20632 نتیجهمیشودن2زگ -28 x< <1 2
3 3

از  4

 x x     
x x x x

[ ] , [ ]< < ⇒ = < < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =3 1 2 2 21 3 2 3 1 3 3 6 1 2 1
2 3 3

. x
x

[ ] [ ]− = − =23 1 1 0
3

بنابراین

20642 ازفرضمسئلهنتیجهمیشودن2زگ -28  2
 x x y y      ,× ×≤ < → ≤ < ≤ < → ≤ <2 32 3 4 2 6 2 3 6 3 9

درنتیجهباجمعکردنایندونابرابریمعلوممیشودکه

 x yx y ÷ +
≤ + < → ≤ <5 2 310 2 3 15 2 3

5

. x y
[ ]

+
=

2 3 2
5

پس



)235(

20652 ،پسن2زگ -28 x x x( )− = − −2 24 2 4 ابتداتوجهکنیدکه  1
x x x x

x x

[ ] ( )

( ) [( ) ]

= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <

− ≤ − − <− ⇒ − − =−

2

2 2

2 2 3 0 2 1 0 2 1

4 2 4 3 2 4 4

راداشتهباشد. −4 فقطمیتواندمقدار x x[ ]−2 4 بنابراین
20662 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4



x x x x

x  x

x x x x

[ ]

( ) ( )

( ) | |

+ =− ⇒− ≤ + <

− ≤ + − < ⇒− ≤ + <

+ < ⇒ + < ⇒− < + < ⇒− < <

2 2

2 2

2

1 1 0

1 1 3 1 11 0
2 4 4 2 4

1 1 1 1 1 1 1 1 0
2 4 2 2 2 2 2

. x[ ]=10 0 ودرنتیجه x< <100 1 بنابراین
20672 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


n n n n n n

n n n n n n n n( )

< + + < + + +

< + + < + ⇒ < + + < +

3 3 2 3 2

33 3 2 3 3 2

3 1 3 3 1

3 1 1 3 1 1

. n n n[ ]+ + =3 3 23 1 بنابراین
20682 ،ن2زگ -28 x  x| |=− و  x[ ]=−2 آنگاه ، x− < <−2 1 اگ�ر  3

بنابراینمعادلهبهشکلزیراست

 x x− − = ⇒ =− 53 4 1
3

،پسمعادلهبهشکلزیراست x  x| |=− و x[ ،آنگاه1−=[ x− ≤ <1 0 اگر
 x x− − = ⇒ =−3 2 1 1

،بنابراینمعادلهبهشکلزیراست x  x| |= و x[ ]=0 ،آنگاه x≤ <0 1 اگر

 x x+ = ⇒ =13 0 1
3

)برابراستبا , )−2 1 بنابراینمجموعجوابهایواقعدربازۀ

  − − + =−5 1 71
3 3 3

20692 معادل�ۀن2زگ -28 بنابرای�ن . x x[ ] [ ]− = −1 1 ک�ه کنی�د توج�ه  2
موردنظرمیشود

 x x x x[ ] [ ] ([ ] )([ ] )+ + = ⇒ + + =2 5 6 0 2 3 0
اکنونتوجهکنیدکه


x x x

x x x

[ ] [ ]

[ ] [ ]

+ = ⇒ =− ⇒− ≤ <−

+ = ⇒ =− ⇒− ≤ <−

2 0 2 2 1

3 0 3 3 2
بنابراینمجموعۀجوابهایمعادلۀموردنظرمیشود

 [ , ) [ , ) [ , )− − − − = − −3 2 2 1 3 1

. b a− =2 و b=−1، a=−3 درنتیجه
20702 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 x x x[ ] [ ]
[ ] [ ]

+ +
= ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <

2 1 2 1 193 3 4 7
5 5 2

عددیصحیحاست،پس x[ ] چون
 x x       x x       x x[ ] , [ ] , [ ]= ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ <7 7 8 8 8 9 9 9 10

بنابراینمجموعۀجوابهایمعادلۀموردنظرمیشود
 [ , ) [ , ) [ , ) [ , )=7 8 8 9 9 10 7 10 

. b a− =3 و b=10 ، a=7 درنتیجه

20712 ابت�داتوجهکنی�دکهاگرkعددیصحیحباش�د،آنگاهن2زگ -28  2
.بنابراین x k x k[ ] [ ]+ = +


x x x xf x

x x f x

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( )

+ + ++ = − = + − +

+= + − − =− −

3 4 13 1 2
2 2 2 2
1 1 2 1

2 2
. f x f x( ) ( )+ + =−3 1 درنتیجه

20722 .ن2زگ -28 x− ≤ − <−2 3 ،آنگاه1 x [ , )∈1 2 راه حل اولاگر  2

.همچنین x x| |− =− +3 3 بنابراین

 x x[ ]− ≤ − < ⇒ − =−1 2 0 2 1

. f x x x( ) ( )=− + − + =− +1 3 2 درنتیجه

فقطدرگزینۀ)2(برقراراست. f   ( ) | |=− + − =1 1 2 1 راه حل دوم

20732 ودرنتیج�هن2زگ -28 x− ≥29 0 ابت�داتوج�هکنی�دک�هبای�د  2
.ازطرفدیگر، x− ≤ ≤3 3

 x x x x[ ] [ ]− = ⇒ = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <1 0 1 1 2 2 4
2 2 2

دردامنۀتابعنیس�تندودامن�ۀتابعبهصورت [ , )2 4 بنابرای�نعدده�ایب�ازۀ
. a b+ =−1 و b=2 ، a=−3 است.پس [ , )−3 2

20742 راحلکنیمن2زگ -28 x[ ]− ≥3 0 و x[ ]+ ≥2 0 بایدنامعادلههای  2
واشتراکمجموعۀجوابهایآنهارابهدستآوریم:

 x x x       x x x[ ] [ ] , [ ] [ ]+ ≥ ⇒ ≥− ⇒ ≥− − ≥ ⇒ ≤ ⇒ <2 0 2 2 3 0 3 4

. a b+ =2 و b=4 ، a=−2 .پس fD [ , )= −2 4 بنابراین

20752 ،ن2زگ -28 x− ≤ <1 0 اگر  1
 x x x f x x[ ] ,| | ( )=− =− ⇒ =− +1 1

، x≤ <0 1 اگر
 x x x f x x[ ] ,| | ( )= = ⇒ =−0

، x≤ <1 2 اگر
 x x x f x x[ ] ,| | ( )= = ⇒ = −1 1

است. [ , ] { }− − −2 0 1 بنابرایننمودارتابعبهشکلزیراستوبردتابعبهصورت

20762 .ازطرفن2زگ -28 fD x x{ |[| | ] }= + − >1 2 0 توجهکنیدک�ه  4

عددیصحیحاس�ت،پساگرمثبتباشد،بزرگتریا x[| | ]+ −1 2 دیگر،چون

.درنتیجه x[| | ]+ − ≥1 2 1 مساوی1است:


x x

x x
x x

| | | |
+ ≥ ⇒ ≥+ − ≥ ⇒ + ≥ ⇒
+ ≤− ⇒ ≤−

1 3 2
1 2 1 1 3

1 3 4

. fD ( , ] [ , )= −∞ − +∞4 2 بنابراین



فصل دوم: آزمون ها
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20772 نموداراینتابعهارادرش�کلزیررس�مکردهایم.ازروین2زگ -28  2
شکلمعلوماستکهنمودارهادردونقطهمتقاطعاند.

20782 ضابطۀتابعبهشکلزیرسادهمیشود:ن2زگ -28  3


x x f x x      x x f x

x x f x x

[ ] ( ) , [ ] ( )

[ ] ( )

− ≤ < ⇒ =− ⇒ =− ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ = ⇒ =

1 0 1 0 1 0 0

1 2 1
بنابرایننمودارتابعبهشکلزیراست:

20792 راه حل اول ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2


x x x f x x

x x x f x x

x x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < ≤− ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ = +

− < ≤ ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

< ≤ ⇒− ≤− < ⇒ − =− ⇒ = −

2 1 1 2 1 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1
پسنمودارتابعfبهشکلزیراست:


.بنابراین a a[ ]≤ ،aراه حل دوممیدانیمبرایهرعددحقیقی

 x x x x[ ] [ ]− ≤− ⇒ + − ≤0 
،پسمقادیرتابعfهموارهنامثبتهستند،بنابراینگزینههای f x x x( ) [ ]= + − چون

،پسگزینۀ)1(نیزردمیشود. f( )=0 0 )3(و)4(ردمیشوند.ازطرفدیگر

20802 ضابطۀتابعبهشکلزیراست:ن2زگ -28  2


x x x f x x

x x x f x

x x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < ≤− ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

− < ≤ ⇒ ≤− < ⇒ − = ⇒ =

< < ⇒− <− < ⇒ − =− ⇒ =−

2

2

2 1 1 2 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1
پسنمودارتابعبهشکلزیراست:

20812 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3
 f f x f x f x( ( )) ( ) [ ( )]= − 3

راپیدامیکنیم.اگرkعددیصحیحباشد،آنگاه f x[ ( )]3 اکنونحاصل
x k x k[ ] [ ]+ = +

درنتیجه
 f x x x x x x[ ( )] [ [ ]] [ ] [ ] [ ]= − = − =−3 3 3 3 3 3 3 2 3

(بنابراین x[ ]∈3 3  )زیرا

 f f x f x x x x x x x( ( )) ( ) ( [ ]) [ ] [ ] [ ]= − − = − + = +2 3 3 2 3 3

. f f x x x( ( )) [ ]− = 3 درنتیجه

20822 راه حل اول ریشههایمخرجرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2


x x x x

x x x

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

− + − = ⇒ + − + − =

+ − =− ⇒ ∉

4 3 0 4 3 0

1 

پسعددهایغیرصحیحمخرجکس�رراصفرمیکنندودردامنۀتابعنیستند.
است. بنابرایندامنۀتابع

.بنابراینعدده�ایصفرو1در f f( ) ( )= =0 1 1 راه ح��ل دومتوجهکنیدک�ه
دامنۀتابعهستندوگزینههای)1(،)3(و)4(ردمیشوند.

20832 اگرxعددیصحیحباشدکهدردامنۀfنیست،آنگاهن2زگ -28  1
 x[| | ] ( )+ − − =1 2 5 0 1

نیزصحیحاست،درنتیجه x| |+ −1 2 وچونxصحیحاست،پس

 x x[| | ] | |+ − = + −1 2 1 2

بنابراینمعادلۀ)1(میشود
 x x x x | | | |+ − − = ⇒ + = ⇒ + =± ⇒ =± −1 2 5 0 1 7 1 7 7 1

است. −2 بنابراینمجموععددهایصحیحموردنظربرابر

20842 راحلن2زگ -28 x
x
[ ]

[ ]

−
≥

−
4 0

1
برایتعییندامنۀتابعfبایدنامعادلۀ  3

درمیآیدکه t
t
− ≥
−

4 0
1

،نامعادلهبهص�ورت t x[ ]= کنی�م.اگرف�رضکنی�م

است. t< ≤1 4 جوابآنبهصورت
بنابراین

x x[ ]< ≤ ⇒ ≤ <1 4 2 5

. a b+ =7 و b=5 ، a=2 ودرنتیجه fD [ , )= 2 5 بنابراین

20852 راح�لکنی�م.ف�رضن2زگ -28 x x[ ] [ ]− ≥24 0 بای�دنامعادل�ۀ  2
ودرنتیجه x t[ ]= میکنیم

 t t t t t( )− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤24 0 4 0 0 4

ودامنۀتابع fD [ , )= 0 5 .پ�س x≤ <0 5 .درنتیج�ه x[ ]≤ ≤0 4 بنابرای�ن

شامل5عددصحیحاست.

20862 برایهرن2زگ -28 x x[ ]≤ − <0 ابت�داتوجهکنی�دکهنابراب�ری1  1
مقدارxبرقراراست.

پس
x x x x f x[ ] [ ] ( )− < − ≤ ⇒− < − ≤ ⇒− < ≤1 0 2 2 2 0 2 0

. fR  ( , ]= −2 0 بنابراین



)237(

20872 رارسممیکنیم.ن2زگ -28 y x[ ]= و y x= −31 نموداردوتابع  4
ازرویشکلمعلوماستکهنمودارهادرهیچنقطهاییکدیگرراقطعنمیکنند.

20882 ابتداتوج�هکنیدکهن2زگ -28  2
آنگاه باش�د، زوج ع�ددی  x[ ] اگ�ر
. f x x( )= نتیج�ه در و  x[ ]( )− =1 1
عددیفردباش�د،آنگاه x[ ] همچنیناگر
. f x x( )=− ودرنتیج�ه x[ ]( )− =−1 1
بنابرایننمودارتابعبهشکلروبهرواست.

20892 ابتداتوجهکنیدکهضابطۀتابعبهشکلزیراست:ن2زگ -28  4



x x x f x

x x x f x

x x x f x

x x x f x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =

0 1 0 1 0 0

1 4 1 2 1 1

4 9 2 3 2 2

9 11 3 11 3 3
پسنمودارتابعبهشکلزیراست.

20902 توجهکنیدکهن2زگ -28  1



x x f x x

x x f x x

x x f x x

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

− < <− ⇒ =− ⇒ = +

− ≤ < ⇒ =− ⇒ = +

≤ < ⇒ = ⇒ =

2

2

2

2 1 2 2

1 0 1 1

0 1 0
پسنمودارتابعfبهشکلزیراست:

20912 ن2زگ -28 x<0 و x≥0 راب�رای x x x( )| |− < −4 2 5 معادل�ۀ  4
جداگانهحلمیکنیم:

x

x x x x x x x

x x x x x x

x x x

( )

( )( )

, <

≥ ⇒ − < − ⇒ − + < ⇒ < <

< ⇒ − − < − ⇒ − − >

< − > + → < −

2

2

0

0 4 2 5 6 5 0 1 5

0 4 2 5 2 5 0

1 6 1 6 1 6

)است. , ) ( , )−∞ −1 6 1 5 پسمجموعۀجوابهایمعادلهبهصورت

ریاضی - 92 

20922 ،نامعادلهجوابن2زگ -28 x<0 راه حل اولواضحاس�تکهاگر  4

کهغیرممکناست.بنابراینباید x x  | |− <2 2 0 ندارد.زیرادراینصورتباید

نامعادلهراحلکنیم.اکنونتوجهکنیدکهنامعادلهبهصورت x≥0 باش�رط
زیرسادهمیشود:

x x  x x x  x  x x  x

x x  x  x  

x x

| | | ( )| | || |

| | | |

− < ⇒ − < ⇒ − <

− < ⇒ − <

− < − < ⇒ < <

2 2 2 2

2 2 1

1 2 1 1 3
است.  ( , )1 3 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلهبازۀ

گزینۀصحیحمشخصمیشود. x=2 و x=1راه حل دومبهکمکدومقدار
درآنص�دقمیکن�د.تنها x=2 درنامعادل�هص�دقنمیکن�دول�ی x=1
گزین�هایک�هع�دد2درآنقرارداردولیعدد1درآنق�رارندارد،گزینۀ)4(
خارج از کشور ریاضی - 92 است.

20932 ،آنگاهنامعادلهجوابن2زگ -28 x   | |+ − <1 1 0 راه حل اولاگ�ر  3

کهغیرممکناس�ت.بنابراینباید x  | |− <2 2 0 ندارد.زیرادراینصورتباید

ودرنتیجه x    | |+ − ≥1 1 0
x    x

x    
x    x  

| |
+ ≥ ⇒ ≥+ ≥ ⇒
+ ≤ − ⇒ ≤ −

1 1 0
1 1

1 1 2

،پ�سنامعادلهب�هصورتزیر x   − >2 2 0 و x+ <1 0 .آنگاه x≤−2 اگ�ر
خواهدبود:

x x  x x x x x    ¡.¡.ù( ) (. )− <− − − ⇒ + < ⇒ + < ⇒− < <2 22 1 1 0 1 0 1 0

 x≥0 ج�وابندارد.پسبایدبافرض  ( , ]−∞ −2 بنابرای�ننامعادلهدربازۀ

ونامعادلهبهصورتزیردرمیآید: x   + >1 0 آنراحلکنیم.دراینحالت

x   x   x  x x x x| | | |− < + − ⇒ − < ⇒− < − <2 2 22 1 1 2 2

راحلکنیم.مجموعۀ
x x

x x

( )

( )

 − − <


+ − >

2

2

2 0 1

2 0 2
پسبایددستگاهنامعادلههای

ومجموعۀ x≤ <0 2 ب�هص�ورت x≥0 جوابه�اینامعادل�ۀ)1(ب�اش�رط
اس�ت.اش�تراکاین x>1بهصورت x≥0 جوابهاینامعادلۀ)2(باش�رط
است. /1 5 استکهوسطبازهنقطهایبهطول  ( , )1 2 مجموعۀجوابهابازۀ

رارسم g x  x( ) | |= + −1 1 و f x  x( ) | |= −2 2 راه حل دومابتدانمودارتوابع

اس�ت.ازروی a b( , ) ،بازۀ f x g x( ) ( )< میکنی�م.توج�هکنیدجاهاییکه

 g .بنابرایندراینبازه،ضابطۀ x>0 نمودارهامعلوممیش�ودکهدراینبازه

سادهمیش�ود.اکنونتوجهکنیدکهنامعادلۀ g x x x( )= + − =1 1 بهصورت

موردنظرمیشود:


x  

x  x x x x x x

x x x

| |

( )( ) >

− < ⇒ − + < ⇒ − + <

− − < → < <

2 4 2 2 4 2

02 2

2 4 4 5 4 0

4 1 0 1 2




فصل دوم: آزمون ها
)238(

)استووسطبازه , )1 2 ،پسبازۀموردنظربهصورت b=2 و a=1بنابراین

است. /1 5 نقطهایبهطول

خارج از کشور ریاضی - 95 

20942 باتعیینضابطه،دوتابعموردنظررارسممیکنیم:ن2زگ -28  3


x x x x

y x       y x x
x x x

| | , | |
− ≥ ≥  = − = = + = 
+ < <  

2 0 2 0
2

2 0 0 0


ابتدامختصاتنقطۀBرامحاسبهمیکنیم:


B B B B

ABCD ABC ACD

x x x x

S S S

− = ⇒ = ⇒ =

×
×= + = + = + =

22 2 3 2
3

2 2
2 2 2 83 2

2 2 3 3



تجربی - 95 

20952 هموارهمثبتاست،پسن2زگ -28 x +2 عبارت1  4

x   x| |+ = +2 21 1
بنابراین

x x x x x x x x x

x   x x x x x

x x

x   x x x x x

x x

#(¡.¡#.—)

 

| | | | ( ) | |

: ( ) ( ) ( )( )

: ( ) ( ) ( )( )

+ − − > + ⇒− + > − ⇒− − > −

≥ − − > − ⇒ − − − >

− > ⇒ <−

< − − >− − ⇒ − − + >

− <− ⇒ >

2 22 1 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 1 0

1 1

2 2 2 2 1 0

1 1
خارج از کشور تجربی - 95 . x< <1 2 بنابراین

20962 ابتداضابطۀتابعgراسادهمیکنیم:ن2زگ -28  3

g x f x f x x x x x

x x x x g x x x

( ) ( ) ( ) [ ] [ ]

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ]

= − − = − − − − +

= − − + − + ⇒ = −

2 3 2 2 3 2 3 2 2

2 3 2 3 2 2 2 2

هموارهعددیصحیحاس�ت، g x x x( ) [ ] [ ]= −2 2 ب�اتوجهب�هاینکهحاص�ل

}پاس�خصحیحهس�تندکه , }0 1 }یاگزینۀ)4(یعنی , }−1 0 گزینۀ)3(یعنی

باقراردادنچندمقدارخواهیمداشت:

x y x y,= ⇒ = = ⇒ =−1 90 1
10 10

خارج از کشور ریاضی - 92 

20972 رامییابیم:ن2زگ -28 x ،مقادیر x x[ ]+ =−2 1 ابتدااز  2

x x x
x x

x x x

x¥HoT{H

SwH Swnj ½nH¼µÀ.

 + < ⇒− < <− ≤ + < ⇒
+ + ≥ ⇒ ⇒ ∈

→− < <

2
2

2

0 1 0
1 0

1 0

1 0



تجربی - 88 برابرصفراست. x[ ]20 وحاصل x< <200 1 پس

20982 ن2زگ -28 n>2 راه ح��ل اولازآنج�اکهبهازایهرع�ددطبیعی  3
ای�نع�ددرابهدس�ت n=3 حاص�ل،ع�ددیمنحصربهف�رداس�تب�هازای

میآوریم:
n :[ ] [ ] [ ] [ ]= − + − − = − = − =3 36 9 1 2 9 6 28 2 3 5 2 3

، n>2 راه حل دومبهازای

n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

( ) ( )

[ ]

( ) ( )

[ ]

 − + < − + < ⇒ − < − + <

 − < − + < ⇒ − + = −


− + < − < − + ⇒ − < − < −

 − < − < − ⇒ − = −

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

4 4 1 4 3 1 4 2 1 4 3 1 2

2 1 4 3 1 2 4 3 1 2 1

4 4 2 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2

. n n n n n n[ ] [ ] ( )− + − − = − − − = − =2 24 3 1 2 2 2 1 2 2 4 1 3 پس
تجربی - 91 

20992 راتشکیلمیدهیم:ن2زگ -28 f x f x( ( ))− ضابطۀ  1
f x x f x f x f x x( ) [ ] ( ( )) ( [ ])= ⇒ − = −

 f x x( [ ])− اس�ت،بنابراین [ , )0 1 هموارهدرفاصلۀ x x[ ]− ازط�رفدیگر

. f x x( [ ])− =0 یعنیجزءصحیحآنبرابرصفراست،یعنی
خارج از کشور تجربی - 85 

21002 ،ن2زگ -28 x− < <1 0 نتیج�همیگیریم x x+ <2 0 ازنامعادلۀ  1
: x− < <1 0 پسبهازای

x   x       x   x

x   x       x   x

     [ ] , [ ]

[ ] , [ ]

− < < ⇒ =− < < ⇒ =

− < < ⇒ =− < < ⇒ =

2 2

3 3 4 4

1 0 1 0 1 0

1 0 1 0 1 0

. x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]+ + + =− + − + =−2 3 4 1 0 1 0 2 بنابراین
خارج از کشور تجربی - 88 



21012 نقاطAوBرامعینمیکنیمن2زگ -28  3


x xy x x A

x y B  

( , )

( , )

− −

−

= ⇒ − = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = − =− ⇒ = −

1 1 1

1

0 2 2 0 2 2 1 1 2 2 0

3 30 2 2 0
2 2



. AB ( ) ( ( ))= − + − − =2 23 52 0 0
2 2

بنابراین

21022 باتوجهبهفرضهایمسئله،ن2زگ -28  1


a a

a a

f b b

f b b

( )

( )

− + − +
− = ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ − = ⇒ = −

3 3
2 23 0 9 2 0 2 9

2
0 26 9 2 26 2 9 26

بنابراین


 a  aa a a

a a a

( )

( )

− + − + −
= − ⇒ − = ⇒ − =

− = ⇒ = ⇒ =

3 3 3
2 2 29 9 26 9 9 26 9 1 9 26

1 39 1 26 9 27
27 2

. a b+ =2 .بهاینترتیب، b=1
2
،یعنی ab= − =2 9 26 1 درنتیجه

21032 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

 f a a a( ) − −− = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =1 1 11 9 1 9 8
8


.ازطرفدیگر xf x( ) ( )= +1 1
8

بنابراین

 f b b b( ) ( )= ⇒ + = ⇒ = + =010 1 1 1 2
8



. ab=1
4
درنتیجه

21042 بهصورتن2زگ -28 x=1 چونعرضنقطۀبرخوردتابعهاباخط  4
،cوdاست،باتوجهبهنمودارچهارتابعومقایسۀعرضنقطۀبرخورد b ، a

. c d a b> > > معلوممیشود x=1 تابعهاباخط

21052 .ابت�دانمودارن2زگ -28 xf x( ) |( ) |= − −11 2
3

توج�هکنیدک�ه  1

رارسممیکنیموسپسآنرادوواحدبهپایینانتقالمیدهیم: xy ( )= 1
3

فصلیازدهم

فصل دوم: آزمون ها

رارس�ممیکنیم،س�پسآنرانس�بتبه xy |( ) |= −1 2
3

اکن�وننمودارتابع

محورxقرینهمیکنیم:

درنهایت،نموداررایکواحدبهبالاانتقالمیدهیم:

 xf x( ) |( ) |= − −11 2
3

 

21062 ابتداتوجهکنیدکهضابطۀتابعبهشکلزیرسادهمیشود:ن2زگ -28  3



x x x x

x x x x x

x x
x

f x | | | |
( ) | | | |

| |

| | | ( ) | | ( ) |

+ + + +

− − − − −

− − −= = = = −

= − = − = −

1 1 1 1

1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1
2 2 2 2 2

2 1 14 4 2 2 4
2 22

بنابرایننمودارتابعfبهترتیبزیررسممیشود:

21072 میتواننوشتن2زگ -28  2
g x x x

x x

fog x f g x

f x f x fog x fog x f x

( )( )( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

− + −

−

= = = =

= = × ⇒ = × ⇒ =

2 2 2

2

3 3 3

1 13 3 9
9 9

21082 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2


x

x

x
f x

x
( )

 + >=
− <

2 1 0

2 1 0
بنابرایننمودارتابعfبهصورتزیراست.

)است. , ) ( , )− +∞1 0 2 پسبردتابعبهصورت



فصل دوم: آزمون ها
)240(

21092 مقدارن2زگ -28 x=−1و x=1 برای xf x( )= +
2

2 1 درتاب�ع  4
تابعبرابر3است.پستابعیکبهیکنیست.

21102 ون2زگ -28 k>0توجهکنیدکهباید  2
x x xf x

k k
( ) ( ) ( )= × × = ×1 22 2 2

بنابراین،چونتابعfاکیداًصعودیاست،پس


  

k  k
k

>> → <02 1 2 

. k< <0 2 بنابراین

21112 باتوجهبهفرضمسئله،ن2زگ -28  3


b b

b b b

f a a

a a a f

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )− − −

=− ⇒ − =− ⇒ =

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − =2 3 3

21 1 21 1 30 6
4 2 4 2 4

1 1 13 6 6 0 3 0
2 2 2

قطعمیکند. −3 بنابرایننمودارتابعfمحورطولهارادرنقطهایبهطول

21122 ن2زگ -28 −1 چ�وننم�ودارتابعه�ایfوgدرنقطهایب�هطول  2
متقاطعاند،پس

 a b  b  b  bf g ( ) ( )( ) ( ) ( )− + − − − − − +− = − ⇒ = = =1 2 1 2 111 1 2 2 2
4

بنابراین
 a b b a b( ) ( )− + = + ⇒ + =−2 1 2 1

ازطرفدیگر،


a b  b a b  b

a b 

f g

a b

( )( ) ( ) ( )

( )

+ − + − −

+ −

= ⇒ × = ⇒ × =

= ⇒ + =

1 2 1 2

3 2 2

11 1 4 2 4 2 2 2
4

2 2 3 4 2
بنابرای�ن ، b=3 و  a=−5 میش�ود نتیج�ه )2( و )1( تس�اویهای از

.دراینصورت f m( )− =1 1
128

.اکنونفرضکنید xf x( ) − += 5 32

 mf m m m( ) − + −= ⇒ = = ⇒− + =− ⇒ =5 3 71 12 2 5 3 7 2
128 128

21132 راه حل اول توجهکنیدکهن2زگ -28  4


x

x

x
f x

x

  

( )
−

 − ≤=
− >

1 2 0

1 2 0

بنابرایننمودارتابعبهشکلزیراست:

راه حل دومتوجهکنیدکه

f f( ) ( )= − =11 1
2
فقطگزینۀ)4(اینشرطرادارد.

21142 ابتداتوجهکنیدکهضابطۀتابعبهشکلزیرسادهمیشود:ن2زگ -28  4


x x x x x

x x x x x
y | | | |

| | | | |( ) |
| |

− − −= = = = − = −
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

22 2 2 2 2


بنابرایننمودارتابعبهترتیبزیررسممیشود:

21152 .ن2زگ -28 f s( )− =1 26 .چون m s− + =22 1 ف�رضمیکنی�م  1
.اکنونمیتواننوشت f( ) ( )= − =26 5 26 1 129 .درنتیجه f s( )=26 پس

 m ms − −= + = ⇒ = =2 2 72 1 129 2 128 2
. m=9 ،پس m− =2 7 بنابراین

21162 ،بنابراینن2زگ -28 x xg x( ) + − ++ = =2 1 12 2 2 توجهکنی�دک�ه  4

. x xf( )+ = +12 2 1

 x x x x

x x

f f

x

( ) ( )+ − += + ⇒ + =

+ = ⇒ = = ⇒ =

1 1 1

3

2 2 1 2 1 2

2 1 9 2 8 2 3



. f ( )− += =1 3 19 2 16 بنابراین

21172 میتواننوشتن2زگ -28  2


x

x x xxf       g x ( )( ) , ( ) − + += = − = =2 2 5 2 138 2 2 2 2
3



بنابراین

 x x x x xxf g x f x( ) ( ) ( )+ +− = × = = × = × =2 1 3 1 32 2 2 2 2 2 2 8 2
3

21182 ضابطۀتابعرابهشکلزیرمینویسیمن2زگ -28  3

 x x

x x x x
f x( ) + + −= = + = −

+ + + +
2 1 2 2 1 11
2 2 2 2 2 2 2 2



.بنابراین x >2 0 اکنونتوجهکنیدکهبرایهرxحقیقی،

 x
x x x

+ > ⇒ < < ⇒− <− < ⇒ < − <
+ + +

1 1 1 1 1 12 2 2 0 0 1 1
2 2 22 2 2 2 2 2



. f x( )< <1 1
2

درنتیجه

21192 ن2زگ -28 xf x ka( )= ش�کل ب�ه نمای�ی تابعه�ای میدانی�م  4

 xy −= 54 و xy += 1 23 ،یکبهیکهستند.درنتیجهتابعهای a a( , )> ≠0 1

،یکبهیکنیست،زیرابرایهرxحقیقی، xf x | |( ) −= 32 یکبهیکهستند.تابع

 x xy += + × 19 2 3 .اکن�ونثاب�تمیکنی�متاب�ع xf x f x | |( ) ( ) −= − = 32

.فرض x x x( )++ × = + −1 29 2 3 3 3 9 یکبهی�کاس�ت.دق�تکنی�دک�ه

. x x( ) ( )+ − = + −1 22 23 3 9 3 3 9 .درنتیج�ه f x f x( ) ( )=1 2 میکنی�م

،پس x x
 ,+ + >1 23 3 3 3 0 ،چون x x( ) ( )+ = +1 22 23 3 3 3 بنابراین

 x x x x x x+ = + ⇒ = ⇒ =1 2 1 2 1 23 3 3 3 3 3 



)241(

21202 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
x x xkf x k k k

k k
( ) ( ) ( )= × × =

− −
1

2 1 2 1
تابعfاکیداًنزولیاست،پسباید



k
k

k k   k
k
k k k k k
k k k

IÄ

 IÄ 

< <
−

> ⇒ > <
−

− +< ⇒ − < ⇒ < ⇒ > <
− − −

0 1
2 1

10 0
2 1 2

1 11 1 0 0 1
2 1 2 1 2 1 2

. k>1 پس

21212 معادلهراحلمیکنیمن2زگ -28 x3 بافاکتورگیریاز  1
 x x x x( )+ = ⇒ × = ⇒ = = ⇒ =33 3 1 108 3 4 108 3 27 3 3 

پسمعادلۀموردنظرفقطیکجوابدارد.

21222 معادلهرابهشکلزیرمینویسیمن2زگ -28  2


x x x x

x x x x

( )− − −= ⇒ =

− =− ⇒ + − =

2 23 3

2 2

15 5 5
5

3 3 0


است. −1 پسمجموعجوابهایمعادلهبرابر

21232 توجهکنیدکهن2زگ -28  3


a a

f a f a

a a

( ) ( )−

− −

= ⇒ =

+ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =

1

2 2

5 5

2 3 5 3 3 2 1 3


21242 ،معادلۀموردنظرمیشود:ن2زگ -28 x t=2 اگرفرضکنیم  2

 t t t
t

− + = ⇒ + − =22 15 0 15 2 0

ای�نمعادل�هیکجوابمثبتویکج�وابمنفیدارد.ازط�رفدیگر،معلوم
aمثبتباشدوالبتهاگرaفقطوقتیجوابداردکه x a=2 استکهمعادلۀ
اس�ت(.بنابراین alog2 مثبتباش�د،اینمعادلهفق�طیکجوابدارد)که

معادلۀاصلیفقطیکجوابدارد.

21252 ش�کلن2زگ -28 ب�ه میت�وان را نظ�ر م�ورد معادل�ۀ  1
،ای�نمعادله x t=3 نوش�ت.اگ�رف�رضکنی�م x x× − × + =23 3 9 3 5 0
.هردوجواباینمعادل�همثبتاندومجموعآنها t t− + =23 9 5 0 میش�ود

. t tα β+ = + =1 23 3 .بهاینترتیب3 =9 3
3

برابراستبا

21262 .بان2زگ -28 y x= −5 بهدس�تمیآی�د x y+ =5 ازمعادل�ۀ  2

،بهدستمیآید x y− =2 2 4 بهجایyدرمعادلۀ x−5 جایگذاری



x x x x x
x

x

x

x

x
x

x
x

 

  

x y

x

y

¡.¡. )

2

(. —

( ) ( )

( )( )

−

=

− = ⇒ − =

⇒

⇒ − − =

 + = ⇒ =−− + = ⇒


= − →

− = = ⇒ =

 =

55 2

3

22 2 4 2 4 2 4 2 32 0
2

2 4 0 2 4
2 8 2 4 0

5 2

8 0 2 8 3


. x y− =1 بنابراین

21272 عددهاییکهمخرجکسرراصفرکنند،دردامنۀتابعقرارن2زگ -28  2
ندارند.پس

 x x x x| | ,− − = ⇒ − =± ⇒ = =2 4 3 0 2 4 3 2 7 2 1
هریکازمعادلههایبالافقطیکجوابدارندوایندوجوابمتمایزهس�تند

پسدامنۀتابعشاملدوعددنیست.

21282 ،پسنامعادلۀموردنظرمیشود:ن2زگ -28 ( )−= 12 3
3 2

چون  4

 x x( )( ) ( )
− − +<1 3 33 3

2 2
. x>2 ،بنابراین x x( )− <− +1 3 3 ،پس >3 1

2
اکنونتوجهکنیدکهچون

)است. , )+∞2 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظربازۀ

21292 راح�لن2زگ -28 x− >81 3 0 و x − ≥2 8 0 بای�دنامعادلهه�ای  3
کنیمواشتراکمجموعۀجوابهایآنهارابهدستآوریم

 x x x xx      x,− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ − > ⇒ < ⇒ <3 42 8 0 2 2 3 81 3 0 3 3 4 

. a b+ =7 و b=4 ، a=3 .درنتیجه fD [ , )= 3 4 بنابراین

21302 دامنۀتابعfبرابراستبان2زگ -28  1
x x

fD x{ | }+= − + × − >2 13 4 3 1 0

،درنتیجهبایدنامعادلۀزیرراحلکنیم: x t=3 فرضمیکنیم
 t t t t( )( )− + − > ⇒− − − >23 4 1 0 1 3 1 0

.بنابراین x< <1 3 1
3

است.درنتیجه t< <1 1
3

جوابنامعادلۀبالابهصورت

x− < <1 0
21312 میتواننوشتن2زگ -28  1

x x x x

x x x x

( ) ( )

( )

+ + = + ⇒ × = ×

= ⇒ = ⇒ =

22 1 2 2 5 2 5 2 7 5 7

22 5 1 0
5

پسمعادلهفقطیکجوابدارد.

21322 xن2زگ -28 x x x x| | ( )− − −= =
2 212 2 2 ش�کل ب�ه را معادل�ه  2

مینویسیم.بنابراین
 x x x| | ( )= −2 1

،اینمعادلهمیشود: x≥0اگر
 x x x x x x x,= − ⇒ = ⇒ = =2 22 2 0

،معادلۀ)1(میشود: x<0 اگر
 x x x x− = − ⇒ =2 2 0

. x=2و x=0 ،جوابندارد.بنابراینمعادلۀموردنظردوجوابدارد: x<0کهچون

21332 ،یعن�ین2زگ -28 x − =3 1 8 ایراپی�دامیکنی�مک�ه x ابت�دا  3
.بهاینترتیب،اگردرتس�اویدادهش�دهبهجایxقرار x=2 ،پس x =3 9

.ازطرفدیگر، f( )= + =38 2 1 9 دهیم،2بهدستمیآید

 f a f a

x x x

( ) ( )− = ⇒ =

+ = ⇒ = ⇒ =

1

3 3

2 2

1 2 1 1


پس
 f f( ) ( )− = + ⇒ =1 33 1 1 1 2 2 

. + =9 2 .بنابراینمقدارموردنظربرابراستبا11 f ( )− =1 2 2 درنتیجه



فصل دوم: آزمون ها
)242(

21342 .بنابرایناگرفرضن2زگ -28 − =
+

15 2
5 2

توج�هکنیدک�ه  2

.معادلهبهشکلزیردرمیآید: x t( )+ =5 2 کنیم


x

x

t t t t x
t

t x

( )

( )

+ = ⇒ − + = ⇒ = + = + ⇒ =

= − = + ⇒ =−

21 18 18 1 0 9 4 5 5 2 2

9 4 5 5 2 2

است. −4 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر

21352 معادلۀموردنظررابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  1
 x x x x+ × = ×2 22 2 3 2 3

،اینمعادلهمیشود: x b=3 و x a=2 اگرفرضکنیم

 a ab b a b b ab a b a b b b a

a b a b b a b a b

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

+ = ⇒ − = − ⇒ − + = −

− + + = ⇒ − + =

2 2 2 2 22

0 2 0

بنابراین


x x x

x x

a b x

a b jnHkº JH¼]

( )

.

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + × =

20 2 3 1 0
3

2 0 2 2 3 0

. x=0 درنتیجه،معادلۀموردنظرفقطیکجوابدارد:

21362 ،درنتیجهن2زگ -28 yb=3 و xa=2 فرضمیکنیم  2


x

x

  
a b    a

a b aab b
a

a
a a a a

a x

.jnHkº JH¼]

( )( )

 − =− ⇒ − =− ⇒ − =−
 = ⇒ =

 =− =− − = ⇒ + − = ⇒
 = = ⇒ =−

2

1 1 7
1 1 17 18 7

1 1
18 18

1 2
918 7 1 0 9 1 2 1 0

1 2 1
2



21372 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

 ( )−+ = = −
−

113 2 3 2
3 2

بنابرایننامعادلۀموردنظرمیشود:

 x x( ) ( )
− − −− > −1 2 33 2 3 2

،پس < − <0 3 2 چون1
 x x x− <− − ⇒ >1 2 3 4 

21382 نامعادلهرابهشکلزیرمینویسیم:ن2زگ -28  4
 x x( ) ( )− + ≥28 2 6 2 1 0

،نامعادلهبهشکلزیردرمیآید: x t=2 اگرفرضکنیم

x x

x x

t t t t t t

t x

t x

 IÄ  ( )( )

−

−

− + ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ ≥ ≤

≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥−

≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤−

2

1

2

1 18 6 1 0 2 1 4 1 0
2 4

1 12 2 2 1
2 2
1 12 2 2 2
4 4

)استکههمان , ] [ , )−∞ − − +∞2 1 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادله

. a b+ =−3 ودرنتیجه b=−1، a=−2 است.پس ( , )− − − 2 1

21392 راحلکنیمتادامنۀتابعن2زگ -28 x x+ − ≥12 4 0 بایدنامعادل�ۀ  3
بهدستآید

 x x x x x x( ) ( )+ − ≥ ⇒ × − ≥ ⇒ − ≥1 22 4 0 2 2 2 0 2 2 2 0 

نتیجهمیشود x >2 0 باتوجهبهاینکه
 x x x− ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤2 2 0 2 2 1 

. a=1بنابراین

21402 دامنۀتابعfمجموعۀxهاییاستکهن2زگ -28  3



x

x

x x

x x

x

x

( )

( ) ( )

−
≥

−

− = ⇒ = = ⇒ =−

− = ⇒ = = ⇒ =

2

3

1 4
2 0

27 3
1 14 0 4 2 2
2 2

27 3 0 3 27 3 3
اکنونتوجهکنیدکه



x

x

x

x

x

( )

( )

−∞ − +∞

− + − −

− + + −

−
+ − +

−

2 3

1 4 0
2

27 3 0

1 4
2 0

27 3
بنابراین

fD ( , ] ( , ) ( , ]= −∞ − +∞ = − − 2 3 2 3

. a b+ و1= b=3 ، a=−2 درنتیجه

21412 بهکمکویژگیهایلگاریتممیتواننوشتن2زگ -28  1
alog log( ) log log log log= × = + = + = + = +290 9 10 9 10 3 1 2 3 1 2 1

21422 میتواننوشتن2زگ -28 b
aa
b

log
log

log
= بااستفادهازویژگی  1



log
log log log log log

log

log log log log

− × = − ×

= − = =

2
36 2 3 6 2
2

66 3 2
3



21432 ).بنابراینن2زگ -28 )( )− + =3 2 3 2 توجهکنیدک�ه1  1

.درنتیجه + =
−
13 2

3 2

 ( ) ( )log ( ) log ( )− −+ = =−
−3 2 3 2
13 2 1

3 2


21442 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

× × ×

+ ++ +
× × ×

= × ×

= × × = = =

1 1 14 3 4 4 2 4 2 3

1 3 11 3 4 6 9 4 19
4 8 64 4 2 4 2 3 24 24

3 27 81 3 27 81

3 3 3 3 3 3
بنابراین

log log log= = =
194 3 243 3 3

19 193 27 81 3 3
24 24

ت
ن



)243(

21452 توجهکنیدکهن2زگ -28  1

 log log log
log log

log log log
= = = × =4 2

5 5 51 15 5
4 2 2 2 2 2



درنتیجهبایدحاصلعبارتزیرراپیداکنیم:




log log log log( ) ( ) ( )
− − −−= = = = =2 2 2 2

1 1 1 1 15 5 5 512 2 2 2 2

5

1 12 2 2 5
2 5



21462 ،درنتیجهن2زگ -28 = = ×3 3 3216 6 2 3 توجهکنیدکه  2


x y

log log( ) log log

log log

= × = +

= + = +

3 3 3 3216 2 3 2 3

3 2 3 3 3 3

21472 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
 log log log( ) log+ = × = =5 20 5 20 100 2

. alog log= − = −20 2 5 2 بنابراین

21482 لگاریتممیگیریم:ن2زگ -28 x y=2 3 ازدوطرفتساوی  2
 x y x ylog log log log= ⇒ =2 3 2 3

بنابراین

 x x
y y

log
log

log
= ⇒ =2

3 3
2

. x
y

log log log= = =3
2

8 22
2 29 3 3
3 3

درنتیجه

21492 نتیجهمیشودن2زگ -28 blog =2 53 ازتساوی  1
 blog log=3 2 5

نتیجهمیشود alog =5 32 ازتساوی
 a alog log log= ⇒ =5 2

3 53 2 
. a blog log log log× = × =3 3 5 22 5 بنابراین1

21502 بازنویسیمیکنیم.درن2زگ -28 x x× =2 2 5 معادلهرابهصورت  4

.بنابراینباتوجهبهتعریفلگاریتممیتواننوشت x( ) =5 2
2

نتیجه

x log
log log loglog

= = = =
− −5

2 2 22 2

1 1 12
5 5 2 5 1
2



21512 بهکمکویژگیهایلگاریتممیتواننوشتن2زگ -28  3
 A alog( ) log( ) log log= × × = × = + = +4 420 30 50 3 10 3 10 4

21522 توجهکنیدکهن2زگ -28  1

 log , log
log log

= =18 18
6 3

1 16 3
18 18



درنتیجهعبارتموردنظربرابراستبا
log log log ( )+ = × =18 18 186 3 3 6 1

21532 .ن2زگ -28 ( ) ( )+ = + =
−

2 213 2 2 1 2
2 1

ابتداتوجهکنیدکه  2

بنابراین


( ) ( )

( )

log ( ) log ( )

log ( )

− −

−

+ =
−

= =−
−

2
2 1 2 1

2 1

13 2 2
2 1

12 2
2 1

21542 توجهکنیدکهن2زگ -28  2



    

    

log log ( )

log log

log log ( )

log log

+ +

+ +

= × ×

= = =

= × ×

= = =

1 1 1
4 3 4 12 242 2

2 2 1 17
4 12 24 242 2

11 1
3 4 62 242 2

1 2 2 22
2 6 24 242 2

4 4 2 4 4 2

172 2
24

2 4 4 2 4 4

222 2
24

. =

17
1724

22 22
24

بنابرایننسبتموردنظربرابراستبا

21552 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  2

log log log= =38 22
13 3 3
3

درنتیجهعبارتموردنظربهصورتزیردرمیآید:
log loglog log( ) ( )

++ = = × = × = =


2 28 2
1 1 1 13 3 3 33 3 333 3 3 3

3
2 2 2 2 8 2 8 3 8 3

راه حل دوم


loglog log× = × = × = × =38 8 2

12 33 23 32 2 8 3 8 3 8 3 8 3 

21562 بهکمکویژگیهایلگاریتممیتواننوشتن2زگ -28  4



a a  

log / log log log (log log )

(log log ) ( log (log log ))

( log log ) ( )

= = = = −

= − = − −

= − = − = −

3 3 3

5

64 32 1 32 16 4 32 5
10 5 3 5 3

1 10 12 5 2 10 2
3 2 3
1 1 16 2 10 6 1 2
3 3 3

21572 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

a a a

b b
b

log
log log log

log

log log
log log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

5

3

22 2 5
5
5 55 3
3 بنابراین

 a a ab
b

bb

log log log
log

log log log log log
= = = = =

+ +++
15

4 2 2 2 5 2 24
15 3 5 5 1 115



21582 ،پسطرفینس�هتس�اویدادهن2زگ -28 = × ×385 5 7 چ�ون11  2
شدهراباهمجمعمیکنیم:


a b c

a b c

a b ca b c

log log log log log log

(log log log )

log( ) log

+ + + + + = + +

+ + = + +

+ +× × = + + ⇒ =

11 5 5 7 7 11

2 11 5 7

2 11 5 7 385
2

21592 میتواننوشتن2زگ -28 b
a

a
b

log
log

= 1 باتوجهبهخاصیت  1


log log log

log

log log

log log log

+ = +
− − − −

−
= + = =
− − −

2 3 2
2

2 2

2 2 2

1 1 1 1
1 3 1 2 1 3 11

3
3 1 31 1

1 3 3 1 1 3



فصل دوم: آزمون ها
)244(

21602 مینویس�یم.ن2زگ -28 x x( ) − − =23 3 2 0 معادل�هرابهصورت  1

هموارهمثبتاس�ت، x +3 1 ،چونعبارت x x( )( )+ − =3 1 3 2 0 درنتیج�ه
نتیجهمیشود

 x x x log− = ⇒ = ⇒ = 33 2 0 3 2 2 

21612 راه حل اولباتوجهبهاینکهن2زگ -28  1

c c ca b ablog log log ( )+ =

داریم

 A log ( ) log log log −= × × × × = = =

=−



2
5 5 5 5

5 6 7 124 5 1 5
6 7 8 125 125 25

2


میتواننوشت c c c
a a b
b

log log log= − راه حل دومباتوجهبهتساوی


A log log log log log log

log log log log

= − + − + −

+ + − = − = − =−

5 5 5 5 5 5

5 5 5 5

5 6 6 7 7 8

124 125 5 125 1 3 2

21622 ،پسن2زگ -28 b
a

a
b

log
log

=1 چون  1


log log log log ( ) log

log

log

= = = =
+ + ×+

=

3 3 3 3 3
2

6

1 1 1 1 1
1 1 2 3 2 3 2 61

3
3

21632 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 log( ) log( ) log( ) log( )+ = + = + + = +22 3 5 3 5 9 5 6 5 14 6 5

بنابراین

k

log( ) log( ) log( ) log( )

log log

+ − + = + − +

+= = =
+

28 12 5 2 3 5 28 12 5 14 6 5

28 12 5 2
14 6 5

21642 میتواننوشتن2زگ -28 b
aa
b

log
log

log
= بهکمکتساوی  2

 log log log log log
log log log

log log log log log
× × = × × = = =2 3 5

3 5 8 8 3 23 5 8 3
2 3 5 2 2

21652 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1
  

  
a

b

log log log log log log

log log log log log

+ +

+ +

= = = = × = ×

= = = = ×

20 10 2 1 2 2 5

50 10 5 1 5 5
5 5 5 5 5 5 2
2 2 2 2 2

.
loga

b log
×= =
×

5

5
5 2 5

22 2
بنابراین

21662 .ازطرفدیگرن2زگ -28
log

log
log

= 3

3

15
15

10
توجهکنیدکه  2


b

abb
a a

log log ( ) log log

log log ( ) log log

log
log

= × = + = +

= × = +

+= + = + =

3 3 3 3

3 3 3 3

3
2

15 3 5 3 5 1

10 2 5 2 5

1 1 15
3



. a bb
ab ab
a

( )
log

++= =
+ +

1115
1 1

بنابراین

21672 ،پسن2زگ -28 x aa
b b

x
log log= 1 چون  2


a a a

a a a

log log ( ) log ( )

(log log ) log log

= ⇒ × = ⇒ × =

+ = ⇒ + = ⇒ = −

38 22

2 2 2 2

110 2 5 2 5
3

1 2 5 1 5 3 5 3 1
3

بنابراین


a a
a a

log log ( ) log log
log

log log ( ) log log

log ( )

log

× +
= = =

× +

+ + − −= = =
+ + − +

2 2
2 2 2 2

40 3 32 2 2 2

2

2

50 2 5 2 5
50

40 2 5 2 5
1 2 5 1 2 3 1 6 1
3 5 3 3 1 3 2

21682 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

 a ab
x xx x
a ab

      

log log
log , log

log log( )
= =

بنابراین



a

ab

a

x
x aba
x x a

ab
a b b b

a a

log
log log( )log
log log log

log( )

log log log
log

log log

= ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + = ⇒ =

3 3 3

3 1 3 2

. a bb alog log+ = + =1 52
2 2

.درنتیجه b
a

a
b

log
log

= =1 1
2
بنابراین

21692 ابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  4
 x x( ) − × + =22 8 2 15 0

،پس x x( )( )− − =2 5 2 3 بنابراین0


x x

x x

x

x

log

log

 − = ⇒ = ⇒ =


− = ⇒ = ⇒ =

2

2

2 3 0 2 3 3

2 5 0 2 5 5


، log log>2 25 3 تابعیاکیداًصعودیاس�ت،پس f x x( ) log= 2 چون

است. log2 5 درنتیجهبزرگترینجوابمعادلۀموردنظر

21702 درپایۀ3ن2زگ -28 x y=2 3 راه ح��ل اولازدوط�رفمعادل�ۀ  1
لگاریتممیگیریم:

 x y x y y xlog log log log log= ⇒ = ⇒ =3 3 3 3 32 3 2 3 2

،درنتیجه x log3 2 بهجایyقرارمیدهیم x y+ درمعادلۀ1=

x x x

x x

x x

log ( log )

(log log ) log

log
log

+ = ⇒ + =

+ = ⇒ =

= ⇒ =

3 3

3 3 3

6
3

2 1 1 2 1

3 2 1 6 1

1 3
6

راه حل دوم

 x  x x x
x

x y y x

x log−

+ = ⇒ = −

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =1
6

1 1

32 3 2 6 3 3
3





)245(

21712 ،بنابراینن2زگ -28 f t( )=8 ،آنگاه f t( )− =1 8 اگر  4

 t t t tlog( ) log( )+ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =133 5 2 3 8 2 3 1 2 3 10
2


21722 )ن2زگ -28 , )3 4 )و , )2 3 چ�وننم�ودارتاب�عfازنقطهه�ای  2

میگذرد،پس


f a b

f a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

= ⇒ + + =

= ⇒ + + =

1
2

1
2

2 3 2 1 3 1

3 4 3 1 4 2

اگرتساوی)2(راازتساوی)1(کمکنیم،بهدستمیآید:



b b

b b b
b b

log ( ) log ( )

log

+ − + =−

+ +=− ⇒ = ⇒ =−
+ +

1 1
2 2

1
2

2 1 3 1 1

2 1 2 1 11 2
3 1 3 1 4

درنتیجهازتساوی)1(بهدستمیآید:

 a log ( ) log= − − + = − = − =1 1
2 2

1 13 1 3 3 1 2
2 2

21732 )ن2زگ -28 , )− +∞3 ب�اتوجهب�هش�کلدامن�ۀتابعبهص�ورت  4

باشد.بنابراین b
a

( , )− +∞ است.پسدامنۀتابعبایدبهشکل

 b b a
a

− =− ⇒ =3 3

)میگذرد.بنابراین , )−0 2 همچنین،نمودارتابعازنقطۀ

 f b b( ) log ( )−= =− ⇒ = =2
1
3

10 2 9
3

. ab=27 .بنابراین a=3 درنتیجه

21742 رادوواحدبهچپانتقالن2زگ -28 y log x= ابتدانمودارتاب�ع  2

بهدس�تآید.س�پسنموداربهدست y xlog( )= +2 میدهیمتانمودارتابع
 y xlog( )=− +2 آمدهرانسبتبهمحورطولهاقرینهمیکنیمتانمودارتابع

بهدستآید.

21752 رارس�ممیکنیموقسمتهایین2زگ -28 y xlog= ابتدانمودار  1
ازنمودارراکهپایینمحورطولهاقرارداردنسبتبهاینمحورقرینهمیکنیمو
 y  x|log |= قس�متهایپایی�نمح�ورطولهاراح�ذفمیکنیم.ت�انمودار
بهدس�تآید.س�پسنموداراخیررانس�بتبهمحورطولهاقرین�همیکنیمتا

رسمشود. y x|log |=− نمودارتابع

21762 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2

 f x x x
x

( ) log log log log= = − = −2 2 2 2
2 2 1 

بنابرایننمودارتابعبهترتیبزیررسممیشود:

21772 شرایطزیربایدبرقرارباشند:ن2زگ -28  2
 x x x x x x, ,− > ⇒ < − > ⇒ > − ≠ ⇒ ≠10 0 10 2 0 2 2 1 3 

)استکهشاملششعددصحیح7،6،5،4، , ) { }−2 10 3 پسدامنۀتابع
8و9است.

21782 ن2زگ -28 x2 ،چ�ونضری�ب x mx− + >2 2 4 0 بای�دهم�واره  3
. ∆<0 مثبتاست،باید


b ac m

m m m m

( ) ( )

( ) | |

∆= − < ⇒ − − × × <

− < ⇒ − < ⇒ < ⇒− < <

2 2

2 2

4 0 2 4 1 4 0

4 16 0 4 4 0 2 2 2


21792 ن2زگ -28 xf x( ) −= +12 1 ب�اتغیی�راتدومرحل�ۀاولب�هتابع  3
fب�هتابعوارون، y x= میرس�یم.ب�اقرینهکردننمودارتابعنس�بتبهخط

میرسیم.ضابطۀتابعوارونfبهصورتزیرپیدامیشود:
x xy y x y x ylog ( ) log ( )− −= + ⇒ = − ⇒ − = − ⇒ = − +1 1

2 21 2 2 1 1 1 1 1

. f x x( ) log ( )− = − +1
2 1 درنتیجه1

21802 .ن2زگ -28 y xlog ( )=− − +2 1 2 ف�رضمیکنیم راه حل اول   3
درنتیجه

 yy x xlog ( ) −− = − ⇒ = −2
22 1 2 1

. xf x( )− −= +1 22 ،پس1 yx −= +22 1 بنابراین

. f ( )− =1 1 3 ،بنابراین f( ) log=− + =23 2 2 راه حل دومتوجهکنیدکه1
فقطگزینۀ)3(دراینشرطصدقمیکند.



فصل دوم: آزمون ها
)246(

21812 درنتیجهن2زگ -28 f( )=29 3 ،پس f ( )− =1 3 29 چون  4

 k k klog ( )× − = ⇒ − = = ⇒ =3
3 2 29 3 58 3 27 31

21822 نمودارتابعfنیمس�ازناحیۀاولرادرنقطهایبهطول2ن2زگ -28  2
)میگ�ذرد.همچنیننمودارتابعfنیمس�از , )2 2 قط�عمیکند،پ�سازنقطۀ

( , )−1 1 ناحی�ۀدومرادرنقط�هایب�هع�رض1قط�عمیکن�د،پ�سازنقطۀ

میگذرد.بهاینترتیب


f a b a b

f a b a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

= ⇒ + = ⇒ + =

− = ⇒ − + = ⇒− + =
2

2

2 2 2 2 2 4 1

1 1 1 2 2

. b=8
3
و a=2

3
ازتساویهای)1(و)2(نتیجهمیشود

21832 بایدن2زگ -28 x=−2 ،پس fD ( , )= − +∞2 توجهکنیدک�ه  4
باشد.بنابراین bx c+ ریشۀعبارت

 b c     ( )− + =2 0 1 
.پس f( )− =1 0 و f( )=−0 1 ازطرفدیگر

 a

a

f c c
a

f b c b c

    

    

( ) log ( )

( ) log ( ) ( )

= =− ⇒ =

− = − + = ⇒− + =

10 1 2

1 0 1 3


.همچنینازمعادلۀ)2( c=2 و b=1 ازمع�ادلات)1(و)3(نتیجهمیش�ود

. a b c+ + =7
2
ودرنتیجه a=1

2
نتیجهمیشود

21842 نقط�ۀبرخ�وردنم�ودارتاب�عfب�امح�ورطوله�اازمعادلۀن2زگ -28  2
بهدستمیآید: f x( )=0

 f x x x x( ) log ( )= − = ⇒ − = ⇒ =2 3 5 0 3 5 1 2 

است.بنابرایننقطۀبرخورد A( , )2 0 پسنقطۀبرخوردنمودارfبامحورطولها
است.بنابراین B( , )0 2 نمودارتابعوارونfبامحورعرضها

 AB ( ) ( )= − + − =2 22 0 0 2 2 2 

21852 رارس�ممیکنیم،سپسن2زگ -28 y xlog= 1
2

ابتدانمودارتابع  3

بهدست y xlog ( )= −1
2

آنرانسبتبهمحورyقرینهمیکنیمتانمودارتابع

بیای�د.س�پسآنرایکواحدبهس�متچ�پانتق�المیدهیمتانم�ودارتابع
بهدستآید.مراحلرسمنمودار f x x x( ) log ( ( )) log ( )= − + = − −1 1

2 2
1 1

تابعfرادرشکلهایزیرنشاندادهایم:

21862 رارس�ممیکنی�موآنران2زگ -28 y xlog= ابت�دانم�ودارتابع  1
بهدست y xlog( )= −1 یکواحدبهسمتراستانتقالمیدهیمتانمودارتابع
بیاید.س�پسقسمتهاییازنمودارراکهزیرمحورطولهاقرارداردنسبتبهاین
بهدستآیدوآنقسمتها y x|log( )|= −1 محورقرینهمیکنیمتانمودارتابع

راحذفمیکنیم.درآخرنموداربهدستآمدهرایکواحدبهپایینانتقالمیدهیم
تانمودارتابعfبهدستآید.

21872 ابت�داتوجهکنیدکهدامنۀتابعمجموعۀعددهایحقیقین2زگ -28  1
 a g xa g xlog ( ) ( )= مخالفصفراستوباتوجهبهاینکه

 xf x x xlog( ) ,= = ≠
2

2 22 0

بنابرایننمودارتابعبهشکلزیراست:

21882 معنادارباشد،بایدن2زگ -28 x x( )log ( )− − 2
1 16 برایاینکهعبارت  3

 x x x   x x   x x, ,− > ⇒ < ⇒− < < − > ⇒ > − ≠ ⇒ ≠2 216 0 16 4 4 1 0 1 1 1 2

و b=4 ، a=1اس�ت،پس fD ( , ) { }= −1 4 2 بنابرایندامنۀتابعبهصورت
. a b c+ + =7 ودرنتیجه c=2

21892 توجهکنیدکهن2زگ -28  4



x x x
x

x x

y y y

y yy y x
y y

( ) log ( )

+ +−= ⇒ × − = −
−

+ +
+ = + ⇒ = ⇒ =

+ +

1 1

2

4 2 2 4 2
2 1

4 42 2 4 2
2 2

. xf x
x

( ) log ( )− +=
+

1
2

4
2

بنابراین

21902 ب�رایمحاس�بۀضابطۀتاب�عوارونتابعدادهش�ده،xران2زگ -28  2
برحسبyحسابمیکنیم:

 y
 y

xy y y x x y x y
x

yx x
y

log
log log ( )log

log

log −

= ⇒ + = ⇒ − =−
+

= ⇒ =
−

1

1
1

10
1

.
x

 xf x( )− −=1 110 بنابراین



)247(

21912 راحلکنیم:ن2زگ -28 x x x− =2 3 کافیاستمعادلۀ  3
 x x x x,− = ⇒ = =2 4 0 0 4

قابلقبولنیس�تچونلگاریتمصفرتعریفنمیشود. x=0 واضحاس�تکه
پسمعادلهفقطیکجوابدارد.

21922 معادلهرامیتواناینطورنوشتن2زگ -28  1

 bb b
b

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = =
−

2
2 2 2 2

12 2112 21 3 2
3

درنتیجه

 b b b
b
− = = ⇒ − = −
−

2 2
2

12 21 2 4 4 12 12 21
3

بنابراین

 b b b( )− + = − =2 24 12 9 2 3 0

 blog ( )−2 12 21 هیچیکازعبارتهای b=3
2
.امابهازای b=3

2
بنابراین

معنادارنیست،بنابراینمعادلهجوابندارد. blog ( )−2
2 3 و

21932 طبقتعریفلگاریتمن2زگ -28  1

 x x

x x

log (log ( )) log ( )− = ⇒ − = =

− = ⇒ = +

5
2 3 3

32 32

1 5 1 2 32

1 3 3 1


21942 ،پسمعادل�ۀموردنظرن2زگ -28 k aa
b b

k
log log= 1 چون  4

میشود



x x x

x x x

x x x

log log log

log log log

log log

+ + =

+ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 4 6
2 3

2 2 2

2 2 2

6
2 2

9

1 2 3 9
2 4 6
3 9 6 2 64
2

21952 .ن2زگ -28 x t
log =13 ،درنتیجه x tlog =3 ف�رضمیکنیم  1

بنابراینبهمعادلۀزیرمیرسیم:

 t t t t t t t
t

( )( ) ,− + = ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ =− =26 1 0 6 0 2 3 0 3 2

پس


x x

x x

log

log

−=− ⇒ =

= ⇒ =

3
3

2
3

3 3

2 3

است. 1
3
بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر

21962 بامعنان2زگ -28 xlog( )−3 و xlog( )+2 بایده�ردوعبارت  1

،پس xlog( )− ≠3 0 باشندونیز

 fD x x x x{ | , , log( ) }= + > − > − ≠2 0 3 0 3 0

بهص�ورت f تاب�ع دامن�ۀ بنابرای�ن . x=2 آنگاه ، xlog( )− =3 0 اگ�ر

است.  ( , ) { }− −2 3 2

21972 دامنۀتوابعfوgبهشکلزیرهستند:ن2زگ -28  3

f gx x D x x D{ }, { }> ⇒ ≠ ⇒ = − − ≠ ⇒ ≠ ⇒ = − 

2 0 0 0 1 0 1 1

بنابرایندامنۀتابعgofطبقتعریفبهشکلزیراست:

 gof f gD x x D f x D x x x

x x x

 

 

{ | , ( ) } { | , log }

{ | , } { , }

= ∈ ∈ = ≠ ≠

= ≠ ≠± = − ±

20 1

0 10 0 10

بنابراین3عدددردامنۀتابعgofقرارندارند.

21982 میش�ودن2زگ -28 نتیج�ه  xlog( ) log+ >1 3 نامعادل�ۀ از  2
ب�هازای xlog( )+1 .واض�حاس�تکهعبارت x>2 ودرنتیج�ه x+ >1 3

)است. , )+∞2 بامعنااست.پسمجموعۀجوابهاینامعادلهبازۀ x>−1

21992 ،ن2زگ -28 x− >1 0 بامعناباش�د،باید xlog ( )−1
2

1 ب�رایاینکه  4

.ازطرفدیگر، x>1 یعنی

 x x xlog ( ) log− > = ⇒ − < ⇒ <1 1
2 2

1 1 31 1 1
2 2 2



. x< <31
2
بنابراین

22002 ت�اعب�ارتن2زگ -28 x− >216 0 ابت�داتوج�هکنی�دک�هبای�د  2

معنادارباشد.بنابراین xlog( )− 216

 x x< ⇒− < <2 16 4 4 
ازطرفدیگر،

  x x x x   xIÄlog( ) log− < ⇒ − < ⇒ > ⇒ > <−2 2 216 15 16 15 1 1 1

استکهچهارعددصحیح  ( , ) ( , )− − 4 1 1 4 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادله

درآنقراردارند. ±2 و ±3

22012 معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشتن2زگ -28  1



xx x
x

x x x x
x

log ( ) log ( ) log ( )++ − − = ⇒ =
−

+ = = ⇒ + = − ⇒ =
−

9 9 9

1
2

1 2 1 12 1 1
2 1 2

2 1 9 3 2 1 3 3 4
1



22022 معادلهرابهصورتزیرمینویسیمن2زگ -28  1

 x
x

log( ) log(log )=
+

2
1



درنتیجه



x x x
x
x x x

x x

log log log

( log ) log (log log ) log log log

log
log

log

= ⇒ = +
+
− = ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ = 5

2 2 2
1

1 2 2 10 2 2 5 2

2 2
5



22032 توجهکنیدکهن2زگ -28  3

 x x

x x x

log ( log ( )) log ( )

log ( )

+ − = ⇒ + − = =

− = ⇒ − = = ⇒ =

4
2 4 4

2
4

14 1 4 14 1 2 16

1 2 1 4 16 17



فصل دوم: آزمون ها
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22042 ،پسمعادل�ۀموردنظرن2زگ -28 k aa
b b

k
log log= 1 چون  2

میشود



x x x

x x x

x x x

log log log

log log log

log log

+ + =

+ + =

= ⇒ = ⇒ = =

2 4 62 2 2

2 2 2

4
2 2

11
3

1 1 1 11
2 4 6 3
11 11 4 2 16
12 3

22052 ص�ورتن2زگ -28 ای�ن در . x tlog =3 میکنی�م ف�رض  2

.بنابراین،معادلۀدادهشده
x

x tlog
log

= =3
1

3
.درنتیجه x t

log =13

بهصورتزیردرمیآید

 t t t t t
t

t t t t  ( )( ) ,

− = ⇒ − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

2 212 1 12 12 0

4 3 0 4 3


درنتیجه

 x x x xlog , log −= ⇒ = = =− ⇒ = =4 3
3 3

14 3 81 3 3
27

22062 ،آنگاهن2زگ -28 x tlog =2 اگرفرضکنیم  2


x x x t

x x x t

log log log

log log log−

= = =

= =− =−

3

1

8 22

1 88
8

1 1
3 3

1
3

بنابراینمعادلۀموردنظرمیشود


t t t t t  t

t t t t t  t

( )

( )( ) ,

− + − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − + = ⇒ =− =

2

2

1 1 1 21 0 1 0
3 3 3 3

2 3 0 3 1 0 1 3
بنابراین


t x x

t x x

log

log

−=− ⇒ =− ⇒ = =

= ⇒ = ⇒ = =

1
2

3
2

11 1 2
2

3 3 2 8
درنتیجه،حاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر4است.

22072 است.طرفینن2زگ -28
x y

x y

log log

log log

+ =


− =

3

2 3 1
دستگاهبهشکل  1

معادلۀاولرادر3ضربمیکنیم،سپسطرفیندومعادلهراجمعمیکنیم:


x y

x x x
x y

log log
log log

log log

+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− =

3 3 9
5 10 2 100

2 3 1


بنابراین
 x y y y ylog log log log+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =3 2 3 1 10 

. x y− = − =2 100 20 80 درنتیجه

22082 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
 x x xlog ( ) log ( ) log ( )−− = − =− −11 33

3
2 1 2 1 2 1

بنابرایننامعادلههایموردنظررامیتوانبهصورتزیرنوشت
 x xlog ( ) log ( )− ≤− − ≤− ⇒ ≤ − ≤3 33 2 1 2 2 2 1 3

اکنونتوجهکنیدکه


x

x x x

log log ( ) log

+ ÷

= ≤ − ≤ =

≤ − ≤ → ≤ ≤ → ≤ ≤

3 3 3
1 2

9 2 2 1 3 27

9 2 1 27 10 2 28 5 14
(.تعداد x− >2 1 0 )توج�هکنی�دک�هدرای�نمح�دوده x≤ ≤5 14 بنابرای�ن

است.    ( , , , , )5 6 7 14 عددهایصحیحدراینمحدودهدهتا

22092 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
 x x x x xlog ( ) log ( )+ < + ⇒ + < + ⇒ <2 21 3 7 1 3 7 3

.بنابراین x>− 1
3
.درنتیج�ه x+ >7 0 و x+ >1 3 0 ازط�رفدیگر،بای�د

)است. , )− 1 3
3

مجموعۀجوابهایمعادلۀموردنظربرابر

22102 ،ن2زگ -28 x+ >2 0 بامعناباشد،باید xlog ( )+3 2 برایاینکه  2
.ازطرفدیگر،باید x>−2 یعنی

 x x x xlog ( ) log ( ) log− + ≥ ⇒ + ≤ = ⇒ + ≤ ⇒ ≤3 3 31 2 0 2 1 3 2 3 1
)است. , ]−2 1 پسدامنۀfبازۀ

22112 .درنتیج�همعادلۀدادهن2زگ -28 log =5 25 2 توج�هکنیدک�ه  4
شدهبهصورتزیردرمیآید

 xx x
x

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = ⇒ =
−4 4 4

28 628 6 1 2 2
1



درنتیجه

 x x x x x
x
− − −= = ⇒ − = − ⇒ =− ⇒ = =
−

228 6 10 54 16 28 6 16 16 12 10
1 12 6

 xlog ( )−4 1 و xlog ( )−4 28 6 هیچیکازدوعبارت x −= 5
6

امابهازای

معنادارنیست.بنابراینمعادلهجوابندارد.

22122 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
 x xx xlog ( ) log ( )− = ⇒ − =22 2 1 1 2 1 1

بنابراین


x x x x x

x x x x x x

( )

( )( ) ,

− = ⇒ − + =

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2

2

2 1 4 4 1

14 5 1 0 4 1 1 0 1
4

،پایۀلگاریتمدادهش�دهدرصورتمسئلهبرابر1 x=1اکنونتوجهکنیدکهاگر

،کهبازهمممکن x− =− 12 1
2
،آنگاه x=1

4
میش�ودکهممکننیس�تواگر

نیست،زیرالگاریتمعددهایمنفیتعریفنمیشود.بنابراینهیچیکازمقدارهای
بهدستآمدهبرایxقابلقبولنیستندومعادلۀموردنظرجوابندارد.

22132 توجهکنیدکهن2زگ -28  1

 x x x x  xlog ( ) log ( ) log | | log | |− + = − = − = −2
2 2

4 2 22
26 9 3 3 3
2

درنتیجهمسئلهبهحلمعادلۀزیرمنجرمیشود
 x x x xlog ( ) log | | log ( )| |+ + − = + − =2 2 23 3 3 3 4

.اکنونمیتوانگفت x x( )| |+ − = =43 3 2 16 بنابراین



x x x x

x x   x  

x x x x x  

(.¡.¡.ù)

(.¡.¡.ù)

( )( )

,

( )( )

> ⇒ + − = ⇒ − =

= ⇒ = =−

< ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ =−

2

2

2 2

3 3 3 16 9 16

25 5 5

3 3 3 16 9 16 7
بنابراینمعادلۀموردنظرفقطیکجوابدارد.



)249(

22142 بهکمکویژگیهایلگاریتممیتواننوشتن2زگ -28  2



x x x

x x x

x x log

log log log log

log log log log

log log

+ − =

+ − × =

= ⇒ =

1 2
2

2

2
5 25

5

5 5 5 2

5
5 2

2 5

12 2 2 5
2

5 5

22152 ون2زگ -28 x tlog =2
2 2 ،آنگاه x tlog =2 اگرفرضکنیم  2

معادلۀموردنظرمیشود



t t
t t t t

t t t t t t t

( )

( )( )

,

+ − +
− = ⇒ =

+ + + +

= + + ⇒ − + = ⇒ = =2 2

1 2 11 1 1 1
1 1 2 6 1 1 2 6

16 1 3 2 2 3 1 0 1
2

اکنونتوجهکنیدکه


t x x

t x x

log

log

= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

2

2

1 1 2

1 1 2
2 2

است. + =
222 2 6 بنابراینمجموعمربعهایجوابهایمعادلۀموردنظربرابر

22162 راه حل اولازدوطرفمعادلهلگاریتممیگیریم:ن2زگ -28  2



xx x x x
x

x x

x x x

( log )log log( ) ( log )log log

log

log log

− = ⇒ − =−

 = ⇒ = =


− =− ⇒ = ⇒ =

8
2

0

10

1 8 2

0 10 1

8 2 10 10

  xx log− =10 1 ی�ا xx x log−× =2 8 1 راه ح��ل دوممعادل�هرابهص�ورت
مینویس�یم.باتوجهبهاینکهxعددیمثبتاس�ت،دوحالتوجوددارد:پایه
یاتواندرعبارتسمتچپصفر x=1درعبارتس�متچپ1باشد،یعنی

. x= 1010 ،پس xlog =10 باشد،یعنی

22172 بهدستمیآیدن2زگ -28 x ylog log+ =2 2 4 ازمعادلۀ  2

 xy xylog ( )= ⇒ = =4
2 4 2 16

بهدستمیآید x y+ =10 ازمعادلۀ
 y x= −10 

نتیجهمیشود xy=16 بهجایyدرمعادلۀ x−10 باجایگذاری


x x x x x x

x y       x y

( ) ( )( )

,

− = ⇒ − + = ⇒ − − =

= ⇒ = = ⇒ =

210 16 10 16 0 2 8 0

2 8 8 2

. x y+ =2 2 68 درهرصورت

22182 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 x x x x xlog ( ) log ( )− > + ⇒ − < + ⇒ <1 1

2 2
2 1 1 2 1 1 2

 xlog( )+1 وعبارت x>1
2
بهازای xlog ( )−1

2
2 1 ازطرفدیگر،عب�ارت

معناداراس�ت.بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظر x>−1بهازای

)است. , )1 2
2

بازۀ

22192 نامعادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشتن2زگ -28  4



x x
x x x x

x x

x x x

log log
( log )( log ) (log ) (log )

(log ) (log )

(log ) (log ) (log )

− + + > ⇒ > ⇒ >
− + − −

− +
− > ⇒ > ⇒ >

− − −

2 2

2 2

2 2 2

1 1 2 12 2 1
1 1 1 1

1 11 1 0 0 0
1 1 1

: x(log )− >21 0 و x(log ) ≠2 0 بنابراینباید


x x x  x  

x x

    (log ) , (log ) |log |

log

≠ ⇒ ≠ < ⇒ <

− < < ⇒ < <

2 20 1 1 1

11 1 10
10

)است. , ) { }−1 10 1
10

پسمجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظر

22202 توجهکنیدکهن2زگ -28  4

 f
x xD x x

x x
{ | , , log( ) }− −= ≠− > ≥

+ +
3 1 3 13 0 0

3 3
اکنونتوجهکنیدکه


x x

x
xx x x

x x x

( , ) ( , )

( )
log( ) ( , ) [ , )

− > ⇒ ∈ −∞ − +∞
+

−− −≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ∈ −∞ − +∞
+ + +

3 1 10 3
3 3

2 23 1 3 10 1 0 3 2
3 3 3





.درنتیج�هعددهایصحیحیکهدر fD ( , ) [ , )= −∞ − +∞3 2 بنابرای�ن

،صفرو1هستند. −1 ، −2 ، −3 دامنۀتابعfنیستند،

22212 .ن2زگ -28 x x x
x

( ) ( ) ( )= = =2 23 1 1 1
3 33 3

ابتداتوجهکنیدکه  3

اکنوننقطۀتقاطعنمودارهارابهصورتزیربهدستمیآوریم:

xt  x x x
x

t

x

t
t

t t t t

t x y
t t

t  .¡.¡.ù

( )

( )( )
( )

=

×

+ = ⇒ + = → + =

→ + = ⇒ + − =

 = ⇒ = ⇒ =− ⇒ =− + = ⇒
 =−

32

3 2 2

8 3 8 1 8 13 3
3 3 3 33

3 8 3 3 8 3 0

1 13 1 3
3 33 1 3 0
3

و A  ( , )−1 3 نقط�ۀم�وردنظ�راس�ت.بنابراینبای�دفاصلۀنق�اط A  ( , )−1 3

. AB ( ) ( )= − + + − =2 21 1 3 1 رابهدستآوریمکهبرابراستبا2 B  ( , )−1 1
ریاضی - 96 

22222 .اکنوننقطۀAن2زگ -28 x
x x

( ) = =2
2

1 1 1
2 2 4

ابتداتوجهکنیدکه  2

رابهصورتزیربهدستمیآوریم:
xtx x x

x

t

x

t
t

t t t t

t  
t t

t x y

.¡.¡.ù

( )

( )
( )( )

=

×

= + ⇒ = + → = +

→ = + ⇒ − − =

 =−+ − = ⇒
 = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

42

2 2 2

1 3 1 3 1 34 4
2 2 2 24

2 2 3 2 3 2 0

1
22 1 2 0

12 4 2 2
2



فصل دوم: آزمون ها
)250(

B( , )− 1 1
2

و A( , )1 2
2

نقطۀموردنظراست.بنابراینبایدفاصلۀنقاط A( , )1 2
2

.AB ( ) ( )= + + − =2 21 1 2 1 2
2 2

رابهدستآوریمکهبرابراستبا

خارج از کشور ریاضی - 96 

22232 )ن2زگ -28 , )12 10 )و , )2 6 ب�اتوجهبهاینکهنمودارتابعازنقاط  3
.بنابراین f( )=12 10 و f( )=2 6 میگذرد،پس


f a b b a

f a b b a

( ) log ( ) log ( )

( ) log ( ) log ( )

= + − = ⇒ − = −

= + − = ⇒ − = −
2 2

2 2

2 2 4 6 2 4 6

12 12 4 10 12 4 10


تساویاولراازتساویدومکممیکنیم:


bb b
b

b b b b b
b

log ( ) log ( ) log ( )−− − − = ⇒ =
−

− = ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =
−

2 2 2
12 412 4 2 4 4 4
2 4

12 4 16 12 4 32 64 20 60 3
2 4



 b a alog ( ) log ( )− = − = = − ⇒ =2 22 4 6 4 1 6 5 بنابراین
ریاضی - 96 

22242 اس�ت.جوابن2زگ -28 x ax b{ | }+ >0 دامنۀتاب�عبهصورت  1

است.چونتابعفقطدر b
a

( , )−∞ − یا b
a

( , )− +∞ نامعادلۀاخیربهصورت

b a b
a

( )− =− ⇒ =1 2 1
2

)تعریفشدهاست،پس , )− +∞1
2

بازۀ

f a b a b      ( ) log ( ) ( )= ⇒ + = ⇒ + =34 2 4 2 4 9 2 ازطرفدیگر،
.بهاینترتیب b=1 و a=2 باتوجهبهتساویهای)1(و)2(نتیجهمیشود

 f x x( ) log ( )= +3 2 1 

ریاضی - 94 . f( ) log ( ) log− = − + = =−3 3
4 8 11 2
9 9 9

ودرنتیجه

22252 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4

/ ( ) ( )
−

= = =
2

3 2 2 33 35 10 25 2
10 2



ازفرضمسئلهنتیجهمیشود

A log ( / ) log ( ) log log
−

= = × = = × =3 3

2 1
3 3 38 22 2

1 1 12 0 25 2 2 2 2
3 3 9

A
log ( ) log ( ) log log− = − = = =2

3
4 4 22

1 3 31 9 1 2 2
2 2

بنابراین
ریاضی - 90 

22262 عبارتدادهشدهراسادهمیکنیم:ن2زگ -28  2

k

log( ) log( ) log( ) log( )

log( ) log( ) log(( )( ))

log( ) log log

− + + = − + +

= − + + = − +

= − = = =

26 2 5 2 1 5 6 2 5 1 5

6 2 5 6 2 5 6 2 5 6 2 5

36 20 16 4 2 4
تجربی - 90 

22272 .معادلهن2زگ -28 x>2 برایاینکهلگاریتمهابامعنیباش�ندباید  4
راسادهمیکنیم:

x  

x x x x

x  x x  x  x   ¡.¡.ù)(.

log( ) log( ) log( ) log( )

,( )

− = + ⇒ − = +

− = + ⇒ − − = ⇒ =− =

2

2 2

2 2 10 2 10

2 10 5 6 0 1 6

ریاضی - 85 . xlog ( ) log log log+ = = = =2
3

4 4 22
3 32 8 2 2
2 2

بنابراین

22282 .ازن2زگ -28 x>5
3
ب�رایاینک�هلگاریتمهابامعن�یباش�ندباید  3

معادلۀدادهشدهمقدارxرابهدستمیآوریم:
x x x x

x x x x x x    ¡.¡.ù)(.

log ( ) log ( ) log (( )( ))

( )( ) ,

− + − = ⇒ − − =

− − = ⇒ − = ⇒ = =

5 5 5

2

2 1 3 5 1 2 1 3 5 1

132 1 3 5 5 6 13 0 0
6

. xlog ( ) log ( ) log+ = + = =4
2 2 26 3 13 3 2 4 بنابراین 

ریاضی - 86  

22292 مقدارxراازمعادلۀدادهشدهبهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3


x x x x

xx x x x
x x x

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

log ( )

− = + + ⇒ − − + =

=− −= ⇒ = ⇒ − − = ⇒
+ + =−

2 2
3 3 3 3

2 2 2
3

1 1 3 1 3 1

51 11 3 3 10 0
3 3 2



تعری�فنمیش�ودواگ��ر  xlog ( )−4 3 و x− <3 0 ،آنگاه x=−2 اگ�ر

ریاضی - 88  . xlog ( ) log− = =4 4
13 2
2

، آن گاه  x=5

22302 بهدستمیآیدن2زگ -28 y xlog log log= +2 3 ازمعادلۀ  3

 y yy x y x
x x

log log log log log− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =9 9 9 9 

بهجایyقرارمیدهیم9x،درنتیجه x x y− +× =72 4 درمعادلۀ1


x x x x x x

x x y

− + − −× = ⇒ × = ⇒ =

− = ⇒ = ⇒ =

7 9 7 20 21 72 4 1 2 2 1 2 1

121 7 0 3
3



تجربی - 96 

22312 متقاطعهستند،پسن2زگ -28 −1 دونموداردرنقطهایبهطول  2

 b af g b a      ( ) ( ) ( )−− = − ⇒ = = ⇒ − =21 1 3 9 3 2 1 

،پس f( )=12
3
ازطرفدیگر

 a b a b      ( )+ −= = ⇒ + =−2 113 3 2 1 2
3



.پ�س b=1 و a=−1ب�اتوج�هب�هتس�اویهای)1(و)2(نتیج�همیش�ود

. f m( )− =1 27 .اکنونفرضمیکنیم xf x( ) − += 13

دراینصورت

ریاضی - 95  mf m m m( ) − += ⇒ = ⇒− + = ⇒ =−127 3 27 1 3 2 

22322 باتوجهبهفرضهایمسئله،ن2زگ -28  3


f ab a

f b b
b

( )

( ) −

= ⇒ = ⇒ =

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

0

2 2
2

3 3 30
2 2 2

3 3 3 3 32 16
32 2 32 322



. xf x( )= ×3 4
2

و b=4 چونمقدارمثبتbموردنظراست،پس

بنابراین

تجربی - 91 f( ) ( )= × = × = × =
3 3

22 23 3 3 34 2 8 12
2 2 2 2





)251(

22332 )ون2زگ -28 , )5 11 ب�اتوج�هب�هاینک�هنم�ودارتاب�عازدونقطۀ  3

.بنابراین f( )=21 15 و f( )=5 11 )میگذرد،پس , )21 15



f a b a b

ab

f a b a b

a  b

( ) log ( ) log ( )

log ( )

( ) log ( ) log ( )

log ( )

= + + = ⇒ + + =

−+ =

= + + = ⇒ + + =

−+ =

2
2 2

2

2
2 2

2

5 15 11 2 15 11

1115
2

21 63 15 2 63 15

1563
2



تساویاولراازتساویدومکممیکنیم:


bb b
b

b b b b b
b

log ( ) log ( ) log ( )++ − + = ⇒ =
+

+ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =
+

2 2 2
6363 15 2 2
15

63 4 63 60 4 3 3 1
15



بنابراین
a alog ( )+ + = ⇒ =2

2 15 1 11 3

خارج از کشور ریاضی - 96 

22342 قطعمیکند،ن2زگ -28 نمودارتابعمحورxرادرنقطهایبهطول1−  1
)عبورمیکند.همچنیننمودارتابعنیمس�ازناحیۀچهارمرادر , )−1 0 پسازنقطۀ

)عبورمیکند.درنتیجه , )−1 1 قطعمیکند،پسازنقطۀ نقطهایبهعرض1−

f a b a b

f a b a b

( ) log ( ) ( )

( ) log ( ) ( )

− = ⇒ − + = ⇒− + =

=− ⇒ + =− ⇒ + =

1
2

1
2

1 0 0 1 1

1 1 1 2 2

. b=3
2
و a=1

2
بنابراینازتساویهای)1(و)2(نتیجهمیشود

خارج از کشور ریاضی- 94 

22352 ازمعادلۀدادهشدهمقدارxرامییابیم:ن2زگ -28  4

x x x x
x x x x

x x x        x¡.¡.ù)(.

log( ) log log( ) log( ) log( ) log

log(( )

,

( )) log ( )( )

− = − − ⇒ − + − =
− − = ⇒ − − =

− + = ⇒ = − = +2

2 2 2 4 2 4 4
2 4 4 2 4 4

6 4 0 3 5 3 5

. xlog ( ) log ( ) log− = + − = =5 5 5
13 3 5 3 5
2

بنابراین 

ریاضی - 87 

22362 ،ن2زگ -28 a aA ( )= =2 2 23 3 راه حل اولابتداتوجهکنیدکه  1

بنابراین
a aA

a a

( )log ( ) log ( ) log

( )log

+= × =

= + = +

2 2 2 2 2
3 3 3

3

9 3 3 3

2 2 3 2 2

.پس A alog =3 راه حل دومازفرضمسئلهنتیجهمیشود

A A A A

A a a

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

(log log ) ( )

= = =

= + = + = +

2 2 2 2
3 3 3 3

3 3

9 3 3 2 3

2 3 2 1 2 2
ریاضی - 91 

22372 بهکمکویژگیهایلگاریتممیتواننوشتن2زگ -28  3

x x x x

x

x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

log (( )( )) ( )( )

( )( ) ,

+ = − − ⇒ + + − =

+ − = ⇒ + − =

− − = ⇒ − − =

− + = ⇒ =− =

2

2 2 2

3 8 2 6 3 8 6 2

3 8 6 2 3 8 6

3 10 48 5 24 0

8 3 0 3 8

بیمعن�ی x xlog ( )+3 8 و x xlog ( )−6 عبارته�ای x=−3 ب�هازای

ومقدارلگاریتمxدرپایۀ4برابراستبا x=8 هستند،بنابراین

xlog log log log= = = =2
3

4 4 22
3 38 2 2
2 2

خارج از کشور تجربی- 93 

22382 باتوجهبهویژگیهایلگاریتممیتواننوشتن2زگ -28  4

x xx x
x x

x x x x x       x

log ( ) log ( ) log

,

+ ++ − + = ⇒ = ⇒ =
+ +

+ = + ⇒ − − = ⇒ =− =

2 22
3 3 3

2 2

2 1 2 12 1 2 1 1 3
2 2

52 1 3 6 2 3 5 0 1
2

میپردازیم.ب�اتوجهب�همحدودۀ xlog ( )−8 2 1 اکن�ونب�همحاس�بۀمق�دار

قابلقبولاست،پس x=5
2
،تنها x( )>1

2
تعریفاینلگاریتم

xlog ( ) log ( ) log log log− = × − = = = =3
2

8 8 8 22
5 2 22 1 2 1 4 2 2
2 3 3

تجربی - 95 

22392 باتوجهبهویژگیهایلگاریتممیتواننوشتن2زگ -28  2

x

x x x x

x xx x x x
x x

x x x

log( ) log( ) log( )

( )( )
log( ) log( )

≠

− − − − = −

− +− − = − ⇒ = −
− −

→ + = − ⇒ =

2

2

3

6 3 2 5

3 26 2 5 2 5
3 3

2 2 5 7

. xlog log log log+ = = = =2
3 3

4 4 22
1 11 8 2 2
2 2

بنابراین

خارج از کشور تجربی- 95 

22402 .ن2زگ -28 y>0 و x>0 برایاینکهلگاریتمهابامعنیباشندباید  1
توجهکنیدکه

x   y  

x y xy xy

x y x y xy x y

x y x y
,

log log log

( ) ( )

( )
> >

+ = ⇒ = ⇒ =

+ = ⇒ + − = ⇒ + − =

+ = → + =

3 3 3
2 2 2 2

0 02

2 2 9

46 2 46 18 46

64 8

بنابراین

x ylog ( ) log log log /+ = = = = =2
3

4 4 22
3 38 2 2 1 5
2 2



تجربی - 89 



22412 .بنابراینن2زگ -28 a a( ) ( )+ − −2 1 1 طولپارهخطABبرابراستبا  2
AB a a a= + − + = ⇒ =2 1 1 5 3

پسطولپارهخطBCبرابراستبا
BC a a a( ) ( )= − − + = − =5 2 2 1 3 3 6

22422 ازمبدأمختصاتبرابراستبان2زگ -28 a a( , )3 فاصلۀنقطۀ  2

 a a a a a a( ) | |+ = + = = =2 2 2 2 23 3 4 2 6 

. a=±3 بنابراین

22432 مختصاتMراحسابمیکنیم:ن2زگ -28  2

 A B A B
M M

x x y ym mx       y,
+ ++ − += = = =2 3 1
2 2 2 2

است،پس y x+ − =2 3 1 0 چونMرویخط


m m mm

m m

( ) ( )− + ++ − = ⇒− + + + − =

− =− ⇒ =

3 1 2 32 3 1 0 3 1 3 1 0
2 2 2

3 3 2
2

)است. , )−52
2

)،یعنی , )+ − × +2 2 3 2 1
2 2

بنابراینMنقطۀ

22442 ن2زگ -28 −1 حاصلضربش�یبهایدوخطعم�ودبرهمبرابر  4
است.درنتیجه

 k k k k
k

( )
( )

− −
× =− ⇒ − = ⇒ =

53 1 3 5 2 15
2



22452 اگررأسBقائمهباشد،آنگاهABبرBCعموداست،ن2زگ -28  3
است: −1 یعنیحاصلضربشیبهایخطهایABوBCبرابر

 AB BC
am m
a

,− −= = =
− −

26 4 2 4
7 4 3 4 2

،نقطههایBوCبرهممنطبقمیش�وندکهدرس�ت a=2 توجهکنیدکهاگر

.بهاینترتیب BC
am +=2

2
ودرنتیجه a≠2 نیست.بنابراین

 AB BC
am m a( )+× =− ⇒ =− ⇒ =−2 21 1 5

3 2
22462 )ون2زگ -28 , )−3 10 راه حل اول وس�طپارهخطواصلنقطههای  4

)اس�ت.چ�وننقط�ۀ , )−6 4 )،یعن�ی , )− − −3 9 10 2
2 2

)نقط�ۀ , )− −9 2

رویعمودمنصفپارهخطموردنظراس�ت،پسحاصلضرب m m( , )−4 2 1

)میگذردوشیبخطی , )−6 4 و m m( , )−4 2 1 شیبخطیکهازنقطههای

است: −1 )میگذردبرابر , )− −9 2 )و , )−3 10 کهازنقطههای

 m m m
m m
− − + −× =− ⇒ × =− ⇒ =
+ − + +

2 1 4 10 2 2 5 11 2 1
4 6 3 9 4 6 2

رویعمودمنص�فپارهخطواصل P m m( , )−4 2 1 راه ح��ل دومچوننقط�ۀ
است،پس B( , )− −9 2 و A( , )−3 10 نقاط

فصلدوازدهم

فصل دوم: آزمون ها

PA PB m m m m

m m m m

m m m m m m m m

m m

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= ⇒ + + − − = + + − +

+ + − = + + +

+ + + − + = + + + + +

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 3 2 1 10 4 9 2 1 2

4 3 2 11 4 9 2 1

16 24 9 4 44 121 16 72 81 4 4 1

196 48
2

22472 اس�ت.ش�یبخطن2زگ -28 − 1
2
برابر y x+ =2 ش�یبخ�ط1  2

عمودبراینخط2اس�ت.پسمعادلۀخطیراکهش�یبآن2باش�دوازنقطۀ
بگذردمینویسیم:  ( , )−1 2

 y x y x x y( )− = + ⇒ = + ⇒ − + =2 2 1 2 4 2 4 0 
فاصلۀمبدأمختصاتازاینخط،مطلوبمسئلهاستکهبرابراستبا

 | |− +
=

+

0 0 4 4
4 1 5



22482 ن2زگ -28 x y+ + =6 8 1 0 شعاعدایرهبرابرفاصلۀنقطۀOازخط  4

.بنابراینمساحتدایرهبرابراستبا R | |− +
= =

+

6 8 1 1
1036 64

است:

S R π=π =2
100

22492 چونمختصاتنقطۀAدرمعادلۀخطدادهش�دهصدقن2زگ -28  2
BCنیس�ت.پسی�امعادلۀABوADمعادلۀ y x= −2 نمیکنن�د،پ�س1
 y x= −2 تاخط1 A( , )2 1 اس�تیاDC.هرکدامکهباشد،اگرفاصلۀنقطۀ

راحسابکنیم،طولضلعمربعبهدستمیآید:

 x y a     

| |
,

− −
− − = = =

+

4 1 1 22 1 0
4 1 5

بنابراینمس�احتمرب�عABCDبرابر

. S a= =2 4
5
استبا

22502 رأسAرویهیچکدامازخطهایدادهشدهقرارندارد،زیران2زگ -28  3
مختصاتآندرمعادلههایدادهشدهصدقنمیکنند.پسبرایمحاسبۀطولو

عرضمستطیلکافیاستفاصلۀAازدوخطدادهشدهرابهدستآوریم:

 AB       AD| | | |
,

+ − − −
= = = = =

+ +

4 6 5 3 8 25 71
5 516 9 9 16

. S= × =7 71
5 5

بنابراینمساحتمستطیلبرابراستبا



)253(

22512 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 B A

C B

AB x x m m m

BC x x m m m

| | | ( )| | |

| | | | | |

= − = − − = +

= − = + − = +

2 1 1

3 1 2 1


بنابراین


m m

m m m
m m

| | | | | |
+ = ⇒ =+ − + = ⇒ + = ⇒
+ =− ⇒ =−

1 3 2
2 1 1 3 1 3

1 3 4


. −2 پسمجموعمقادیرممکنبرایmبرابراستبا

22522 توجهکنیدکهن2زگ -28  1


AB a a a a

a a a a a a

( ) ( ) ( ) ( )= − + + = ⇒ − + + =

− + + + + = ⇒ + + =

2 2 2 2

2 2 2

1 13 1 132 3 2 3
2 2 2 4

1 134 12 9 5 11 6 0
4 4



بنابراینمجموعمقدارهایممکنaبرابراستبامجموعجوابهایاینمعادله،

.توجهکنیدکهاینمعادلهدوجوابدارد. −11
5
یعنی

22532 راه حل اول درمتوازیالاض�لاعقطرهایکدیگررانصفن2زگ -28  4
میکنند.بنابرایننقطۀوسطپارهخطACهماننقطۀوسطپارهخطBDاست.

.درنتیجه y yx x( , ) ( , )
− + − +− + − −=

3 2 32 7 1
2 2 2 2

بنابراین

 x x x       y y y,− + = − ⇒ = − + = − ⇒ =2 6 4 3 5 4
)است. , )4 4 یعنیCنقطۀ

راه حل دومدرمتوازیالاضلاع،ضلعهایروبهروموازیاند.پس

AB CD
y y y yAB CD m m
x x x x

x yx y y xy x x y

− − + − − + −
⇒ = ⇒ = ⇒ =

− − + + − + +
− − + + =− + + − ⇒− + =

3 2 3 5 3
2 7 1 9 1

5 5 9 27 3 5 16



بههمینترتیب،


AD BC

y yAD BC m m
x x

y x y x y
x

− −− −⇒ = ⇒ =
− + − −

−
= ⇒ − = − ⇒ − =

−

23 3
2 1 7

2 26 42 12 2 2 6 20
7 2





. y=4 و x=4 بهدستمیآید
x y
x y
− + =

 − =

5 16
6 20 ازحلدس�تگاهمعادلات

)است. , )4 4 بنابراینCنقطۀ
22542 )ن2زگ -28 , )− −2 3 و  ( , )−1 6 شیبخطراستیکهازنقطههای  1

.بنابراینش�یبخطراس�تیکهبراینخط + =
− +
6 3 9
1 2

میگذردبرابراس�تبا

استواز − 1
9
.معادلۀخطراستیکهشیبآن − 1

9
عموداستبرابراستبا

)میگذردبهصورتزیراست: , )−0 5 نقطۀ

 y x x y( ) ( )− − =− − ⇒ + + =15 0 9 45 0
9



22552 ش�یبخطیراکهازنقطههایAوBمیگذردحس�ابن2زگ -28  3

 .پسش�یبارتفاعCHبرابر1− B A
AB

B A

y y
m

x x
− −= = =
− − −

0 2 1
1 1

میکنیم

 CH.اکنونمعادل�ۀخطیراکهازرأسCباش�یب1− AB⊥ اس�ت،زی�را
میگذردمینویسیم:

 C CH Cy y m x x y x y x( ) ( )− = × − ⇒ + =− − ⇒ =− +1 3 2

22562 راه ح��ل اولمیدانی�معمودمنص�فABازوس�طاینن2زگ -28  2
میگذرد.شیبخطگذرندهازAوBبرابر1 M( , )−1 3 پارهخطیعنینقطۀ

اس�ت.درنتیجهمعادلۀاینخط اس�ت،بنابراینش�یبعمودمنصفبرابر1−
است. x y+ =2 یابهطورسادهتر y x( )− =− +3 1 1 بهصورت

راه حل دوممیدانیمهرنقطهرویعمودمنصفیکپارهخطازدوسرآنبهیک
ABرویعمودمنصفپارهخط P x y( , ) فاصلهاس�ت.فرضمیکنیمنقط�ۀ

باشد.دراینصورت

PA PB x y x y

x y x y

x x y y x x y y

x y x y

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= ⇒ + + − = − + −

+ + − = − + −

+ + + − + = − + + − +

+ = ⇒ + =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

3 1 1 5

3 1 1 5

6 9 2 1 2 1 10 25

8 8 16 2

22572 ابتداتوجهکنیدش�یبخطیکهBCرویآنقراردارد،ن2زگ -28  1

اس�ت. −2 اس�ت،پسش�یبخطیکهAHرویآنقرارداردبرابر 1
2
برابر

بنابراینمعادلۀاینخطبهصورتزیراست:

A AH Ay y m x x

y x y x

( )

( )

− = −

− =− − ⇒ =− +2 2 1 2 4

بنابرای�نبرایپی�داکردنمختصاتنقطۀHکافیاس�تمح�لتقاطعدوخط
راپیداکنیم: x y− + =2 4 1 0 و y x=− +2 4

y x

y x

x y x x

x x y y

( )

( )

=− +

=− +


− + = → − − + + =

= ⇒ = ⇒ =− + ⇒ =

2 4

2 4

2 4 1 0 2 4 2 4 1 0

3 310 15 2 4 1
2 2

است.  ( , )3 1
2

پسHنقطۀ

22582 باتوجهبهشکلزیر،اندازۀAHراحسابمیکنیم:ن2زگ -28  3

 AH | |− + −
= = =

+

1 1 2 2 2
1 1 2

2است.طولضلعمربعراحسابمیکنیم: 2 بنابراینطولقطرمربعبرابر

 a a a

a a

( )+ = ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2 2

2

2 2 2 8

4 2
بنابراینمحیطمربعبرابر8است.



فصل دوم: آزمون ها
)254(

22592 چونخطهایدادهش�دهموازیاند،پسشیبهایآنهان2زگ -28  4

.اگردوطرفمعادلۀخطدوم a=6 ،پس a− =−3
2

برابراس�ت،درنتیجه

درمیآید.چونفاصلۀایندو x y k+ + =6 2 2 0 رادر2ضربکنیم،بهشکل

است،پس 10 خط

 k  k k k| | >+ += → = ⇒ =
+

0
2 2

2 6 2 610 10 7
406 2

. a k+ =13 بنابراین

22602 ن2زگ -28 x y− − =32 0
2

ابت�دامعادل�ۀخ�طدومرابهص�ورت  1

رویخطموردنظرباش�د. x y( , )0 0 مینویس�یم.اکنونفرضمیکنیمنقطۀ

فاصلۀایننقطهازدوخطبایدبرابرباشد



x yx y
x y x y

x y x y

x y x y x y

¡ ¡ ). —( . .

| || |
| | | |

− −− +
= ⇒ − + = − −

+ +
 − + = − − ⇒ =−

 − + =− + + ⇒ − − =

0 00 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

322 1 32 2 1 2
24 1 4 1

3 32 1 2 1
2 2

3 12 1 2 4 2 0
2 2



پسمختصاتتمامنقطههاییکهازدوخطدادهش�دهبهیکفاصلهباش�ند،در

ص�دقمیکنن�د،یعن�یمعادل�ۀخ�طم�وردنظ�ر x y− − =14 2 0
2

معادل�ۀ

است. x y− − =14 2 0
2

22612 باتوجهبهشکلمقابلواضحن2زگ -28  4
.بنابراین AB AC= =3 و Â= 090 اس�تک�ه

مثلثABCقائمالزاویۀمتساویالساقیناست.

22622 چ�ونخطهایMNوBCموازیهس�تند،پسش�یبن2زگ -28  1
آنهابرابراست.شیبخطMNرابهدستمیآوریم:

 M N
MN

M N

y y
m

x x
− − −= = =
− − −

1 4 5
2 5 7

میگذردمینویسیم: 5
7
باشیب P( , )− −3 4 معادلۀخطیراکهازنقطۀ

 y x y x( )+ = + ⇒ = −54 3 7 5 13
7

پ�سمعادلۀخط�یک�هBCرویآنقرار
است. y x= −7 5 13 دارد،

22632 مختصاتنقطۀMوسطضلعACراحسابمیکنیم:ن2زگ -28  3

 A C A C
M M

x x y y
x       y,

+ ++ −= = = = = =4 2 1 13 0
2 2 2 2

بنابراینطولمیانۀBMبرابراستبا
 BM m m( ) ( ) ( )= − + − − = − +2 2 23 2 0 3 4

،پس BM=2 چون
 m m m m( ) ( ) ( )− + = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =2 2 23 4 2 3 4 4 3 0 3

22642 عموداست،پسن2زگ -28 x ay− =7 برخط x y+ =3 4 خط  2
است: −1 حاصلضربشیباینخطها

 a
a

− × =− ⇒ =13 1 3 

عموداس�ت،پ�سحاصلضرب bx y+ =−2 5 برخ�ط x y− =3 7 خ�ط
است: −1 شیباینخطهانیز

 b b( )× − =− ⇒ =1 1 6
3 2



. a b+ =9 بنابراین

22652 باشد،آنگاهن2زگ -28 AA′ اگرنقطۀHوسطپارهخط  1

 H Hx y,− += =− = =1 3 2 41 3
2 2



صدق y ax b= + ب�اتوجهبهش�کلزیرمختص�اتنقطۀHدرمعادل�ۀخط
میکنند.پس

 a b b a( )= − + ⇒ = +3 1 3
،aمیگذرد،برابر A′ ازط�رفدیگ�رعکسوقرینۀش�یبخطیک�هازAو

است،پس y ax b= + شیبخط

 A A
AA

A A

y y
m a

x x ( )
′

′
′

− −= = =− ⇒ =
− − −

2 4 1 2
1 3 2

. ab=10 ودرنتیجه b=5 بنابراین

22662 ابتداطولضلعهایمثلثABCرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2

AB AC

BC

  ( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( )

= − + − − = = − − + − =

= − − + + =

2 2 2 2

2 2

5 1 5 3 80 1 1 2 3 5

1 5 2 5 85

بی�نطولضلعه�ایمثلث BC AB AC= +2 2 2 واضحاس�تکهتس�اوی
برقراراست،پسمثلثقائمالزاویهاستومساحتآنبرابراستبا

 AB AC× = × =1 1 80 5 10
2 2

22672 ن2زگ -28 x y− − =2 1 و0 x y k− + =2 ابتداخطهارابهصورت0  3
باشد،آنگاه AH′ ازدوخطبهترتیببرابرAHو A مینویسیم.اکنوناگرفاصلۀ



k k k k kAH AH

k k k
AH AH k k

k k k

      

| | | | | | | |
,

| | | |

+ + + + − +′= = = =
+ +

+ = + ⇒ =
′= ⇒ + = + ⇒

+ =− − ⇒ =−

2 1 3 1 2 1 1
4 1 5 1 4 5

3 1 2 2 1
2 3 1 2 1 33 1 2 2

5





)255(

22682 )نیزن2زگ -28 , )2 0 )و , )0 1 خطراس�تگذرندهازBوCازنقاط  2

است.طول y x+ − =2 2 یا0 y x( )−− = −
−

0 10 2
2 0

میگذرد.بنابراینمعادلۀآن

. | |× −
= =

+2 2

2 4 2 6 6 5
552 1

ارتفاعواردبرBCبرابربافاصلۀAازBCاست:

. × × =1 6 5 12 54
2 5 5

بنابراینمساحتمثلثABCبرابراستبا

22692 طولضلعBCبرابراستبان2زگ -28  2
 BC ( ) ( )= − + − =2 25 3 4 3 5 

ی�ا y x( )−− = −
−

4 33 3
5 3

معادل�ۀخ�طگذرن�دهازنق�اطBوCبهص�ورت

اس�ت.بنابرای�نطولارتفاعواردب�رBCیاهمانفاصلۀAاز y x− − =2 3 0

.بنابراین | ( ) ( ) |− − −
=

+

2 1 7 3 6
4 1 5

خ�طگذرندهازنقاطBوCبرابراس�تبا

. × =6 5 6
5

مساحتمتوازیالاضلاعبرابراستبا

22702 ون2زگ -28  x y+ + =3 4 6 0 م�وازی خطه�ای فاصل�ۀ  4

.درنتیجه،چونمس�احت | |+
=

+2 2

6 6 12
53 4
برابراس�تبا x y+ − =3 4 6 0

مستطیل12است،پسطولضلعدیگرشبرابربا5است.بنابراینطولضلع
بزرگتراینمستطیلبرابر5است.



22712 تهیباش�د،ن2زگ -28 a a[ , ]+1 )و , )−1 3 اگراش�تراکدوبازۀ  2

یکیازدوحالتزیرپیشمیآید:

a≥3a a+ ≤− ⇒ ≤−1 1 2

.پسبهازایمقادیر a− < <2 3 بنابرایناگراش�تراکدوبازه،تهینباشدباید
،1،0و2برایaاشتراکدوبازهتهینیست. −1 صحیح

22722 ن2زگ -28 =102 1024 جملۀدهمدنبالۀهندس�یموردنظربرابر  4
است.بنابراین n( )+ −8 4 1 امدنبالۀحسابیموردنظربرابر n استوجملۀ

 n n n+ − = ⇒ = ⇒ =8 4 4 1024 4 1020 255 
باجملۀدهم    , , ,8 12 16  پسجملۀدویستوپنجاهوپنجمدنبالۀحسابی

برابراست.    , , ,2 4 8  دنبالۀهندسی

22732 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

a a a a a a

a a

= ⇒ × = ⇒ = ⇒ =

⇒ = = ⇒ =

1 41 2
3 6 62 3

2 3

2 2 2 2

2 8 8
بنابراین

 a a a a a= × = = = =
11 1 1

3 463 2 28 8 8 

22742 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 a a a
a a a

− = ⇒ + − = ⇒ + =2 2
2 2

1 1 12 2 4 6 

بنابراین

 a a  a  
a aa

( ) | |+ + = ⇒ + = ⇒ + =2 2
2

1 1 12 8 8 8 

.درنتیجه a
a

+ =−1 8 باتوجهبهاینکهaعددیمنفیاست،پس

 a a a
a a a

( )( ) ( )− + = − ⇒ − =−2
2

1 1 12 8 4 2 

22752 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1


A

( ) ( )

( )

= +
+ + + −

= +
+ + − +

3 3 3 3 33

3 3 3 33

1 5
2 2 1 4 2 16 1 4

1 1 5
2 2 4 1 16 4 1



اکنونمخرجهریکازکسرهارابهکمکاتحادچاقولاغرگویامیکنیم:


A ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

+ +− −= + = +
− +

− +

= − + + = + = +

3 33 3

3 3 3 33 3

3 3 3 3 3
3 3

5 4 1 5 4 11 2 1 1 2 1
2 1 4 12 22 1 4 1

1 12 1 4 1 2 4 1 2
2 2



فصلسیزدهم فصل دوم: آزمون ها

22762 میگذردوباتوجهبهش�کلن2زگ -28 m( , )0 اولًانمودارازنقطۀ  3

mعددیمثبتاست.بااینشرایطحاصلضربصفرهایتابعمنفیاستکه
درنمودارهمینوضعیتوجوددارد.ثانیاًطولرأسسهمیعددیمنفیاست.

بنابراین

 m m
( )
−− < ⇒ <
−

2 1 10
2 1 2



،نمودارتابعfبهصورترسمشدهاست. m< <10
2
بنابرایناگر

22772 ون2زگ -28 x1 αβ=2.اگر α+β=6و ابتداتوج�هکنیدکه  1

جوابهایمعادلۀموردنظرباشند،آنگاه x2


S x x

P x x

( ) ( )

( )( )

α+β= + = α+ + β+ =α+β+ = + =
β α αβ

= = α+ β+ =αβ+ + = + + =
β α αβ

1 2

1 2

1 1 66 9
2

1 1 1 1 92 2 2
2 2



پسمعادلۀموردنظربهصورتزیراست

 x Sx P x x x x− + = ⇒ − + = ⇒ − + =2 2 290 9 0 2 18 9 0
2



22782 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

 x x x x      sin( ) cos , cos( ) sinπ π+ =− − =3 5
2 2



بنابراین

 x x xcos sin tan− = ⇒ =− 22 3
3

ازطرفدیگر،

 x x
x x

tan cos
cos cos

+ = ⇒ + = ⇒ =2 2
2 2

1 4 1 91 1
9 13



. xcos =− 3
13

چونانتهایکماننظیرزاویۀxدرناحیۀدومقراردارد،پس

بنابراین

 x xsin( ) cosπ+ = =− 3
2 13

22792 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


cos cos( ) sin

sin sin( ) cos

= − =

= − =

0 0 0 0

0 0 0 0

67 90 23 23

53 90 37 37

درنتیجه



sin cos cos sin

sin cos sin cos

sin( ) sin

+

= +

= + = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

37 23 67 53

37 23 23 37

337 23 60
2



)257(

22802 رایکواحدبهراس�تمنتقلن2زگ -28 y x| |= اگ�رنم�ودارتابع  2

بهدس�تمیآیدواگرایننموداررایکواحدبه y x| |= −1 کنیم،نمودارتابع

بهدستمیآید. f x x( ) | |= − −1 1 پایینمنتقلکنیمنمودارتابع

رای�کواح�دب�هچ�پمنتقلکنی�م،نم�ودارتابع y x= 2 اگ�رنم�ودارتاب�ع

بهدس�تمیآیدواگرایننموداررایکواحدبهبالامنتقلکنیم y x( )= + 21

بهدستمیآید. y x( )= + +21 نمودارتابع1

اگرنمودارتوابعfوgرادریکدس�تگاهرس�مکنیم،ملاحظهمیکنیمکهدردو
نقطهمتقاطعاند.

22812 .اکنوننامعادلهرابهصورتن2زگ -28 x x| |=2 2 توجهکنیدکه  3

زیرمینویسیم:
 x x x x x x| | | | | | | | | |(| | )≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤2 24 4 0 4 0 

 x x x| | | |− ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤4 0 4 4 4 .پس x| |≥0 چون

و0درنامعادلهصدقمیکنند. ±1 ، ±2 ، ±3 ، ±4 بنابرایننُهعددصحیح

22822 بای�دن2زگ -28 باش�د بامعن�ی  x+4 1 عب�ارت اینک�ه ب�رای  2

.پسمعادلهبهصورت x x| |+ = +1 مثبتاستو1 x+1بنابراین. x≥− 1
4

 x x x x x+ = + + ⇒ + = +4 1 2 1 4 1 3 1 زیردرمیآید:
اکنونطرفینمعادلهرابهتواندومیرسانیموآنراحلمیکنیم:


x x x x x

x x x x  ( ) ,

+ = + + ⇒ + =

+ = ⇒ = =−

2 24 1 9 6 1 9 2 0

29 2 0 0
9



هردوجوابدرمعادلۀاصلیصدقمیکنندومعادلهدوجوابدارد.

22832 .بنابراینن2زگ -28 f(log )=8 3 0 و f( )=−0 2 توجهکنیدکه  3



x

a

f b b f x a

f a a

a

log log

( ) ( )

(log )

log log

= − =− ⇒ = ⇒ = −

= − = ⇒ =

= ⇒ =

8 2

3

3 3 3
8

2

0 1 2 3 3

3 3 0 3

3 3 2



. ab=6 ،پس a=2 و b=3 بنابراین

22842 ابتداطرفینتساویهایدادهشدهرادرهمضربمیکنیمن2زگ -28  2
 a b a b a b a b+ + + += ⇒ =1 12 2 3 3 2 3 

بنابراین

 a b a b a b a b( ) log+ + +× = ⇒ = ⇒ + = 3
2

32 2 3 2 2
2



22852 قرینهکنیم،ن2زگ -28 y x= اگرنمودارتابعfرانس�بتب�هخط  1

بهدس�تمیآید.اگرنموداربهدس�تآمدهرای�کواحدبه f نم�ودارتاب�ع1−
بهدستمیآیدواگر y f x( )−= −1 1 س�متراس�تمنتقلکنیم،نمودارتابع

 y f x( )−=− −1 1 نموداراخیررانسبتبهمحورطولهاقرینهکنیم،نمودارتابع
بهدستمیآید.

مطابقشکلزیردونموداریکدیگررادریکنقطهقطعمیکنند.

22862 برقرارن2زگ -28 fof x x( )( )− =1 تس�اوی fx R∈ برایه�ر  1

، x≥3 .پسب�رایهر fR [ , )= +∞3 ،fاس�ت.ب�اتوجهب�هنم�ودارتاب�ع

،بنابراین g x x( )= −2

gx x g x R  ( ) [ , )≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞3 2 1 1 1

22872 ابتدادامنۀتابعهایfوgرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  3

 f g

x
D D

x x x x x
[ , ]

( )

≥ ⇒ = =
− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤

2

0
0 4

4 0 4 0 0 4


.ازطرفدیگر، f g f gD D D [ , ]× = = 0 4 بنابراین

 f g x f x g x x x x x x x

x x x x

( )( ) ( ) ( ) ( )( )× = = − − − +

= − − =−

2 2

2 2

4 2 4 2

4 4


است. [ , ]−16 0 بهصورتزیراستوبردآنبازۀ f g× بنابرایننمودارتابع



فصل دوم: آزمون ها
)258(

22882 بهدستن2زگ -28 x=−2 حدچپوحدراستتابعfرادرنقطۀ  1
میآوریم:

 x x

x x

f x a x a

f x a x a
( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

= − − =− +

= − − =− +
2 2

2 2

2 12 2 24

3 15 3 30


حدداشتهباشد،بایدحدچپوحدراستآندر x=−2 برایاینکهتابعfدر
 a a a− + =− + ⇒ =2 24 3 30 6 ایننقطهباهمبرابرباشند.پس
 f x x x x f( ) [ ] [ ] ( ) ( ) ( )( )= + ⇒ − = − + − − =6 3 2 2 6 2 3 2 4 12 بنابراین

22892 ،آنگاهن2زگ -28
x

g x Llim ( )
→

= 22
و

x
f x Llim ( )

→
= 12

اگر  2

x x x

x x x

f g x f x g x L L

f g x f x g x L L L L

lim( )( ) lim ( ) lim ( )

lim( )( ) lim ( ) lim ( )

→ → →

→ → →

× = × = =

− = − = − = ⇒ = +

1 22 2 2

1 2 1 22 2 2

2

7 7
2 2

بنابراین



L L L L L L

L L
L L

L L

( )

( )( )

+ = ⇒ + − = ⇒ + − =

 =− ⇒ =−+ − = ⇒
 = ⇒ =

2 2
2 2 2 2 2 2

2 1
2 2

2 1

7 72 2 0 2 7 4 0
2 2

14
24 2 1 0

1 4
2



. x
x

x

f x Lf x
g g x L

  IÄ  

lim ( )
lim( )( )

lim ( )
→

→
→

= = =2 1
2 22

1 8
8

پس

22902 ون2زگ -28 f bc( )=2 ابتداتوجهکنیدکه  2


x x

x x

f x ax b a b

xf x
x a x a

lim ( ) lim ( )

( )
lim ( ) lim

( )( )

− −

+ +

→ →

→ →

= + = +

−
=

− +

2 2

2 2

2

32 2 

برابرصفرنیس�تو x=2 چونaوbمثبتاند،پسحدچپتابعfدرنقطۀ
درنتیج�هح�دراس�تآنه�مبراب�رصف�رنیس�ت.پسح�دمخ�رجعبارت

بای�دصفرباش�د.درغیراینصورتحدراس�ت x=2 در x
x a x a

( )

( )( )

−
− +
32 2

برابرصفرمیشود.پس x=2 تابعfدر

x

x x x

x a x a a a a a

xf x
x x x

 .¡.¡.ùlim (( )( )) ( )( ) , ( )

( )
lim ( ) lim lim

( )( )

+

+ + +

→

→ → →

− + = ⇒ − + = ⇒ = =−

−
= = =

− + +

2

2 2 2

0 2 2 0 2 2

32 2 32 8
2 2 2

پیوستهاست،پسبایدحدچپ،حدراستومقدارتابعfدر x=2 چونfدر
ایننقطهباهمبرابرباشند:

a  b  a b b b bc c      ,= =+ = → + = ⇒ = = → =2 42 8 4 8 4 8 2

22912 بهص�ورتن2زگ -28 دنبال�ه جملهه�ای میکنی�م ف�رض  2
باشند.دراینصورتمجموعتمامجملههابرابراستبا na a a, ,...,1 2 2


n

n
a q

S
q

( )−
=

−

2
1

2
1
1

هس�تند na a   a, , ,2 4 2 ازط�رفدیگرجملههایباردیفزوجبهصورت

تش�کیلمیدهند. a q1 وجملۀاول q2 ک�هدنبالهایهندس�یباقدرنس�بت

است.طبقفرض
na q q

q

( ( ) )−

−

2
1

2
1

1
بنابراینمجموعآنهابرابربا


n na q a q q q q

q q q q
( ) ( )

( )( )

− −
= × ⇒ = ⇒ =

− − + +

2 2
1 11 1 3 13 1

1 1 1 1 2

22922 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

 A x x x x x x

x x

(( )( ))( ) ( )( )= − + + + + = − + +

= − + =

2 3 3 3

6 6

2 2 4 8 64 8 8 64

64 64


. A ( )= = =6 32 2 8 برابراستبا x= 2 بنابراینمقدارAبهازای

22932 چونمعادلهجوابدارد،پسن2زگ -28  3
 k k k k k( )∆≥ ⇒ − + + ≥ ⇒ + ≤ ⇒ ≤−2 20 4 4 10 20 0 40 80 0 2 

، kα+β=2 آنگاه باش�ند، معادل�ه جوابه�ای β و α اگ�ر

ودرنتیجه k kαβ= + +2 10 20


k k k

k k k

( )

( )

α +β = α+β − αβ= − − −

= − − = − −

2 2 2 2 2

2 2

2 4 2 20 40

2 20 40 2 5 90


بنابراین


k k k

k k

( )

( ) ( )

≤− ⇒ − ≤− ⇒ − ≥

− ≥ ⇒ − − ≥

2

2 2

2 5 7 5 49

2 5 98 2 5 90 8


بنابراینکمترینمقدارمجموعمربعاتجوابهابرابر8است.

22942 قطعن2زگ -28 x=−1 و x=4 نمودارتابعfمحورطولهارادر  3
.نمودارتابعfمحورعرضهارادر f x a x x( ) ( )( )= + −1 4 کردهاست.پس

قطعکردهاست.پس y=2


f a a

f x x x x x

( ) ( )( )

( ) ( )( )

= ⇒ + − = ⇒ =−

=− + − =− + +2

10 2 0 1 0 4 2
2

1 1 31 4 2
2 2 2



)Cرأسسهمیاستو , )3 25
2 8

بنابرایننقطۀ

 A B B
C B

x x x
x x

+ +
= ⇒ = ⇒ =

03 3
2 2 2



.درنتیجه AB=3 =CHو − =25 92
8 8

پس

 ABC
AB CHS

×
×= = =

93
278

2 2 16


22952 راحلکنیم:ن2زگ -28 f x( )<0 نامعادلۀ x>0 بایدباشرط  4

 x x x x x x
x

( ) ( )+ − < ⇒ + + − + < ⇒ − − <
+

21 5 0 2 1 5 2 0 3 9 0
2



 −3 3 5
2

و +3 3 5
2

بهص�ورت x x− −2 3 9 ریش�ههایچندجمل�های

 x− +< <3 3 5 3 3 5
2 2

هستند.پس

.بنابراینحداکثرمقدارaبرابر x +< <3 3 50
2

،پ�س x>0 ازطرفدیگر

است. +3 3 5
2



)259(

22962 ت�اعب�ارتن2زگ -28 x x− ≥22 0 ابت�داتوج�هکنی�دک�هبای�د  1

. x≤ ≤0 2 درمعادلهبامعنیباشد.پس x x− 22
،آنگاهس�متچ�پمعادلهبرابرصفروس�متراس�تآنبرابر2 x=2 اگ�ر

جوابمعادلهنیست. x=2 است.پس

درمیآید x x− =22 2 0 ومعادلهبهصورت x[ ]=0 ،آنگاه x≤ <0 1 اگ�ر
جوابآناستولیمدنظرمسئلهنیست. x=0 که

درمیآید x x− =22 2 1 ومعادلهبهصورت x[ ،آنگاه1=[ x≤ <1 2 اگ�ر
کهبهصورتزیرآنراحلمیکنیم:

x x x x x x   .¡.¡.ù( ) , ( )+ −− = ⇒ − + = ⇒ = =2 2 2 3 2 34 2 1 4 8 1 0
2 2

قرارنداردبنابراینقابلقبولنیس�ت.  [ , )1 2 دربازۀ −2 3
2

توج�هکنیدک�ه

است. x +=2 3
2

پسجوابمثبتمعادله

22972 ،نامعادلۀموردنظررامیتوانبهشکلزیرنوشتن2زگ -28 x≠5اگر  3

 x
x

| |
| |

| |
< ⇒ − >

−
3 1 5 6

5 2


، x( )≠5 بنابراین


x x

x x

− > >  ⇒ 
− <− <−  

5 6 11

5 6 1


بهاینترتیب،مجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظربرابراستبا
( , ) ( , )−∞ − +∞1 11

. b a− =12 ،پس b=11و a=−1 درنتیجه

22982 توجهکنیدکهن2زگ -28  2



 

 

cos( ) cos( ) sin

sin( ) sin( ) sin

sin( ) sin( ) sin

π π π π= − =

π π π= π+ =−

π π π= π− =−

3
10 2 5 5
6
5 5 5

9 2
5 5 5



بنابراین


sin cos( ) sin sin sin

sin( ) sin( ) sin sin sin

π π π π π+ +
= = =−

π π π π π− − + −

32 2 3
5 10 5 5 5 3

6 93 2 3 2
5 5 5 5 5



22992 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

x x x x x x

x x x x

sin cos (sin cos ) sin cos

sin cos sin cos

+ = ⇒ + − =

− = ⇒ =

4 4 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 22
3 3

2 11 2
3 6

بنابراین



x x

x x x x x x

x x

sin cos

(sin cos ) sin cos (sin cos )

sin cos ( )

+

= + − +

= − = − =

6 6

2 2 3 2 2 2 2

2 2

3

1 11 3 1 3
6 2



23002 .ن2زگ -28 , π<α β<0
2
βح�ادههس�تند،پ�س αو چ�ون  4

،اکنونتوجهکنیدکه sin( )α+β >0 .درنتیجه <α+β<π0 بنابراین

       sin cos , sin( ) cos ( )α= − α= α+β = − α+β =2 23 41 1
5 5

بنابراین


cos cos(( ) ) cos( )cos sin( )sinβ= α+β −α = α+β α+ α+β α

= × + × =3 4 4 3 24
5 5 5 5 25

23012 ،معادلهبهصورتزیردرمیآیدن2زگ -28 xt=2 اگرفرضکنیم  3
 t k t k( )+ − + − =2 3 4 0 

.پ�سجوابه�ایای�ن t k t k t k t( ) ( )( )+ − + − = + − +2 3 4 4 1 بنابرای�ن
هستند.بنابراین t k= −4 و t=−1 معادله


x

x k x k k

  .¡.¡.ù( )

log ( ),

=−

= − ⇒ = − <2

2 1

2 4 4 4


چونجوابمعادلهنبایدمثبتباشد،پس
 k k k klog ( ) log ( ) log− ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥2 2 24 0 4 1 4 1 3 

. k≤ <3 4 درنتیجه

23022 )میگذرد،پسن2زگ -28 , )3 0 نمودارتابعازنقطۀ  1

 af b b b( ) log ( )= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =−3 0 3 7 0 3 7 1 2

عبور b( , )1 .نمودارتاب�عازنقطۀ af x x( ) log ( )= − +2 7 ب�هاینترتی�ب

میکند،پس
 af b f a( ) ( ) log ( )= ⇒ − = ⇒ + = ⇒ =1 2 1 4 7 1 11

. ab=−22 بنابراین

23032 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم:ن2زگ -28  4

 x x x x x  log ( log ) log log ( log )= ⇒ − =2 2 2 2 2
1 1 1 1 0
2 3 2 3



بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیربهدستمیآیند


x x

x x

log

log

= ⇒ =


 = ⇒ = =


2
2

332

0 1

2 2 4
3



است. 3 4 پسجواببزرگترمعادلهبرابر

23042 ن2زگ -28 x=2 .بنابراین fD { }= − 2 ابت�داتوجهکنیدک�ه  4

بای�دبهصورت g x( ) باش�د.یعنیمخ�رج g x( ) بای�دتنه�اریش�ۀمخ�رج

.ازطرفدیگر b=−4 باشدکهدراینصورت x( )− 22



ax b axg x
x bx x

axg x f x ax x
xx

ax x

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

− += =
+ + −

+ −= ⇒ = ⇒ + =− −
−−

+ =− +

2 2

2

4
4 2

4 2 4 2 2
22

4 2 4



. ab=8 ودرنتیجه b=−4 ، a=−2 پس



فصل دوم: آزمون ها
)260(

23052 نم�ودارتاب�عبهازایچندمقدارمختلفkدرش�کلزیرن2زگ -28  1
،آنگاهتابعfیکبهیکخواهد f( )>1 3 رس�مشدهاس�ت.واضحاستکهاگر

بود.پس
 k k+ > ⇒ >1 3 2 

23062 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


x x f x x x x x x

x f x x x x x x x

  IÄ  ( )

( )

≤ ≥ ⇒ = − + − =

≤ ≤ ⇒ =− + + − =− +

2 2

2 2 2

0 4 4 6 2

0 4 4 6 2 10


باشد.پس [ , )+∞8 وبردآن [ , )+∞4 بنابرایندامنۀتابعfباید


f

y xf x y x x f x D  ( ) ( ) , [ , )−
−= = ⇒ = ⇒ = = +∞1

12 8
2 2



23072 درنقطۀن2زگ -28 x a
x
−
−

3 3

2 8
ابتداتوجهکنیدکهحدصورتکسر  4

،صفراست.پسبایدحدمخرجآننیزصفرباشد.درغیراینصورت x a=
حاصلحدکسربرابرصفرخواهدبودکهچنیننیست.بنابراین

x a

x a alim( )
→

− = ⇒ − = ⇒ =2 8 0 2 8 0 4 

پسمقدارحدموردنظربرابراستبا

 x x

x

x x xxb
x x

x x

( )( )
lim lim

( )

lim

→ →

→

− + +−= =
− −

+ + + += = =

23

4 4
2

4

4 4 1664
2 8 2 4

4 16 16 16 16 24
2 2



. a b+ =28 درنتیجه

23082 ودرن2زگ -28 x[ ،آنگاه1=[ x< <1 2 ابت�داتوجهکنیدک�هاگر  1

.ازط�رفدیگ�رحدصورتکس�ر
x x

bf x b
x

lim ( ) lim
+ +→ →

−= =−
1 1

نتیج�ه

براب�رصفراس�ت.پسبایدحدمخ�رجآننیزدرایننقطه x=1در x
ax b

−
+

2 1

برابرصفرمیشودکه x=1درfصفرباش�د.درغیراینصورتحدچپتابع
همبرابر b− بایدحدراس�تآنیعنی x=1درنتیجهبرایپیوس�تگیتابعدر

صفرشودکهمخالففرضسؤالاست.پس

x

x x x x

ax b a b a b

x xx xf x
bx b b x b b

lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim lim

( )

−

− − − −

→

→ → → →

+ = + = ⇒ =−

− +− += = = =−
− + − − −

1
2

1 1 1 1

0

1 11 1 2
1

حدداشتهباشدباید x=1 برایاینکهتابعfدر


x x

f x f x b b b
b

lim ( ) lim ( )
− +→ →

= ⇒− =− ⇒ = ⇒ =±2

1 1

2 2 2 

پیوستهباشد،باید x=1 برایاینکهتابعfدر


x
f f x c b( ) lim ( )

→
= ⇒ =− =±

1
1 2 

23092 است.اگرصورتومخرجن2زگ -28   0
0
حدموردنظربهصورت  2

کس�ردادهش�دهرادرمزدوجصورتوچاقمخرجضربکنیم،معلوممیشود
کهحدموردنظربرابراستبا



x

x

x

x

x x x x x x

x x x x x

x x x x
x x x

x x x x
x x x

x x x
x x

( )( )( ( ) )
lim

( )( ( ) )( )

( )( ( ) )
lim

( )( )

( )( )( ( ) )
lim

( )( )

( )( ( ) )
lim

→

→

→

→

+ − + + − + − +

− − − + − + + +

+ − − + − +
=

− − + +

− + − + − +
=

− + +

− + − + − +
=

+ +
− ×= =−

33 2

3 33 22

332 2

2

33 2

2

33 2

2

2 2 1 1 1

1 1 1 1 1 2

2 1 1 1
1 1 2

2 1 1 1 1
2 2

1 1 1 1
2

3 3 9
4 4



23102 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  2
 x x xsin sin( ) sin( ( ))π =− π+π =− π +1

بنابراین


x x

x

x xx x
x xx

xx
x x

sin( ( ))sinlim lim
( )( )

sin ( )
lim ( )

( )

→− →−

→−

− π +π =
+ −−

π +− π= × ×π = × ×π=−
− π + −

21 1

1

1
1 11

1 1 1
1 1 2 2

راه حل دومازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم:


x x

x x x x x
xx

sin sin coslim lim
→− →−

π π +π π +π π= = =−
−−21 1

0
2 2 21

23112 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


x x x x xxf x
x x xx x
x

( )
( )

( )

 + >  + > = = 
− − < + <  −

3 3

33

1 0 1 0
1 01 0



پ�سنم�ودارتاب�عfبهص�ورتزیراس�ت.
رادر y k= بنابرایناگرنمودارتابعf،خط
دونقط�هقط�عکن�د،ح�دودk،بهص�ورت

است. k>1

23122 ن2زگ -28  x x x( , ),( , )− −2 31 0 ب�اتوج�هب�هزوجمرتبهای  2

میتواننوشت:


x x x

x x x x x x( )

>− ⇒ ≥ −

− + ≥ ⇒ − + ≥

3 2

3 2 2

0 1

0 1 0


،پ�سهمواره ∆<0 و a>0 ، x x− +2 1 چ�وندرچندجمل�هایدرج�ۀدوم
و x( , )2 8 .ب�اتوج�هب�هزوجمرتبه�ای x≥0 .بنابرای�ن x x− + >2 1 0

 x x x> ⇒ ≥ ⇒ ≥2 30 8 2 میتواننوشت: x( , )30
باتوجهبهاینکهxبایدعددیصحیحباش�د،ازاش�تراکش�رایطبهدستآمده

،پسدومقدارصحیحبرایxوجوددارد. x  { , }∈ 1 2 نتیجهمیشود
ص�ورت ای�ن در ک�ه چ�را نیس�ت قب�ول قاب�ل  x=0 ک�ه کنی�د توج�ه

،کهتابعنیست. f {( , ),( , ),( , )}= −1 0 0 0 0 8



)261(

23132 اکیداًنزولیاست،پسن2زگ -28 باتوجهبهاینکهتابعfروی  1


x f x f f x

x f x f f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

> ⇒ < ⇒ <


< ⇒ > ⇒ >

3 3 0

3 3 0


نامعادل�ۀ کار ای�ن ب�رای کنی�م. مش�خص را g تاب�ع دامن�ۀ بای�د اکن�ون
راحلمیکنیم. x f x( ) ( )− ≥2 9 0

x

x

f x

x f x

( )

( ) ( )

−∞ − +∞

− + − +

+ + −

− + − −

2

2

3 3

9 0 0

0

9 0 0



)است.بنابراینتنهایک , ] { }−∞ −3 3 مجموعۀجوابهاینامعادلۀفوق

عددطبیعی)عدد3(جزءدامنۀتابعgاست.
23142 نمودارتابعfبهصورتزیراست.ازروینمودارمشخصن2زگ -28  3

ک�هدرآن c d[ , ] وه�رب�ازهایبهصورت  [ , ]−1 2 اس�تک�هتاب�عرویبازۀ
وقتی b a− اکی�داًنزول�یاس�ت.بنابراینبیش�ترینمق�دار d≤2 و c≥−1

. b a ( )− = − − =2 1 3 ،دراینصورت b=2 و a=−1 بهدستمیآیدکه

23152 رویبازۀن2زگ -28 a<0 باش�رط f x ax bx c( )= + +2 تاب�ع  2

نزول�یاس�ت.بنابرای�نباید b
a

[ , )− +∞
2

صع�ودیورویب�ازۀ b
a

( , ]−−∞
2

نزولیباش�د)بهشکلزیر  [ , )+∞1 ش�رایطزیربرقرارباش�دتاتابعfرویبازۀ
توجهکنید(:



k k

k
k k k

k k k
k

 IÄ 

( ) ( ) ( )

( )

− < ⇒ <

− − − − +≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤
− − −

− + ≤ ⇒ ≤ >
−

1 0 1

1 1 1 2 21 1 0 0
2 1 2 1 2 1

2 1 10 1
2 1 2

. k≤1
2
ازاشتراکشرطهایبهدستآمدهنتیجهمیشود

23162 ابت�دانم�ودارتابعfرایکواحدبهس�متچ�پمنتقلن2زگ -28  4
رسمشود.اکنوننموداراینتابعرانسبت y f x( )= +1 میکنیمتانمودارتابع
حاصلش�ود.س�پس y f x( )= −1 ب�همحورyقرین�همیکنیمتانمودارتابع
 y f x( )=− −1 نم�وداررانس�بتب�همح�ورxقرینهمیکنی�متانم�ودارتابع
بهدس�تآی�دودرنهایتنموداررایکواحدبهس�متب�الاجابهجامیکنیمتا

بهدستآید. y f x( )= − −1 1 نمودارتابع

23172 رایکواحدبهسمتن2زگ -28 g x f x( ) ( )=3 2 اگرنمودارتابع  2
بهدس�ت y f x f x( ( )) ( )= + = +3 2 1 3 2 2 چ�پمنتق�لکنیم،نم�ودارتابع
میآی�د.اکن�وناگ�رایننمودارراس�هواح�دبهبالامنتق�لکنیم،نم�ودارتابع
بهدستمیآید.درنهایتاگرطولنقاطایننموداررادو y f x( )= + +3 2 2 3

بهدس�ت y f x f x( ( ) ) ( )= + + = + +13 2 2 3 3 2 3
2

براب�رکنیم،نمودارتابع

میآی�دواگ�رع�رضنق�اطای�ننم�وداررای�کس�ومکنی�م،نم�ودارتاب�ع

بهدستمیآید. y f x f x( ( ) ) ( )= × + + = + +1 3 2 3 2 1
3

23182 است.بنابراینن2زگ -28
a| |
π
π

2 دورۀتناوبتابعfبرابر  4

 a
a

| |
| |
π = ⇒ =
π

2 1 4
2



است.بنابراین a b| |−2 کمترینمقدارتابعfبرابر

 a b b b| | | | | |− =− ⇒ − =− ⇒ =2 4 16 4 20

. + =16 20 36 استکهبرابراستبا a b| |+2 بیشترینمقدارتابعfبرابر

23192 اکیداًصعودین2زگ -28 [ , )π π−
4 2

رویب�ازۀ y xtan= تابع  1

.بنابراین xtan ≥−1 ودرنتیجه xtan tan( )π≥ −
4

است،پس

 m m m m  | |− ≥− ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥2 2 22 5 1 2 4 2 2 
است. 2 برابر m| | پسحداقلمقدار

23202 ران2زگ -28 y xtan= برایرسمنمودارتابعfابتدانمودارتابع  2

ضربمیکنیم.نمودار
π
8 رسممیکنیم،سپسطولنقاطرویایننموداررادر

تابعبهش�کلزیراس�ت.پسحداقلمقدارaبرایاینکهتابعfرویدامنهاش
اکیداًصعودیباشدبرابر4است. a( , )12 یعنیبازۀ



فصل دوم: آزمون ها
)262(

23212 ن2زگ -28 a−3 2 ابت�داتوجهکنیدک�هکمترینمقدارتاب�عبرابر  2
است.پس −1 استکهباتوجهبهنمودارتابعبرابر

 a a− =− ⇒ =13 2 1
3


است.پس − =45 3 6
7 7

ازطرفدیگرباتوجهبهنمودار،دورۀتناوبتابعبرابر

T b b

b

| |
| |

π= = ⇒ = ⇒ =±
π

2 6 6 6
2



کهدراینصورتتابع f x x( ) sin( )π π= + − +21 2
6 3

،آنگاه b=−6 اگر

و b=6 نزولیباشدکهاینطورنیست.پس x=0 بایددرهمس�ایگیراست
. ab=2 درنتیجه

23222 پ�سن2زگ -28 ، x yα+ + = 090 زی�ر، ش�کل نمادگ�ذاری ب�ا  3

و  ABC x:tan = =2 1
8 4

 دیگ�ر ط�رف از . x y( )α= − +090

.بنابراین ADE y:tan = =2 1
6 3





x y x y
x y

x y
x y

tan tan( ( )) cot( )
tan( )

tan tan
tan tan

α= − + = + =
+

− ×−
= = =

+ +

0 190

1 111 114 3
1 1 7
4 3

. cotα= 7
11

پس

23232 مینویسیم.ن2زگ -28 x xcos cos( )π= +
4

معادلهرابهصورت  3

 k( )∈ بنابراینجوابهابهصورتزیرهستند:


x k x k  

x k x x k x k

 (.¡.¡.ù)
π = π+ + ⇒ =−


π π π = π− − ⇒ = π− ⇒ = π−

12
4 8

2 2 2
4 4 8



23242 ابتدامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  1
 x x x x( sin ) sin sin sin− + − = ⇒ − + =2 22 1 5 5 0 2 5 3 0 

درمیآید.از t t− + =22 5 3 0 ،معادلهبهصورت t xsin= اگرف�رضکنیم

قابلقبول xsin =3
2
.چون t =2 1 و t =1

3
2
حلاینمعادلهنتیجهمیشود

 
xx x k x( , )sin ∈ ππ π= ⇒ = π+ → =0 21 2

2 2
نیست،پس

)دارد. , )π0 2 بنابراینمعادلۀدادهشدهتنهایکجوابدربازۀ

23252 طرفینمعادلهرابهتواندومیرس�انیموآنرابهصورتن2زگ -28  3
زیرمینویسیم:


x x x x

x x

sin cos sinsin cos sin cos

sin sin

α α= α+ − = →

− = ⇒ =

2 22 2 2 1
2 2 2 2

1 1 0


، x= π2 ، x=π ، x=0 عبارتانداز [ , ]π0 4 بنابراینجوابهایواقعدربازۀ

و x= π2 ، x=π .ول�یتوج�هکنی�دک�هجوابه�ای x= π4 و x= π3
درمعادلۀاصلیصدقنمیکنندوقابلقبولنیستند.اینجوابهابه x= π4
دلی�لاینک�هطرفی�نمعادلهرابهت�واندورس�اندهایمتولیدش�دهاند.بنابراین

است. π3 دوجوابداردکهمجموعآنهابرابر [ , ]π0 4 معادلهدربازۀ

23262 ،درن2زگ -28 f x
x

( )=
−
1

3
و x[ ]=3 ،آنگاه x +→3 اگ�ر  1

، f x
x

( ) −=
−
1
3
و x[ ]=2 ،آنگاه x −→3 .اگر

x
f xlim ( )

+→
=+∞

3
نتیجه

.
x

f xlim ( )
−→

=+∞
3

درنتیجه

23272 برابر3است.بایدحدن2زگ -28 x=2 چونحدصورتدرنقطۀ  2
مخ�رجکس�ردرای�ننقطهبرابرصفرباش�د،تاحدم�وردنظرنامتناهیش�ود.
شدهاند،پسبایدمقادیر +∞ همچنین،چونحدچپوحدراستکسرهردو

مثبتباش�ند.در x=2 دری�کهمس�ایگیمحذوفنقط�ۀ x ax b+ −23

یعن�ی اس�ت،  x ax b+ − =23 0 معادل�ۀ مضاع�ف ریش�ۀ  x=2 نتیج�ه

باشد.درنتیجه x( )− 23 2 بایدبهصورت x ax b+ −23

 x ax b x x x( )+ − = − = − +2 2 23 3 2 3 12 12 

. a b+ =−24 .یعنی b=−12 ، a=−12 پس

23282 .ازطرفن2زگ -28
x

f x
 

lim ( )
→ −∞

=−3 ابت�داتوج�هکنی�دک�ه  3

.بنابراین f x( )<−3 ،آنگاه x→−∞ دیگراگر

x  x  t  
fof x f f x f t

( )
lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )

−→−∞ →−∞ → −
= = =−∞

3

23292 ابت�داتوج�هکنی�دکهاگ�ردرصورتکس�ردادهش�دهن2زگ -28  4
 +∞ یا −∞ وجودداش�تهباش�د،حدم�وردنظربراب�ر x4 جملهایش�امل
درصورتکس�ردادهشدهصفراست،درنتیجه x4 میش�ود.بنابراینضریب

.بهاینترتیب a=2 .پس a− =2 4 0


x  x  

x xb
x x x

lim lim
→+∞ →+∞

−= = =
+ +

3 3

3 2 3
4 1 4 1

312 2 12


. ab=2
3
درنتیجه

23302 بهترتیبمجانبهاین2زگ -28 ay
a

=
−

2
1
و bx

a
=−

−
3

1
خطوط  4

قائموافقینمودارتابعfهستند.بنابراین


a a a a

a
b b b

a

= ⇒ = − ⇒ =
−
− −= ⇒ = ⇒ =−
−

2 3 2 3 3 3
1

3 3 42 2
1 2 3

. ab=−4 درنتیجه



)263(

23312 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2


x x

f x f f x kf
x x

( ) ( ) ( )
( ) lim lim

( )→− →−

− − −′ − = =
− − +2 2

22
2 2



ازطرفدیگر

 x x

x x

f x kf x f x f x k
x xx

f x k f x f kf
x x

( ) ( ) ( )( ( ) )
lim lim

( )( )

( ) ( ) ( )
lim lim ( )

→− →−

→− →−

− −
=

− +−
− −′= × = − × =
+ − − −

2

22 2
2

2 2

2 24
22

2 2 4 4



. k =2 8 ،درنتیجه k =−
−

2
2

4
بنابراین

23322 ن2زگ -28 x=0 مقدارمش�تقچپومشتقراستتابعfدرنقطۀ  3
رابهکمکتعریفبهدستمیآوریم:



x  x  

x  

x  x  

x  

x x x xf
x x

x

x x x xf
x x

x

| |
( ) lim lim

lim

| |
( ) lim lim

lim ( )

+ +

+

− −

−

+
→ →

→

−
→ →

→

+ − +′ = =
−

= + =

+ − − +′ = =
−

= − + =−

3 32 2

0 0
3 2

0
3 32 2

0 0
3 2

0

1 0 10
0

1 1

1 0 10
0

1 1



. f f( ) ( )+ −′ ′− =2 0 0 3 بنابراین

23332 توجهکنیدکهن2زگ -28  3
 f x x x ax ax x x( ) ( )( ) ( )( )′ = + + + + −3 2 4 28 10 1 2 2 5 3 

بنابراین
 f a a a a a( ) ( )( ) ( )( )′ = + + + + − = + + = +1 8 10 1 2 2 5 3 18 18 8 26 18 

 a a a+ =− ⇒ =− ⇒ =−2 18 8 26 26 1 ،پس f ( )′ =−1 8 چون

23342 مش�تقپذیراست،پسدراینن2زگ -28 x=2 چونتابعدرنقطۀ  3
نقطهپیوستهاست.یعنی

 x x
f f x f x

a b a b

( ) lim ( ) lim ( )
+ −→ →

= =

+ = + ⇒ − =
2 2

2

8 4 4 2 4 0


،بنابراین ax x
f x

x b x
( )

 + >′ =
+ <

23 2 2
2 2

ازطرفدیگر


x

x

f ax a

f x b b

f f a b a b

( ) lim ( )

( ) lim ( )

( ) ( )

+

−

+
→

−
→

+ −

′ = + = +

′ = + = +

′ ′= ⇒ + = + ⇒ − =

2

2

2

2 3 2 12 2

2 2 4

2 2 12 2 4 12 2



. b=1 و a=1
4
نتیج�همیش�ود

a b
a b
− =

 − =

4 0
12 2 ازح�لدس�تگاهمع�ادلات

. a b+ =5
4
پس

23352 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

 g x f g x f f
x x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−′ ′ ′ ′= ⇒ = =1 1 1 1 1
2



. g f f( ) ( ) ( )−′ ′ ′= =−
×

1 1 1 4 2
4 1 1 12

4 4 4

بنابراین

. g ( ) ( )( )′ = − − =1 4 5 20
4

.درنتیجه f ( ) +′ = =−
−

4 12 5
2 3

ازطرفدیگر

23362 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم:ن2زگ -28  2
 f x x ax x      f x x ax( ) , ( )′ ′′= + + = + +3 2 22 3 6 6 6 6 

نبایدجوابداشتهباشد: x ax+ + =26 6 6 0 پسمعادلۀ

 a a a| |∆= − < ⇒ < ⇒ <2 236 144 0 4 2 

23372 برابراستبان2زگ -28 a[ , ]1 آهنگتغییرمتوسطتابعfدربازۀ  3

f f a a a a
a a a

( ) ( ) ( )− − − − −= =
− − −

1 0 2 1 2
1 1 1

بنابراین



aa a a
a aa

a a a

a a a a

( )

,

−− + −= ⇒ = ⇒ =
− −−

− + = −

+ − = ⇒ = =−

2 2

2

2

22 5 25 4 4 25
2 1 4 1 41

4 16 16 25 25

34 9 9 0 3
4



است. −3 باتوجهبهگزینههایدادهشدهجواب

23382 برنمودارن2زگ -28 x y( , )0 0 فرضکنیدخطموردنظردرنقطۀ  4

برابربا x x= 0 تابعfمماسباش�د.دراینصورت،مقدارمشتقتابعfبهازای

یعنی2است.بنابراین y x= +2 4 شیبخط


f x x f x x

x x x IÄ 

( ) ( )′ ′= − ⇒ = ⇒ − =

= ⇒ = =−

2 2
0 0

2
0 0 0

6 4 2 6 4 2

1 1 1


روینمودارتابعfاست،پس x y( , )0 0 چوننقطۀ

 y f y f   IÄ    ( ) ( )= = − + = = − =− + + =0 01 2 4 6 4 1 2 4 6 8 

میگذرندوشیبآنها  ( , )−1 8 یانقطۀ  ( , )1 4 بنابراینخطهایموردنظرازنقطۀ

است. y x= +2 10 یا y x= +2 2 2است.پسمعادلۀایندوخطبهصورت

23392 ب�رنم�ودارتابعfن2زگ -28 A  ( , )1 6 درنقط�ۀ y x= +4 2 خ�ط  4

چ�ون نتیج�ه در . f ( )′ =1 4 و  f( )=1 6 بنابرای�ن اس�ت. مم�اس

،پس f x x ax( )′ = −23 2


f a b

a b a b
f a

( )
,

( )

= − + = ⇒ =− = ⇒ + =
′ = − =

1 1 6 1 9 4
2 21 3 2 4



23402 بایدتابعمشتقتابعfراتعیینعلامتکنیم:ن2زگ -28  1

f x x x f x x x f x x  x( ) ( ) , ( ) ,′ ′= − + ⇒ = − = ⇒ = =3 2 22 3 1 6 6 0 0 1


x

f x

 

 ( )

−∞ +∞

′ + − +

0 1

0 0


و c≥0 نزولیاس�ت.میدانی�مدرصورتیکه  [ , ]0 1 بنابرای�نتاب�عfرویبازۀ

،زمانی b a− نزولیاس�تامابیش�ترینمقدار c d[ , ] ،تابعfرویبازۀ d≤1

. b a− = − =1 0 1 .پس b=1 و a=0 استکه

23412 .ن2زگ -28 f x x ax( )′ =− + −26 2 6 مشتقتابعfبرابراستبا  1

.پس f ′≤0 اکیداًنزولیباشدبایدهمواره برایآنکهتابعfروی

a   a a, ,< ∆≤ ⇒− < ∆= − ≤ ⇒− ≤ ≤20 0 6 0 4 144 0 6 6



فصل دوم: آزمون ها
)264(

23422 ون2زگ -28 f x x x( )′ = − −2 2 8 توجهکنیدکه  3

f x x x x x x  x( ) ( )( ) ,′ = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = =−20 2 8 0 4 2 0 4 2

)و , )− 252
3

،پ�سنق�اط f( )=− 834
3
و f( )− =252

3
ب�اتوج�هب�هآنک�ه

)نقاطاکسترممنسبیتابعfهستند،بنابراینفاصلۀآنهابرابراستبا , )− 834
3

( ( )) ( )− − + − − = + =2 2 2 283 254 2 6 36 6 37
3 3

23432 مش�تقپذیراست،برایآنکهتابعن2زگ -28 x=2 تابعfدرنقطۀ  2
.پس f ( )′ =2 0 درایننقطهاکسترممنسبیداشتهباشدباید

xf x x a f
x a

af a a a
a a

( ) , ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

+′ ′= + + =
+

+ +′ = + + = = ⇒ + = ⇒ =−
+ +

3
3 2

3
3 32 2

1 2 0
3

3 2 332 2 0 9 3 0 3
3 2 3 2

23442 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

x x x   x
f x  

x x x   x

x       x   x
f x

x       x   x

f x x x

 IÄ  

 IÄ 

 IÄ 

 IÄ  

( )

( )

( )

 − ≤− ≤ ≤=
− − ≤ ≤ ≥

 − <− < <′ =
− − < < >

′ = ⇒ − = ⇒ =±

3

3

2

2

2

2 2 0 2

2 2 0 2

2 3 2 0 2

3 2 2 0 2

20 2 3 0
3

مش�تقچپومش�تقراست x=− 2 و x= 2 ، x=0 همچنیندرنقاط
،fتابعبرابرنیس�تند،پستابعدرایننقطههامش�تقپذیرنیست.بنابراینتابع

پنجنقطۀبحرانیدارد.

23452 ب�هنم�ودارتاب�عfتوجهن2زگ -28  4
 x=0 کنید.واضحاستکهاگرتابعfدرنقطۀ
ماکزیممنس�بیداشتهباشد،اماماکزیمممطلق
.توجهکنیدکه k− < <1 0 نداش�تهباشد،باید
 x=0 نقط�ۀ در f تاب�ع آنگاه ، k≥0 اگ�ر
،در k≤−1 ماکزیم�ممطلقتاب�عfداردواگر

مینیممنسبیدارد. x=0 نقطۀ

23462 تابعfدرتمامنقطههایدامنهاشمشتقپذیراستون2زگ -28  1

x x a
ax xf x

x x x

( ) ( )
( )

( ) ( )

+ − +
−′ = =

+ +2 2

1 11
12 2

1 2 1

.چونکمترینمقدار f x( کهدراینصورت1=( a=1آنگاه، f x( )′ =0 اگ�ر

قاب�لقبولنیس�ت.پس a=1اس�ت،پ�س 4
3
براب�ر [ , ]0 4 تاب�عfرویب�ازۀ

و f a( )=0 ،بنابرای�ننق�اطابت�داوانتهایبازهرابررس�یمیکنیم: f x( )′ ≠0

، af( ) += =2 44
3 3

واگ�ر a=4
3
،آنگاه f a( )= =40

3
.اگ�ر af( ) +=24

3

است. × =4 82
3 3

.بنابراینحاصلضربمقادیرممکنبرایaبرابر a=2 آنگاه

23472 ،آنگاهتاب�عfصعودیون2زگ -28 f x( )′′ <0 و f x( )′ >0 اگ�ر  1
جهتتقعرآنروبهپاییناست:



f x x x x

f x x x x x x x

x

f x x x x

x x  

x

     

( )

( ) ( )( )

( ) ( )

,

′ = + −

′′ = + − < ⇒ + − < ⇒ + − <

− < <

′ > ⇒ + − >

+ − = ∆= + =

− ±
− ±= =

3 2

2 2

2

2

3 6
2

3 3 6 0 2 0 2 1 0

2 1

30 6 0
2

3 9 1056 0 24
2 4 4
3 105

3 1052 2
2 4



x

x     

x x     

f x     ( )

− − − +−∞ +∞

− − + +

+ − + − − +

′ − + − +

2

3 105 3 1050
4 4

0

3 6 0 0
2

0 0 0

( , )−2 0 ،بازۀ x− < <2 1 ب�ا f x( )′ >0 ازاش�تراکناحیههای�یک�هدرآنها
حاصلمیشود.

23482 ن2زگ -28 y x= 22 ف�رضکنیدنقطۀBرویس�همیب�همعادلۀ  4

است.پس B x x( , )22 باشد.بنابراینمختصاتآنبهصورت

AB x x x x x( ) ( )= − + − = − + +2 2 2 2 49 2 0 18 81 4

،آنگاه f x x x x( )= + − +4 24 18 81 اگر

x xf x
x x x

f x x x x x

x x x x x x x x

( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

+ −′ =
+ − +

′ = ⇒ + − = ⇒ − + − =

− + + + − = − + + = ⇒ =

3

4 2

3 3

2 2

8 9
4 18 81

0 8 9 0 8 8 1 0

8 1 1 1 1 8 8 9 0 1

بهدس�تمیآید.پ�سBنقطۀ x=1بهازایfبنابرای�نکمتری�نمق�دارتابع
وعرضآنبرابر2است.  ( , )1 2

23492 پنج�رهن2زگ -28 بای�دمس�احت واق�ع در  4
بیشترینمقدارممکنباشد.پس

rh r h r r

r r rh r

ôÃd¶ ( )π= ⇒ + + = + + π=

− − π π= = − −

25 2 2 2 2 5
2

5 2 5
2 2 2

 S S

r r r rS r h r r r

rr r

S r r r   S r r r

r

®ÃõTv¶ ½oÄHjï´Ãº
½o\¹Q SeIv¶

( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )

= +

× ×π π π= × + = − − × +

π=− − +

′ ′=− − π+ = ⇒− − π+ =

=
+π

2

22

52 2
2 2 2 2

2 5
2

4 5 0 4 5 0

5
4



)265(

23502 مش�تقتاب�عfدرس�هنقط�هصفراس�ت.پ�سنمودارن2زگ -28  1
نزولیاس�ت، a( , ]−∞ گزینههای)3(و)4(جوابنیس�تند.تابعfرویبازۀ

منفیباشد.پسنمودارگزینۀ)2(همجوابنیستو f ′ پسدراینبازهباید
نمودارگزینۀ)1(جواباست.

23512 اگ�رگ�روهورزشراباAوگروهروزنام�ۀدیواریراباBن2زگ -28  4
.بنابراین n A B( )− =9 و n B( )=12 ، n A( )=16 نمایشدهیم،آنگاه


n A B n A n A B

n A B n A n B n A B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= − − = − =

= + − = + − =

16 9 7

16 12 7 21



 



نفرعضوهیچیکازدوگروهنیستند.نمودارزیرتعداد − =39 21 18 بنابراین
افرادهرگروهرانشانمیدهد.

23522 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2

 A ( )
−

= = × × = =
4 2 4 4

5 3 23 5 15 314 16 2 2 2 2 4
2



  
A( ) /

− −
= = = =

1 1
3 3

3
1 12 8 0 5

28
بنابراین

23532 ابتداتوجهکنیدکهمعادلۀن2زگ -28 ؟1
 m x x m( )− + + − =22 1 6 2 0

درمیآیدکهتنها x− =36 0
2

درجۀدومنیس�توب�هصورت m=1
2
بهازای

درهرچهارگزین�هوجوددارد،پسهیچکداماز 1
2
اس�ت.چون 1

4
جوابآن

گزینهه�اجوابنیس�تندولیمنظورطراحس�ؤالحالتیبودهک�هدلتایمعادله
مثبتاست.دراینصورت

m m m m m( )( ) ( )( ) /∆= − − − > ⇒ + − < ⇒− < <36 4 2 1 2 0 1 2 7 0 1 3 5
یعنیمنظورطراح،گزینۀ)3(بودهاست.

23542 راس�هن2زگ -28 y x x=− + +2 2 5 راه حل اولاگرنمودارتابع  1
هایمنف�یانتقال y هایمثبتس�پسدوواحدب�هطرف x واح�دب�هطرف

بهدس�تمیآید. f x x x( ) ( ) ( )=− − + − + −23 2 3 5 2 دهی�م،نمودارتابع

است.بنابراین f x x x( )=− + −2 8 12 سادهشدۀضابطۀاینتابعبهصورت
 y x= میخواهی�مب�ازهایرامعینکنیمکهدرآنبازهنمودارتابعfبالایخط
)نمودار , )3 4 توجهکنید.دربازۀ y x= ق�راردارد.بهنموداراینتابعوخ�ط

تابعfبالایاینخطقراردارد.

 y x= راه ح��ل دومبرایاینکهبدانیمدرچهب�ازهاینمودارتابعfبالایخط
راحلکنیم: f x x( )> قراردارد،کافیاستنامعادلۀ

 x x x x x

x x x( )( )

− + − > ⇒ − + <

− − < ⇒ < <

2 28 12 7 12 0

3 4 0 3 4


رابه f( )4 و f( )3 مقادی�ر f x x x( )=− + −2 8 12 راه حل س��ومدرتابع
 f  f    ( ) , ( )=− + − = =− + − =3 9 24 12 3 4 16 32 12 4 دستمیآوریم:
قرارندارد، y x= نمودارتابعfبالایخط x=4 و x=3 بنابرای�ندرنق�اط
بلکهمنطبقبراینخطاس�ت.پسگزینههای)2(،)3(و)4(کهشاملعدد3

یا4هستند،جوابنیستندوگزینۀ)1(جواباست.

23552 مجموعاعدادطبیع�یدورقمیمضربهفتبهصورتن2زگ -28  2
=Sاست.بهراحتیمیتوانیدایناعدادراجمعبزنیدوبه + + +14 21 98

ع�دد728برس�ید.البت�همیتوانیدازفرم�ولمجموعجملاتدنبالۀحس�ابی
اس�تفادهکنید.دراینمجموعجمل�ۀاولبرابر14،جملۀآخربرابر98وتعداد

. n
nS a a( ) ( )= + = + =1

13 14 98 728
2 2

جملاتبرابر13است.پس

23562 فرضکنیدبهروزبهتنهاییدرtس�اعتاینکارراانجامن2زگ -28  4
ساعتاینکارراانجاممیدهد.پسبهروزدر t+9 میدهد.بنابراینفرهاددر

ازای�نکارراانجام
t+
1
9
ازای�نکاروفره�اددره�رس�اعت

t
1 ه�رس�اعت

ازاینکار
t t
+
+

1 1
9
میدهند.اگرهردوباهمکارکنند،درهرساعتبهمقدار

راانج�اممیدهند.چونباهمدر20س�اعتکارراتم�اممیکنند،پسدریک

کارراباهمانجاممیدهند.بنابراین 1
20

ساعت


t t t t t t

t t
t t t t  (.¡.¡.ù)

( ) ( )

( )( ) ,

+ = ⇒ + + = + ⇒ − − =
+

− + = ⇒ = =−

21 1 1 20 9 20 9 31 180 0
9 20

36 5 0 36 5

23572 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1
f {( , ),( , ),( , ),( , )}− =1 2 1 5 2 4 3 6 4

بنابراین


gof g gof g

gof g gof g

 ½kzº þÄo÷U 

 

( )( ) ( ) , ( )( ) ( )

( )( ) ( ) , ( )( ) ( )

− −

− −

= = = =

= = = =

1 1

1 1

2 1 5 2 3

4 3 1 6 4 2


،درنتیجه
gof

D { , , }− =1 5 4 6 بنابراین

 g g gof
gof

D D D x gof x{ |( )( ) } { , }−

−

−= − = =1
1

1 0 4 5 

}است. , }4 5 درتوابعدادهشدهدرگزینههافقطتابعگزینۀ)1(دامنهاش

23582 ون2زگ -28 g( )=1 0 ،آنگاه g x x x( )= −2 توج�هکنیدکهاگر  4

 Ax Bf x  f  f        ( ) ( ) , ( ) , ( )+=− + = =12 1 0 2 2
2

.بنابراین g( )=2 2

بنابراین
A B A B

A B A B

f A B A B

f A B A B

( ) ( )

( ) ( )

+ − −

+ − −

=− + = ⇒ = ⇒− − = ⇒ + =−

=− + = ⇒ = ⇒− − = ⇒ + =−2 2

11 2 0 2 2 1 1
2
12 2 2 2 4 2 2 2 2
2

.درنتیجه B=0و A=−1نتیجهمیشود
A B
A B
+ =−

 + =−

1
2 ازحلدستگاهمعادلات2

 xf x f( ) ( ) ( ) ( )− −=− + ⇒ =− + =31 12 3 2 6
2 2





فصل دوم: آزمون ها
)266(

23592 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2

  

tan tan( ) tan

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

11 3 1
4 4 4

15 24
4 4 4 2

13 23
4 4 4 2



 tan sin cos ( )( )π π π+ =− + − − =−11 15 13 2 2 11
4 4 4 2 2 2

بنابراین

23602 راه حل اولن2زگ -28  3



x

x x

x x

x x x

a x a x a
x

a x a x
x x

xa
a x

x x
x

x xa a
x x

a a a

 

  

  

   

sin cos cos sin sinlim

sin (cos ) cos sinlim lim

sin sin
cos sinlim lim

sin
sinsin lim lim sin cos lim

sin cos cos

→

→ →

→ →

→ → →

+ −

−
= +

−
= +

=− × +

=− × + × =

0

0 0
2

0 0

0 0 0

1

2
2

2
2

2
0 1



راه حل دومابتداتوجهکنیدکه


x x

x a aa x a x a
x x  

sin( ) sinsin cos cos sin sinlim lim
→ →

+ −+ − =
0 0



fمقدارحدفوقبرابرمقدارمشتقتابع، f x x( ) sin= اکنوناگرفرضکنیم
است. acos یعنی x a= درنقطۀ

،حدموردنظربهصورتزیردرمیآید a=0 راه حل سوماگرقراردهیم


x x

x x x
x x  

sin cos cos sin sin sinlim lim
→ →

+ − = =
0 0

0 0 0 1 

درمیآید. cos =0 راقرارمیدهیموفقطگزینۀ)3(بهصورت1 a=0 اکنوندرگزینهها
راه حل چهارمازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم

 x

x

a x a x a
x

a x a x a

 

 

sin cos cos sin sinlim

sin sin cos coslim cos

→

→

+ −

− + −= =

0

0
0

1



23612 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3



x x

x x x

x x

x

f a

f x ax a

x x xxf x
x x x x x x

x x x x x x
x xx x

x x
x

( )

lim ( ) lim ( )

( )( )
lim ( ) lim lim

( )( )

( )( ) ( )( )
lim lim

( )( )

( ) ( )
lim

− −

+ + +

+ +

+

→ →

→ → →

→ →

→

= −

= − = −

− + +−= =
− + − + + +

− + + − + +
= =

− +− −
+ + +

= = =
+ +

2 2

2 2 2

22 2

2

2 2 1

1 2 1

3 2 23 6
2 2 2

3 2 2 3 2 2
2 12

3 2 3 2 2 4
1 2 1



برقرار a− =2 1 4 پیوستهباشدبایدتساوی x=2 بنابراینبرایاینکهتابعfدر

.توجهکنیدکهحدراس�تتابعرامیتوانیدبه a=5
2
باش�دکهنتیجهمیش�ود

کمکقاعدۀهوپیتالنیزبهدستآورید:


x x

x
x x   

x

lim lim
+ +→ →

− = = =
− + − −

+
2 2

3 6 3 3 4
1 12 1 1

42 2



23622 .بنابراینن2زگ -28 af x bx( ) sin= +1 2
2

ابتداتوجهکنیدک�ه  3

است.باتوجه a| |+1
2

وحداکثرمقدارتابعبرابر
b| |
π2

2
دورۀتناوبتابعfبرابر

وحداکثرمقدارتابعبرابر ( )π π− − =π3
4 4

بهنمودارتابعfدورۀتناوببرابر

است.بنابراین 3
2

 ab  a
b

     | | , | | | |
| |
π =π⇒ = + = ⇒ =2 31 1 1

2 2 2


aصعودیاس�ت،مقادیر x=0 باتوجهبهاینکهنمودارتابعfدراطرافنقطۀ
 a b+ .پس b=−1و a=−1یا b=1 و a=1همعلامتاند.بنابراینbو
درگزینههاوجوددارد. a b+ =2 باشدکهفقطحالت −2 میتواندبرابر2یا

23632 ابتداتوجهکنیدکهمطابقاتحادچاقولاغرن2زگ -28  1
x x x x x x x x

x x  x

sin cos (sin cos )(sin cos sin cos )

(sin cos )( sin )

+ = + + −

= + −

3 3 2 2

11 2
2

بنابراینمعادلۀموردنظربهصورتزیراست:



x x x x

x x x

x x

x x  (.¡.¡.ù)

(sin cos )( sin ) sin

(sin cos )( sin )

sin cos

sin sin

+ − = −

+ − − =

+ − =


− = ⇒ =

1 11 2 1 2
2 2

11 1 2 0
2

1 0

11 2 0 2 2
2



و x π=
2
، x=0 جوابهای [ , ]π0 2 دربازۀ x xsin cos+ − =1 0 معادل�ۀ

است. π5
2

راداردکهمجموعآنهابرابر x= π2

23642 .بنابرایناولًان2زگ -28
x

xlim( )
→

− =−
2

2 5 ابتداتوجهکنیدک�ه1  2

براب�رصف�رباش�دثانی�اًبای�دعلام�تعب�ارت
x

x ax blim( )
→

+ +2
2

بای�د

 x ax b+ +2 مثبتباشد.پس x=2 دریکهمسایگینقطۀ x ax b+ +2

باشد،درنتیجه x( )− 22 بایدبرابر

 x ax b x x a b,+ + = − + ⇒ =− =2 2 4 4 4 4 
. a b+ =0 پس

23652 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3



x

g
g x x x

g x  g  
x

f x f f
x

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
lim ( )
→

=
= + ⇒

′ ′= + ⇒ = + =


− ′= ⇒ =
−2

1 2

1 1 31 1 1
2 22

2 4 42
2 3 3



بنابراین
 fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = = × =3 41 1 1 1 2 2

2 3




)267(

23662 ن2زگ -28 x=2 ابتداتوجهکنیدکهدریکهمس�ایگیچپنقطۀ  1
.در x x x x| |− = −2 22 2 منف�یاس�ت،بنابراین x x−2 2 علامتعب�ارت

واقعتابعfبهصورتزیراست


x x x x x
x x x f x x x

x a xx ax b x

( )

 − ≤  − <  ′− < < ⇒ = − < <
 + >+ + ≥

2

2

2

2 0 2 2 0
2 0 2 2 2 0 2
1 22
2



.بنابراین f f( ) ( )+ −′ ′=2 2 مشتقپذیراست،پس x=2 چونتابعfدرنقطۀ
 a a+ = − ⇒ =−2 2 4 4 

پیوستهاست.پس x=2 ازطرفدیگرتابعfدرنقطۀ

x x

f x f x flim ( ) lim ( ) ( )
+ −→ →

= =
2 2

2

 a b b a+ + = − ⇒ =− − =2 2 4 4 2 2 6 بنابراین
. a b+ =2 درنتیجه

23672 برابراستبان2زگ -28 [ , ]0 2 آهنگتغییرمتوسطتابعfدربازۀ  4

 f f( ) ( )− −= =
−

2 0 12 2 5
2 0 2



: f ( )′ 3
4

برابراستبا x=3
4
آهنگتغییرلحظهایتابعfدر

 xf x x  f
x

( )
( ) ( )

+′ ′= + + ⇒ = + =
+

4 2 3 11 194 1 2
4 4 42 4 1



ازآهنگلحظ�هایآندر [ , ]0 2 بنابرای�نآهن�گتغییرمتوس�طتابعfدرب�ازۀ

بیشتراست. 1
4
بهاندازۀ x=3

4
23682 جهتتقعرن2زگ -28 x=1درنقط�ۀ،fب�اتوجهب�هنمودارتاب�ع  1

بنابرای�ن اس�ت. افق�ی نم�ودار ب�ر مم�اس خ�ط و میکن�د تغیی�ر نم�ودار
.پس f f( ) ( )′ ′′= =1 1 0



f x x ax bx cx  f x x ax bx c

f x x ax b        f a b c

f a b

     

     

( ) , ( )

( ) , ( )

( )

′= + + + = + + +

′′ ′= + + = ⇒ + + + =

′′ = ⇒ + + =

4 3 2 3 2

2

3 12 3 2

36 6 2 1 0 12 3 2 0

1 0 36 6 2 0



.بنابرای�نازحلدس�تگاهمعادلات c=0 پس f ( )′ =0 0 چ�ونطبقنم�ودار،
. b=6 و a=−8 بهدستآمدهنتیجهمیشود

23692 مجانبقائمنمودارتابعfاست.اکنونتوجهن2زگ -28 x=1خط  3
کنیدکه



x x x x xx xf x f x
x x

f x x x x x x x  (.¡.¡.ù)

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ,

+ − − − ++ ′= ⇒ =
− −

′ = ⇒ − − − − = ⇒ =− =

2 22

2 4

2 2

2 2 1 2 1 22
1 1

10 2 1 1 2 0 1
2



طولتنهانقطۀبحرانیتابعfاست: x=− 1
2
بنابراین

 x x

x

f  f x f x

f x
 

     ( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( )
→+∞ →−∞

→

− =− = =

=+∞
1

1 1 1
2 3

 − 1
3
)برابر , )+∞1 )و , )−∞ 1 بنابراینمینیمممطلقتابعfرویهردوبازۀ

است. 3
2
)ازمجانبقائمنمودارتابعfبرابر , )− −1 1

2 3
است.فاصلۀنقطۀ

23702 ی�کهمس�ایگیع�دد3اس�ت،ن2زگ -28 x x( , )+ −1 2 1 ب�ازۀ  1

نامعادلهه�ای جوابه�ای مجموع�ۀ . x x+ < < −1 3 2 1 بایس�تی بنابرای�ن
رابهدستمیآوریم: x< −3 2 1 و x+ <1 3


x x

x x

( )

( )

+ < ⇒ <

< − ⇒ >

1 3 2 1

3 2 1 2 2
اشتراکمجموعۀجوابهاینامعادلههای)1(و)2(برابرتهیاست.

23712 اگرگروهآزمایش�گاهیراAوگ�روهفوتبالراBبنامیم.ن2زگ -28  4
.بنابراین n A B( )=7 و n B( )=12 ، n A( )=15 آنگاه

 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )= + − = + − =12 15 7 20  
نفرعضوهیچیکازدوگروهنیستند.نمودارزیرتعداد − =42 20 22 بنابراین

افرادهرگروهرانشانمیدهد.

23722 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

 A  /( )
−− − − −= = × × × = × =

2 1 3
5 1 5 3 1 35 10 2 19 3 12 3 3 3 2 3 2

24


. A( ) ( )−+ = + = =
1 1

1 2 21 1 24 25 5 بنابراین

23732 هموارهن2زگ -28 y ax bx c= + +2 برایاینکهسهمیبهمعادلۀ  2

.بنابرایندرس�همیبه b ac− <2 4 0 و a<0 پایی�نمح�ورxقراربگیرد،باید
بایدشرایطزیربرقرارباشد: y m x m x( ) ( )= − + − −21 2 3 1 معادلۀ

 m m  m m m m

m m m

     , ( ) ( )

( )( )

− < ⇒ > − + − < ⇒ − + <

− − < ⇒ < <

2 21 0 1 4 3 4 1 0 7 10 0

2 5 0 2 5


،آنگاهس�همیم�وردنظرهم�وارهپایینمح�ورxها m< <2 5 بنابرای�ناگ�ر
قراردارد.

23742 رادوواحدبهطرفن2زگ -28 y x x= − −2 3 اگ�رنم�ودارتاب�ع  1
هایمنفیانتق�الدهیم،نمودارتابع y xهایمنفیس�پسنُ�هواحدبهطرف

fبهدستمیآید.سادهشدۀضابطۀتابع f x x x( ) ( ) ( )= + − + − −22 2 3 9

اس�ت.نم�ودارتابعfبه f x x x x x( ) ( )( )= + − = + −2 3 10 5 2 بهصورت
)نمودارتابعfزیرمحورxها , )−5 2 صورتزیراستوواضحاستکهدربازۀ
قراردارد.توجهکنیدکهاگرنمودارتابعfزیرمحورxهاقرارداشتهباشد،آنگاه
 x x x( )( )+ − < ⇒− < <5 2 0 5 2 .بنابراین f x( )<0

23752 مجموعرابهصورتزیرمینویسیم:ن2زگ -28  1


    ( ) ( ) /

+ + + +
× × × ×

= − + − + − + + − = − = =

1 1 1 1
2 5 5 8 8 11 17 20

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 0 15
3 2 5 5 8 8 11 17 20 3 2 20 20









فصل دوم: آزمون ها
)268(

23762 ن2زگ -28 x x− + + =2 1 2 3 ،آنگاهمعادلهبهصورت x≥1
2
اگر  2

،آنگاهمعادلهبه x− < <12
2
اس�ت.اگ�ر x=2

3
درمیآی�دک�هج�وابآن

ج�وابآناس�ت.اگ�ر x=0 درمیآی�دک�ه x x− + + + =2 1 2 3 ص�ورت
درمیآی�دک�ه x x− + − − =2 1 2 3 ب�هص�ورت آنگاهمعادل�ه ، x≤−2

جوابآناس�تولیقابلقبولنیس�ت.بنابراینجوابهایمعادله x=− 4
3

است. 2
3
هستندکهمجموعآنهابرابر x=0 و x=2

3
23772 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


g

f

{( , ),( , ),( , ),( , )}

{( , ),( , ),( , ),( , )}

− =

=

1 3 2 2 4 6 5 1 3

1 2 2 5 3 4 4 6


 g of g of f{( , ),( , )} ( ) {( , ),( , )}− −= ⇒ − = −1 11 4 4 5 1 2 4 1 بنابراین

}است. , }−2 1 مجموعۀ g of f( )− −1 بنابراینبردتابع

23782 رادرن2زگ -28 y x= 2 نمودارتابع Ax Bf x( ) +=3 نمودارتابع  3
)و , )1 1 دونقط�هب�هطوله�ای1و3قطعمیکند.پسنمودارتاب�عfازنقاط

)عبورمیکند. , )3 9
بنابراین


A B

A B

f A B

f A B

( )

( )

+

+

= ⇒ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒ + =3

1 1 3 1 0

3 9 3 9 3 2


ودرنتیجه B=−1 و A=1 ازح�لدس�تگاهمع�ادلاتبالانتیج�همیش�ود
.پ�سع�رضنقط�ۀتلاق�ینم�ودارتاب�عfبامح�ورyه�ابرابر xf x( ) −= 13

است. f()=10
3

23792 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  2



tan tan( ) tan

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

π π π= π− =− =−

π π π= π− =− =−

π π π= π+ =− =−

17 33
6 6 6 3

11 34
3 3 3 2

10 13
3 3 3 2



بنابراین

 tan sin cos ( )( )π π π+ = − − − = − =17 11 10 3 3 1 3 1 0
6 3 3 3 2 2 6 2



23802 تابعن2زگ -28 x=1ابتداتوجهکنیدکهدریکهمس�ایگیراست  2
برابراست.پس y=1 باتابع y x[ ]=

x x

x x

x x
x x x

x x x
x

  

  

sin coslim lim
[ ] cos cos

( cos )( cos )
lim lim ( cos ) cos

cos

+ +

+ +

→ →

→ →

π − π=
+ π + π

− π + π
= = − π = − π=

+ π

2 2

1 1

1 1

1
1

1 1 1 1 2
1

23812 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

 x x

x x x

f a b  f x ax b a b

f x x x
  

   

     ( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim [ ] lim

+ +

− − −

→ →

→ → →

= + = + = +

= = =
1 1

1 1 1

1

0 0


.ازطرفدیگر a b+ =0 پیوستهاست،پس x=1 تابعfدر

 x  x  

x  x  x  

f a b  f x ax b a b

f x x x x
 

 

     

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim [ ] lim ( )

− −

+ + +

→ − → −

→ − → − → −

− =− + = + =− +

= = − =
1 1

1 1 1

1

1


.ازحلدس�تگاهمعادلات a b− + پیوس�تهاس�ت،پس1= x=−1درfتابع

. b=1
2
و a=− 1

2
نتیجهمیشود

a b

a b

+ =

− + =

0

1

23822 ابتداتوجهکنیدن2زگ -28  1



f x x x

x x x x
x x x x

x x x

( ) tan( ) cot( )

sin( ) cos( ) sin ( ) cos ( )

cos( ) sin( ) sin( )cos( )

cos( )
cot( ) tan( )

sin( x)

= π − π

π π π − π
= − =

π π π π

− π π= =− π =− − π
π

2 2

2 2 2 2 2
1 22
2



است.
| |
π =
− π

1
2 2

پسدورۀتناوبتابعبرابر

23832 معادلهرابهصورتزیرسادهمیکنیم:ن2زگ -28  4

x x x x x x

x x x

sin cos (sin cos ) sin cos

sin sin sin

+ = ⇒ + − =

− = ⇒ = ⇒ =±

4 4 2 2 2 2 2

2 2

1 12
2 2

1 11 2 2 1 2 1
2 2

بنابراینجوابهایمعادلهبهصورتزیرهستند

 kx k x k      ,π π π= π+ ⇒ = + ∈2
2 2 4

 

 π π+3
2 4

و ππ+
4
، π π+

2 4
، π

4
عبارتنداز [ , ]π0 2 جوابه�ایواقعدربازۀ

است. π4 کهمجموعآنهابرابر

23842 مجانبافقینمودارتابعfاست.زیران2زگ -28 y=2 خط  1

x x

f x f x
  

lim ( ) lim ( )
→+∞ →−∞

= =2 

ازطرفدیگر،

 x x x xf x   
x x x x x

( )
( )

− − + += = − = −
+ + + −

2

2 2 2
2 2 5 2 5 22 2

2 2 1 1


مثبتاس�تودرنتیجه x
x( )

+
+ −2

5 2
1 1

،آنگاهعلامتعبارت x→+∞ اگ�ر

منفیاستو x
x( )

+
+ −2

5 2
1 1

،آنگاهعلامتعبارت x→−∞ .اگر f x( )<2

پایینمجانبافقیآنو +∞ .بنابرایننمودارتاب�عfدر f x( )>2 درنتیج�ه
بالایمجانبافقیآنقراردارد. −∞ در

23852 )ب�رنم�ودارتاب�عyن2زگ -28 , )2 1 درنقط�ۀ y x= −3 5 خ�ط  4
.ازطرفدیگر، g ( )′ =2 3 و g( )=2 1 مماساست.پس

 x x

f x f f x f
x x

f f

  

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

→ →

− −
= ⇒ =

− −

′ ′= ⇒ =

1 1

1 12 1 2
2 2 3 2 1 3

1 2 41 1
2 3 3



 fog g f g g f( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′= = = × =42 2 2 2 1 3 4
3

بنابراین



)269(

23862 تعریفنش�دهپسدراینن2زگ -28 x=0 راه حل اولتابعfدر  3

درضابطۀfداخلقدرمطلققرار x x−3 2 نقطهمش�تقپذیرنیس�ت.عبارت

fبرابرصفرمیشودودرنتیجهتابع x=± 2 و x=0 داردواینعبارتدر
درایننقاطمشتقپذیرنیست.بنابرایندرسهنقطهتابعfمشتقندارد.

راه حل دومابتداتوجهکنیدکه


x xx x x xf x

x x x x

| || | | || |
( )

| |

 − >− − = = =
− − <

23 2

2

2 02 2
2 0



 x= 2 ، x=0 بنابرایننمودارتابعfبهصورتزیراست.واضحاستکهدر

تابعfمشتقپذیرنیست. x=− 2 و

23872 برابراستبان2زگ -28 [ , ]0 4 آهنگتغییرمتوسطتابعfدربازۀ  2

 f f ( ) ( )( ) ( ) + − +−
= =

−

13 1 14 0 35
4 0 4 10



است: f ( )′ 3
2

برابر x=3
2
آهنگتغییرلحظهایتابعfدر


f x x f x  

x x x

f

( ) ( )
( )

( )

′= + + ⇒ = −
+ + +

′ = − =

2
1 1 12 1

1 2 1 1
3 1 4 17
2 2 25 50

است. /0 04 17موردسؤالاستکهبرابر
50

و 3
10

بنابرایناختلاف

23882 باتوجهبهنمودارتابعfمعلوماس�تکهاینتابعفقطدرن2زگ -28  4
اکسترممنسبیدارد.ازطرفدیگر، x=3


f x x ax bx

f x x ax bx x x ax b

( )

( ) ( )

= + +

′ = + + = + +

4 3 2

3 2 24 3 2 4 3 2


بایدتغییرکند. x=3 نبایدتغییرکندوفقطدر x=0 در f x( )′ علامت

و b=0 بنابراینباید

 f x x x ax x x a  f a     ( ) ( ) ( ) , ( )′ ′= + = + = ⇒ =−2 24 3 4 3 3 0 4 

بنابراین

 f x x x f( ) ( )= − ⇒ − =4 34 2 48 

23892 مجانبافقینمودارتابعfاست.زیران2زگ -28 y=−1 خط  3


x x  x

xf x f x
x

lim ( ) lim ( ) lim
→+∞ →−∞ →+∞

−= = =−
2

2
1

اکنوننقطۀماکزیممنسبیتابعfرامعینمیکنیم:



x x x x xx xf x f x
x x

f x x x x x x x  (¡.¡.ù)

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ,

− + − + −− ′= ⇒ =
+ +

′ = ⇒ + − − + = ⇒ = =−

2 22

2 4

2 2

2 2 1 2 1 22
1 1

10 2 1 1 2 0 1
2



ط�ولتنه�انقطۀبحران�یتابعfاس�ت.پسبایدط�ولنقطۀ x=1
2
بنابرای�ن

موردسؤال y=−1 )ازخط , )1 1
2 3

ماکزیممنسبیتابعهمباشد.فاصلۀنقطۀ

است. 4
3
استکهبرابر

23902 رابهدستمیآوریم:ن2زگ -28 xf x
x

( ) −=
−

29
1

ابتدادامنۀتابع  4

 fx x  x x x D , , [ , ) ( , ]− ≠ ⇒ ≠ − ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤ = −2 21 0 1 9 0 9 3 3 3 1 1 3

زیرمجموع�ۀدامن�ۀتابعfباش�دی�اباید k k( , )− +2 3 2 ب�رایاینک�هب�ازۀ
)باشد.پسدوحالتزیر , ]1 3 باشدیابایدزیرمجموعۀ [ , )−3 1 زیرمجموعۀ

رادرنظرمیگیریم:
و k− ≥−2 3 .درای�نحال�تبای�د k k( , ) [ , )− + ⊆ −2 3 2 3 1 حال��ت اول

. k− ≤ ≤− 11
3
.پس k+ ≤3 2 1

و  k− ≥2 1 بای�د حال�ت ای�ن در . k k( , ) ( , ]− + ⊆2 3 2 1 3 دوم حال��ت 

کهدرگزینۀ)4(بازۀ k [ , ]∈ − − 11
3

کهممکننیس�ت.بنابراین k+ ≤3 2 3

آمدهاست. [ , )− − 11
3

23912 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4

x x
x xx

tan ( )
|cos | coscos

sin sin

π+ = = = π< <
−

π π= ⇒ =

2
2

2

1 1 1 31
2

2 1
4 2 4 2

بهاینترتیب،


x x x

x

x x x
x x

tan ( sin sin ) ( sin )
cos

( sin ) cos cos
cos cos

π+ − =− × −

=− − =− × =−

2 2 2 2

2 2

1 11 2 2
4 2

1 11


23922 ف�رضکنیدس�رعتآببرابرvباش�د.دراینصورت،ن2زگ -28  3
ودرجهتمخالفحرکت v+100 س�رعتقایقموتوریدرجهتحرکتآب

است.درنتیجه v−100 آببرابر

    
v v v v

v  
v v v

v v v v

v v v

( ) ( )

( )( )

− = ⇒ − =
− + − +

− = ⇒ =
− + −

− = ⇒ + − =

− + = ⇒ =

2 2

2 2 2 2

1200 1200 240 2405 1
100 100 100 100

1 1 2240 1 240 1
100 100 100

100 480 480 100 0

20 500 0 20



فصل دوم: آزمون ها
)270(

23932 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  1



x x x x   x
x x x
x x x x
x x x x

x  x

IÄ

IÄ 

( )

( )

− − −> ⇒ − > ⇒ > ⇒ > <−
+ + +
− − − − +< ⇒ − < ⇒ < ⇒ >
+ + + +
<− >−

2 3 2 3 41 1 0 0 4 1 1
1 1 1

2 3 2 3 6 63 3 0 0 0
1 1 1 1
6 1 2



مجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظراش�تراکجوابهای)1(و)2(استکه
است. [ , ]− −6 4 ازرویشکلزیرمعلوممیشودبرابر

درنامعادلهصدقمیکنند: −7 راه حل دوماعداد5و

       

( )
,

× − −× −< = < < = <
+ − +

2 7 32 5 3 7 171 3 1 3
5 1 6 7 1 6



بنابراینگزینۀ)1(جوابنامعادلهاست.

23942 توجهکنیدکهن2زگ -28  4
a a a a a a a a a a

a a a a a   a( )( ) ,

+ + = ⇒ + = − ⇒ + = − +

− + = ⇒ − − = ⇒ = =

2 2 2 2

2

3 2 4 2 2 4 2 3 2 4 4 12 9

27 16 4 0 7 2 2 0 2
7

،تساویموردنظردرستنیست)سمتچپبیشتر a=2 توجهکنیدکهاگر

. a
a a

/+ = + = + =1 1 71 1 4 5
2

.درنتیجه a=2
7
از2است(.بنابراین

23952 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3

 

 

sin( ) sin( ) sin

cos( ) cos( ) cos( ) cos

tan( ) tan( ) tan

sin( ) sin( ) sin( ) ( sin ) sin

π π π= π+ =− =−

π π π π− = = π− =− =−

π π π= π− =− =−

− π π π π π=− =− π− =− − = =

17 2 2 35
3 3 3 2
17 17 33

6 6 6 6 2
19 5 1

4 4 4
11 11 12
6 6 6 6 6 2

.( )( ) ( )( )− − + − =3 3 1 11
2 2 2 4

بنابراینمقدارعبارتموردنظربرابراستبا

23962 ابتداتوج�هکنیدکهنمودارتابعموردنظرازروینمودارن2زگ -28  3
باتبدیلاتبهدس�تآمدهاست.چوننمودارتابعموردنظرو y xsin= تابع
نمودارتابعس�ینوسدریکهمس�ایگیراستنقطۀصفربالایمحورxهستند،

 y a b xsin( )π= + +
3

پسمقدارbمثبتاست.بنابراینبیشترینمقدارتابع

اس�ت.ازروینمودارمعلوماس�تکهاینبیش�ترینمقداربرابر a b+ براب�ر

روی  ( , )π − 3
2

.ازطرفدیگر،چ�وننقطۀ a b+ = 3 اس�ت،پس 3

نمودارتابعموردنظراست.پس

 y a b a bsin( ) ( )π= + π+ =− ⇒ − =−3 3 3
3 2 2 2

بنابراین



a b
  b b

a  b

b b( ) ( )

 + =
 ⇒ + = +

− =−


+ = + ⇒ =

3
3 333 3 2 2

2 2
3 31 3 1 3

2 2



23972 توجهکنیدکهن2زگ -28  1
x x x x x x( / ) ( ) ( ) (( ) ) ( ) ( )− − − −= ⇒ = ⇒ =

2 2 22 1 2 1 3 2 1 3125 2 5 2 20 4
8 5 2 5 5

بنابراین

x x x x x x x   x( )( ) ,− =− ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 2 12 1 3 3 2 1 0 3 1 1 0 1
3

منف�یمیش�ودک�هلگاریت�مآندرمبنای8 x+9 ،مق�دار1 x=−1ب�هازای

و x=1
3
تعریفنمیشود.بنابراین

 xlog ( ) log ( ) log log log+ = + = = = =3
2

8 8 8 22
2 29 1 3 1 4 2 2
3 3

23982 بهصورتزیراست:ن2زگ -28 y xlog= 2 نمودارتابع  2

بهصورتزیراست: y xlog=− 2 بنابرایننمودارتابع

اگ�رای�ننم�وداررای�کواح�دبهس�متچ�پانتق�الدهیمب�هنم�ودارتابع
میرسیمکههماننموداردادهشدهاست: y xlog ( )=− +2 1

،بنابراین y x xlog ( ) log ( )−=− + = + 1
2 21 1 توجهکنیدکه

U x x( ) ( )−= + 11

23992 فقطازچپپیوس�تهن2زگ -28 x=−2 برایاینکهتابعfدرنقطۀ  1
.اکنون

x  (
f x f

)
lim ( ) ( )

+→ −
≠ −

2
2 و

x  (
f x f

)
lim ( ) ( )

−→ −
= −

2
2 باشد،باید

توجهکنیدکه

x  ( x  ( x  (

x  

x x xxf x
x x

x x

) ) )

( )

( )( )
lim ( ) lim lim

| | ( )

lim ( ( )) ( ( ) ( ) )

− − −

−

→ − → − → −

→ −

+ − ++= =
+ − +

= − − + =− − − + − =−

23

2 2 2
2 2

2

2 4 28
2 2

4 2 4 2 2 2 12

. a=−12 ،پسباید f a( )− =2 چون
.

x  
f x f

( )
lim ( ) ( )

+→ −
≠ −

2
2 ودرنتیجه

x  
f x

( )
lim ( )

+→ −
=

2
12 توجهکنیدکه

24002 fن2زگ -28 تاب�ع نم�ودار  1
بهص�ورتروب�هرواس�ت.ازرویای�ن
نمودارمعلوماس�تکهتاب�عfرویبازۀ

اکیداًنزولیاست.  ( , )−∞ −2



)271(

24012 .ن2زگ -28  x xsin( ) cosπ − =−3
2

ک�ه کنی�د توج�ه ابت�دا  4

بنابراینمعادلۀموردنظرمیشود

x x xsin ( cos ) sin sin( )π− = ⇒ =− = −14 1 2
2 6

بهصورتزیرهستند:  [ , ]π0 2 بنابراینجوابهایکلیمعادلهوجوابهایدرونبازۀ



x k  x k  k k  

k k  

x  x  

x k x k k k

k  k  

x   x

,

,

, ( )

,

,

, ( )

π π π= π− ⇒ = π− ∈ ⇒ ≤ π− ≤ π

≤ ≤ + ⇒ =

π π=π− = π−

π π π= π+π+ ⇒ = π+ ∈ ⇒ ≤ π+ ≤ π

− ≤ < − ⇒ =

π π= =π+

2 2 0 2
6 12 12

1 12 1 2
12 12

2 1
12 12

7 72 2 0 2
6 12 12

7 72 0 1
12 12

7 7 2
12 12







. π− ππ+ = π14 24 5
12

مجموعجوابهای)1(و)2(برابراستبا

24022 راه حل اولابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3
 x x x x( )( )+ + = + +2 10 16 2 8 

بنابراین



x  x  

x  

x  

x  

x  

x xx x
x x

x x x x
x x x

x x x x

x

x x x x
x

x x x

( )( )
lim lim

( )( )
lim ( )

( )( )( )
lim

( )( )( )
lim

lim (( )( ))

(

→− →−

→−

→−

→−

→−

+ ++ + =
+ +

+ + − += ×
+ − +

+ + − +
=

+

+ + − +
=

+

= + − +

=

2

3 38 8

33 2

3 338 2

33 2

38 33

33 2

8
33 2

8

2 810 16 1
612 6 2

2 81 4 2
6 2 4 2

2 8 4 21
6

2
2 8 4 21

6 8
1 2 4 2
6
1
6

)( ( ) )− + − − + =−28 2 4 2 2 2 12

راه حل دومبااستفادهازقاعدۀهوپیتالبهدستمیآید


x  x  

x x x
x

x

lim lim

( )

→− →−

+ + + − + −= = = =−
+ × ×

× −

2

38 8
3 22

10 16 2 10 16 10 6 12
1 1 112 6 6 6

23 23

24032 چونتابعدرهیچهمسایگیچپنقطۀصفرتعریفنشدهن2زگ -28  4
است،پسدربارۀحدچپآندرنقطۀصفرنمیتوانحرفزد.ازطرفدیگر،


x  x  x  

x xf x
x x x

lim ( ) lim lim
+ + +→ → →

− −= =
+

2 2

0 0 0

1 1
2

ودریکهمسایگیراستنقطۀ
x  

xlim ( )
+→

=
0

2 0 ،
x  

xlim ( )
+→

− =−2

0
1 چون1

.
x  x  

xf x
x

lim ( ) lim
+ +→ →

−= =−∞
2

0 0

1
2

صفرمقادیر2xمثبتاند،پس

24042 .ازن2زگ -28
x

f x f f
x

( ) ( )
lim ( )
→

− ′=
−4

4 4
4

ابت�داتوج�هکنیدک�ه  3

طرفدیگر،

x x
xf x f

x

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

− − − + − +
′ ′= ⇒ = =

− −2 2

1 15 2 2 1 3 2 3
72 44

125 2 3

24052 ن2زگ -28 مش�تقپذیراس�ت،پسروی چ�ونتابعfروی  2
پیوستهومشتقپذیراست: x=2 پیوستهاستودرنتیجهدر

 x x x x
f x f x x ax b

x

a b a b

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim
− + − +→ → → →

= ⇒ − + + =
−

− + + = = ⇒ + =
−

2

2 2 2 2

1
1

14 2 1 2 5
2 1



همچنین،


x x

x x

f f f x f x

x a a a
x

( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim
( )

− +

− +

− +
→ →

→ →

′ ′ ′ ′= ⇒ =

−− + = ⇒− + =− ⇒ =
−

2 2

22 2

2 2

12 4 1 3
1



بنابراین
b a= − =−5 2 1 

24062 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1
 fog g f g( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )′ ′ ′= ×2 2 2 1 

ازطرفدیگر،

 x xg x g
x x

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

− − + −′ ′= = ⇒ =−
− −2 2

2 1 1 2 1 3 2 3
1 1



، f( ) ( )′= −6 3 5 .بنابراینازتس�اوی)1(نتیجهمیشود g( )=2 5 همچنین،
. f ( )′ =−5 2 پس

24072 توجهکنیدکهن2زگ -28  2


f f

f

ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

ÁHï¾Êd² oÃÃûU ª¹ÀA

( )( ) ( )

( )

− − −−
= = =

−
′=

1 18 14 1 114 2
4 1 3 4
2



.بنابرایناختلافموردنظر f ( )′ =92
4
،پس f x x

x
( )′ = +

2
1 ازطرفدیگر،

.  /− = =11 9 1 0 5
4 4 2

میشود

24082 .ن2زگ -28
x x x

f x
x x x

( )
− + ≤=

− >

2

2

4 4

4 4
ابتداتوج�هکنیدکه  4

بنابرایننمودارتابعfبهصورتزیراس�ت.ازرویاینش�کلمعلوممیشودکه
)نقطۀماکزیممنس�بیتابعfاست. , )2 4 )نقطۀمینیممنس�بیتابعfو , )4 0

. ( ) ( )− + − = =2 24 2 0 4 20 2 5 فاصلۀایننقطههابرابراستبا



فصل دوم: آزمون ها
)272(

24092 اگ�رمطاب�قش�کلدادهش�ده،ط�ولیک�یازضلعهاین2زگ -28  3
.بنابراین x−12 مستطیلبرابرxباشد،طولضلعدیگرشمیشود

 x x®ÃõTv¶ SeIv¶= −12 

راپی�داکنیم.توجه f x x x( )= −12 درنتیج�ه،بایدبیش�ترینمقدارتابع
کنیدکه


f x x x

x
f x x x x x x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

−′ = − +
−

′ = ⇒ − − = ⇒ − = ⇒ =

11 12
2 12

0 12 2 12 2 12 8


بنابرای�نبیش�ترینمق�دارتاب�عf،یعن�ی
بیشترینمقدارمساحتمستطیلموردنظر
بهدستمیآیدوبرابراست x=8 بهازای

. =8 4 16 با

24102 راه حل اولابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4


f x x x x f x x

x f x

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= − − = − − ⇒ + = −

= + +

2 2 22 3 1 4 4 1

4 1


.درنتیجهطولنقطۀتقاط�عنمودارتابعهای f x x( )− = + +1 4 بنابرای�ن1

وgجوابمعادلۀزیراست: f −1

xx x x x x

x x x x x x x

x   x

( )

( ) ( )( )

,

−+ + = ⇒ + + = − ⇒ + = −

+ = − + ⇒ − + = ⇒ − − =

= =

2 2

94 1 2 4 2 9 2 4 11 1
2

4 4 22 121 26 105 0 5 21 0

5 21
سمتچپمعادلۀ)1( x=5 جوابنیست،زیرابهازای x=5 توجهکنیدکه

. x=21 مثبتولیسمتراستآنمنفیاست.بنابراین
.طولنقط�ۀبرخورد f x x( ) ( )= − −21 4 راه ح��ل دومابتداتوجهکنی�دکه

اس�ت.اکنونتوجه f x g x( ) ( )− =1 وgجوابمعادلۀ f نمودارتابعهای1−
کنیدکه

f x g x f f x f g x x f g x

x xx g x x x

x x x x x

x x x   x

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ) ( ) ( )

( )( ) ,

− −= ⇒ = ⇒ =

− −= − − ⇒ + = − ⇒ + =

+ = − + ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

1 1

2 2 2

2 2

9 111 4 4 1 4
2 2

4 16 22 121 26 105 0

5 21 0 5 21

مثبتاند. f ،پسمقادیر1− ff
R D  [ , )− = = +∞1 1 اکنونتوجهکنی�دکه

نیس�ت.بنابراین f x g x( ) ( )− =1 جوابمعادلۀ x=5 ،پس g( )<5 0 ام�ا
. x=21

24112 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  1

x x
x xx

tan ( )
|cos | coscos

π+ = = = < <π
−

2
2

1 1 11
2

بنابراین



x x xx
x xx

x
x xx x x x

x x

tan tan sin( sin ) ( )
sin sintan

cos

cos costan cos sin cos
sin sin

−− =
+ −

=− × =− × =−

2

2

2 2 2

1 1
11 

24122 راه حل اول توجهکنیدکهن2زگ -28  3
x x xx x x x  

x x x x x xx x

x x x xx x
x x x x x x

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

− − +− −> ⇒ − > ⇒ >
− + − − + −− −

− − − − −− + − > ⇒ > ⇒ <
+ − + − + −

2

2

7 8 17 8 7 8 0 0
2 1 2 2 1 22

2 4 2 46 8 0 0 0
1 2 1 2 1 2

x

x x
x x

( )( )

( )( )

−∞ − +∞

− −
+ − − +

+ −

1 2 4

2 4 0
1 2

میشود.  ( , ) ( , )−1 2 2 4 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظر
راه حل دومتوجهکنیدکهاعدادصفرو3درنامعادلهصدقمیکنند:

       ,− −> ⇒ > > ⇒ >
− − − − − −
0 8 0 21 8 3 13 34 0

0 0 2 0 2 9 3 2 3 1 4 2


بنابراینگزینۀ)3(جوابنامعادلهاست.

24132 توجهکنیدکهن2زگ -28  1



a a a a a a

a a a a a

a a a a   

( )

( )( ) ,

+ + = ⇒ + = − ⇒ + = −

+ = − + ⇒ − − =

+ − = ⇒ =− =

2 2

2 2

2 3 16 1 3 16 1 2 3 16 1 2

3 16 1 4 4 4 7 15 0

54 5 3 0 3
4



در a=− 5
4
درتس�اویدادهش�دهصدقنمیکند،ولی a=3 توجهکنیدکه

. a+ =4 9 4 و a=− 5
4
تساویدادهشدهصدقمیکند.بنابراین

24142 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3


      sin( ) cos , cos( ) sin

tan( ) tan( ) cot

π π+α = α −α =− α

π πα− =− −α =− α

9 7
2 2

3 3
2 2



) cosα<0 αربعسوماست، بنابراین)چون



      

cos cos
tan

sin tan cos ( ) , cot
tan

α= = = ⇒ α=−
+ α +

α= α α= × − =− α= =
α

2
2

1 1 9 3
16 25 51 1
9

4 3 4 1 3
3 5 5 4



.( )( ) /− + =3 4 3 0 27
5 5 4

بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا

24152 .ازروینمودارن2زگ -28 y a b xsin= + ابت�داتوجهکنیدک�ه  2
 a b+ تابعمعلوممیش�ودکهbمثبتاس�ت،پسبیش�ترینمقدارتابعبرابر
.همچنین،نمودارتابعاز a b+ =3 اس�ت.چوناینمقداربرابر3اس�ت،پس

)گذشتهاست،پس , )π− 5 0
6

نقطۀ

 ba b a b asin( ) ( )π= + − = + − = −5 10
6 2 2



aبنابراین b a
b ba

+ = = ⇒ 
=− = 

3 1

20
2

میش�ود،کهمقدارآنبهازای y xsin= +1 2 بنابراینضابطۀتابعموردنظر

. sin π+ =1 2 2
6

برابراستبا x π=
6

ت
ن

ت
ن



)273(

24162 .ن2زگ -28 x x x x( )− = = =
2 2 4 43 81 3 3 ابتداتوج�هکنیدکه  3

بنابراین

 x x x x x   x,− = ⇒ − − = ⇒ = − = +2 22 4 4 2 0 2 6 2 6

به xlog ( )−6 2 منفیمیش�ودو x−2 ،مقدار x= −2 6 چ�ونب�هازای

قابلقبولنیس�ت.بنابراین x= −2 6 ازایآنتعریفنش�دهاس�ت،پ�س
ودرنتیجه x= +2 6

 xlog ( ) log log− = = =6 6 6
1 12 6 6
2 2



24172 استوازروینمودارن2زگ -28 a( , )− +∞
2

چوندامنۀتابعبازۀ  2

.ازطرفدیگر a=−1است،پس( , )+∞1
2

تابعمعلوممیش�ودکهاینبازه

: y( )=2 0 )گذشتهاست،پس , )2 0 نمودارتابعازنقطۀ

 b b blog ( ) log− + − = ⇒ = ⇒ =1 4 1 0 3 1 3 

میش�ود.طولنقط�ۀبرخورد y xlog ( )=− + −31 2 1 بنابرای�نضابطۀتابع

جوابمعادلۀزیراست: y=1 نمودارتابعموردنظرباخط

x x x xlog ( ) log ( )− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =3 31 2 1 1 2 1 2 2 1 9 5 

24182 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4

x x

x x

x x

x x

xf x
x

x x x
x

xf x
x

x x x
x

lim ( ) lim
| |

( )( )
lim lim

( ( ))

lim ( ) lim
| |

( )( )
lim lim

( )

− −

− −

+ +

+ +

→ →

→ →

→ →

→ →

−=
−

− + += = =−
− − −

−=
−

− + += = =
−

2

2 2

2 2

2

2 2

2 2

4
2 2

2 2 2 2
2 2 2

4
2 2

2 2 2 2
2 2 2

فقطازراستپیوستهاست. x=2 ،پستابعfدرنقطۀ f( )=2 2 چون

24192 نمودارتابعfن2زگ -28  3
بهص�ورتزی�راس�ت.ازرویاین
نمودارمعوماس�تک�هتابعfروی
اکیداًصعودیاست.  ( , )−1 2 بازۀ

24202 توجهکنیدکهن2زگ -28  2
 x x x x xcos cos cos cos cos( )+ = ⇒ =− = π−3 0 3 

 k( )∈ بنابراین


kx k x x   

x k x x k  ( )

π π= π+π− ⇒ = +

π= π− π− ⇒ = π−

3 2
2 4

3 2
2



قبولنیس�تند.در k  ππ−
2
،پسجوابهایبهش�کل xcos ≠0 چ�ونبای�د

. k( )∈ هستند kπ π+
2 4

نتیجه،جوابهایکلیمعادلۀموردنظربهصورت

24212 راه حل اولتوجهکنیدکهن2زگ -28  4



x

x

x

x

x

x
x x

x xx
x x x x

x

x x x x

x

x x x x

x x

lim

( )
lim( )

( )( ) ( )

( )
lim

( )( )( ( ) )
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راه حل دومبنابرقاعدۀهوپیتال،
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24222 ون2زگ -28 
x  

x
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lim sin
+π→

=
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3
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ک�ه کنی�د توج�ه  1

،مقادیر π2
3
ودریکهمس�ایگیراس�تنقط�ۀ
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24232 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  3
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فصل دوم: آزمون ها
)274(

24242 مش�تقپذیراس�ت،پسدرن2زگ -28 x=2 چونتابعfدرنقطۀ  3
ایننقطهپیوستهنیزاست.بنابراین
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بنابراین
 f f a a( ) ( )+ −′ ′= ⇒− =− ⇒ =2 2 2 6 3 

24252 .پسن2زگ -28 xf x x
x

( ) ( )+=
+

1
33 1

2
توجهکنیدکه  2
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24262 ابت�داتوجهکنیدک�هنقطههایابتدای�یوانتهایینمودارن2زگ -28  3
هس�تند.ش�یبخطیکهایندونقط�هرابههم f( , ( ))8 8 و f( , ( ))0 0 تاب�ع

.اکنونطولنقطهای f f( ) ( ) ( )− − −
= =

−
8 0 3 5 1
8 0 8

وصلمیکندبرابراس�تبا

راروینم�ودارتابعfپیدامیکنیمکهش�یبخ�طمماسدرایننقطهبرنمودار
تابعبرابر1است:


f x f x

x x

x x x     (.¡.¡.ù)
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( ) ,

′ ′= ⇒ = ⇒ =
+ +

+ = ⇒ = =−
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2

9 91 1
1 1

1 9 2 4


. f( )=2 بنابراینطولنقطۀموردنظربرابر2اس�توعرضآنبرابراستبا1
)میگذردوش�یبآنبرابر1اس�تبهصورت , )2 1 معادل�ۀخط�یکهازنقطۀ
yاست.عرضنقطهایکهاینخطمحور y x= یعنی1− y x( )( )− = −1 1 2

. y= − =−0 1 1 راقطعمیکندبرابراستبا

24272 .ن2زگ -28
x x x

f x
x x x

( )
− − ≤=

− >

2

2

2 0

2 0
ابت�داتوج�هکنیدکه  1

پ�سنم�ودارتابعfبهص�ورتزیراس�ت.بنابرایننقطههایماکزیممنس�بیو
هستندکهفاصلۀ  ( , )−1 1 و  ( , )−1 1 مینیممنسبیتابعfبهترتیبنقطههای

آنهابرابراستبا
( ) ( )− − + + =2 21 1 1 1 2 2

24282 راه حل اولفرضمیکنیممستطیلموردنظرABCDن2زگ -28  4
باشدوطولنقطۀCبرابرxباشد)شکلزیرراببینید(.چوننقطۀBرویدایرۀ

.بهاین x− 236 اس�ت،پسعرضنقطۀBبرابراستبا x y+ =2 2 36

تاب�ع مق�دار بیش�ترین بای�د . ABCDS x x= − 22 36 ترتی�ب،

راپیداکنیم.توجهکنیدکه f x x x( )= − 22 36


xf x x  
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f x x x x x  x
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( ) ( )

′ = − −
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′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = >

22
2

2 2 2
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بنابراینبیش�ترینمقدارتابعf،یعنیبیشترینمساحتمستطیلABCD،به
. ( ) − =2 3 2 36 18 36 بهدستمیآیدوبرابراستبا x=3 2 ازای

راه حل دومبانمادگذاریش�کلزیر،فرضمیکنیمطولضلعهایمس�تطیل
.بنابراین y sin= α6 و x cos= α6 وyباشند.دراینصورت x2

 xy®ÃõTv¶ SeIv¶ ( cos )( sin ) sin= = α α = α≤2 2 6 6 36 2 36 

.α= 045 ،یعنی α= 02 90 توجهکنیدکهتساویوقتیبهدستمیآیدکه

24292 دایرهن2زگ -28 n( )× +2 1 توجهکنیدکهشکلnامازمستطیلیبا  3
ونواریباnدایرهدرس�تشدهاس�ت.بنابراینتعداددایرههایشکلnامبرابر
.پ�ستعداددایرههایش�کلدوازده�مبرابر n n n( )+ + = +2 1 3 2 اس�تبا

. × + =3 12 2 38 استبا

24302 ابتداتوجهکنیدکهن2زگ -28  4
 g of g f( )( ) ( ( ))− − − −=1 1 1 18 8 

.دراینصورت f a( )− =1 8 اکنونفرضکنید

f a a a( )= ⇒ − = ⇒ =28 4 8 30
5

.دراینصورت g b( )− =1 30 اکنونفرضکنید

g b b b b( )= ⇒ + = ⇒ =330 30 3

. g of g f g( )( ) ( ( )) ( )− − − − −= = =1 1 1 1 18 8 30 3 بنابراین
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