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ترسیم های هندسی و استدلال

ترسیم های هندسی

 O هستند، کافی است دایره ای به مرکز r( )≠0  r به فاصلۀ ثابت O برای پیدا کردن تمام نقطه هایی که از نقطۀ ثابت
و شعاع r رسم کنیم. نقطه های روی این دایره، ویژگی مطلوب را دارند.

M روی دایره  OM r⇔ =

 ∆1 مجموعۀ نقطه هایی که از خط d به فاصلۀ ثابت L هستند، دو خط موازی با d و به فاصلۀ L از آن است )دو خط 
2∆ را در شکل ببینید(. و 

∆لبهلااصلۀل2لوزلنقطۀلOلقسورلدورد.لچیللنقطهلر:هلمحنطلدویسهل:جودلدوردلکهل دویسۀلبهلمسکزلOل:لش��عاعل6لمفس:ضلوا��ت.لخطل
∆لبسوبسل4لباشل؟ ااصلهلوشلوزلخطل

4( صفر 3( 4ل 2( 3ل 1( 2ل

 ∆ ∆ به فاصلۀ 4 هستند دو خط موازی  شکل مسئله به صورت مقابل است. می دانیم مجموعه نقاطی که از 
∆ هس�تند. چون ش�عاع دایره برابر 6 است، یکی از این دو خط موازی مماس بر دایره و دیگری  به فاصلۀ 4 از 
∆ به فاصلۀ 4 هس�تند، 3تا اس�ت.  دای�ره را در دو نقط�ه قط�ع می کن�د. پ�س تعداد نقاط�ی روی دایره که از 

اگر در مس�ائل ترس�یم بخواهیم نقطه هایی را به دس�ت آوریم که دارای دو یا چند ویژگی هس�تند، ابتدا نقطه های هر ویژگی را جداگانه رسم می کنیم، سپس 
نقطه هایی را که در این ترس�یم ها مش�ترک هس�تند به عنوان جواب در نظر می گیریم. به عنوان مثال، اگر بخواهیم نقطه هایی را که »از نقطۀ ثابت O1 به 
r2 هس�تند« به دس�ت آوریم، باید نقطه های مش�ترک دو دایره، یکی به مرکز O1 و ش�عاع r1 و دیگری به مرکز  O2 به فاصلۀ  فاصلۀ r1 و از نقطۀ ثابت 

r2 را به دست آوریم. برای این سؤال بسته به شرایط پنج حالت رخ می دهد. O2 و شعاع 
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لمس�� یللبسوبسل1ل m−1 لبهلااصلۀل B ل:ل A ل:وحللوزلمهلقسورلدورنل.لوگسلیعلودلنقطهلمایتلکهلوزل m−3 7 د:لنقطۀلAل:لBلبهلااصلۀل
باشل،لmلکلوملوات؟

5 )4 3( 4ل 2( 6ل 1( 3ل

m−1 مماس خارج باشند.  با ش�رط های داده شده، باید دو دایره به مرکزهای A و B و شعاع 
بنابراین

 m m m− = − + −3 7 1 1
. m=5 یعنی 

به عنوان مثالی دیگر، در ش�کل روبه رو فاصلۀ نقطۀ A از خط d برابر h اس�ت. می خواهیم نقطه هایی را به دس�ت آوریم که روی خط 
d هستند و از نقطۀ A به فاصلۀ r هستند. با مقایسۀ r و h حالت های زیر رخ می دهد.

در مسائل ترسیم شکل، دقت کنید که شکل های همنهشت را یکی حساب می کنیم. این موضوع را به خصوص برای راهلمثلث در خاطر داشته باشید.

ر:شلراهلمثلثلبالمعلوملبودنلطوفلاهلضلعو فرض کنید طول سه ضلع مثلث b ،a و c است. ابتدا 
 C همچنین به مرکز ،c و شعاع B رس�م می کنیم )ش�کل )1((. س�پس به مرکز a را به طول BC پاره خط
 و ش�عاع b کمان هایی می زنیم تا یکدیگر را در A قطع کنند )ش�کل )ABC .))2 مثلث مورد نظر است.

واضح اس�ت که دو کمان رس�م ش�ده در ص�ورت متقاطع ب�ودن در پایین BC ه�م یکدیگر را قطع ••
می کنند، اما به دلیل همنهشت بودن دو مثلث آن ها را یکی در نظر می گیریم.

اگر b ،a و c عددهای حقیقی و مثبت باشند، برای اینکه این سه عدد بتوانند طول سه ضلع یک مثلث 
باشند باید

 a b c b a c c a b, ,< + < + < +

و برعکس.

،لمقلورلxلکلوملمتلیوونللباشل؟ AB AC< درلمثلثلABCلوگسل
3
2

 )2 ل  1 )1

 2
3

 )4 ل  2  )3

از شرط مسئله نتیجه می گیریم
 AB AC x x x< ⇒ < − ⇒ <2 1 1

از طرف دیگر هر ضلع باید از مجموع دو ضلع دیگر کوچک تر باشد، پس

 AC AB BC x x x x x< + ⇒ − < − + ⇒ < ⇒ < 32 1 5 3 4 6
2

 BC AB AC x x x x x< + ⇒ − < + − ⇒ < ⇒ <5 3 2 1 6 6 1

>x حدود تغییرات x اس�ت و در بین  < 31
2

. بنابراین اش�تراک این نامس�اوی ها، یعن�ی  AB AC BC< + ، پس  AB AC< مس�لماً چ�ون 

2 در این فاصله قرار دارد. گزینه ها عدد 
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ننمساز،ل:یژگتلمال:لر:شلراهلآنو به زاویۀ xOy در شکل مقابل نگاه کنید. اگر نیم خط Ot به گونه ای باشد که زاویۀ 
xOy را به دو قسمت مساوی تقسیم کند، Ot نیمساز زاویۀ xOy است.

است.  xOyˆ Ot نیمساز  xOt yOtˆ ˆ⇒ =

هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از ضلع های آن به یک فاصله است و برعکس.

 Ot روی نیمساز M MH MH⇔ =1 2

را��هلننمس��ازو ر:شلو:ف برای رسم نیمس�از زاویۀ xOy، به مرکز O و شعاع دلخواه کمانی رس�م می کنیم تا Ox و Oy را به ترتیب در A و B قطع کند 
)ش�کل )1((. س�پس دهانۀ پرگار را بیش از نصف پاره خط AB باز می کنیم و دو کمان به مراکز A و B با این دهانه رس�م می کنیم تا یکدیگر را در M قطع 

کنند )شکل )2((. OM نیمساز زاویۀ xOy است )شکل )3((.

در ش�کل )2( اگر دهانۀ پرگار را به اندازۀ نصف پاره خط AB باز کنیم دو کمان رس�م ش�ده از A و B بر یکدیگر مماس می ش�وند. در این حالت محل ••
تماس این دو کمان را همان نقطۀ M در نظر می گیریم.

d2 به یک فاصله هستند، نقطه های روی نیمسازهای زاویه های بین آن ها هستند  همۀ نقطه هایی که از دو خط متقاطع d1 و 
2∆ بر هم عمودند.  1∆ و  2∆ در شکل(. توجه کنید که  1∆ و  )خط های 

لرولبهلیسینبلدرلAل:لBلقطعلکیل.ل Oy ل:ل Ox لوات.لبهلمسکزلOلکمانتلبهلشعاعلچهارل:وحللراهلکسدهلویهلیال 060 زو:یۀلxOyلبسوبسل
وگسلبخوومنهلننمسازلزو:یۀلxOyلرولراهلکینه،لحلوقدلونلوزۀلشعاعلکمانلمایتلکهلبایللبهلمسکزلAل:لBلراهلشونللکلوملوات؟

3 )4 3( 1ل 2( 2ل 1( 4ل

 . AB=4 با توجه به اطلاعات مسئله شکل روبه رو به دست می آید. مثلث OAB متساوی الاضلاع است، پس 
اگر بخواهیم کمان های به مرکزهای A و B نقطۀ مشترک داشته باشند، باید حداقل شعاع این کمان ها برابر نصف اندازۀ 

4= باشد. توجه کنید که در این حالت کمان ها در وسط AB بر یکدیگر مماس می شوند. 2
2

پاره خط AB، یعنی 

ل:لمس��احتلوینلمثلثلبسوبسل27ل:وحللمسبعلوا��ت.لوگسلDلمحدلبسخوردلننمس��ازلزو:یۀلAلبال AC=10 ،ل AB=8 درلمثلثلABC،ل
ضلعلBCلباشل،لااصلۀلDلوزلضلعلABلکلوملوات؟

 5 )4 3ل
2

 )3 2( 3ل 1( 2ل

با توجه به صورت مسئله شکل روبه رو به دست می آید. چون هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از دو ضلع آن زاویه 
به یک فاصله است، پس

 DH DH ( )=1 2 1

همچنین

 
ABD ACD ABC ABCS S S AB DH AC DH S

DH DH

+ = ⇒ × + × =

× × + × × =

1 2

1 2

1 1
2 2

1 18 10 27
2 2

با توجه به برابری )1(
 DH DH DH DH+ = ⇒ = ⇒ =1 1 1 14 5 27 9 27 3

4 

5 



5

عمودمیلف،ل:یژگتلمال:لر:شلراهلآنو خطی که از وسط یک پاره خط می گذرد و بر آن پاره خط عمود است، عمودمنصف آن پاره خط نام دارد.

 
AB H

d AB

ôw» ⇒
⊥

d عمودمنصف AB است

هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره خط باشد، از دو سر آن پاره خط به یک فاصله است و برعکس.
M روی عمودمنصف AB است MA MB⇔ =

را��هلعمودمیلفو چون با داش�تن دو نقطه از خط، آن خط به طور کامل مش�خص می ش�ود، پس برای رس�م عمودمنصف، کافی اس�ت دو نقطه از آن را 
به دس�ت آوریم. می خواهیم عمودمنصف پاره خط AB را رس�م کنیم. دهانۀ پرگار را بیش از نصف طول پاره خط AB باز می کنیم و به مراکز A و B کمان  

می زنیم تا یکدیگر را در M و N قطع کنند )شکل )1((. خط MN عمودمنصف پاره خط AB است )شکل )2((.

اکنون توانایی پیدا کردن وسط یک پاره خط را داریم.••

د:لنقطۀلAل:لBل:لخطلdلدرلصفحهلقسورلدورنل.لبسوهلراهلمثلثلم سا:هلولساقننلبهلرأسلCلبهلطورهلکهلCلر:هلخطلdل:لABلقاعلۀل
آنلباشل،لکلوملحالتلویجادلنمتلشود؟

4( نامتناهی مثلث 3( دو مثلث متمایزل 2( مسئله جواب ندارد.ل 1( یک مثلث منحصربه فردل

می دانی�م نقط�ه ای که از دو نقطۀ A و B به یک فاصله اس�ت، روی عمودمنصف پاره خط AB قرار دارد. اگر عمودمنصف پاره خط AB را رس�م 
کنیم تا خط d را در نقطۀ C قطع کند، آنگاه ABC مثلث متساوی الس�اقین مورد نظر اس�ت. تعداد جواب های این مس�ئله را در حالت های زیر 

بررسی می کنیم.
حالتلو:ف اگر عمودمنصف AB خط d را در یک نقطه قطع کند، مسئله یک جواب دارد.

حالتلد:م اگر عمودمنصف AB موازی خط d باشد مسئله جواب ندارد.

حالتلا��وم اگر عمودمنصف AB همان خط d باش�د، آنگاه مس�ئله نامتناهی جواب دارد. در واقع هر نقطه از خط d )به جز محل برخورد آن با 
AB( می تواند رأس C باشد. بنابراین حالتی که مسئله دو جواب داشته باشد ایجاد نمی شود.
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.لوگسلعمودمیلفلماهلد:لااقلیکلیگسلرولدرلنقطۀلOلقطعلکییل،لونلوزۀل Â = 070 ل:ل AB AC= درلمثلثلم سا:هلولساقننلABC،ل
زو:یۀلBOCلچیللبسوبسلونلوزۀلزو:یۀلOBCلوات؟

16 )4 3( 10ل 2( 7ل 1( 3ل

از نمادگذاری شکل روبه رو استفاده می کنیم. چون مثلث های OAC و OAB با یکدیگر همنهشت هستند، پس

 A A Aˆ ˆ ˆ= = = × =0 0
1 2

1 1 70 35
2 2

. اکنون به دست می آید  C Aˆ ˆ= = 0
2 1 35 همچنین چون مثلث OAC متساوی الساقین است، 

 Ĉ = − =0 0 0
1 55 35 20

 . BOC
OBC

ˆ
ˆ

= =
0

0
140 7
20

. بنابراین  BOCˆ = 0140 B̂ و در نهایت  = 0
1 20 به طور مشابه 

.لچیللنقطهلدرلصفحهل:جودلدوردلکهلوزلرأسلماهلوینلم ووزهلوصضلاعلبهلیکلااصلهلوات؟ A Bˆ ˆ( )> م ووزهلوصضلاعلABCDلمفس:ضلواتل
4( نامتناهی 3( 4ل 2( 1ل 1( صفرل

نقط�ه ای که از چهار رأس متوازی الاضلاع به یک فاصله اس�ت، محل برخ�ورد عمودمنصف های ضلع های 
متوازی الاضلاع اس�ت. در متوازی الاضلاع، چون ضلع ها با هم موازی هستند، پس عمودمنصف ها دوبه دو 

با هم موازی اند و همرس نیستند. پس چنین نقطه ای وجود ندارد. 

شکل حاصل از برخورد عمودمنصف های ضلع های متوازی الاضلاع در حالت کلی یک متوازی الاضلاع است.
، پس متوازی الاضلاع مورد نظر نمی تواند مس�تطیل باشد. اگر این متوازی الاضلاع مستطیل بود،  A Bˆ ˆ> در صورت این س�ؤال ذکر ش�ده است 

آن گاه عمودمنصف ضلع های روبه رو بر هم منطبق بودند و در این حالت یک نقطه به دست می آمد.

از رسم عمودمنصف AB می توان ایده ای برای رسم بسیاری از مسائل ترسیم به دست آورد. به عنوان مثال:
1(لرا��هلخطلعمودلبسلیکلخطلوزلنقطهلوهلر:هلآنو از A کمانی دلخواه رس�م می کنیم تا d را در M و N قطع 

کند. عمودمنصف MN از A می گذرد و بر d عمود است.

2(لراهلخطلعمودلبسلیکلخطلوزلنقطهلوهلخارجلآنو از نقطۀ A کمانی چنان رسم می کنیم تا خط را در نقطه های 
M و N قطع کند. عمودمنصف MN از A می گذرد و بر d عمود است.

از دو روش رسم بالا ایدۀ رسم خط گذرنده از یک نقطه و موازی با یک خط دلخواه به دست می آید.••
 ∆1 2∆ را که از A می گذرد و بر  1∆ را که از A می گذرد و بر d عمود است رسم می کنیم. سپس خط  ابتدا خط 

2∆ با d موازی است و از A می گذرد. عمود است رسم می کنیم. خط 

d2 را به ترتیب موازی Ox و Oy رسم می کنیم به طوری که  راهلننمسازو ر:شلد:م مطابق شکل دو خط d1 و 
d2 از Oy به فاصلۀ h هس�تند. محل برخورد این دو خط را M می نامیم. OM نیمس�از  d1 از Ox و همچنین 

زاویۀ xOy است.
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3(لپنلولکسدنلمسکزلدویسهو فرض کنید بخشی از دایره در شکل داده شده و می خواهیم مرکز این دایره را به دست آوریم )شکل )1((.
سه نقطۀ متمایز دلخواه روی این کمان در نظر می گیریم )B ،A و C در شکل )2((. محل برخورد عمودمنصف های AB و AC مرکز دایره است )شکل )3((.

نقطۀلAل:لخطلdلدرلصفحهلمفس:ضلونل.لیعلودلنقطهلمایتلکهلوزلAلبهلااصلۀل3لا��ان تلم سل:لوزلخطلdلبهلااصلۀل4لا��ان تلم سلمس�� یل،ل
کلوملوات؟

4( حداکثر 4 3( حداکثر 2ل 2( فقط 1 یا 2ل 1( 1 یا 2 یا 4ل

نقطه هایی که از نقطۀ A به فاصلۀ 3 سانتی متر هستند روی دایره ای به مرکز A و شعاع 3 سانتی متر قرار دارند و نقطه هایی که از خط d به فاصلۀ 
4 س�انتی متر هس�تند روی دو خط موازی d و به فاصلۀ 4 س�انتی متر از آن قرار دارند. جواب های مس�ئله نقاط مش�ترک دایره و این دو خط موازی 

هستند. با توجه به عددهای داده شده تعداد جواب ها صفر، 1 یا 2 است )شکل های زیر را ببینید(. بنابراین گزینۀ )3( درست است.

راهلچهارضلعتلماهلخاصو برای رسم چهارضلعی ها بهتر است ویژگی های آن ها را در خاطر داشته باشیم.

مستطیلمتوازی الاضلاع
1( ضلع های مقابل موازی و مساوی اند.

2( قطرها یکدیگر را نصف می کنند.
1( تمام ویژگی های متوازی الاضلاع را دارد.

2( قطرها با هم برابرند.
مربعلوزی

1( تمام ویژگی های متوازی الاضلاع را دارد.
تمام ویژگی های متوازی الاضلاع، مستطیل و لوزی را دارد.2( قطرها عمودمنصف هم هستند و نیمساز زاویه های لوزی اند.

1(لرا��هلمسبعلبالمعلوملبودنلطوفلقطسلآنو پاره خط AB را به طول قطر مربع رس�م می کنیم. 
عمودمنصف آن را رس�م و محل برخورد آن با AB را O می نامیم )ش�کل )1((. به مرکز O و شعاع 
 ACBD .))2( قطع کند )ش�کل D و C را در AB دایره ای رس�م می کنی�م تا عمودمنصف OA

مربع مورد نظر است. 
این مربع منحصربه فرد است.••

 OA و شعاع )AB وسط( O به مرکز .))شکل )1( را به طول قطر مستطیل رسم می کنیم AB لراهلمس طندلبالمعلوملبودنلطوفلقطسلآنو پاره خط)2
دایره ای رسم می کنیم )شکل )2((. قطر دلخواه CD )به جز AB( از این دایره را رسم می کنیم )شکل )ACBD .))3 مستطیل مورد نظر است.

این مستطیل منحصربه فرد نیست. واضح است که اگر زاویۀ بین دو قطر هم معلوم بود، آن وقت مستطیل منحصربه فرد می شد.••

9 
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3(لراهلم ووزهلوصضلاعلبالمعلوملبودنلطوفلد:لقطسو ابتدا پاره خط AB را 
 )AB وسط( O سپس به مرکز .))به طول یکی از قطرها رسم می کنیم )شکل )1
 CD و ش�عاع نصف قطر دیگر دایره ای رسم می کنیم )شکل )2((. قطر دلخواه
 ACBD .روی آن منطبق نش�ود رس�م می کنیم AB از این دایره را طوری که

متوازی الاضلاع مورد نظر است. 
واضح است که نامتناهی متوازی الاضلاع با این ویژگی می توان رسم کرد.••

4(لراهلم ووزهلوصضلاعلبالمعلوملبودنلطوفلد:لضلعل:لطوفلیکتلوزلقطسماو
ر:شلو:فو فرض کنید a و b طول دو ضلع و d طول یکی از قطرها باشد. ابتدا 
مثلث ABC را با طول ضلع های b ،a و d رس�م می کنیم )شکل )1((. از نقطۀ 
B خط�ی م�وازی AC و از نقطۀ C خطی موازی AB رس�م می کنیم تا یکدیگر 

را در D قطع کنند )شکل )ABDC .))2 متوازی الاضلاع مورد نظر است.
این متوازی الاضلاع زمانی قابل رسم است که••

 a b d b a d d a b, ,< + < + < +

همچنین در صورت قابل رسم بودن، منحصربه فرد است.
ر:شلد:مو ابتدا پاره خط BC را به طول d رس�م می کنیم )ش�کل )1((. دهانۀ 
پ�رگار را ی�ک بار به طول a و یک بار به طول b ب�از می کنیم و از نقطه های B و 
C دو کمان می زنیم )ش�کل )2((. مطابق ش�کل، دو نقطه از نقطه های برخورد 
کمان ها را A و D می نامیم. ABDC متوازی الاضلاع مطلوب اس�ت. )دلیل: 
از همنهشتی دو مثلث BDC و CAB به حالت برابری سه ضلع ثابت می شود 

که ABDC متوازی الاضلاع است.(

d2 طول دو  d1 و  5(لراهللوزهلبالمعلوملبودنلطوفلد:لقطسو فرض کنید 
قطر لوزی هس�تند. ابتدا پاره خط AB به طول d1 و سپس عمودمنصف آن را 

d2 دایره ای رسم می کنیم تا 
2

رس�م می کنیم )ش�کل )1((. به مرکز O و ش�عاع 

عمودمنصف را در دو نقطۀ C و D قطع کند )شکل )ACBD .))2 لوزی مورد 
نظر است.

این لوزی منحصربه فرد است.••

 a 6(لرا��هللوزهلبالمعلوملبودنلطوفلضلعل:لط��وفلیکلقطسو فرض کنید
ط�ول ضلع و d طول قطر لوزی اس�ت. ابتدا پاره خط AB به طول d و س�پس 
عمودمنصف آن را رسم می کنیم )شکل )1((. به مرکز A و شعاع a کمانی رسم 
 ACBD .))2( قطع کند )ش�کل D و C را در AB می کنی�م ت�ا عمودمنصف

لوزی مورد نظر است.

da این لوزی منحصربه فرد است. •• >
2

واضح است که با فرض 

بهلوزوهلکلوملیکلوزلوطلاعاتلدودهلشله،لچهارضلعتلبهلصورتلمیحلسبهلاسدلقابدلراهلننست؟
2( داشتن طول و عرض مستطیل ل 1( داشتن طول دو قطر لوزی 

4( داشتن طول قطر مربع 3( داشتن طول دو قطر متوازی الاضلاعل

چون زاویۀ بین دو قطر متوازی الاضلاع معلوم نیست، با تغییر این زاویه، نامتناهی متوازی الاضلاع قابل ترسیم است.

10 
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لوا��ت.لبهلوزوهلچیللمق��لورلصحنحلب��سوهلxلمتلیوونلوینل x+2 درلی��کلم ووزهلوصض��لاع،لط��وفلد:لضل��عل5ل:ل6ل:لط��وفلیکلقطسل
م ووزهلوصضلاعلرولراهلکسد؟

4( نامتناهی 3( 8ل 2( 10ل 1( 9ل

فرض کنیم متوازی الاضلاع مورد نظر به صورت ش�کل روبه رو اس�ت. برای این که این متوازی الاضلاع قابل رس�م 
باشد باید مثلث رنگی را بتوانیم رسم کنیم و برای رسم این مثلث باید

 x x x, ,+ < + < + + < + +2 5 6 5 6 2 6 2 5

. پس برای x، 9 مقدار صحیح صفر، 1، 2، … و 8 به دست می آید. x− < <1 9 به دست می آید 

استدلال

اگ�ر از مش�اهدات و بررس�ی موضوع�ی در چند حالت مح�دود، نتیجه ای کلی در آن موضوع بگیری�م یا به اصطلاح »از جزء به کل برس�یم«، این روش را 
»وا لصفلوا قسویت« می نامیم.

در استدلال استقرایی، نمی توان همواره به درستی نتیجۀ گرفته شده مطمئن بود.

اگر براساس واقعیت هایی که درستی آن ها را پذیرفته ایم نتیجه ای کلی بگیریم، این روش استدلال را »وا لصفلوا ی اجت« می نامیم.

برخی از نتایج که با استدلال استنتاجی به دست می آیند:
1( عمودمنصف های ضلع های مثلث همرس هستند )در یک نقطه به هم می رسند(.

محل همرسی عمودمنصف های ضلع های مثلث از سه رأس مثلث به یک فاصله  است.••
محل برخورد عمودمنصف ها  O OA OB OC⇒ = =

2( ارتفاع های مثلث )یا امتداد آن ها( همرس اند.

3( سه نیمساز زاویه های داخلی مثلث، درون مثلث همرس هستند.
محل همرسی نیمسازهای زاویه های داخلی مثلث از سه ضلع مثلث به یک فاصله  است.••

محل همرسی نیمسازها  I IH IH IH⇒ = =1 2 3

4( میانه های ضلع های هر مثلث در نقطه ای درون آن همرس هستند.
محل همرسی میانه های مثلث را مسکزلثقد مثلث می نامیم و معمولًا  آن را با G نشان می دهیم.••

11 
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،لآنلگاهلنقطۀلممساتلعمودمیلفلماهلضلعلماهلوینلمثلثلکجالقسورلدورد؟ B C Aˆ ˆˆ − = 42
5

ل:ل A B Cˆ ˆˆ+ =5 وگسلدرلمثلثلABC،ل

4( روی رأس زاویۀ بزرگ تر 3( وسط یک ضلعل 2( بیرون مثلثل 1( درون مثلثل

. Ĉ= 030 =B̂ و  0100  ، Â = 050 A به دست می آید B Cˆ ˆˆ+ + = 0180 B و توجه به این مطلب که  C Aˆ ˆˆ − = 42
5

A و  B Cˆ ˆˆ+ =5 از برابری های 

در نتیجه مثلث منفرجه است و محل برخورد عمودمنصف ها خارج مثلث است.

لل:لعمودمیلفلماهلوینلد:لضلعلبسلمهلعمودلباش��یل،لمجموعلااصلهلماهلمحدلبسخوردل AC=24 ،ل AB=7 درلمثلثلABCلوگسل
وینلعمودمیلفلمالوزلد:لرأسلBل:لCلکلوملوات؟

 31  )4 ل 527  )3 25ل
2

 )2 1( 25ل

با توجه به ش�کل چون عمودمنصف های ضلع های AB و AC بر هم عمود هس�تند، پس مثلث ABC در 
رأس A قائم الزاویه اس�ت و عمودمنصف های آن در وس�ط وتر BC همرس هس�تند )نقطۀ M را در ش�کل 

ببینید(. اکنون به دست می آید

 MB MC BC AB AC+ = = + = + = =2 2 2 27 24 625 25

درلشکدلمقابد،لمقلورلxلکلوملوات؟
037  )1

 053  )2
036  )3

 023  )4

CD را امتداد می دهیم تا ضلع AB را در G قطع کند )شکل را ببینید(. چون ارتفاع های مثلث همرس هستند، 

پس CG ارتفاع وارد بر ضلع AB است. اکنون به دست می آید

 x = − =0 0 090 53 37

گزورهو جمله ای است خبری که حتماً درست یا نادرست است )اگرچه درست یا نادرست بودن آن برای ما معلوم نباشد(. به عنوان مثال
1( در مثلث متساوی الساقین، زاویه های روبه رو به ساق ها با هم برابرند )گزارۀ درست(.

0180 نیست )گزارۀ نادرست(. 2( مثلثی وجود دارد که مجموع زاویه های داخلی آن 
3( اندازۀ هر زاویۀ خارجی مثلث برابر مجموع اندازه های دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش است )گزارۀ درست(.

4( هر زاویۀ خارجی مثلث از هر زاویۀ داخلی غیرمجاورش بزرگ تر است )گزارۀ درست(.

گزورۀلااده گزاره ای است که فقط یک خبر را اعلام می کند و گزورۀلمسکب گزاره ای است که ترکیبی از چند گزارۀ ساده است.

نقنضلیکلگزورهو اگر p یک گزاره باشد، گزارۀ »چنین نیست که p« را نقیض گزارۀ p می گوییم.
ارزش نقیض یک گزاره مخالف ارزش خود گزاره است.••

12 
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نکایتلدرلموردلنقنضلگزورهلماو علاوه بر قرار دادن »چنین نیست که« در ابتدای گزاره می توان به صورت زیر عمل کرد:
1( اگر در گزاره »هر«، »به ازای هر« یا »همه« وجود داشته باشد، آن را به »وجود دارد« تغییر دهید و فعل جمله را نقیض کنید )یعنی است بشود نیست، 

می خواهد بشود نمی خواهد و …(. به عنوان مثال:

0180 وات.  )درست( ولف( گزورهو مجموع زوایای مس مثلث 

0180 ننست. )نادرست(  نقنضلگزورهو مثلثی :جودلدورد که مجموع زوایای آن 
ب(لگزورهو مس لوزی یک مربع وات. )نادرست(

نقنضلگزورهو لوزی ای :جودلدورد که مربع ننست. )درست(

0360 وات. )درست( پ( گزورهو مجموع زاویه های داخلی مسلچهارضلعی محدب برابر 

0360 ننست. )نادرست(  نقنضلگزورهو چهارضلعی محدبی :جودلدورد که مجموع زاویه های داخلی آن 
2( اگر در گزاره »وجود دارد« باشد، آن را به »هر«، »به ازای هر« یا »همه« تغییر دهید و فعل جمله را نقیض کنید. مثلًا

ولف( گزورهو مستطیلی :جودلدورد که مربع ننست. )درست(
نقنضلگزورهو همۀ مستطیل ها مربع هستند. )نادرست(

0360 ننست. )نادرست( ب( گزورهو چهارضلعی ای :جودلدورد که مجموع زاویه های داخلی آن 

0360 وات. )درست( نقنضلگزورهو در مس چهارضلعی، مجموع زاویه های داخلی 
3( اگر در گزاره ای »هیچ« یا »وجود ندارد« باشد، آن را به »وجود دارد« تغییر دهید و فعل جمله را نقیض کنید. برای مثال:

گزورهو منچلمثلثی بیش از یک زاویۀ قائمه نلورد. )درست(
نقنضلگزورهو مثلثی :جودلدورد که بیش از یک زاویۀ قائمه دوش هلباشل. )نادرست(

گزورۀلشسطتو گزاره ای است که خبری را با یک جملۀ شرطی بیان می کند.

قضنهو نتایج مهم و پرکاربرد که با استدلال استنتاجی به دست می آیند قضیه نامیده می شوند.
به عبارت دقیق تر، قضیه گزاره ای است درست که بتوان درستی آن را با استدلال استنتاجی معلوم کرد.

قضیه ممکن است گزاره ای معمولی یا گزاره ای شرطی باشد.••

هر قضیه دو قسمت دارد:
قسمت اول گزاره یا گزاره هایی است که درست بودن آن ها را قبول داریم. این قسمت را اسضلقضنه می نامیم.

قسمت دوم گزاره ای است که درست بودن آن  را باید از فرض نتیجه گرفت. این قسمت را حکهلقضنه می نامیم. مثلًا
مثلثی که دو زاویۀ برابر دارد، متساوی الساقین است.

اگر در یک قضیه، جای فرض و حکم را عوض کنیم، گزاره ای به دست می آید که آن را عکسلقضنۀ مورد نظر می نامیم.

عکس قضیه ممکن است درست یا نادرست باشد.••

اگر عکس یک قضیه درست باشد،  این قضیه و عکس آن را می توان به صورت یک قضیه بیان کرد. چنین قضیه ای را »قضنۀلد:لشسطت« می نامیم.

⇔« است.•• می توان قضیۀ دو شرطی را با استفاده از »اگر و تنها اگر« بیان کرد که نماد آن »

به مثالی که برای رد درستی یک ادعا بیان می شود مثافلنقض می گوییم.

بسمانلخلفل)بسمانلغنسمس قنه(و نوعی استدلال است که در مسائل ریاضی و هندسی کاربرد دارد. در روش برهان خلف به صورت زیر عمل می کنیم

گام )1(: فرض می کنیم نقیض حکم درست است.
گام )2(: نشان می دهیم که نقیض حکم با حقایق دانسته شده یا فرض اولیه تناقض دارد.

گام )3(: با نادرست بودن نقیض حکم نتیجه می گیریم که حکم درست است.

حکم قضیه فرض قضیه
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بسختلوزلنکاتلقضایاهلمههو
1( هر زاویۀ خارجی مثلث از هر زاویۀ داخلی غیرمجاورش بزرگ تر است.

 B A B Cˆ ˆˆ ˆ,> >1 1

2( اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باش�ند، زاویۀ مقابل به ضلع بزرگ تر، بزرگ تر اس�ت از زاویۀ مقابل به ضلع کوچک تر و 
بسعکس.

 AB AC C Bˆ ˆ> ⇔ >

لبسحسبلدرجهلکلوملوات؟ B ،لبزرگلیسینلمقلورلصحنحلزو:یۀل AB AC> ل:ل BACˆ = 050 درلمثلثلABC،ل
 065  )4 ل 064  )3 ل 063  )2 ل 062  )1

. بنابراین C Bˆ ˆ> AB نتیجه می گیریم  AC> . از  B Ĉˆ + = 0130 ، پس  Â = 050 چون 
 B C B B Bˆˆ ˆ ˆ ˆ+ > + ⇒ >0130 2

064 است. . در نتیجه بزرگ ترین مقدار صحیح برای زاویۀ B برابر  B̂< 065 یعنی 

درلشکدلمقابدلMلر:هلننمسازلخارجتلزو:یۀلAلقسورلدورد.لنسبتلمحنطلمثلثلMBCلبهلمحنطلمثلثل
ABCلکلوملوات؟

2( کمتر از 1 1( بزرگ تر از 1ل
4( غیرمشخص 3( مساوی 1ل

 . MH MH′= Â قرار دارد، پس فاصلۀ M از دو ضلع زاویۀ خارجی A برابر است. پس  نقطۀ M روی نیمساز خارجی 
 MH C H M MC H C MC AC AH ( )

ˆ ˆ:′ ′ ′ ′> ⇒ > ⇒ > + 1  

′AMH و AMH ب�ه حال�ت وتر و یک ضلع مس�اوی همنهش�ت هس�تند، پس  چ�ون دو مثل�ث قائم الزاوی�ۀ 
. از نابرابری )1( نتیجه می گیریم AH AH′=

 MC AC AH ( )> + 2

از طرف دیگر،
 MBH H M MB BH ( )

ˆ ˆ: > ⇒ > 3

از جمع کردن نابرابری های )2( و )3( به دست می آید

 
MC MB AC AH BH MC MB AC AB

MC MB BC AC AB BC MBC ABCôÃd¶ ôÃd¶

+ > + + ⇒ + > +

+ + > + + ⇒ >

بنابراین نسبت محیط مثلث MBC به محیط مثلث ABC عددی بزرگ تر از 1 است.

3( در هر مثلث، طول هر ضلع بین مجموع و قدرمطلق تفاضل طول های دو ضلع دیگر قرار دارد.
 AB AC BC AB AC| |− < < +

4( در شکل مقابل، نقطۀ دلخواه O درون مثلث است. در این صورت
BOC BACˆ ˆ> الف( 

 AB AC BO OC+ > + ب( 

اگر O نقطۀ دلخواه درون مثلث ABC باشد، آن  گاه
 ABC OA OB OC ABCôÃd¶ þ~º ôÃd¶( ) ( )< + + < 

15 
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13

ل:لOلنقطهلوهلدلخووهلدر:نلمثلثل BC= +2 2 ،ل AC= −3 2 ،ل AB=3 درلمثلثلABC،ل
ABCلوات.لمجموعلمحنطلماهلاهلمثلثلOAC،لOBCل:لOABلکلوملمتلیوونللباشل؟

15 )2 1( 12ل
24 )4 3( 22ل

اگر O نقطه ای دلخواه درون مثلث ABC باشد، آن گاه
 OA OB OC OA OB OCôÃd¶ þ~º ôÃd¶ ( )( ABC) ( ABC)< + + < ⇒ < + + <4 8 1 

از طرف دیگر، 
 OAC OBC OAB OA OB OC ABC OA OB OCôÃd¶ ôÃd¶ ôÃd¶ 2 ôÃd¶( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + = + + + = + + +2 8   

اکنون از نابرابری )1( به دست می آید
 OA OB OC( )< + + + <16 2 8 24

 . Â > 060 5( الف( در مثلث ABC، اگر BC بزرگ ترین ضلع باشد، آن گاه 

 . Â< 060 ب( در مثلث ABC، اگر BC کوچک ترین ضلع باشد، آن گاه 

، آن گاه AB AC< 6( الف( در مثلث ABC اگر AM میانۀ وارد بر ضلع BC باشد و 
 CAM BAMˆ ˆ<

، آن گاه  AB AC< ب( در مثلث ABC اگر AH ارتفاع وارد بر ضلع BC باشد و 
 BAH CAHˆ ˆ<

AB همواره نیمساز زاویۀ A بین میانه و ارتفاع وارد بر ضلع BC است. همچنین  AC( )≠  ABC در مثلث

 AH AD AM
ÌIÿUnH pIvµÃº ¾ºIÃ¶

< <

درلمثلثلمخ لفلوصضلاعلABCلمنانۀلAMل:لننمسازلدوخلتلADلراهلشلهلوات.لکلوملنابسوبسهلمموورهلدراتلوات؟
 AD AM<  )4 ADل AB<  )3 AMل AB<  )2 AMل BC<  )1

. توجه کنید در مثلث  AH AD AM< < در هر مثلث )به جز مثلث متساوی الساقین( اگر AH ارتفاع، AD نیمساز و AM میانه باشد، آن گاه 
، AD ،AH و AM بر هم منطبق می شوند.  AB AC( )= متساوی الساقین 

17 

18 



محاسبات

الدلو:فولیسانهلماهلمیلاتل:لوا لصف
14

ل1آزمونل
راه حل: 120 تا 121

ترسیم های هندسی

ل1 لوزلخطلdلقسورلدورد.لبهلوزوهلچیللمقلورلصحنحلmلدقنقاًلد:لنقطهلر:هلخطلdلبهلااصلۀل6لوزل- m+2 3 نقطۀلAلبهلااصلۀل
نقطۀلAل:جودلدورد؟

 4 )4 3( 3ل 2( 2ل 1( 1ل

ل2 ل:وحللوزلیکلیگسلقسورلدورنلل:لد:لنقطهلدرلصفحهل:جودلدورنللکهلوزلAلبهلااصلۀل- x−4 5 د:لنقطۀلAل:لBلبهلااصلۀل
لمس یل.لبهلوزوهلچیللمقلورلصحنحلبسوهلxلوینلویفاقلمتلوا ل؟ x−2 ل:لوزلBلبهلااصلۀل1 x+1
1 )4 3( 5ل 2( 4ل 1( 3ل

ل3 حلوکثسلچیللنقطهلر:هلدویسهلبهلقطسل5ل:وحلل:جودلدوردلکهلوزلخطلdلبهلااصلۀل2/5ل:وحللمس یل؟-
4( چهار نقطه 3( یک نقطه ل 2( سه نقطهل 1( دو نقطهل

ل4 خطلdلبهلااصلۀل2لاان تلم سلوزلمسکزلدویسهلوهلبهلشعاعل5لاان تلم سلقسورلدورد.لر:هلوینلدویسهلچیللنقطهل:جودلدوردلکهل-
وزلخطلdلبهلااصلۀل4لاان تلم سلمس یل؟

4 )4 3( 3ل 2( 2ل 1( 1ل

ل5 نقطۀلAل:لخطلdلدرلیکلصفحهلقسورلدورنل.لااصلۀلنقطۀلAلوزلخطلdلبسوبسل12لاان تلم سلوات.لچیللنقطهلدرلوینلصفحهل-
:جودلدورنللکهلوزلنقطۀلAل:لخطلdلبهلااصلۀل9لاان تلم سلمس یل؟

4( دقیقاً 2 3( دقیقاً 4ل 2( حداکثر 2ل 1( حداکثر 4ل

ل6 درلشکدلمقابدلADلننمسازلزو:یۀلAلوات.لطوفلDCلبسوبسلکلوملوات؟-
5 )1
4 )2
3 )3
2 )4

ل7 درلذ:زنقۀلABCDلنقطۀلOلمحدلیقاطعلد:لننمسازلزو:یهلماهلAل:لDلوات.لوگسلااصلۀلرأسلBلوزلقاعلۀلDCلبسوبسل6ل-
باشل،لمجموعلااصلهلماهلنقطۀلOلوزلد:لقاعلهل:لااقلADلبسوبسلکلوملوات؟

4 )1
8 )2
9 )3

12 )4
ل8 لکلوملن نجهلحاصدلمتلشود؟- am =4 ل:لمنانۀل c=5 ل:ل b=7 درلراهلمثلثلABCلبالخطلکشل:لپسگارلبالمعلوملبودنلد:لضلعل

4( فاقد جواب 3( دو جواب متمایزل 2( جواب منحصربه فردل 1( غیرقابل رسمل

ل9 درلچهارضلعتلABCDلنقطۀلMلوزلد:لاسلضلعلCDلبهلیکلااصلهل:لممچیننلوزلد:لضلعلADل:لCDلبهلیکلااصلهل-
وات.لوینلنقطهلحاصدلبسخوردلکلوملد:لجزءلوات؟

D و C 2( نیمسازهای دو زاویۀ 1( عمودمنصف های CD و ACل
CD و عمودمنصف CD 4( خط موازی 3( عمودمنصف CD و نیمساز زاویۀ Dل

ل10 کلوملیکلوزلچهارضلعتلماهلزیسلرولنمتلیوونلبهلصورتلمیحلسبهلاسدلراهلکسد؟-
1( مربعی که طول قطر آن 1 سانتی متر است.

2( لوزی که طول قطرهای آن 1 و 2 سانتی متر است.
3( متوازی الاضلاعی که طول قطرهای آن 2 و 3 سانتی متر است.

2 سانتی متر است. 4( مربعی که طول ضلع آن 



محاسبات
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ل2آزمونل
راه حل: 121 تا 122

استدلال

ل1 کلوملگزییهلبنانگسلوا لصفلوا قسویتلوات؟-
1( نتیجه گیری منطقی بر پایۀ واقعیت هایی که درستی آن ها را پذیرفته ایم.

2( بررسی و مشاهدۀ درستی موضوعی در چند حالت و رسیدن به نتیجه ای کلی در آن موضوع.
3( بررسی چگونگی انطباق یک دستور کلی در مورد یک عضو از یک مجموعه.

4( مطابقت یک حکم کلی با یک یا چند حکم دیگر.
ل2 کلوملقضنهلبهلصورتلقضنۀلد:لشسطتلبنانلنمتلشود؟-

1( در مثلث متساوی الساقین ارتفاع و میانۀ یک ضلع یکی هستند.
2( در مثلث قائم الزاویه نقطۀ همرسی عمودمنصف اضلاع روی وتر است.

060 هستند.  3( در مثلث متساوی الاضلاع زاویه ها برابر 
090 بزرگ ترین ضلع است. 4( در هر مثلث ضلع مقابل به زاویۀ 

ل3 «لبهلر:شلبسمانلخلف،لبالکلوملاسضلوثباتلرولآغازلمتلکینه؟- A Bˆ ˆ> لمسگاهل BC AC> بسوهلوثباتلقضنۀل»درلمثلثلABC،ل
A Bˆ ˆ<  )2 ل  A Bˆ ˆ< A یا  Bˆ ˆ=  )1

 BC AC< BC یا  AC=  )4 ل  BC AC<  )3
ل4 حکهلکلتل»نقطۀلممساتلعمودمیلفلماهلوضلاعلمثلثلیالدرلدوخدلآنلواتلیالدرلخارجلآن«لبالکلوملمثافلنقضلردلمتلشود؟-

4( مثلث منفرجه 3( مثلث قائم الزاویهل 2( مثلث متساوی الاضلاعل 1( مثلث متساوی الساقینل

ل5 لوات«لکلوملوات؟- 0180 نقنضلگزورۀل»مجموعلزو:یهلماهلدوخلتلمسلمثلثل
0180 نباشد.  1( چنین نیست که مجموع زاویه های داخلی هر مثلث 

0180 است.  2( مجموع زاویه های داخلی هر مثلث کمتر از 
0180 نیست. 3( مثلثی وجود دارد که مجموع زاویه های داخلی آن 

0180 است. 4( مثلثی وجود دارد که مجموع زاویه های داخلی آن 
ل6 درلمثلثلABCلکلوملگزییهلنادراتلوات؟-

Â+090 است.
2

1( زاویۀ بین دو نیمساز زاویه های داخلی B و C برابر 

Â−090 است.
2

2( زاویۀ بین دو نیمساز زاویه های خارجی B و C برابر 

Â است.
2

3( زاویۀ بین نیمساز زاویۀ داخلی B و نیمساز زاویۀ خارجی C برابر 

060 است.  Â برابر  4( زاویۀ بین نیمسازهای زاویه های داخلی و خارجی 
ل7 ل- m−4 مثلثتلبهلوضلاعل6،ل8ل:ل10لمفس:ضلوات.لوگسلااصلۀلنقطۀلممساتلننمسازماهلوینلمثلثلوزلضلعلبهلطوفل6لبسوبسل

لباشل،لااصلۀلآنلوزلضلعلبزرگلیسلکلوملوات؟ل m−2 10 :لوزلضلعلبهلطوفل8لبسوبسل
8 )4 3( 6ل 2( 4ل 1( 2ل

ل8 ،لبهلوزوهلکلوملمقلورلxلمثلثلABCلقابدلراهلوات؟- BC x= +5 ل:ل1 AC x= +4 ،ل AB x= −2 1 وگسل

 1
2

 )4 3ل
4

 )3 3ل
5

 )2 2ل
3

 )1

ل9 ،لکلوملگزییهلدراتلوات؟- AB n= ل:ل AC=2 ،ل BC m= ،ل Â = 067 ،ل B̂= 055 وگسلدرلمثلثلABC،ل
 n m< <2  )4 mل n< <2  )3 nل m> >2  )2 mل n< <2  )1

ل10 لوم لودلمتلدمنه.لوگسل- BD BC= ،لااقلABلرولوزلطسفلBلبهلونلوزۀل AB AC( )= درلمثلثلم سا:هلولساقننلABCل
CDلبسوبسلACلباشل،لنقطۀلیلاقتلعمودمیلفلماهلمثلثلADCلکجال:وقعلوات؟

AD 4( وسط 3( رأس Cل 2( بیرون مثلث ل 1( درون مثلثل



محاسبات

الدلو:فولیسانهلماهلمیلاتل:لوا لصف
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ل3آزمونل
راه حل: 122 تا 123

آزمون جامع

ل1 درلمثلثلحادۀلABCلنقطۀلOلمحدلبسخوردلعمودمیلفلماهلد:لضلعلABل:لACلوات.لونلوزۀلزو:یۀلBOCلکلوملوات؟-

 Â−0180 2  )4 ل Â−090
2

 )3 ل Â+090
2

 )2 ل Â2  )1

ل2 درلشکدلمقابدلکلوملگزییهلمموورهلدراتلوات؟-
1( رأس B روی نیمساز زاویۀ ADC است.

2( خط AC عمودمنصف پاره خط BD است.

3( خط BD عمودمنصف پاره خط AC است.
4( رأس D روی عمودمنصف پاره خط AC است.

ل3 مثلثلABCلمفس:ضلوات.لننمسازماهلد:لزو:یۀلBل:لCلیکلیگسلرولدرلنقطۀلIلقطعلمتلکییل.لنقطۀلIلح ماًو-
2( روی میانۀ نظیر ضلع BC است. 1( روی عمودمنصف ضلع BC است.ل

4( روی نیمساز زاویۀ A است. ل 3( روی محیط مثلث است. 

ل4 لرولبهلیسینبلدرلنقطهلماهلBل:لCلقطعلمتلکیل.لوگسلنقطۀلOلوزلمسلاهلخطلبهلیکلااصلهل- d′ خطلموربتلد:لخطلمووزهلdل:ل
باشل،لزو:یۀلBOCلچیللدرجهلوات؟

 075  )4 ل 090  )3 ل 095  )2 ل 0105  )1

ل5 چیللموردلوزلگزورهلماهلزیسلبالمثافلنقضلردلمتلشونل؟-
ولف(لمسلچهارضلعتلکهلوضلاعلبسوبسلدورد،لمسبعلوات.

ب(لوریفاعلمثلثلبالضلعلکوچکلیس،لزو:یۀلکوچکلیسهلمتلاازد.
پ(لنقطهلوهلکهلوزلوضلاعلمثلثلیالوم لودلآنلمالبهلیکلااصلهلباشل،لدوخدلمثلثلوات.

3 )4 3( 2ل 2( 1ل 1( صفرل

ل6 لوات.لطوفل:یسل- 5 لااصلۀلنقطۀلممساتلعمودمیلفلمالوزلد:لضلعلمثلثل2ل:ل Â( )= 090 درلمثلثلقائهلولزو:یۀلABCل
مثلثلکلوملوات؟

 6 2  )4 5ل 2  )3 2( 6ل 1( 5ل

ل7 لرأسلCلمحدلیلاقتلننمسازلزو:یۀلدوخلتلAل:لعمودمیلفلضلعلADلوات.ل- A Bˆ ˆ( )= = 090 درلچهارضلعتلABCDل
،لمحنطلچهارضلعتلABCDلبسوبسلکلوملوات؟ AB=4 وگسل

 +16 4 2  )4 ل +8 2 2  )3 ل +12 4 2  )2 ل +16 2 2  )1

ل8 درلشکدلر:بهلر:،لOلنقطۀلبسخوردلننمسازماهلزو:یهلماهلدوخلتلمثلثلABCلوات.ل-
وگسلمساحتلمثلثلAOCلبسوبسل81لباشل،لمساحتلمثلثلBOCلبسوبسلکلوملوات؟

90 )2 1( 100ل
92 )4 3( 99ل

ل9 مثلثلدلخووهلABCلمفس:ضلوات.لوزلرأسلماهلوینلمثلثلخطلمایتلمووزهلضلعلمقابدلبهلآنلرأسلراهلمتلکینهلیالمثلثل-
لچهلنقطهلوهلوات؟ A B C′ ′ ′ لبهلداتلآیل.لنقطۀلبسخوردلوریفاعلماهلمثلثلABCلبسوهلمثلثل A B C′ ′ ′

2( نقطۀ برخورد ارتفاع ها ل 1( نقطۀ برخورد نیمسازها 
4( نقطۀ برخورد عمودمنصف ها ل 3( نقطۀ برخورد میانه ها 

ل10 لبسقسورلوات.لنقطۀلیلاقتلوریفاعلماهلوینلمثلثلکجالقسورلدورد؟- B C Aˆ ˆˆ − = درلمثلثلABCلبننلزو:یهلمالروبطۀل
B 4( روی رأس 3( روی ضلع ACل 2( بیرون مثلثل 1( درون مثلثل



یحیمشت یمه خسمپ :مهن لصف
120

م1 آزمونم1 یحی

م1 می دانیم نقطه هایی که از A به فاصلۀ 6 قرار دارند دایره ای  منیلگ م 3م
به مرکز A و شعاع 6 تشکیل می دهند. از فرض سؤال نتیجه می گیریم این دایره 
خ�ط d را بای�د در دو نقط�ه قطع کند. پس فاصلۀ A از خ�ط d کوچک تر از 6 و 

مسلماً عددی مثبت است.

 AH m m m≤ < ⇒ ≤ + < ⇒− ≤ < ⇒− ≤ <3 30 6 0 2 3 6 3 2 3
2 2

، صفر و 1 را می تواند بگیرد.  −1 در این فاصله m مقادیر صحیح 

م2 ب�رای این منظ�ور، باید دایرۀ به مرکز A و ش�عاع x+1 و  منیلگ م 1م
x−2 متقاطع باشند. یعنی دایرۀ به مرکز B و شعاع 1

 x x AB x x x x x( ) ( )− − + < < + + − ⇒ − < − <2 1 1 1 2 1 2 4 5 3  
. x { , , }∈ 2 3 4 . چون x عدد صحیح است، پس  x< <1 5 یعنی 

م3 مجموعۀ نقاطی که از خط d به فاصلۀ 2/5 واحد باشند دو  منیلگ م 1م
خط موازی d در طرفین آن است. چون قطر دایره برابر 5 است و فاصلۀ این دو 
خط موازی هم برابر 5 اس�ت، پس نقاط تلاقی دو خط موازی با دایره حداکثر 2 
نقطه است )شکل ها را ببینید(. به عبارت دیگر با توجه به داده های سؤال حالتی 

که هر دو خط موازی دایره را در دو نقطه قطع کند به وجود نمی آید.

م4 بناب�ر داده ه�ای س�ؤال خ�ط d از مرک�ز O ب�ه فاصل�ۀ 2  منیلگ م 2م
س�انتی متر است. در ضمن نقطه هایی که از خط d به فاصلۀ 4 سانتی متر هستند 
دو خط موازی d در طرفین آن هستند. با توجه به شکل فقط یکی از این دو خط 
موازی دایره را در دو نقطه قطع می کند و این دو نقطه جواب این سؤال هستند.

م5 مجموعۀ نقطه هایی که از A به فاصلۀ 9 هس�تند دایره ای  منیلگ م 4م
به مرکز A و شعاع 9 است و مجموعۀ نقطه هایی که از d به فاصلۀ 9 هستند دو 
خط موازی d در طرفین آن به فاصلۀ 9 از آن هس�تند. با توجه به ش�کل، محل 

تلاقی این دو خط با دایره جواب این سؤال است که دقیقاً دو نقطه است.

م6 می دانیم فاصلۀ هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع  منیلگ م 1م
آن زاویه یکس�ان اس�ت. پس اگر عمود DH را بر ضلع AC رس�م کنیم، آن گاه 

. بنابراین DH DB= =3

 
AD AD

ABD ADH
DB DH

AH AB m
B H

¾µGI¤ Í±ò ¦Ä » oU»

ˆ ˆ

 =
 ≅ = →

= = +
= =

0
1

90

 

. در نتیجه CH AC AH m m( ) ( )= − = + − + =5 1 4 پس 

 CDH CD CH DH CD: = + = + = ⇒ =2 2 2 2 24 3 25 5

م7 می دانیم هر نقطه روی نیمس�از زاوی�ه از دو ضلع زاویه به  منیلگ م 3م
 h برابرند. اگر OH′′ ′OH و   ،OH یک فاصله اس�ت. بنابرای�ن عموده�ای

فاصلۀ B از قاعدۀ DC باشد، آن گاه

 h hOH OH OH OH OH OH ( )′ ′′ ′ ′′= = = ⇒ + + = = =63 3 9
2 2 2

ف1 لصف

یحیمشت یمه خسمپ :مهن لصف
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م8 فرض کنید ABC مثلث مورد نظر باشد. میانۀ AM را به  منیلگ م 2م
ان�دازۀ خودش امت�داد می دهیم تا به نقطۀ D برس�یم. در این ص�ورت دو مثلث 
، در نتیجه سه  DC AB= =5 AMB و MDC همنهش�ت می شوند. بنابراین 
ضلع مثلث ADC معلوم اس�ت )8، 7 و 5( و با داش�تن سه ضلع مثلث فقط یک 
مثلث ADC و در نتیجه یک مثلث ABC قابل رسم است. توجه کنید گزینه های 
)1( و )4( با هم متفاوت هستند. در گزینۀ )4( مطرح شده است که مثلث با این 
اطلاعات وجود ندارد ولی در گزینۀ )1( مطرح شده است با این اطلاعات نمی توان 
 مثل�ث را با خط کش و پرگار رس�م ک�رد و به اطلاعات دیگری نی�ز احتیاج داریم.

م9 چون M از دو س�ر پاره خط CD به یک فاصله است روی  منیلگ م 3م
 DC و DA از دو ضلع M اس�ت. از طرف دیگر چون CD عمودمنصف ضلع
به یک فاصله اس�ت، پس روی نیمس�از زاوی�ۀ D ق�رار دارد. بنابراین M محل 

برخورد عمودمنصف CD و نیمساز زاویۀ D است.

متوازی الاضلاع�ی که طول قطرهای آن 2 و 3 س�انتی متر  منیلگ مم10 3م
است جواب است، چون زاویۀ بین دو قطر مشخص نیست پس با این معلومات 

نامتناهی متوازی الاضلاع قابل رسم است.

م2 آزمونم1 یحی

م1 در اس�تدلال استقرایی با مشاهده و بررسی یک موضوع در  منیلگ م 2م
چن�د حالت به درس�تی آن موضوع در حالت کلی می رس�یم، ب�ه عبارت دیگر از 
جزء به کل می رسیم. مسلماً با چنین استدلالی نمی توان همواره به درستی نتیجۀ 

گرفته شده مطمئن بود.

م2 ه�ر  منیلگ م در  ضل�ع  بزرگ تری�ن  ب�ه  مقاب�ل  زاوی�ۀ  مس�لماً  4م
مط�رح  قضی�ۀ  عک�س  دیگ�ر،  عب�ارت  ب�ه  نیس�ت.  قائم�ه  لزوم�اً  مثل�ث 
ش�ده در گزین�ۀ )4( ب�ه ص�ورت »اگ�ر ی�ک ضل�ع مثلث�ی بزرگ تری�ن ضل�ع 
نیس�ت. درس�ت  لزوم�اً  اس�ت«  قائم�ه  آن  مقاب�ل  زاوی�ۀ  آن گاه   باش�د، 

م3 در بره�ان خلف، فرض را نقیض حک�م انتخاب می کنیم.  منیلگ م 4م
« است،  BC AC> ، آن گاه  A Bˆ ˆ> صورت ش�رطی این قضیه به ش�کل »اگر 
، یعنی  BC AC> BC حکم این قضیه است و نقیض این حکم  AC> پس 

BC است.  AC= BC یا  AC<

م4 در مثلث قائم الزاویه نقطۀ همرسی عمودمنصف های اضلاع  منیلگ م 3م
 وس�ط وتر اس�ت. پس مثلث قائم الزاویه مثال نقض برای حکم مورد نظر است.

م5 0180  منیلگ م نقی�ض گزارۀ »مجموع زاویه ه�ای داخلی هر مثلث  3م
0180 است«  است« گزارۀ »چنین نیست که مجموع زاویه های داخلی هر مثلث 

0180 نیست« است. یا »مثلثی وجود دارد که مجموع زاویه های داخلی آن 

م6 Ĉ باش�د، با توجه به  منیلگ م B̂ و  اگر O نقطۀ تلاقی دو نیمس�از  4م
داده های روی شکل می توان نوشت

 
A AO
O

ˆ ( ) ˆˆ
ˆ ( )

 = − α+β ⇒ = +
= − α+β

0
0

0

180 2
90

2180

′O نقطۀ تلاقی دو نیمس�از زاویه های خارجی B و C باشد، آن گاه  در ضمن اگر 
با توجه به داده های روی شکل می توان نوشت

 

A
AA O

ˆ

ˆˆ ˆ( )

Ô ( )

 + − α+ − β=

 ′= α+β − ⇒ = −


′= − α+β

0 0 0

0 0

0

180 2 180 2 180

2 180 90
2

180

 C و نیمس�از زاویۀ خارجی B نقطۀ تلاقی نیمس�از زاویۀ O′′ از طرف دیگر اگر 
باشد، آن گاه با توجه به داده های روی شکل می توان نوشت

 
O O AO
C A AÂ]nIi ¾â Ä»Hp 

ˆ ˆ ˆˆ
ˆ ˆ: ( )

 ′′ ′′+α+β+ − β= ⇒ =β−α ′′⇒ =
β= + α⇒ = β−α

0 0180 2 180
22 2 2

 A نیمس�از زاویۀ خارجی AD′ در صورت�ی که AD نیمس�از زاویۀ داخلی A و 
باشد با توجه به داده های روی شکل می توان نوشت

 DADˆ ′α+ β= ⇒α+β= ⇒ =0 0 02 2 180 90 90

م7 می دانیم هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن به  منیلگ م 1م
یک فاصله اس�ت. پس نقطۀ همرس�ی نیمس�ازهای هر مثلث از سه ضلع به یک 

فاصله است. بنابراین
 m m m− = − ⇒ =4 2 10 6

−m است. = − =4 6 4 2 در نتیجه فاصلۀ نقطۀ همرسی نیمسازها از ضلع بزرگ تر برابر
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