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فصل اول 

درس اول: ماتریس و اعمال روی ماتریس ها 

ماتریس

هر آرایش مستطیلی از عددهای حقیقی، شامل تعدادی سطر و ستون یک ماتریس است. هر عدد حقیقی 
واقع در هر ماتریس را درایة آن ماتریس می نامیم.

درایه های ماتریس را با دو کروشه محصور و معمولاً ماتریس را با حروف بزرگ لاتین نام گذاری می کنیم.
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)برای ماتریس هایی که فقط یک درایه دارند می توانیم کروشه نگذاریم.( 

مرتبة ماتریس

ماتریس زیر را ببینید:
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 سطر دوم است.  2 0 1  سطر اول و  - 3 1 1 در این ماتریس 

 ستون سوم این ماتریس است.
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2 همچنین 

در نتیجه این ماتریس دو سطر و سه ستون دارد.
2× است. 3 طبق قرارداد می گوییم این ماتریس از مرتبة 

n ستون است ماتریس از مرتبة  m س��طر و  در حالت کلی، ماتریس��ی که دارای 
n ( است. m در  m )بخوانید  n×
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نمایش کلی یک درایه

به ماتریس زیر توجه کنید:
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عدد 2 درایة روی س��طر اول و س��تون اول است و درایة 6- روی سطر دوم و ستون دوم است، همچنین 

صفر درایة روی سطر دوم و ستون سوم است.

ija نشان می دهیم. A را با  ام ماتریس  j ام و ستون  i در حالت کلی، درایة واقع در تقاطع سطر 
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m را مي توان به صورت زير نمايش داد: n× واضح است كه در حالت كلي، يك ماتريس 
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ija دراية عمومی  . به  i m j n( , )≤ ≤ ≤ ≤1 1 ij نمايش مي دهی�م  m nA a[ ] ×= ماتريس ف�وق را اغلب به صورت 

ماتريس A می گويیم.

Aمرامبامدرایهمهایشممشخصمكنيد. i j[ ] ×= -2
2 3 ماتریسم

2× را در نظر می گیریم: 3 صورت کلي ماتریس 
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اکنون تک تک درایه ها را به دست مي آوریم:
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با توجه به تعریف سیگما می نویسیم:
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اکنون درایه هایي را که در رابطة بالا لازم داریم به دست مي آوریم: 
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سپس این درایه ها را در رابطه قرار می دهیم:
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بنابراین گزینة )4( درست است.

معرفی چند ماتریس خاص

O نشان می دهیم. 1( ماتریسمصفر ماتریسی است که همة درایه های آن صفر است. ماتریس صفر را با 
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2( ماتریسمسطری ماتریسی که یک سطر دارد، ماتریس سطری است، مانند
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ij است. nA a[ ]×= 1 صورت کلی ماتریس سطری به صورت 

3( ماتریسمستونی ماتریسی که یک ستون دارد، ماتریس ستونی است، مانند
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4( ماتریسممربعی ماتریسی که تعداد سطرها و ستون های آن با هم برابرند، ماتریس مربعی است، مانند
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n اس��ت،  n× n باش��د، به ج��ای اینکه بگوییم ماتریس از مرتبة  n× اگ��ر یک ماتریس مربعی از مرتبة 
n اس��ت. مثلًا در ماتریس های قبلی، A مربعی از مرتبة B ،1 مربعی  می گوییم ماتریس��ی مربعی از مرتبة 

C مربعی از مرتبة 3 است. از مرتبة 2 و 

به ماتریس مربعي مقابل توجه کنید:
، درایه هاي روي  5 3- و   ، 0 ب��ه درایه ه��اي 
 ، 6 3- و  قط��ر اصل��ي و ب��ه درایه ه��اي 1، 
درایه ه��اي روی قطر فرع��ي مي گوییم. واضح 
 9 3 و  است که در این ماتریس درایه هاي 1، 
 8  ،2 درایه هاي بالاي قطر اصلي و درایه هاي 

6 درایه هاي پایین قطر اصلي هستند. و 
در حالت کلي، مي توان این درایه ها را به صورت زیر نشان داد:
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دقت کنید که قطر اصلي و قطر فرعي فقط براي ماتریس هاي مربعي تعریف مي شوند.
5(مماتریسمقطری ماتریس مربعی که همة درایه های بالا و پایین قطر اصلی آن صفر است، ماتریس قطری است.

به زبان ریاضی،

ij n n ijA A a i j aSwH Áoõ¤ uÄoUI¶ [ ] , ( )×⇔ = ≠ ⇒ =0

ماتریس های زیر نمونه هایی از ماتریس قطری هستند.
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در ماتریس های قطری، درایه های روی قطر اصلی می توانند صفر باشند یا نباشند.

۶( ماتریسماسکالر ماتریسی قطری که درایه های روی قطر اصلی آن با هم برابرند، ماتریس اسکالر است، مانند
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۷( ماتریسمهمانیم)واحد( ماتریس اس��کالری که درایه های روی قطر اصلی آن برابر 1 اس��ت، ماتریس 
nI نشان می دهیم. n را با  همانی است. ماتریس همانی از مرتبة 
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تساوي دو ماتریس

B را مساوي مي گوییم هرگاه داراي دو شرط زیر باشند: A و  دو ماتریس 
1( هم مرتبه باشند.

2( درایه هاي نظیر آنها با هم برابر باشند.
n و به ازاي هر  q= m و  p= ij مساوي هستند اگر  p qB b[ ] ×= ij و  m nA a[ ] ×= به عبارتي دو ماتریس 

. A B= . در این حالت مي نویسیم  ij ija b=  ، j و i

مكدامماست؟ z k+ مبرابرمباشند،ممقدارم
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چون دو ماتریس از مرتبة 2 هس��تند مي توان نتیجه گرفت که ش��رط اول تس��اوي دو ماتریس را دارند. 
اکنون باید تساوي درایه هاي نظیر به نظیر را بررسي کنیم:
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. بنابراین گزینة )1( درست است. z k+ =- + =-2 1 در نتیجه 1

جمع ماتریس ها

برای جمع کردن یا کم کردن دو ماتریس هم مرتبه کافی اس��ت درایه های نظیر به نظیر را با هم جمع یا 
تفریق کنیم.
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توجه کنید که فقط ماتریس های هم مرتبه قابل جمع و تفریق هستند و در حالت کلی

، آن گاه ij m nB b[ ] ×= ij و  m nA a[ ] ×= اگر 

ij ij ij ij m nA B a b a b[ ] [ ] [ ] ×+ = + = +

و
ij ij ij ij m nA B a b a b[ ] [ ] [ ] ×- = - = -
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ضرب یک عدد حقیقی در ماتریس

ب��رای ضرب کردن یک عدد حقیقی در یک ماتریس کافی اس��ت آن عدد را در تمام درایه های ماتریس 
ضرب کنیم. به عبارت دیگر،
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قرینة یک ماتریس

A می گوییم. -A به دست می آید که به آن قرینة ماتریس  A را در عدد 1- ضرب کنیم، ماتریس  اگر ماتریس 
به عبارت دیگر،

ij m n ij m nA a A A auÄoUI¶ ¾â ¹Äo¤[ ] [ ]× ×= ⇒ =- = -

خواص مهم جمع ماتریس ها و ضرب عدد در ماتریس

s دو عدد حقیقی باشند. در این صورت خواص زیر برقرارند. r و  C سه ماتریس هم مرتبه و  ، B و  A فرض کنید 
A )خاصیت جابه جایی جمع( B B A+ = +  )1

A )خاصیت شرکت پذیری جمع( B C A B C( ) ( )+ + = + +  )2

A )عضو خنثی برای عمل جمع( O O A A+ = + =  )3
A A A A O( ) ( )+ - = - + =  )4

r A B rA rB( )± = ±  )5

r s A rA sA( )± = ±  )۶

rs A r sA( ) ( )=  )۷

A A=1  )۸
rO O= A و  O=0  )۹

. A B= ، آن گاه  r rA و 0≠ rB= 1۰( اگر 
. rA rB= ، آن گاه  A B= 11( اگر 
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Aم A،مماتریسمهايم B
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B را به دست آورد: A و  مانند یک دستگاه دو معادله و دو مجهول، به سادگي مي توان 
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B را به دست مي آوریم: A را در معادلة دوم قرار مي دهیم و  اکنون ماتریس 

 B B
- -         

+ = ⇒ = - =         - -                  

1 0 2 2 2 2 1 0 3 2
2 3 1 1 1 1 2 3 1 2  

ضرب ماتریس ها

قبل از بیان ضرب دو ماتریس و روش به دست آوردن حاصل ضرب دو ماتریس، باید بدانیم که در حالت 
کلي شرط اینکه دو ماتریس را بتوان در یکدیگر ضرب کرد چیست؟

شرط ضرب پذیري دو ماتریس

AB نش��ان مي دهیم و این ضرب زماني  B را به صورت  A در ماتریس  در حالت کلي، ضرب ماتریس 
( با تعداد س��طرهاي ماتریس دوم  A انجام پذیر اس��ت که تعداد س��تون هاي ماتریس اول )یعني ماتریس 
B باید از  m باش��د، ماتریس  n× A از مرتبة  ( برابر باش��د. به عبارتي اگر ماتریس  B )یعني ماتریس 

m است. به عبارتي: p× n باشد، و حاصل این ضرب یک ماتریس از مرتبة  p× مرتبة 

m n n p m pA B C× × ×=

C را چگونه باید به دست آوریم؟ اکنون سؤالی که وجود دارد این است که درایه هاي ماتریس 
قبل از بیان این مطلب براي سادگي ضرب یک ماتریس سطري در یک ماتریس ستوني را مورد بررسي قرار دهیم.

ضرب ماتریس سطري در ماتریس ستوني

nB را در نظر بگیرید: nA و ماتریس ستوني 1× ×1 ماتریس سطري 

n
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b
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1× اس��ت که در حقیقت یک عدد اس��ت و این  با توجه به مطالب قبل، حاصل این ضرب یک ماتریس 1
عدد به صورت زیر به دست مي آید:

n n n
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b
b

AB a a a a b a b a b
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 AB A B A B A n B n Ï»H â¾ÄHnj  Ï»H ¾â ÄHnj  ³»j ¾â ÄHnj  ³»j ¾â ÄHnj  ³H  â¾ÄHnj  ³H  ¾â ÄHnj( ) ( ) ( )( ) ( )( )= × + + +  

و در نهایت طبق خواص سیگما مي توان آن را به صورت زیر نمایش داد:
n

k k
k

AB a b
=

= ∑ 1 1
1

م B را در نظ��ر بگیرید. می خواهیم ماتریس AB را م:ااث
 
 =  
  

5
0
1

A و  [ ]= -1 3 2 دو ماتری��س 

به دست آوریم. با توجه به تعریف ضرب ماتریس سطری در ماتریس ستونی می نویسیم:

AB [ ] ( )( ) ( )( ) ( )( )

 
 = - = + - + = 
  

5
1 3 2 0 1 5 3 0 2 1 7

1

مباشد؟م -7 دومماتریسمسطریمومستونیمم:اامبزنيدمبهمطوریمكهمحاصلمضربمآنهامبرابرم

B را در نظر بگیرید. 
 
 =  
  

5
1
0

A و  [ ]= -0 7 2 مثال های متفاوتی می توان ارائه کرد، به عنوان نمونه 

در این صورت خواهیم داشت

AB [ ] ( )( ) ( )( ) ( )( )

 
 = - = + - + =- 
  

5
0 7 2 1 0 5 7 1 2 0 7

0

ضرب ماتریس ها در حالت کلي

اکنون که ضرب ماتریس هاي سطري در ماتریس هاي ستوني را به شرط ضرب شدن یاد گرفتیم، مي توانیم 
ضرب دو ماتریس را در حالت کلي مورد بررسي قرار دهیم.

A در ماتریس  ij را در نظر بگیرید. دیدیم که ضرب ماتریس  n pB b[ ] ×= ij و  m nA a[ ] ×= ماتریس هاي 

m است. به عبارتي p× C از مرتبة  ، ماتریسی مانند  B

ij m pAB C c[ ] ×= =

3
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که در آن هر درایه از ماتریس C را مي توان به صورت زیر تعریف کرد:
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nو در نهایت طبق خواص سیگما داریم:

ij ik kj
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در مثال زیر به درایة سطر دوم و ستون سوم ماتریس حاصل ضرب دقت کنید:
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م B را در نظر بگیرید. مي خواهیم حاصل م:ااث
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AB را به دست آوریم:
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3 1 1 2 4
7 1 5 2 1

3 5 6 2 12 1 8 4 11
7 5 14 2 28 1 2 16 29

 

م B مفروض ان��د. مي خواهی��م دو م:ااث
 -
 

=  
 - 

3 0 1
2 0 0
1 2 3

A و 
 -
 

=  
 
 

1 1 1
0 1 0
1 2 0

دو ماتری��س 

BA را محاسبه کنیم: AB و  ماتریس 

AB

BA

       - - - + + + - + + -
       

= = + + + + + + =       
       - + + + + - + + -       

   - - - + - + - + +
   

= = - + + + + + +   
   -   

1 1 1 3 0 1 3 2 1 0 0 2 1 0 3 0 2 4
0 1 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0
1 2 0 1 2 3 3 4 0 0 0 0 1 0 0 7 0 1

3 0 1 1 1 1 3 0 1 3 0 2 3 0 0
2 0 0 0 1 0 2 0 0 2 0 0 2 0
1 2 3 1 2 0

   -
   

= -   
   - + + - + + +   

4 1 3
0 2 2 2

1 0 3 1 2 6 1 0 0 2 5 1
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با بررس��ي این دو مثال مي توان به س��ادگي فهمید که ضرب ماتریس ها خاصیت جابه جایي ندارد، یعني در 

حالت کلي نميمتوانمگفتث

AB BA=  

 A A×2 ، یعني  A3 A و  A× ، یعني  A2 باشد، آن گاه منظور از n A یک ماتریس مربعي از مرتبة   اگر 
و الي آخر. در ضمن دقت کنید فقط ماتریس های مربعی را می توان به توان رساند. به عنوان مثال ماتریس 
A در تعریف ضرب ماتریس صدق نمی کند.  A× ××2 3 2 3 2× را نمی توان به توان رساند زیرا  3 A از مرتبة 

Aمماتریسیم B× B،ممقادیرمaمومbمرامطوریمبهمدستمآوریدمكهمحاصلم
- 

=  -  

2 1
4 2 موم

a
A

b
 

=  -  

5
2 اگرم

قطریمباشد.

A را به دست می آوریم: B× ماتریس 

 
a a a

A B
b b b

- + - -     
× = =     - - - - +          

5 2 1 10 4 5 2
2 4 2 2 8 4  

می دانیم در ماتریس قطری درایه های بالا و پایین قطر اصلی صفر هستند، بنابراین

 a a

b b

 - - = ⇒ =-


- = ⇒ =

55 2 0
2

2 8 0 4
 

A2مرامبهمدستمآورید. A،ممجموعمدرایهمهايمستونمدوممماتریسم
 
 

= - 
 
 

3 1 0
2 0 1
1 1 1

اگرم

A مي توان نوشت A A= ×2 چون 
c

A c
c

     
     

= - - =     
     
     

12
2

22

32

3 1 0 3 1 0
2 0 1 2 0 1
1 1 1 1 1 1

 

 

 

درایه هاي ستون دوم به صورت زیر به دست مي آیند

c c

c

      [ ] , [ ]

[ ]

   
   

= = + + = = - = + - =   
   
   

 
 

= = + + = 
 
 

12 22

32

1 1
3 1 0 0 3 0 0 3 2 0 1 0 2 0 1 1

1 1

1
1 1 1 0 1 0 1 2

1

 

A2 برابر 6 است.  بنابراین مجموع درایه های ستون دوم ماتریس 

4

راه حل

5

راه حل



فصل اول: ماتریس و کاربردها
)22(

B،مثابتمكنيد A I= -2 Aموم A=2 Aمماتریسیممربعيمباشد،م اگرم

A B A B+ = +3 3 م

. B B=3 . اکنون باید ثابت کنیم  A A=3 ، مي توان گفت  A A=2 با توجه به اینکه 

A A B

B A I B A I A A I

B A A I I B B

»j ·H¼U#¾M#Hn#¸ÃÎoŠ

´ÃºIwnÂ

 

¶

( )

= ×

= - → = - = - +

→ = - + = → =
2

2 2 2

2 3

2 2 4 4

4 4
. A B A B+ = +3 3 پس 

A4مبرابرمكدامماست؟ ،محاصلم A I O( )- =2 اگرم

 A I-8 7  )4 A م I-4 3  )3 A م I-3 2  )2 I )1 م

به کمک اتحاد مربع می نویسیم:

 
A A I

A I O A A I O A A I A A I

A A I A A A I I A A A I

2 ·H¼U ¾M( ) ( )

( )= -

- = ⇒ - + = ⇒ = - → = -

= + - → = - + - ⇒ = -
2

2 2 2 4 2

24 2 4 4

2 2 2

4 4 4 2 4 4 3
 

پس گزینة )3( درست است.

24

راه حل

5 

راه حل

م1 Dممس��ابقاتیمبرگزارمش��دهماس��تمومنتایجمدرمنمودارمزیرمرس��ممش��دهماست.م- Cموم B،م A،م بينمچهارمتيممفوتباام

ماتریسیمبنویسيدمكهمنمایشگرماینمنمودارمباشد.

م2 ،ممشخصمكنيد.- ij

j i i j
a

i j i j

- <= 
+ ≥

2

2
مرامكهمدرمآنم ijA a[ ] ×= 2 3 درایهمهایمماتریسم

م3 م- i j< مومبرایم ija i j= +2 مداش��تهمباشيمم i j> ،مبرایم ija =7 مداش��تهمباش��يمم i j= ممفروضماس��ت.ماگرمبرایم ijA a[ ] ×= 3 4 ماتریسم

Aمرامبامدرایهمهایشممشخصمكنيد. ،مماتریسم ija i= -2 داشتهمباشيمم1

م4 Aمرامبهمدستمآورید.- .ممجموعمدرایهمهایمقطرماصلیم ija ij i= -2 5 ممیمدانيمم ijA a[ ] ×= 3 3 درمماتریسم

م5 Aمرامتعيينمكنيد.- متعریفمشدهمباشد،ممجموعمدرایهمهایمماتریسم ij

i i j

a i j i j

j i j

 - + >
= - =

- <

1

2

1

Aمدرایهمهامبهمصورتم ×2 5 اگرمدرمماتریسم
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م۶ مدرمچهمصورتیممساویمهستند؟م-
a d
b e
c f

 
 
 
 
 

موم
a b c
d e f

 
 
  

دومماتریسم

م۷ مرامبيابيد.- x y z- +3 A،ممقدارم B= موم
x y

B
+ 

=  -  

3 2
2 1 ،م

x y
A

z
- 

=  
  

2 5
1 اگرم

م۸ حاصلمعباراتمزیرمرامپيدامكنيد.-

م
   - -
   

- - + - -   
   - - -   

2 0 1 1 1 2
3 2 1 2 0 3 2
0 4 5 1 3 4

ممممممب(م
-     

+ -     - - - -          

5 3 2 6 0 1
2 42 4 1 1 2 3 الف(م

م۹ مرامبهمدستمآورید.- B I-3 2 ممفروضماست.مماتریسم ij

i j i j
b

i j i j

+ ≥= 
- <

2

3 2
مبامتعریفم ijB b[ ] ×= 2 2 ماتریسم

م1۰ Aمرامبهمدستمآورید.- ،مماتریسم A
- -   

+ =   
      

2 3 5 2
34 5 6 4 ازمتساویم

م11 مرامبهمدستمآورید.- m n-2 4 ،ممقدارم
m n

n m m
- -       

+ = +       - -              

2 2 0 1 1 3
1 2 1 3 2 2 ازمتساویم

م12 مرامبهمدستمآورید.- a b c- +2 Bمصدقممیمكنند.محاصلم A I( )= -2 مدرمتساویم
b

B
c

 
=  -  

2
1 موم

a
A

- 
=  
  

3 2
0 4 ماتریسمهایم

م13 Cمرامط��وریمپيدامكنيدمكهمدرمتس��اویم- ممانن��دمماتریسم ×3 2 B.می��كمماتریسم
 
 

= - 
 
 

2 3
4 5
0 6

Aموم
 - -
 

= - 
 - 

4 2
1 5
3 2

ف��رضمكني��دم

مصدقمكند. A B C O- - =3 2

م14 مرام- m n+2 ،ممق��دارم c c=-11 22 موم c c=21 323 C،م A B= -2 ،م
m n

B m
 - - +
 

= + 
 - 

1 2
2 3

4 2
،م

m n
A

n

 -
 

= - 
 
 

21
3 1
2

اگ��رمبداني��مم

بهمدستمآورید.

م15 Aمرامبهمدستمآورید.- درمدستگاهمماتریسیمزیرمدرایهمهایمماتریسم
A B

A B

  
+ =  -   


 

- =   -   

2 5
2 3 1 4

1 0
3 2 2 2

م1۶ ممیمفروشد.متعدادمواحدهایمفروختهمشدةمهرممحصوامدرمهرمبازارمدرمیكمسااممعينم- n mموم مرامدرمدومبازارم c موم b ،م a كارخانهمایمسهممحصوام

Cمبهمترتيبمقيمتمفروشموم
 
 

=  
 
 

1 8
3 5
2 5

/
/
/

Bموم
 
 

=  
 
 

2
4
3

ممش��خصمشدهماست.مماتریسمهایم

a b c
m

A
n
 

=  
  

5000 2000 1500
2000 2000 1000

بامماتریسم

ABمرامتعيينمومتعبيرمكنيد. AC- ACموم AB،م مرامنشانممیمدهند.مدرایهمهایمهرمیكمازمماتریسمهایم c موم b ،م a قيمتمتماممشدةمهرمواحدمازم



فصل اول: ماتریس و کاربردها
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م1۷ BAمرامبهمدستمآورید.- ABموم B،مماتریسمهایم
- 

=  
  

2 5 1
1 0 3 Aموم

 -
 

=  
 - 

3 1
2 4
0 2

اگرم

م1۸ مرامبهمدستمآورید.-
x x

x x
 -  + + =          

2
2 1 0 22 1 02 3 1

مجموعمجوابمهایممعادلةمماتریسیم

م1۹ Bمخاصيتمجابهمجاییمداش��تهمباش��د،م- Aموم ممفروضماند.ماگرمحاصلمضربمدومماتریسم ijB b[ ] ×= 2 2 Aموم
- 

=  
  

2 1
1 2 دومماتری��سم

Bمبرابرمصفرماست. نشانمدهيدممجموعمدرایهمهایمرویمقطرمفرعیم

م2۰ مرامبهمدستمآورید.- ab a b+ + مخاصيتمجابهمجاییمداشتهمباشد،ممقدارم
a

B
b

 
=  
  

3
2 Aموم

- 
=  
  

2 1
1 2 اگرمضربمدومماتریسم

م21 مرامبهمدستمآورید.- x y+3 ،ممقدارم
x y

y x
- +     

=     -          

3 1 5
4 2 3 درمتساویمماتریسیم

م22 مصدقمكند.-
x x

A
y y

   
=   -      

Aمرامبهمگونهمایمپيدامكنيدمكهمدرمتساویم ×2 2 ماتریسم

م23 Aمرامبهمدستمآورید.- A،مكمترینممقدارممجموعمدرایهمهایم A
   

=   
      

1 1 1 1
2 0 2 0 Aماعدادیمطبيعیمهستند.ماگرم درایهمهایمماتریسم

م24 مرام- a b+ ABمماتریسمقطریمباش��د،ممقدارم Bمرامدرمنظ��رمبگيری��د.ماگ��رمماتریسم
- 

=  
  

1 2
3 2 موم

a
A

b
 

=  -  

4
1 دومماتری��سم

بهمدستمآورید.

م25 ACBمرامبهمدستمآورید.- C،مماتریسم  = - 5 4 Bموم
- 

=  -  

2 0
3 4 A،م

 
=  
  

3
2 اگرم

م2۶ BABمرام- Bمدادهمش��دهماند.مدرایةمس��طرمس��وممومس��تونمدوممماتریسم

- 
 
 =  
 

-  

1 7
3 1
0 4
1 1

Aموم
- 

=  
  

3 2 1 5
0 4 1 6 ماتریسمهایم

بهمدستمآورید.

م2۷ بامیكمم:اامنشانمدهيدمنتيجهمگيریمزیرمنادرستماست.-

AB BA O A O B OIÄ= = ⇒ = =

م2۸ -.AB AC= B،مولیم C≠ Cمرامبهمگونهمایمم:اامبزنيدمكهم Bموم A،م ماتریسمهایم

م2۹ ممفروضماند.مبهمكمكمآنهامنشانمدهيدمنتيجهمگيریمزیرمنادرستماست.- B
 - -
 

= - 
 - - 

2 2 4
1 3 4

1 2 3
موم A

 - -
 

= - 
 - - 

2 3 5
1 4 5

1 3 4
دومماتریسم

AB A B I= ⇒ =



فصل اول

درساول:ماتریسواعمالرویماتریسها

پرسش های چهارگزینه ای

11 1Bتعداد1قبولي1و1مردودي1در1درس1هندس��ه1و1گسس��ته1در1دو1مدرس��ه1را1نشان1مي1دهند.1چند1درصد1از1دانش1آموزان1- 1Aو1 ماتريس1هاي1

اين1دو1دبيرستان1در1درس1هندسه1قبول1شده1اند؟

A B
   

= =   
      

90 10 42 8
89 11 40 10

هندسه

گسسته

هندسه

گسسته

قبولمردودقبولمردود

%/12 4  )4 1 %88  )3 1 %86  )2 1 %14  )1

21 1Aمجموع1درايه1ها1برابر1کدام1است؟- i j[ ] ×= − 2
2 22 در1ماتريس1

3 )4 12 )3 11 )2 1( صفر1

31 1کدام1است؟- a b a b−21 12 32 312 3 B،1مقدار1 i j[( ) ] ×= − 2
3 3 1Aو1 ij[ ] ×= − 3 21 اگر1

−20  )4 1−62  )3 1−10  )2 1−58  )1

41 1مفروض1اند.1مجموع1- ij

j i i j
b

i j i j

− <= 
− ≥

2 3

2
1با1تعري��ف1 ijB b[ ] ×= 3 3 1و1ماتري��س1 ija j i= −2 1ب��ا1تعريف1 ijA a[ ] ×= 3 3 ماتري��س1

1Aچقدر1است؟ B−2 درايه1های1بالای1قطر1اصلی1ماتريس1

 −1 )4 3( صفر1 13 )2 14 )1

51 1برابر1- m n( , ) 1mAصدق1می1کنند.1زوج1مرتب1 nB
− 

− =  
  

4 5
3 1 1Bدر1تساوی1

 
=  −  

1 0
2 3 1Aو1

− 
=  
  

0 3
2 1 ماتريس1های1

کدام1است؟

4( این تساوی ممکن نیست. 1 ( , )− 11
2

 )3 1 ( , )−1 1
2

 )2 1 ( , )2 1  )1

61 1کدام1است؟- A B+2 ،1ماتريس1 i jB [( ) ]+
×= − 2 21 1و1 i jA [ ]−

×= 2 22 اگر1

I2  )4 1
 
 
  

3 3
0 3  )3 1

 
 
  

3 0
3 3  )2 1 I23  )1

71 1Aکدام1است؟- با1توجه1به1دستگاه1ماتريسي1زير،1دراية1واقع1بر1سطر1اول1و1ستون1دوم11ماتريس1

A B A B      ,
−   

+ = − =   
      

3 2 2 1
2 31 0 0 3

−2  )4 111
5

 )3 1−1 )2 13
5

 )1

81 1کدام1است؟- a b+ 1Bو1ضرب1اين1دو1ماتريس1خاصيت1جابه1جايي1داشته1باشد،1مقدار1
− 

=  −  

1 3
1 1 1،

b
A

a
 

=  
  

1
2 اگر1

8  )4 17  )3 16  )2 15  )1

فصلاول:ماتریسوکاربردها



فصل اول: ماتریس و کاربردها
)2۸(

م۹ A،ممقدارم- B A B
- - -     

+ =     - -          

2 1 1 1 1 0
3 7 3 6 0 3 ABموم

- α- 
=  β+  

1 1
0 1 مباش��ند،م ×2 2 اگرمAمومBمدومماتریسم

مبرابرمكدامماست؟ α+β2

 -2  )4 3( 1م 2( 4م 1( صفرم

م1۰ مكدامماست؟- AB BA( )- 2 B،مماتریسم
- 

=  
  

1 1
0 1 Aموم

- 
=  
  

2 1
1 0 اگرم

 B I+  )4 O م  )3 A م I+  )2 I )1م

م11 مبرابرمكدامماست؟- a b-2 Aمماتریسمقطریمباشد،ممقدارم B× Bمومحاصلمضربم
- 

=  -  

4 3
3 2 ،م

a
A

b
 

=  -  

4
2 اگرم

 15
2

 )4 9- م  )3 6- م  )2 15- م
2

 )1

م12 مبرابرمكدامماست؟-
 -
 
 
 
 

3 1 5
0 4 2
0 0 7

موم
 -
 
 
 
 

1 0 0
2 1 0
0 6 2

مجموعمدرایهمهایمقطرماصلیمحاصلمضربمدومماتریسم

25 )4 3( 20م 2( 30م 1( 15م

م13 Bممفروضمهس��تند.ممجم��وعمدرایهمهایمماتریسم- i j[ ] ×= -2
3 22 مومماتریسم ij

i j i j

a i j i j

i j i j

 - <
= + =

- > 2

مبامتعریفم ijA a[ ] ×= 2 3 ماتری��سم

ABمكدامماست؟

-27 )4 3( 27م 2( 38-م 1( 38م

م14 D،مدرای��ةمس��طرمدوممومس��تونماوام- ABC= Cموم
- 

=  -  

1 4 5 3
1 3 0 2 Bم،م

 
 

= - 
 
 

2 1
1 0

3 4
A،م

 -
 

=  
 - 

1 3 2
0 2 4
5 6 1

اگ��رم

ماتریسمDمبرابرمكدامماست؟

26 )4 3( 7م 4- م  )2 6- م  )1

م15 AB،مكداممگزینهمصحيحماست؟- BA O+ = Bمدومماتریسممربعيمباشندمبهمطوريمكهم Aموم اگرم

A B BA=-2 2  )2 م  A B AB=2 2  )1

A B BA=-2 2  )4 م  BA A B=2 2  )3

م1۶ Aمبرابرمكدامماست؟- B AB+ +2 7 A،مماتریسم B I+ =7 اگرم

49I )4 I )3م 14I )2 م 7I )1 م

م1۷ Aمحتماًمكدامماست؟- B2 AB،مماتریسم BA O+ =2 AمومBمدومماتریسممربعیمهمممرتبهمهستندموم

BA24  )4 م B A- 24  )3 م BA22  )2 م B A- 22  )1

م1۸ λمكدامماست؟- ،ممقدارم B A ABλ =3 3 موم AB BA O+ =2 اگرم

- 1
8

 )4 -م 1
4

 )3 1م
4

 )2 1م
8

 )1



)29(

191 1حتما1ًکدام1است؟9 A I( )− 252 A،1حاصل1 A O− =2 اگر1A1ماتریسی1مربعی1باشد1و1

A I+2  )4 1 A I−2  )3 1A I−  )2 1I  )1

201 A،1مقدار1k1کدام1است؟9 A k A I( )− = −5 4 1Aو1 A I= −2 3 2 اگر1

32 )4 116 )3 18 )2 14 )1

211 1A3برابر1کدام1است؟9 1،A A I= −2 4 3 اگر1

A I+13 12  )4 1 A I−16 12  )3 1 A I−13 12  )2 1 A I+16 8  )1

221 1mnکدام1است؟9 A،1مقدار1 mA nI= −2
22 1Aو1

 
=  
  

1 2
3 4 اگر1

/−2 5  )4 1−5  )3 1 /2 5  )2 15  )1

231 9a b( )≠ −2 1کدام1است؟1 a b+ 1یك1چهارم1مجموع1درایه1هاي1ماتریس1A21باشد،1مقدار1
a b b

A a b b
 
 

=  
 
 0 0 0

اگر1مجموع1درایه1هاي1ماتریس1

10 )4 18  )3 14  )2 12  )1

241 A؟9
 
 

=  
 
 

2
9 2 5
0 9 0
0 0 9

1وجود1دارد1به1طوري1که1
a b ab

A a b
a

 
 

=  
 
 

0
0 0

چند1ماتریس1به1شكل1

4( بی شمار 3( هيچ1 12  )2 11 )1

251 1A2برابر1کدام1است؟9 A،1مجموع1درایه1های1قطر1اصلی1ماتریس1

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

1 4 3 12
1 1 6 8
4
1 1 1 2
3 6
1 1 1 1

12 8 2

اگر1

6 )4 116 )3 18 )2 112 )1

261 1کدام1است؟9 A I A I( )( )+ − −3 2 A،1حاصل1 A O+ =2 2 اگر1

A I−  )4 1A I+2  )3 1A I−2  )2 1A  )1

271 1Aبرابر1کدام1است؟9 I+4 A،1ماتریس1 A I O− + =2 2 اگر1

A I−8 2  )4 1 A I−4 2  )3 1 I2  )2 1 A I−8 3  )1

281 1کدام1است؟9 A I( )+2 2 A،1حاصل1 A I+ =3 2 1Aماتریسی1مربعي1باشد1به1طوري1که1 اگر1

A I+  )4 1A I+2  )3 1A I−  )2 1A I−2  )1

291 1A20برابر1کدام1است؟9 A،1ماتریس1
 

=  
  

1 2
0 1 اگر1

 
 
  

1 40
0 0  )2 1  

 
 
  

1 20
0 1  )1

 
 
  

1 20
0 0  )4 1  

 
 
  

1 40
0 1  )3



فصل اول: ماتریس و کاربردها
)3۰(

م3۰ A100مكدامماست؟- A،ممجموعمدرایهمهايمماتریسم
cos sin cos

sin cos sin

 α α α
 =
 α α α 

2

2 اگرم

cos+ α1 2  )2 م  sin+ α1 2  )1

cos+ α21  )4 م  sin+ α21  )3

م31 مكدامماست؟- a b c d+ + + ،ممقدارم
a b

A
c d

 
=  
  

1387 Aموم
 
 = - 
  

0 2
2 0

2
اگرم

- 2
2

 )4 م 2
2

 )3 م 2  )2 -م 2  )1

م32 A6مكدامماست؟- A،ممجموعمدرایهمهايمماتریسم
 
 

=  
 
 

1 1 1
1 1 1
1 1 1

اگرم

83  )4 م 73  )3 م 63  )2 م 53  )1

م33 A6ممجموعمدرایهمهايمستونمدوممكدامماست؟- A،مدرمماتریسم
 
 

=  
 
 

1 0 0
1 1 0
1 1 1

اگرم

27  )4 7م  )3 6م  )2 1( 1م

م34 Aمكدامماست؟- A A A I- + - +4 3 2 A،محاصلمعبارتم
 - -
 

= - 
 - - 

2 3 5
1 4 5

1 3 4
اگرم

A I-  )4 I )3م Aم I+  )2 Oم  )1

م35 A5مكدامماست؟- Aممفروضماست.ممجموعمدرایهمهايمسطرمدوممماتریسم i[ ] ×= - 3 31 ماتریسم

18  )4 3( 81م 243م  )2 1( 12م

م3۶ مكدامماست؟- A I A I( )( )+ -3 4
3 3 ،مآنمگاهمحاصلمعبارتم ij

i j i j
a

i j

 + <= 
≥

2 2

0
مداشتهمباشيمم ijA a[ ] ×= 3 3 اگرمدرمماتریسم

A I-5
3  )4 Aم A-7  )3 Aم A-2  )2 Aم I- 3  )1

م3۷ A1395مكدامماست؟- A،ممجموعمدرایهمهایمماتریسم
 
 

= - 
 - 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

اگرم

-3  )4 3( صفرم 2( 1- م 1( 3م

م3۸ )خارج از کشور ریاضی– 92(- A4مكدامماست؟م A،مماتریسم
 -
 

= - 
 - 

3 3 4
2 3 4
0 1 1

اگرم

2( ماتریس صفر م 1( اسکالر 
4( هماني م 3( قطري غیرهماني 



)31(

م3۹ مم- Aمكدامماست؟ A-2 4 متعریفمشدهماست.ممجموعمدرایهمهایمماتریسم ij

i j
a

i j

== 
≠

1

2
مبهمصورتم ijA a[ ] ×= 3 3 ماتریسم

)خارج از کشور ریاضی - 96( م

21 )4 3( 18م 2( 15م 1( 12م

م4۰ )تجربی - 97(- Aمكدامماست؟م A× A،ممجموعمدرایهمهایمماتریسم
- 

=  
  

1 2
3 4 اگرم

44 )4 3( 42م 2( 40م 1( 36م

م41 مم- C2مكدامماست؟ ،ممجموعمدرایهمهایمقطرماصلیمماتریسم
A

C
B

 
=  
  

Bموم

 
 

=  
 
  

1 1 1 4
6 2
1 1 1 1
24 8 4

،م A
 
 =  
  

1 3 6 24

1 1 2 8
3

اگرم

)ریاضی - 97( م

24 )4 3( 20م 2( 18م 1( 16م



راه حل تمرین ها

فصل اول

جه��ت پیکان روی هر خط یا منحنی واصل بین دو تیم م1
از طرف تیم برنده به سمت تیم بازنده است. بنابراین ماتریس 

این شبکة اطلاع رسانی به صورت زیر است.
A B C D

A
B
C
D

 
 
 
 
 
  

0 1 0 1
0 0 2 0
1 0 0 1
0 0 1 0

، 6 درایه به صورت زیر دارد.م2 A ماتریس 
a a

a a

a a

( ) , ( )

( ) , ( )

( ) , ( )

= + = = - =

= - = = + =

= + = = - =

11 12

13 21

22 23

2 1 1 3 2 2 1 3

2 3 1 5 2 2 1 5

2 2 2 6 2 3 2 4

بنابراین

A
 

=  
  

3 3 5
5 6 4

A برابرند بام3 A درایه های ماتریس  بنابر تعریف 
a a a

a a a

a a a

a a a

, ,

, ,

, ,

, ,

= = - = = - =

= - = = + = =

= - = = - = = + =

= + = = = - =

2 2
11 12 13

2
14 21 22

2 2
23 24 31

2
32 33 34

7 1 1 0 1 1 0

1 1 0 2 2 4 7

2 1 3 2 1 3 3 2 5

3 4 7 7 3 1 8

بنابراین

A
 
 

=  
 
 

7 0 0 0
4 7 3 3
5 7 7 8

A را می خواهیم، م4 چون مجم��وع درایه های قطر اصلی 
پ��س فقط همین درایه ها را با تعریف داده ش��ده پیدا می کنیم. 

A هستند: a33 درایه های قطر اصلی ماتریس  a22 و   ، a11

a

a

a

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

= - =-

= - =-

= - =

11

22

33

2 1 1 5 1 3

2 2 2 5 2 2

2 3 3 5 3 3

A برابر است با پس مجموع درایه های قطر اصلی 

a a a+ + =- - + =-11 22 33 3 2 3 2

A را با تعریف داده ش��ده م5 ×2 5 درایه ه��ای ماتری��س 

به دست می آوریم.
a a

a a

a a

a a

a a

( ) ,

,

,

( ) ,

,

= - = = - =-

= - =- = - =-

= - =- =- + =-

= - = = - =-

= - =- = - =-

11 12

13 14

15 21

22 23

24 25

2 1 1 1 1 2 1

1 3 2 1 4 3

1 5 4 2 1 1

2 2 2 2 1 3 2

1 4 3 1 5 4

بنابراین

A
- - - - 

=  - - - -  

1 1 2 3 4
1 2 2 3 4

17- است. A برابر  پس مجموع درایه های ماتریس 

2× م۶ 3 این دو ماتریس هم مرتبه نیس��تند، اولی از مرتبة 

3× اس��ت، پس در هیچ صورتی نمی توانند  2 و دومی از مرتبة 

مساوی باشند. توجه داشته باشید که شرط برابری دو ماتریس 

هم مرتبه بودن آنها و برابری درایه های نظیر به نظیر آنها است.

در دو ماتری��س مس��اوی درایه های نظی��ر دو به دو م۷

مساوی اند. پس
x y

A B x y

z

x y

x y

x x y,+

 = -
= ⇒ + =


=-

- =


+ =

→ = ⇒ = =

3 2

2 5

2

2 3

2 5

4 8 2 1

. x y z ( )- + = - + - =-3 2 1 3 2 5 بنابراین 

فصل اول: ماتریس و کاربردها



)۷۷(

می دانی��م ماتریس های هم مرتبه قاب��ل جمع و تفریق م۸
هستند، بنابراین

الف( 
-     

+ -     - - - -          

-     
= + -     - - - -          

 
=  -  

5 3 2 6 0 1
2 42 4 1 1 2 3

5 3 4 12 0 4
2 4 2 2 8 12

1 11
8 6

ب(م
   - -
   

- - + - -   
   - - -   

   - -
   

= - - + - -   
   - - -   

 -
 

= - - - 
 - - 

2 0 1 1 1 2
3 2 1 2 0 3 2
0 4 5 1 3 4

2 0 1 2 2 4
3 2 1 0 6 4
0 4 5 2 6 8

0 2 5
3 4 5

2 2 13

B را م۹ ابتدا با تعریف داده ش��ده درایه ه��ای ماتریس 
به دست می آوریم:

b b

b b

,

,

= + = = - =-

= + = = + =

11 12

21 22

2 1 3 3 4 1

4 1 5 4 2 6

پس

B
- 

=  
  

3 1
5 6

بنابراین

B I
- -     

- = - =     
          

3 1 1 0 7 3
3 2 3 25 6 0 1 15 16

تس��اوی داده ش��ده را به ص��ورت زیر می نویس��یم تا م1۰
A را پیدا کنیم: ماتریس 

A A

A

- -     
= - ⇒ =     -          

 
 

=  
- 

 

5 2 2 3 3 1
3 36 4 4 5 2 1

11
3

2 1
3 3

دو طرف تس��اوی را حساب می کنیم، سپس درایه های م11
نظیر را مساوی هم قرار می دهیم:

m n
n m m

m n
n m

- -       
+ = +       - -              

- +   
=   +      

2 2 0 1 1 3
1 2 1 3 2 2

2 2 1 2
1 1 1 3

بنابراین
m n m n

n m m n

m m
´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨

- = + - =  ⇒ 
+ = - =  

→ =- ⇒ =-

2 1 3

1 3 3 1

2 2 1
. پس n =-4 در نتیجه 

m n ( ) ( )- = - - - =- + =2 4 2 1 4 4 2 16 14

A و B را در تساوی داده شده قرار می دهیم:م12 ماتریس های 
b a

B A I
c

b a
c

b a
c

( ) ( )
-     

= - ⇒ = -     -          

- -   
=   -      

- -   
=   -      

2 3 2 1 0
2 21 0 4 0 1

2 3 1 2
21 0 3

2 6 2 4
1 0 6

اکنون درایه های نظیر این دو ماتریس را مساوی هم قرار می دهیم:

a a

b c,

- = ⇒ = =

=- =

4 26 2 2
6 3

4 6
بنابراین

a b c- + = + + =4 342 4 6
3 3

B را در تس��اوی داده ش��ده قرار م13 A و  ماتریس های 
C را پیدا کنیم: می دهیم تا ماتریس 

A B C O C O

C C

C

   - -
   

- - = ⇒ - - - - =   
   -   

     - - - -
     
- - - = ⇒ =     

     - -     

 - - 
 

=  
 
 -
  

4 2 2 3
3 2 3 1 5 4 5 2

3 2 0 6

12 6 2 3 14 9
3 15 4 5 2 1 10 2
9 6 0 6 9 0

97
2

1 5
2
9 0
2



اهد بماک وفس رت م :فوا لصف
)78(

Cراپیدامیکنیم:141 ابتدادرایههایماتریس
m n m n

C A B m
n

m n n
m

n

   − − − +
   

= − = − − +   
   −  

 − − −
 

= − − 
 + 

۲

۲

1 1 ۲
۲ ۲ ۳ 1 ۲ ۳

۲ 4 ۲

۳ 1 ۲ ۲
4 5
0 ۲ ۲

اکنونبنابرفرضسؤال،

m

c c m m m

c c m n

n n

( )

( )

=

=− ⇒ − =− − ⇒ = ⇒ =

= ⇒ − = +

→ = + ⇒ =− =−

11 ۲۲

۲1 ۳۲

۲

۳ 1 5 ۳ 6 ۲

۳ 4 ۳ ۲ ۲

4 ۲۲ 6 6
6 ۳

بنابراین

m n+ = − =۲ 10۲ 4
۳ ۳

تس��اویاولرادر۲وتس��اویدومرادر۳ض��رب151
میکنیم،س��پسطرفینآنهاراباهمجمعمیکنیمتاماتریس

Aبهدستآید:

A B

A B

A

A A

+

  
+ =  −   


 

− =   −   

   
→ = +   − −      

 
   

= ⇒ =   
    

 

۲ 5
4 6 ۲ 1 4

1 0
9 6 ۳ ۲ ۲

4 10 ۳ 0
1۳ ۲ 8 6 6

7 10
7 10 1۳ 1۳1۳ 4 ۲ 4 ۲

1۳ 1۳
ماتریسABقیمتفروشدرهربازاررانشانمیدهد:161

AB
 

    
= =    
       

 

۲5000 ۲000 1500 ۲۲500
4۲000 ۲000 1000 15000
۳

ACقیمتتمامشدهدرهربازاررامشخصمیکند: ماتریس

AC
 

    
= =    
       

 

1 85000 ۲000 1500 19750
۳ 5۲000 ۲000 1000 1۳100
۲ 5

/
/
/

ABمیزانسوددرهربازاررانشانمیدهد: AC− پسماتریس

AB AC
     

− = − =     
          

۲۲500 19750 ۲750
15000 1۳100 1900

BAاز171 وماتری��س ×۳ ۳ ABازمرتب��ة ماتری��س
است: ×۲ ۲ مرتبة

AB

BA

   − −
−    

= =    
     − − −   

 −
−    

= =     −       − 

۳ 1 5 15 6۲ 5 1
۲ 4 8 10 101 0 ۳
0 ۲ ۲ 0 6

۳ 1۲ 5 1 16 ۲0
۲ 41 0 ۳ ۳ 7
0 ۲

ابتداضربماتریسهایطرفاولتس��اویدادهشده181
رابهدستمیآوریم:

x x
x x

x x
x x

x x x x( )( )

 −  + +           

 + = − − +      

= − − + + +

۲
۲

۲
۲

۲ ۲

1 0 ۲۲ 1 ۲ ۳ 1

۲۲ ۲ ۳
1

۲ ۲ ۲ ۳

. x x x x( )( )− − + + + =۲ ۲۲ ۲ ۲ ۳ 0 بنابراین
، x x t+ =۲ ۲ برایحلاینمعادلهفرضمیکنیم

t t t t t t

t t t tIÄ

( )( )

( )( )

− + + = ⇒− + + = ⇒ − − =

− + = ⇒ = =−

۲ ۲۲ ۳ 0 ۲ ۳ 0 ۲ ۳ 0

۳ 1 0 ۳ 1

درنتیجه
x x x x

x x x x( )( ) ,

+ = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

۲ ۲۲ ۳ ۲ ۳ 0

۳ 1 0 ۳ 1

یا
 x x x x x x( )+ =− ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ =−۲ ۲ ۲۲ 1 ۲ 1 0 1 0 1

 x =−۳ ، x بنابراینجوابهایاینمعادلةماتریسیبرابر1=
است. −۳ هستند،درنتیجهمجموعجوابهابرابر x و1−=

.دراینصورتبنابر191
a b

B
c d

 
=  
  

ف��رضمیکنیم

فرضسؤال،
AB BA

a b a b
c d c d

a c b d a b a b
a c b d c d c d

=

− −       
=       

              

− − + − +   
=   + + + − +      

۲ 1 ۲ 1
1 ۲ 1 ۲

۲ ۲ ۲ ۲
۲ ۲ ۲ ۲

بنابرای��ندرایههاینظی��رایندوماتری��سبرابرند،درنتیجه
.بنابرای��ن b c+ =0 یعن��ی c b− = .پ��س a c a b− = +۲ ۲

Bصفراست. مجموعدرایههایقطرفرعیماتریس



پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل اول

م1 دانش آم��وزان -مگزینةم تع��داد   ، A ماتری��س  در  3م

دانش آم��وزان  تع��داد   B ماتری��س  در  و   + =90 10 100
+ است. همچنین، =42 8 50

تعداد کل دانش آموزان = + =100 50 150

تعداد دانش آموزان قبول شده در درس هندسه = + =90 42 132
بنابراین درصد دانش آموزان قبول شده در درس هندسه در دو 

مدرسه برابر است با
%× =132 100 88

150
م2 را -مگزینةم  A i j[ ] ×= - 2

2 22 ماتری��س  درایه ه��ای  3م

تعیین می کنیم:

 A i j[ ] ×
- 

= - =  
  

2
2 2

1 2
2 3 0  

- است. + + =1 2 3 0 پس مجموع درایه های ماتریس A برابر 2

م3 ،-مگزینةم B A و  با توجه به تعریف دو ماتریس  1م

a a b b, , ,= - = = - = = =21 32 12 312 1 1 6 1 5 1 4

بنابراین
a b a b ( )( ) ( )( )- = - = - =-21 12 32 312 3 2 1 1 3 5 4 2 60 58

م4 ب��ا -مگزینةم را   B و   A ماتریس ه��ای  درایه ه��ای  1م

تعریف های داده شده به دست می آوریم:

 A j i B[ ] ,×

   -
   

= - = = -   
   - - -   

3 3

1 3 5 1 1 3
2 0 2 4 0 2 0

1 1 3 1 1 3

بنابراین

 

A B
   -
   

- = - -   
   - - -   

 -
 

=  
 - 

1 3 5 1 1 3
2 0 2 4 2 0 2 0

1 1 3 1 1 3

3 1 1
0 6 4
3 3 9

 

A برابر  B-2 پس مجموع درایه های بالای قطر اصلی ماتریس 
. - + =1 1 4 4 است با 

م5 ماتریس های A و B را در تس��اوی داده ش��ده -مگزینةم 4م
قرار می دهیم:

 
mA nB

m n

- 
- =  

  

- -     
- =     -          

4 5
3 1

0 3 1 0 4 5
2 1 2 3 3 1

بنابراین

 

n n

m m

m n

m n

- =- ⇒ =

 - = ⇒ =-

 + =

 - =

4 4

53 5
3

2 2 3

3 1

 

چون مقادیر به دس��ت آمده ب��رای m و n در دو معادلة دیگر 
ای وجود ندارند. n صدق نمی کنند، پس چنین m و 

م۶ ، -مگزینةم B A و  ب��ا توجه به تعری��ف ماتریس های  2م
درایه هاي این دو ماتریس را به دست مي آوریم:

a a
A

a a

b b
B

b b

,

,

( ) , ( )

( ) , ( )

-  = = = =  ⇒ =   = = = =  

 = - = = - =- -  ⇒ =   -   = - =- = - =

0 1
11 12

1 0
21 22

2 3
11 12

3 4
21 22

1 12 1 2 12 2
2 12 2 2 1

1 1 1 1 1 1
1 11 1 1 1

A را به دست آوریم: B+2 اکنون مي توانیم ماتریس 

A B
  -    + = + =   -         

1 1 1 3 01
2 2 2 1 1 3 32 1

م۷ از دستگاه داده شده ماتریس A را به دست مي آوریم:-مگزینةم 2م

A B A B

A B A B

A A

  

+

- -     
× + = + =     
       ⇒ 
    

- = - =           

 --   
→ = ⇒ =   

    
 

3 2 9 63 3 31 0 3 0

2 1 2 1
2 3 2 30 3 0 3

11 111 5 55 3 3 3 3
5 5

بنابراین درایة سطر اول و ستون دوم ماتریس A برابر 1- است.

فصل اول: ماتریس و کاربردها



فصل اول: ماتریس و کاربردها
)1۰2(

م۸ مي دانیم ضرب دو ماتری��س در حالت کلي -مگزینةم 3م
خاصیت جابه جایي ندارد. در این مسئله فرض بر این است که 

. بنابراین AB BA=
AB BA

b b
a a

b b b a
a a b a

b b
a a

=

- -       
=       - -              

- + - - +   
=   - + - - -      

- + = ⇒ =
 - + =- ⇒ =

1 1 3 1 3 1
2 1 1 1 1 2

1 3 5 3
2 6 1

1 5 6
2 1 1

a و b=6 در دو معادلة دیگر نیز صدق  توج��ه کنید ک��ه 1=
. a b+ =7 می کنند، پس این مقادیر قابل قبول هستند. بنابراین

م۹ از تس��اوی داده شده از سمت چپ ماتریس -مگزینةم 2م

A و از سمت راست ماتریس B را فاکتورگیری می کنیم:

 

I

A B A B

A B

AIB AB

( )

- - -     
+ =     - -          

- - -     
+ =     - -          

- 
= =  

  

2

2 1 1 1 1 0
3 7 3 6 0 3

2 1 1 1 1 0
3 7 3 6 0 3

1 0
0 3



 

. در نتیجه AB
- α- 

=  β+  

1 1
0 1 از طرف دیگر طبق فرض 

       ,α- = ⇒α= β+ = ⇒β=1 0 1 1 3 2  
. α+β= + =2 2 2 بنابراین 4

م1۰ ابت��دا ماتریس های AB و BA را به دس��ت -مگزینةم 1م
می آوریم:

 
AB

BA

- - -     
= =     -          

- - -     
= =     
          

2 1 1 1 2 1
1 0 0 1 1 1

1 1 2 1 1 1
0 1 1 0 1 0

 

پس

 AB BA
- - -     

- = - =     - -          

2 1 1 1 1 0
1 1 1 0 2 1  

بنابراین 

 AB BA( )
- -     

- = =     - -          

2 1 0 1 0 1 0
2 1 2 1 0 1  

م11 A را پیدا می کنیم:-مگزینةم B× ابتدا حاصل ضرب  3م

 

a
A B

b

a a
b b

-   
× =    - -      

+ - - 
=  - - +  

4 4 3
2 3 2

16 3 12 2
4 6 3 4

 

در ماتری��س قطری درایه های بالا و پایین قطر اصلی همیش��ه 
صفر هستند، پس برای اینکه AB ماتریس قطری باشد، باید

 
b b

a a

 - = ⇒ =

 - - = ⇒ =-

34 6 0
2

12 2 0 6
 

بنابراین
 a b- =- - =-2 6 3 9  

م12 مجم��وع درایه ه��ای قط��ر اصل��ی ماتریس -مگزینةم 4م

حاصل ضرب مورد نظر اس��ت، پس فق��ط درایه های روی قطر 
اصلی ماتریس ضرب را به دست می آوریم:

 
? ?

? ?

? ?

   - -
   
   
   
   

 - - +
 

= + + 
 + + 

3 1 5 1 0 0
0 4 2 2 1 0
0 0 7 0 6 2

3 2 0
0 4 12

0 0 14

 

پس مجموع درایه های قطر اصلی این ماتریس برابر است با
 - + + =5 16 14 25  

م13 درایه ه��ای ماتریس های A و B را به دس��ت -مگزینةم 2م

می آوریم:

A B      ,

 - -
- -   

= =   -    
 

1 32 1 2
2 00 4 1
7 5

اکنون می توانیم ماتریس AB را به دست آوریم:

AB
 - -

- -   
=    -    

 

- - 
=  -  

1 32 1 2
2 00 4 1
7 5

18 16
1 5

بنابراین مجموع درایه های ماتریس AB برابر است با
 - - + - =-18 16 1 5 38  



)1۰3(

م14 برای به دست آوردن درایة سطر دوم، ستون -مگزینةم 1م
اول ماتری��س D بای��د س��طر دوم A را در ماتریس B ضرب 
و س��پس حاص��ل را در س��تون اول C ضرب کنیم )به س��ایر 

درایه های ماتریس D احتیاجی نداریم(:

 

d A B C

d

 ³»j oõw  uÄoUI¶  Ï»H ·¼Tw= × ×

 
   = -     -   

 

 
 = = - =-   -  

21

21

2 1 1
0 2 4 1 0 1

3 4

1
10 16 10 16 61

 

م15 AB به ص��ورت زیر -مگزینةم BA O+ = از ف��رض  3م
استفاده مي کنیم:

A

A

AB BA O A B ABA O

AB BA O ABA BA O

A B BA O A B BA

Oa#pH Hn 

´Ã¹¨Â¶#Jo†

SwHn#pH Hn 

´Ã¹¨Â¶#Jo†

+ = → + = 

+ = → + =


- = ⇒ =

2

2

2 2 2 2

م1۶ با استفاده از خاصیت پخشی ضرب ماتریس -مگزینةم 4م

 A A B( )+ A را ب��ه ص��ورت  AB+2 در جم��ع، ماتری��س 
می نویسیم. در نتیجه

 




I

I

A B AB A A B B

A B A B I

( )

( )

+ + = + +

= + = + =

2

7

7

7 7

7 7 7 49
 

م1۷ AB نتیجه می گیریم -مگزینةم BA O+ =2 از ف��رض  4م
. پس  AB BA=-2

A B A AB A BA AB A

BA A BA

( ) ( ) ( )

( )

= = - =-

=- - =

2

2

2 2

2 2 4

BA24 است. A برابر  B2 بنابراین 
م1۸ AB نتیجه مي گیریم -مگزینةم BA O+ =2 از ف��رض  4م

. با توج��ه به خاصیت ش��رکت پذیري ضرب  AB BA=- 1
2

ماتریس ها می نویسیم:
AB AB B BA B B AB B

B BA B B AB

B BA B A

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

= = - =-

=- - =

= - =-

3 2 2

2

2 3

1 1
2 2

1 1 1
2 2 4

1 1 1
4 2 8

.λ =- 1
8

، در نتیجه  AB B A=-3 31
8

پس 

م1۹ A نتیج��ه می گیری��م -مگزینةم A O- =2 از ف��رض  3م

 A ماتریس خودتوان اس��ت، یعنی هر توان A پ��س . A A=2

A ابت��دا ماتریس  I( )- 252 برابر A اس��ت. ب��رای محاس��بة 

A را به دست می آوریم: I( )- 22

I

A I A I A A I A I

A I A I A I

I A I A I

( )

( ) [( ) ] ( )

( )

- = + - = + - =

- = - -

= - = -

2 2

25 2 12

12

2 4 4 4 4

2 2 2

2 2



م2۰ A ماتری��س A4 را -مگزینةم A I= -2 3 2 از رابط��ة  3م

به دست می آوریم:

A A I

A A I A A I A

A A I I A

A A I I A A A I

2#·H¼U

( )= -

= - → = + -

→ = - + -

= - + - ⇒ = -

2

2 4 2

3 2 4

4 4

3 2 9 4 12

9 3 2 4 12

27 18 4 12 15 14

A5 را به دست می آوریم: اکنون ماتریس 

A

A A I

A A I A A A

A A I A

A A I A A A I

Jo† nj#

´Ã¹¨Â¶###

( )= -

= - → = -

→ = - -

= - - ⇒ = -

2

4 5 2

3 2 5

5 5

15 14 15 14

15 3 2 14

45 30 14 31 30

A برابر است با A-5 4 بنابراین ماتریس 

A A A A I

A I A I

( I) ( )

( )

- = - - -

= - = -

5 4 31 30 15 14

16 16 16

 A A k A I( )- = -5 4 با مقایسة تساوی به دست آمده و رابطة 

. k =16 نتیجه می گیریم 

م21 A -مگزینةم A را در  A I= -2 4 3 طرفی��ن ف��رض  2م

ضرب مي کنیم:

A

A A I

A A I A A A

A A I A

A A I A A A I

( )

×

= -

= - → = -

→ = - -

= - - ⇒ = -

2

2 3 2

4 3 3

3 3

4 3 4 3

4 4 3 3

16 12 3 13 12




