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اما عمری  باور داشتم،  به عقلانیت منجر می‌شود  اعداد، معادلات و منطق که  به  من همیشه 

جستجود در این راه مرا به این پرسش رساند: منطق واقعاً چیست و عقلانیت کدام است؟  

I’ve always believed in numbers and the equations and logics that lead to reason . But after a life time 
of such pursuits , I ask, «What truly is logic? Who decides reason?»

درس اول : ..................................................مفاهیم اولیه و زاویه‌ها در دایره 
درس دوم : ........................................................ رابطه‌های طولی در دایره 

درس سوم : ............................................. چند ضلعی‌های محاطی و محیطی 

پرفسور جان‌نش ریاضیدان نابغه و برجستۀ آمریکایی و برندۀ جایزۀ نوبل در اقتصاد بود وی به مدت بیش از چند دهه به بیماری اسکیزوفرنی مبتلا بود، 

گذشت. فیلم ذهن زیبا بر اساس زندگی این دانشمند ساخته شده است ...    سرانجام در 23 می 2015 بعد از نیم قرن مبارزه با بیماری در 86 سالگی در 



ی
یط

ح
 م

 و
ی

اط
ح

 م
ی

ها
ی‌

لع
ض

ند‌
چ

  
ره 

دای
 |  

ل 1
ص

ف

34

در
ن 

لای
 آن

ید
خر

درس سوم

ص 24 تا 32 هندسه یازدهم

چند‌ضلعی‌های محاطی و محیطی
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گر یک n ضلعی بر یک دایره محیط شود ]همۀ اضلاع آن بر دایره مماس شود[، آنگاه مرکز دایره، محل   ا

همرسی نیمسازهای زاویه‌های داخلی n ضلعی است. به این nضلعی، چندضلعی محیطی می‌گویند.

گر نیمسازهای زوایای داخلی آن همرس باشند. گر و تنها ا n 1 ضلعی محیطی است ا

از نقطۀ همرسی می‌گذرد و  نیمساز همرس باشند، آنگاه n اُمین نیمساز نیز  ( )n −1 گر در یک nضلعی، 2 ا

که همۀ نیمسازها همرسند. گرفت  می‌توان نتیجه 

 مساحت هر n ضلعی محیطی برابر است با حاصل‌ضرب شعاع دایرۀ محاطی در نصف محیط n ضلعی:

    
S r p= .

گر یک n ضلعی درون دایره محاط شود ]یک دایره از همۀ رأس‌های آن بگذرد[ آنگاه مرکز دایره محل   ا
همرسی عمودمنصف‌های اضلاع n ضلعی است. به این nضلعی، چندضلعی محاطی می‌گویند.

گر عمودمنصف‌های اضلاع آن همرس باشند.                                                                گر و تنها ا 1 یکn ضلعی محاطی است ا

) عمودمنصف همرس باشند، آنگاه n اُمین عمودمنصف نیز از نقطۀ همرسی  )n −1 گر در یک n ضلعی 2 ا

که همۀ عمودمنصف‌ها همرسند. گرفت  می‌گذرد و می‌توان نتیجه 


2
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
2
α

A B

C

D

E
O

r

O

Test در یک شش‌ضلعی محدب نیمسازهای 5 تا از زاویه‌های داخلی در یک نقطه همرس شده‌اند، در این صورت ............. .

1( دایره‌ای وجود دارد که از همۀ رأس‌های این شش ضلعی می‌گذرد.

2( نقطۀ همرسی از وسط‌های اضلاع به یک فاصله است.	

3( نقطۀ همرسی از رأس‌ها به یک فاصله است.

4( نقطۀ همرسی از اضلاع به یک فاصله است.

4 نقطۀ همرسی نیمسازهای پنج زاویه روی نیمساز زاویۀ ششم نیز قرار دارد و نتیجه می‌گیریم این نقطه مرکز دایرۀ محاطی در شش ضلعی است و باید از همۀ اضلاع 

به یک فاصله باشد.

گر اندازۀ محیط این پنج‌ضلعی برابر با 24 باشد، آنگاه مساحتش چقدر است؟10410 یک پنج‌‌ضلعی محدب بر دایره‌ای به شعاع 3 محیط شده است. ا

	72 )2 		 36 )1

48 )4 		 24 )3

که مجموع طول اضلاع آن برابر  18 است بر دایره‌ای به قطر 4 مماس شده است. مساحت محصور بین 7 ضلعی و دایره چقدر است؟10510 تمام اضلاع یک 7 ضلعی 

	9 2− π )2 		 18 4− π )1

26 4− π )4 		 72 16− π )3

10610 ABCDمستطیل است. شعاع دایره چقدر است؟ در شکل مقابل

	8 )1

	 8 5/ )2

	9 )3
D

A
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B
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� 10 5/ )4

L n .e 3sso
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 عمود‌منصف‌های اضلاع در هر مثلث همرسند و نقطۀ همرسی، نقطه‌ای است یکتا 
که از سه رأس به یک فاصله است. این نقطه، مرکز دایرۀ محیطی مثلث است.

ج مثلث است. گر مثلثی زاویۀ منفرجه داشته باشد، مرکز دایرۀ محیطی آن، خار 1 ا

2 در مثلث قائم‌الزاویه مرکز دایرۀ محیطی، وسط وتر است.

که همۀ زوایای آن حاده است، مرکز دایرۀ محیطی داخل مثلث است. 3 در مثلثی 

مثلث حاده‌الزاویهمثلث قائم‌الزاویهمثلث منفرجه‌الزاویه

گر اندازۀ یک ضلع از مثلث و زاویۀ روبه‌رو به آن معلوم باشد، شعاع دایرۀ محیطی و فاصلۀ مرکز دایرۀ محیطی تا ضلع BC برابر است با:  ا

OBH c
OH

R

∆
: osα =

OH R A
BC

A
= =.cos

tan2

OBH s

BC

R

∆
: inα= 2

R
BC

A
=

2sin

در مثلث قائم‌الزاویه مرکز دایرۀ محیطی وسط وتر و شعاع دایرۀ محیطی، نصف وتر است؛ پس فاصلۀ مرکز دایرۀ 
محیطی تا وتر مثلث، صفر است.

 درهر مثلث دلخواه نیمساز هر زاویۀ داخلی و عمودمنصف ضلع مقابل به آن زاویه، روی دایرۀ 

محیطی مثلث یکدیگر را قطع می‌کنند ]مطابق شکل مقابل نقطۀ E وسط کمان BC است[.

70 و طول ضلع بین آن‌ها برابر 4 است. شعاع دایرۀ محیطی این مثلث چقدر است؟ و 65 Test اندازه‌های دو زاویه از مثلثی برابر

	2 2 )2 		 4 )1

4 2 )4 		 8 )3

را  �A است. حال می‌توانیم اندازۀ شعاع دایرۀ محیطی  � � � �= − − =180 65 70 45 معلوم است، بنابراین  C� �=70 و B� �=65 ABC دو زاویۀ از مثلث   2

2 4
2
2

8
2
4 2 2 2R

a

A
R= = = = ⇒ =

sin

به‌دست آوریم:�

کجاست؟10710 متناسب است، محل تلاقی عمود منصف‌ها  2 3 5, , زاویه‌های یک مثلث با اعداد

2( روی یکی از رأس‌های مثلث 		 1( داخل مثلث

ج مثلث 4( خار 3( وسط یکی از اضلاع مثلث	

است. شعاع دایرۀ محیطی این مثلث چقدر است؟10810 2 3 3 3, , طول اضلاع مثلثی برابر

1 )4 	2 )3 	 3 )2 	 32 )1
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10910 ، مساحت دایرۀ محیطی چقدر است؟  2 2 و 2 3 در مثلث قائم‌الزاویه با اضلاع قائمۀ

9π )4 	5π )3 	10π )2 	6π )1

BOCچقدر است؟ 11011 به یک فاصله است. زاویۀ  C� �== 20 و B� �== 30 که در آن  ABC از رأس‌های مثلث O نقطۀ

150 )4 	130 )3 	100 )2 	50 )1

MBCچقدر است؟11111 وعمود منصف  ضلع BC در نقطۀ M متقاطعند، زاویۀ  A ، نیمساز داخلی زاویۀ  C== °°60 و B == °°50 در مثلث ABC، داریم

40°  )4 	35°  )3 	30°  )2 	25°  )1

Test در مثلث قائم‌الزاویه‌ای به اضلاع قائم 3 و 4واحد، شعاع دایرۀ محاطی داخلی چقدر است؟

3
2 )4 	2 )3 	 12 )2 	1 )1

3 4 5 12+ + = 12 است. از طرفی طول وتر این مثلث برابر 5 و در نتیجه محیط آن برابر 3 4 6× × = 4 برابر 3 و  1 مساحت مثلث قائم‌الزاویه به اضلاع قائم 

r
S

p
= = =66 1

است، پس نصف محیط آن برابر 6 است و خواهیم داشت:�

ی
خل

دا
ی 

اط
ح

 م
رۀ

دای
ع 

عا
ش

نقطه مرکز دایرۀ محاطی  این  به یک فاصله است.  از سه ضلع مثلث  آن‌ها  نقطۀ همرسی  و  زوایای داخلی هر مثلث همرسند  نیمسازهای   
داخلی است.

 شعاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC با مساوی قرار دادن مجموع مساحت مثلث‌های رنگ شده با مساحت مثلث اصلی به‌صورت زیر 
به‌دست می‌آید:

       
r

S

p
= =

مساحت مثلث
نصف محیط مثلث

کدام است؟11211 9شعاع دایرۀ محاطی داخلی  12 15, , در مثلثی به اضلاع 

1/5 )4 	6 )3 	3 )2 	2  )1

در شکل زیر AH ارتفاع است. شعاع دایرۀ محاطی داخلی چقدر است؟11311

� 72 )2 		 3 )1

4 )4 		 9
2 )3

لاع
ض

الا
ی‌

او
س

مت
ث 

مثل
در 

ها 
اع‌

شع

 در مثلث متساوی‌الاضلاع بین شعاع دایرۀ محاطی داخلی »r «، شعاع دایرۀ محیطی »R « و ارتفاع مثلث »h « رابطۀ 
زیر برقرار است:

       

r R h

1 2 3= =

1 ارتفاع ‌است.
3

ارتفاع و شعاع دایرۀ محاطی برابر با 2
3

گفت در مثلث‌های متساوی‌الاضلاع شعاع دایرۀ محیطی برابر با با توجه به رابطۀ فوق می‌توان 

گر شعاع دایرۀ محاطی داخلی برابر 2 باشد، شعاع دایرۀ محیطی چقدر است؟ Test در مثلث متساوی‌الاضلاع ABC ا

4 )4 	2 3 )3 	4 3 )2 	2 )1

دایرۀ  شعاع  برابر   2 همواره  متساوی‌الاضلاع  مثلث  در  محیطی  دایرۀ  شعاع  یعنی   است،  r R h

1 2 3= = همواره متساوی‌الاضلاع  مثلث  در  4 می‌‌دانیم 

Rخواهد بود. r= =2 محاطی داخلی است،بنابراین4
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11411 کدام است؟ است، محیط این مثلث  6 شعاع دایرۀ محیطی یک مثلث متساوی‌الاضلاع برابر

12 3 )4 	3 6 )3 	9 2 )2 	6 3 )1

11511 که درون دایره به شعاع 6 محاط شده، چقدر است؟  مساحت مثلث متساوی‌الاضلاعی 

24 3  )4 	18 3 )3 	36 3 )2 	27 3 )1

11611 که بر دایره‌ای به شعاع واحد محیط شده، چقدر است؟  محیط مثلث متساوی‌الاضلاعی 

2 3 )4 	6 6 )3 	3 3  )2 	6 3  )1

کدام است؟11711 شعاع دایرۀ محیطی  2 3 در مثلث متساوی‌الاضلاع ABC به ضلع

4  )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

کدام است؟11811 در مثلث متساوی‌الاضلاع ABC شعاع دایرۀ محاطی 2 است، مساحت مثلث 

4 3 )4 	 3 3 )3 	12 3 )2 	6 3  )1
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ج دایره بر آن رسم می‌شود با هم برابر است«. بنابراین  که از یک نقطه خار  می‌دانیم »طول دو مماسی 
کنیم، برای محاسبۀ اندازۀ قطعه‌های ایجادشده توسط  گر دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC  را رسم  ا
اندازۀ  گر  ا یعنی  استفاده می‌کنیم.  نکته  این  از  رأس‌ها،  از  کدام  در هر  روی اضلاع مثلث،  دایرۀ محاطی 

کرد: اضلاع مثلث ABC معلوم باشد و اندازۀ قطعه‌ها را بخواهند، می‌توان به‌صورت زیر عمل 

‍

x y c

x z b

y z a

x p a y p b z p c

+ =
+ =
+ =






⇒ = − = − = −, ,       

در روابط فوق p نصف محیط مثلث ABC است.

 در مثلث‌های قائم‌الزاویه، شعاع دایرۀ محاطی داخلی مطابق شکل به‌صورت زیر قابل محاسبه است:
                                                       

r p a= −
       

Test محیط یک مثلث قائم‌الزاویه برابر 14 و طول وتر آن 6 است. شعاع دایره محاطی داخلی آن چقدر است؟

	0/5 )2 		 1 )1

7 )4 		 8 )3

1 چهارضلعی مشخص شده مربع است، بنابراین:

    r p a= − = − =14
2 6 1

11911 در شکل مقابل با توجه به اندازه‌های داده‌ شده، شعاع دایرۀ‌ محاطی چقدر است؟

	6 )1

	5 )2

	3 )3
B

A

C
A�

B�

C�

۵

۱۲

۳

�4 )4
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12012 با توجه به اندازه‌های داده‌ شده در شکل مقابل، محیط مثلثABCچقدر است؟

	15 )1

18 )2

	21 )3
B

A

C
۳ ۴

۲

�24 )4

کوتاه‌ترین پاره‌خط چقدر است؟12112 7دایرۀ محاطی داخلی در نقاط تماس روی ضلع‌ها 6 پاره‌خط به وجود آورده است. طول  5 4, , در مثلثی با اضلاع

	2 )2 		 1
2 )1

3
2 )4 		 1 )3

8 کوچک‌ترین ضلع مثلث را در نقطۀ تماس، به دو قطعه تقسیم می‌کند. نسبت اندازه‌های این دو قطعه چقدر است؟12212 9 13, , دایرۀ محاطی داخلی مثلثی به اضلاع

	3 )2 		 3/5 )1

2 )4 		 2/5 )3

CF==4،طول ضلع AB چقدر است؟12312  ,AF==2  ,BC==7 گر  Dنقاط تماس دایرۀ محاطی با اضلاع مثلث است. ا E F, , در شکل مقابل

	7 )2 		 4 )1

A

B C
D

E F

�5 )4 		 6 )3

کدام است؟ 4، شعاع دایرۀ محاطی خارجی  3 Test در مثلث متساوی‌الاضلاع به مساحت 

	 3 )2 		 2 3 )1

2 )4 		 4 3 )3

  34 4 3 16 42 2a a a= ⇒ = ⇒ = Sبه‌دست می‌آید، بنابراین :� a= 3
4

2 می‌دانیم مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع از رابطۀ  1

r h a
a a
= = = × =3

2
3
2 4 2 3 که برابر با شعاع دایرۀ محاطی خارجی است:� حال باید طول ارتفاع مثلث را به‌دست آوریم 

ی
رج

خا
ی 

اط
ح

 م
رۀ

دای

 در هر مثلث، هر دو نیمساز خارجی و یک نیمساز داخلی همرسند. در شکل مقابل، نقطۀ O نقطۀ همرسی نیمساز 
AC به یک فاصله  AB و  BC و امتداد اضلاع  C است.این نقطه از ضلع  B و  A و نیمسازهای زوایای خارجی  زاویۀ 
BC و امتداد دو ضلع دیگر مماس است. به این دایره، دایرۀ محاطی  بر ضلع  که  بنابراین مرکز دایره‌ای است  است، 

خارجی نظیر رأس A می‌گویند.

A

B
C

O

دایره‌ها  این  شعاع  باشد،  مثلث  محیط  نصف   p گر  دارد.ا خارجی  محاطی  دایرۀ  سه  شکل،  مطابق  مثلث  هر   
به‌صورت‌های زیر به‌دست می‌آید:

r
S

p aa
= −

             
r

S

p bb
= −

             
r

S

p cc
= −

                                                                                     

 

p کوچک‌تر شده و شعاع دایرۀ محاطی خارجی بزرگتر می‌شود، پس بزرگ‌ترین دایرۀ محاطی خارجی متناظر با بزرگ‌ترین ضلع  a− هرچه ضلع مثلث بزرگتر باشد
یا روبه‌رو به بزرگ‌ترین زاویه از مثلث است و کوچک‌ترین دایرۀ محاطی خارجی روبه‌رو به کوچک‌ترین زاویۀ مثلث است.

مثلث  در  اندیس‌دار  چیزهای  همۀ  عبارتی  ]به  است.  برابر  مثلث  ارتفاع  با  خارجی  محاطی  دایره‌های  شعاع   ، a ضلع  به  متساوی‌الاضلاع  مثلث  در   
متساوی‌الاضلاع برابرند.[

r r r h m d
a b c a a a

= = = = =



Add another Tweet

1,337

07:31 . 5/31/20     

Translate Tweet

2,416 9,900,618,248

 Tweet

View Tweet activity

IR-MCI   LTE 00:02 AM 100%

2   APTERHC

@Caucher 1978

e eo rm it c G Cn oo nes vis r
TTT

Caucher Birkar

وقتی عکس برندگان مدال فیلدز را در ایران می‌دیدم به خودم میگفتم آیا می‌توانم روزی با آن‌ها 
از نزدیک ملاقات کنم؟  

I looked at them [Fields medalists ] in Iran and said to myself : ‘will I ever meet one of these people?’

درس اول : ....................................................................تبدیل‌های هندسی 
درس دوم‌ : ....................................................................... کاربرد تبدیل‌ها 

کمبریج، برندۀ مدال فیلدز در 2018 واندیشمند برتر سال 2019 جهان.    کوچر بیرکار متولد روستای نی در مریوان، استاد دانشگاه  پرفسور 
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درس دوم

ص 52 تا 60   هندسه یاز‌دهم

کاربرد تبدیل‌ها
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d بلغزد برای پیدا کردن کم‌ترین  M روی خط مفروض‌اند، اگر نقطۀ d در یک طرف خط B و A  دو نقطۀ
B وصل  A′ به A′ را پیدا کنیم و از d یعنی A نسبت به خط طول خط شکستهAMB کافیست بازتاب نقطۀ

M قطع کند، در این صورت:  d را در کنیم تا خط

 

A B

M
d

H

A′           
Min AMB A B( ) | |= ′

BMرا بخواهیم باید  AMیا گر طول پاره‌خط‌های این مسئله به مسئله هرون مشهور است. دراین تیپ از مسائل ا
کنیم. از تشابه دو مثلثAHMو′BMH استفاده 

A B

M
d

H

A′

H′

β

α
α

α
β

          
MB

MA

BH

AH

MH

MH
= ′ = ′

ABM است و در ضمن زاویه‌های ساخته شده در طرفین نقطۀ M از مثلث d نیمساز خارجی رأس  در این حالت خط

نیز با هم برابرند. M

A

B

M
d

α
α

α

کدام است؟  AMB کم‌ترین اندازۀ خط شکستۀ x ها می‌لغزد،  روی محور M مفروض‌اند، نقطۀ B
8
5

و A
2
3

Test  نقاط

12 )2 		  1 )1

A B

M
o

x

y

�10 )4 		 8 )3

A′ را به‌دست آوریم: B کنیم و اندازۀ را پیدا  ′A xها یعنی نسبت به محور A 4 کافیست بازتاب نقطۀ

 | | ( ) ( )( )′ = − + − − =A B 8 2 5 3 102 2             
                                                 

A B

M

A′

8
53

2

3−
2

            

 بازتاب یک نقطه نسبت به چهار خط مشهور صفحه

است. ′ −A a b( , ) Aتحت بازتاب نسبت به محور‌x ها نقطۀ  a b( , ) 1 تصویر نقطة

است. ′ −A a b( , ) Aتحت بازتاب نسبت به محورyها نقطۀ a b( , ) 2 تصویر نقطة

است. ′A b a( , ) ]نیمساز ربع اول و سوم[ نقطۀ y x= Aتحت بازتاب نسبت به خط  a b( , ) 3 تصویر نقطة

است.  ′ − −A b a( , ) ]نیمساز ربع دوم و چهارم[ نقطۀ y x=− Aتحت بازتاب نسبت به خط a b( , ) 4 تصویر نقطة

گزینه درست است؟30930 MAکم‌ترین مقدار ممکن باشد، کدام  MB++ که، گرفته باشد  گر نقطۀ‌M طوری روی خط d قرار  در شکل زیر ا

		 M M M  1 2 3+ = )1

d

B
A

1
3

2
M

�M M 3 22= )2

		 M M 3 12= )3

M M 1 2= )4

L n.e 2sso
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31031 کم‌ترین مقدار  B و Aکه مجموع فاصله‌های آن از دو نقطه  d در یک طرف خط مفروض‌اند. برای یافتن نقطه‌ای بر روی خط B و Aو دو نقطۀ d در صفحه خط
کار می‌رود؟ کدام تبدیل هندسی به  را داشته باشند، 

2( تجانس	 		 1( بازتاب

4( انتقال 		 3( دوران

31131 کار می‌رود؟ کدام تبدیل به  ∆∆باشد و محیط مثلث حداقل مقدار ممکن باشد،  C از آن روی خط  که رأس   ABC در شکل زیر برای رسم مثلث 

2( تجانس 		 1( بازتاب
A

B

∆ 4( دوران� 		 3( انتقال

AMBکدام است؟31231 کم‌ترین اندازۀ خط شکستۀ yها می‌لغزد،  روی محور M B|23در صفحۀ محورهای مختصات مفروض‌اند، نقطۀ A|51و نقاط
)مشابه داخل - 98( � 		 4 )1

	5 )2

		 6 )3M

A

B

o
x

y

�8 )4

)مشابه داخل - 98(31331 AMBکدام است؟� روی نیمساز ناحیۀ اول می‌لغزد، کمترین اندازۀ خط شکسته M B|61در صفحۀ مختصات مفروض‌اند، نقطۀ A|42و نقاط
	 	4 )1

	6 )2

	 	5 )3
M

A

B

o

x

y =y
x

�10 )4

کدام است؟31431  BMC کم‌ترین طول خط شکستۀ M روی ساق قائم می‌لغزد،  در ذوزنقۀ قائم شکل مقابل طول ساق قائم 8 و قاعده‌ها 5 و 10 هستند. نقطۀ

	16 )2 		 17 )1

10

A B

CD

5

M

�14 )4 		 15 )3

که قایق‌ها هنگام 31531  M کردن جایگاه اسکلۀ مطابق شکل مشخص است، برای پیدا  B و A کنار رودخانه‌ها سه اسکله بسازیم، جای دو اسکلۀ می‌خواهیم 

کدام تبدیل مناسب است؟ کنند،  MABMکوتاه‌ترین مسیر را طی  طی مسیر

		  L
→

1( انتقال به اندازۀ بردار

 B حول نقطۀ A °180نقطۀ 2( دوران

	B نسبت به نقطۀ A نقطۀ 3( تجانس با نسبت1−

A B

M
d

1

d
2

d
4 d

3

L

�d
1

نسبت به خط A 4( بازتاب نقطۀ

به سمت دیگر خیابان آزادی رفته و سپس به نقطۀ31631 A کارگر با عرض 8 و 12 را نشان می‌دهد، شخصی می‌خواهد از نقطۀ شکل زیر دو خیابان متقاطع آزادی و 

کدام است؟ کوتاه‌ترین مسیر طی شده، توسط شخص  برود، طول  B

		 10 )1

	20 )2

		 15 )3
A B

M
d

1

d
2

8

21

كاريالگر

آزادي

�25 )4
گیشا به آن طرف 31731 در انتهای خیابان  A کرده‌اند، شخصی می‌خواهد از نقطۀ °°60همدیگر را قطع  گیشا و اتوبان جلال آل‌احمد با زاویۀ مطابق شکل دو خیابان 

باشد،  108 گیشا گر عرض اتوبان جلال آل‌احمد 8 و عرض خیابان  گیشا برود. ا در انتهای دیگر خیابان  B رفته و سپس به نقطۀ M اتوبان جلال آل‌احمد در نقطۀ

کدام است؟ کند،  که این شخص می‌تواند طی  کم‌ترین طول مسیری 

	 	20 )1

	25 )2

		 15 )3

A B

M

8

60

108

احچمد آل جلال

شا
گ�

�24 )4
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AMBکدام است؟31831 گر نقطۀ M طوری قرار گرفته باشد که خط شکسته AMB کم‌ترین طول را داشته باشد، زاویۀ دو نقطۀ A و B در یک طرف خط d مفروض‌اند، ا

	50° )2 		 40° )1A
B

10x3 − 20x2 +
M

�20° )4 		 60° )3

کدام است؟31931  AMB گرفته باشد،اندازۀ خط شکسته )Bو نقطۀ M مطابق شکل روی محور xها قرار  , )5 3 )Aو , )2 1 گر ا

4 )2 		 5 )1

8 )4 		 6 )3
M

A

B

αα
O

y

x

چگونه است؟32032 MB MC
AB AC

++
++

قرار دارد. نسبت A روی نیمساز خارجی M در شکل مقابل، نقطۀ

2( کوچکتر از 1 		 1( بزرگتر از 1
A

B

M

C

α
α

4( نامشخص� 		 3( برابر با 1

AMکدام است؟32132 MB++ کم‌ترین مقدار کنیم نقطۀ M روی خط d واقع است،  BD. فرض  AC CD== == ==3 2 5, , در شکل زیر

3 2 )2 		 2 5 )1

�5 5 )4 		 5 2 )3

کم‌ترین مقدار را داشته باشد. طول AM چقدر است؟32232  AM BM++ که در شکل زیر نقطۀ M را روی خط d طوری به‌دست می‌آوریم 

	 	7 )1

6 )2

	 	4 )3

5 )4

HAMکدام است؟32332 AMبرابر 32 باشد، زاویۀ MB++ کم‌ترین مقدار گر  در شکل مقابل، نقاط  A و B ثابت هستند. ا

		 15°  )1

30°  )2

		 45°  )3

A

B

MH H′

12

4

�60°  )4
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روی خط N و نقطۀ d
1
روی خط M مطابق شکل مفروض‌اند، اگر نقطۀ B و A و نقاط ثابت d

2
و d

1
 دو خط متقاطع

بنامیم،  A
1
پیدا کرده و d

1
را نسبت به A AMNBکافیست قرینۀ بلغزد، برای پیدا کردن کم‌ترین طول خط شکستۀ d

2

AMNBاست. Aبرابر با کم‌ترین طول خط شکستۀ B
2

بنامیم، A
2
پیدا کرده و d

2
را نسبت به خط A

1
حال اگر قرینۀ

A

B

M

O N

A1

A2

d
2

d1

Min AMNB A B( ) | |=
2

      
′B و ′A یعنی نقاط d

2
نسبت به B و بازتاب d

1
نسبت به A که بازتاب  یک راه دیگر برای حل این مسئله این است 

AMNBکوتاه‌ترین  کنند. در این صورت خط شکستۀ قطع  N و M کنیم تا این دو خط را در وصل  ′B به ′A کرده و از را پیدا 
برابر است. | |′ ′A B طول را دارد و اندازۀ آن با

A

B
M

N

B′

A′

d
2

d1

N باید با هم  M و زاویه‌های طرفین  AMNBکوتاه‌ترین طول را دارد زاویه‌های طرفین   در هر یک از دو روش فوق وقتی 
برابر  d

2
و d

1

برابر باشد و برعکس ]هر‌گاه این زاویه‌ها با هم برابر باشد،‌این کوتاه‌ترین طول است. در ضمن در این حالت زاویۀ دو خط

x
y z= +

2

AMNBاست یعنی با میانگین زوایای داخلی خط شکسته 

A

B
M

N
d

2

d1

α α
β

β

z

y

x

d نیز می‌توان تعمیم داد.
2

و d
1

 قضیۀ فوق را برای بیش از دو خط
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N همواره روی دو محور می‌لغزند.  M و  B در صفحۀ محورهای مختصات مفروض‌اند، دو نقطۀ  9
11 و  A 3

5 نقاط   Test

)داخل - 98( کم‌ترین اندازه خط شکسته AMNB، کدام است؟�
	19 )2 		 18 )1

 �21 )4 		 20 )3

B′ را به هم  و ′A کنیم و نقاط  گر نقطۀ A را نسبت به محور y و نقطۀ B را نسبت به محور x قرینه  3 ا

وصل کنیم تا محور xها و ‌yها را در N و M قطع کند، در این صورت خط شکستۀ AMNB کم‌ترین اندازه را 

′ است. ′A B خواهد داشت چون برابر 
Min AMNB A B| | | |= ′ ′ = + =12 16 202 2      �                      
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32432 )مشابه داخل - 98( A|3مفروض است، نقطۀ M روی محورyهاو نقطۀ N روی نیمساز ناحیۀ اول می‌لغزند، کمترین محیط مثلث AMN کدام است؟�
1

نقطۀ 

	 	4 2 )1

2 3 )2

	 	 10 )3
N

A

o

x

y =y
x

M

�2 5 )4

32532 کوتاه‌ترین مسیر حرکت از نقطۀ A به طوری‌که پس از برخورد با محورهای x و y به نقطۀ B بر  در شبکۀ شطرنجی زیر دو نقطۀ ثابت A و B مفروض‌اند. اندازۀ 
)مشابه داخل - 98( کدام است؟� سیم، برابر 

	 	 71  )1

72  )2

	 	 73  )3

A

B

x

y

� 74  )4

کم‌ترین 32632 DCبلغزند،  ADو بر اضلاع N و M BCباشند و نقاط ABو وسط اضلاع Q و P گر نقاط ABCDبه اضلاع 8 و 6 مفروض‌ است. ا مستطیل
)مشابه داخل - 98( PMNQکدام است؟� طول خط شکسته

		 16 )1

	20 )2

		 18 )3

A B

CD

M

N

P

Q

�15 )4

کم‌ترین 32732 روی نیمساز ناحیۀ اول در حال لغزش هستند،  N روی نیمساز ناحیۀ دوم و نقطۀ M B|97در صفحۀ مختصات مفروض‌اند، نقطۀ −−A|32و نقاط
)مشابه داخل- 98( AMNBکدام است؟� طول خط شکسته

		 20 )1

	13 )2

		 10 )3
O

x

y

=y
xA B

M

N

=y

x−

�8 )4

xها می‌لغزند، کم‌ترین طول خط 32832 روی قسمت مثبت محور N روی نیمساز ناحیۀ دوم و نقطۀ M B|11در صفحۀ مختصات مفروض‌اند، نقطۀ −−A|32و نقاط
)مشابه داخل - 98( AMNBکدام است؟� شکسته

		 4 )1
	5 )2

		 6 )3
O

x

y

A

B

M

N

=y x− �10 )4
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32932′′A گر  ا دارد.  را  AMNBکمترین طول  که خط شکسته می‌لغزد  طوری  d2 روی خط  N نقطۀ  و  d1 روی خط  M نقطۀ مفروض‌اند،  B و A ثابت نقاط 

کدام است؟ ′′ ′′A B باشد،‌اندازۀ پاره‌خط  d 2 بازتاب B نسبت به خط ′′B و  d1 بازتاب A نسبت به 

12 )2 		 14 )1

A

BM

N
d

2

d1

8 3

5

�18 )4 		 16 )3

AMNBکم‌ترین طول را داشته باشد‌، زاویۀ 33033 بلغزد به‌‌طوری که خط شکسته  d 2 d1 و  گر فقط M و N روی خطوط  مطابق شکل مفروض‌اند، ا B و A نقاط 

ααکدام است؟ ββ++

70° )2 		 75° )1

A

B
M

N

d
2

d1

α −
10

β +20
30

50
�85° )4 		 80° )3
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به فاصلۀ d روی خط N و M مفروض‌اند، نقاط d در یک طرف خط B و A نقاط
AMNBبه صورت  از هم قرار دارند، برای پیدا کردن کوتاه‌ترین طول خط شکستۀ L

زیر عمل می‌کنیم:
را پیدا می‌کنیم. ′A یعنی d نسبت به خط A 1 بازتاب نقطۀ

به دست آید. ′B انتقال می‌دهیم تا نقطۀ A به سمت L
→

را به اندازۀ بردار B 2 نقطۀ
A

B

d
M N

A′

B′ L

L

 L به اندازۀ M قطع کند با معلوم شدن M را در d وصل می‌کنیم تا خط ′B به ′A 3 از

می‌رسیم در این صورت  حداقل طول خط شکستۀ N به سمت راست می‌رویم و به نقطۀ

AMNBبرابر است با:     
Min AMNB A B L( ) | |= +′ ′

                                                
N باید با هم برابر باشند. و زاویۀ M در این حالت زاویۀ

A

B

d
M

L

N

α α

A
B

d
M

L

N

کنار ساحل  کیلومتر از این جاده باید در  که 4  B احداث شود به طوری  A به  Test در شکل زیر قرار است جاده‌ای از 

باشد،  داشته  را  ممکن  طول  کوتاه‌ترین  جاده  کل  که  طوری  به  ساحلی  جادۀ  محدودۀ  موقعیت  کردن  پیدا  برای  باشد. 

کار می‌رود؟ کدام تبدیل به 
2( بازتاب و انتقال 		 1( بازتاب و دوران

4( دوران و تجانس� 		 3( انتقال و تجانس

2  باید نقطۀ B را به اندازۀ 4 واحد به سمت A انتقال دهیم وهمچنین بازتاب A نسبت به خط ساحلی را 

گر به اندازۀ 4 واحد از M به سمت راست حرکت  B′ وصل کنیم تا نقطۀ M به دست آید ا به ′A پیدا  کرده و از

کنیم به N می‌رسیم و از N به B وصل می‌کنیم، مسیر AMNB کوتاه‌ترین مسیر است. 

A

B

d
M N

A′

B′ 4

4

33133 AMNB ها قرار گرفته باشند، حداقل طول خط شکستهx با فاصلۀ 3 واحد روی محور N وM گر نقاط در صفحۀ مختصات مفروض‌اند، ا B|18 A|32 و   نقاط

)مشابه داخل -99( کدام است؟�

		 5 )1

6 )2

		 7 )3

�8 )4
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کوتاه‌ترین میانه چقدر است؟ 40340 است، طول  10 7 7, , طول اضلاع مثلثی

	 6 )2 		 6 )1

5 )4 		 2 6 )3

باشد، محیط مثلث چقدر است؟40440 105
2

گر مجموع مربعات میانه‌ها برابر ا 2x , 5 , x در مثلثی با اضلاع

	15 )2 		 17 )1

14 )4 		 12 )3

باشند، طول بزرگ‌ترین میانۀ مثلث چقدر است؟40540 x x++ 1 5, , گر میانه‌های مثلث برابر با می‌باشد، ا 184 در مثلثی مجموع مربعات اضلاع برابر با

8 )4 	7 )3 	6 )2 	5 )1

باشد، محیط مثلثABCکدام است؟40640 37 AMبرابر با گر میانۀ در مثلث شکل مقابل، ا
	40 )1

	41 )2

	42 )3

A

B C
M 2x

3x+2
x

2x �43 )4

باشد مجموع مربعات اضلاع این مثلث چقدر است؟40740 10 7 5, , گر اندازه‌‌های سه میانۀ مثلثی ا

 174 )4 	 256 )3 	 232 )2 	 284 )1

طول اضلاع یک متوازی‌الاضلاع 4 و 5 است. مجموع مربعات قطرها در این متوازی‌الاضلاع چقدر است؟40840

72 )4 	90 )3 	82 )2 	100 )1

Test در شکل مقابل، طول AP چقدر است؟�

9 )2 	 	11 )11017

9 12

A

B C
P

�10 )4 	 	12 )3  

کمک رابطۀ استوارت، طول AP را به‌دست می‌آوریم: ‌ به  4

                    AP
xb yc

x y
xy AP

2
2 2

2
2 29 10 12 17
9 12 9 12= +

+ − ⇒ = × + ×
+ − ×( ) ( )

⇒ = × + × − = × + × −AP
2

2 2
3 4

7

9 10 12 17
21

108 3 100 4 289
7 108( ) ( ) ( ) ( )

 ⇒ = − ⇒ = − = ⇒ =AP AP AP
2 21456

7 108 208 108 100 10

 

ت
وار

ست
ه ا

بط
را

کند، با توجه به شکل، رابطۀ استوارت به‌صورت زیر برقرار است: گر نقطۀ دلخواه P ضلع BC را به دو قطعۀ x و y تقسیم   در مثلث ABC، ا

   
AP

xb

x
x

yc

y
y

2

2 2

= +
+ −

  

           CB

A

P

c b

y x=اون =ا�ن

که رأس مثلث را به نقطه‌ای از ضلع مقابل وصل می‌کند، به‌دست آوریم. کمک رابطۀ استوارت می‌توانیم طول هر پاره‌خطی   بنابراین به 

ضرب این و اون

جمع این و اون

این در مربع اون ضلعاون در مربع این ضلع

40940 چقدر است؟ AA′′ در شکل زیر طول
		 9 )1

5 6 )2

		 6 5 )3

�   12 )4
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درس سوم

ص 70 تا 72 هندسه یازدهم

قضیۀ نیمسازهای زوایای داخلی و محاسبۀ طول نیمسازها

 

ها
ساز

یم
ۀ ن

ضی
ق

 در هر مثلث، نیمساز یک زاویۀ داخلی، ضلع مقابل به آن زاویه را به نسبت اضلاع مجاورش تقسیم می‌کند.

       
D

D

A

A

B B

C C
=

CB

A

D

bc

kbkc

α α

به  مجاور«  دو ضلع  اندازه‌های  »مجموع  نسبت  به  نیمسازها  همرسی  محل  در  مثلث،  داخلی  نیمساز  هر   
گر  »مجموع اندازه‌های دو پاره‌خط مقابل« ]یعنی اندازۀ ضلع سوم[ تقسیم می‌شود. به عبارت دیگر، در شکل مقابل ا

b و پاره‌خط DI ، همان مضرب از ضلع a است: c+ I نقطۀ همرسی سه نیمساز باشد، پاره‌خط AI مضربی از

     
AI
DI

b c
a

= +
CB

A

D

bc

I

a

k
(
b

c
)

�
k

a

AIباشد، محیط مثلث ABC کدام است؟ DI= 3  در شکل مقابل، اگر نقطۀ I نقطۀ همرسی نیمسازهای مثلث ABC و

CB

A

D

bc

I

k

3k

a 5=

    AI
DI

b c
a

b c= + ⇒ = +3
1 5 ⇒ + =b c 15 محیط  = + + =a b c 20

کدام است؟  x ،نیمساز است AD در شکل زیر Test

�5 )2 		 4 )1

3 5/ )4 		 4 5/ )3

‌  طبق قضیۀ نیمساز، نسبت پاره‌خط‌های ایجاد شده را می‌نویسیم: 1
   

9 6 2
3 6 4k k x k= ⇒ = ⇒ = =

DCکدام است؟41841 BD−− BCباشد، حاصل AC AB== == ==5 6 4, , گر در مثلث ABC مطابق شکل ا

1 )2 		 0 5/ )1

�2 5/ )4 		 1 5/ )3

کوچکتر ایجاد می‌کند، چقدر است؟41941 که نیمساز وارد بر ضلع  کوتاه‌ترین پاره‌خطی  طول  9 6 5, , در مثلثی با اضلاع

	2 )2 		 5
3 )1

10
9 )4 		 5

6 )3

در شکل مقابل AD نیمساز است و محیط مثلث برابر 21 می‌باشد، طول AC چقدر است؟42042

9 )2 		 6 )1

�12 )4 		 8 )3

)مشابه داخل _ 98(42142 کدام است؟�  DH قطع می‌کنند، اندازۀ D و H 8ارتفاع و نیمساز نظیر بزرگ‌ترین ضلع، آن را به ترتیب در 7 3, , در مثلث ABC به اضلاع 

� 	1 )2 	 	1/2  )1

0/9 )4 	 	0/8  )3

L n .e 3sso



ها
ساز

یم
ل ن

طو
بۀ 

اس
مح

 و 
لی

اخ
ی د

وایا
ی ز

ها
ساز

یم
ۀ ن

ضی
  ق

ث 
مثل

در 
ی 

طول
ط 

واب
3 | ر

ل 
ص

ف

97

در
ن 

لای
 آن

ید
خر

4متناسب است. نیمساز داخلی زاویۀ متوسط را رسم می‌کنیم. مساحت کوچک‌ترین مثلث حاصل، چند برابر مساحت مثلث اصلی 42742 3 2, , اضلاع مثلثی با اعداد
)خارج ریاضی - 85( است؟�

	 14 )2 		 2
9 )1

2
5 )4 		 1

3 )3

AB. نیمساز زاویۀ A قطر BD را در M قطع می‌کند، مساحت مثلث ADM چه کسری از مساحت متوازی‌الاضلاع است؟42842 AD== 2 در متوازی‌الاضلاع شکل زیر

� 16 )2 		 1
4 )1

3
10 )4 		 2

9 )3

 

ساز
یم
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طو

طه 
راب

 در هر مثلث، مربع اندازۀ هر نیمساز داخلی، برابر است با حاصل‌ضرب اندازه‌های دو ضلع مجاور منهای حاصل‌ضرب اندازه‌های دو پاره‌خط 
گر در شکل زیر، AD نیمساز زاویۀ A باشد آنگاه رابطۀ طول نیمساز به‌صورت زیر خواهد بود: که روی ضلع سوم ایجاد شده است. به عبارت دیگر ا

                  AD bc xy
2 = −

کمک قضیۀ نیمساز، طول پاره‌خط‌ها ]یعنی ‌x و y [ را به دست می‌آوریم، سپس به سراغ  گر سه ضلع مثلث را داشته باشیم، برای استفاده از رابطۀ بالا، ابتدا به  ا

طول نیمساز می‌رویم.
قابل محاسبه است،   d A bc

b ca
= × +cos

2

2 گر دو ضلع و زاویۀ بین آن‌ها معلوم باشد، طول نیمساز وارد بر ضلع سوم از رابطۀ   در مثلث ABC، ا
d  طول نیمساز زاویۀ A است.

a
که در این رابطه

سه حالت خاص مهم در محاسبۀ طول نیمساز 

d
A

b
c

b
c

a
=

×
+

c
o
s

2

2

A = °120A = °90A = °60

d
bc

b ca
= +d

bc

b ca
= × +2d

bc

b ca
= × +3

حاصل‌ضرب اضلاع زاویهحاصل‌ضرب قطعه‌ها

6 طول نیمساز وارد بر ضلع متوسط چقدر است؟ 7 8, , Test در مثلثی با اضلاع

	 30 )2 	 	6 )1

4 2 )4 	 	5 )3

کمک قضیۀ نیمساز، طول پاره‌خط‌های ایجاد شده روی ضلع متوسط را به‌دست می‌آوریم، سپس از رابطۀ طول نیمساز استفاده  1 ابتدا به 

می‌کنیم:
α α BD

DC

AB

AC

x

x
x x x x= ⇒ − = ⇒ = − ⇒ = ⇒ =7

8
6 6 56 8 14 56 4 	   

AD bc BD DC AD AD
2 2 6 8 4 3 36 6= − ⋅ ⇒ = × − × = ⇒ =      	

کدام است؟42942  AD در شکل زیر طول نیمساز

7 )2 		 6 2 )1

�2 15 )4 		 8 )3
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کمان‌ها نسبت شعاع‌های دو دایره معلوم می‌شود: 3 57 از تساوی طول 
�

90
360

2 45
360

2 2
°

°

°

°= ′ ⇒ ′=( ) ( )π πR R R R

بنابراین نسبت مساحت دو دایره مجذور نسبت شعاع‌ها است:
S

S

R

R

R

R

1

2

2 22 4= ′ = =( ) ( ) �

120 90 60° °, , متناظر با زاویه‌های 3 2R R R, , 1 58 کمان‌های

هستند، بنابراین:
AD CD BC� � �� � �= = =60 90 120, , �

AB� � � � � �= − − − =360 60 90 120 90 �

DCXاست، بنابراین DCروبه زاویۀ ظلی β کمان α= 2 4 59 با فرض

ADC است،  در نتیجه  AC روبه زاویۀ محاطی DCو همچنین کمان  = 4α  

 DC و   AB بودن  AC در ضمن از موازی  = 2α
طرفی  از  بود،  BDخواهد  = 2α می‌گیریم نتیجه 
کمان  باشد  دایره  باشعاع  برابر  وتر  یک  اندازۀ  گر  ا

60 است، بنابراین:� روبه‌رو به آن 

2 60 2 4 360 8 300 2 75α α α α α+ + + = ⇒ = ⇒ = =� � � ��BD

در نظر بگیریم  4x و x MBرا برابر AMو گر طول پاره‌خط‌های 2 60 ا

AMMB CMMD x x x x. . ( )= ⇒ = × ⇒ = ⇒ =4 4 9 9 32 داریم:�

با معلوم شدن مقدار x اندازۀ پاره‌خط‌های AM و MB و در نتیجه AB معلوم 

AM x MB x AB= = = = ⇒ = + =3 4 12 3 12 15, می‌شود:�

AM پاره‌خط کنیم طول  فرض  x برابر پاره‌خطMBرا  گر طول  2 61 ا

x−11خواهد بود و با توجه به روابط طولی در دایره داریم: برابر

3 6 11 11 18 0 2
9

2× = − ⇒ − + = ⇒{ =
=x x x x
x

x
( )

9به دست می‌آید.  2 7− = MBبرابر MA− بنابراین تفاضل

1 62 روابط طولی را برای نقطۀ P می‌نویسیم:

PA PB PC PD x x x

x x x

. . ( ) ( )( )= ⇒ + = +
+ +

4 2 5 1 2
8 20 2 22
��� �� ��� ��

	

2 6 20 0 3 10 0
5
2

2 2x x x x
x
x

− − = ⇒ − − = ⇒
=
= −{ �

AB x= + =2 1 11 حال می‌توانیم طول AB را به دست آوریم:�

3 63 از نقطۀ B یک مماس و یک قاطع رسم 

به توجه  با  کنیم  کامل  را  دایره  گر  ا است.  شده 

OAداریم: OD= =10
   

xx

6 6

10 10

B

A

EF

20 2x−

D

BA BE BF x x x x x
x

x
x x

2 2 2

2 18

6 20 2 20 36 0 2
1= ⇒ = − + ⇒ − + = ⇒ =

=
− −

. ( )

( )( )

� �� �� 88{

1 64  از روابط طولی برای دو نقطه در دایره داریم:

1 x x( )3 1 6 2= × ⇒ =                             

2 y y
y

y
( )+ = ⇒ =

= −{5 6 1
6                  

خواهد بود. y x− = −1 بنابراین 

3 65 برای دو نقطه روابط طولی در دایره را استفاده می‌کنیم:

1 6 4 4 52 = + ⇒ =( ) yy            
              

      2 x y
2 3 3 24= + =( ) ⇒ =x 2 6     

M متقاطع‌اند، رابطۀ طولی را  CD که در  AB و  ابتدا برای دو وتر   66 3

1 MA MB MC MD x x. .= ⇒ = × ⇒ =3 1 6 2 می‌نویسیم:�
حال برای امتداد دو وتر AB و DE  که در F متقاطع‌اند، رابطۀ طولی را می‌نویسیم:

2 FB FA FE FD y y y y y

y

. . ( ) ( )= ⇒ + + = + ⇒ = ⇒ =
×

4 4 2 3 3 9 3
4 9 4

2

2
� �� �� ��� ��

مشخص  زاویه‌های  به  توجه  با   67 4

 ABD و   ABC مثلث  دو  شکل،  در  شده 
گر نسبت اضلاع متناظر را برای  متشابه‌اند؛ ا

آن‌ها بنویسیم، خواهیم داشت:     

  
         ABC ABD

BC

BD

AC

AB

BC
BC

∆ ∆
⇒ = ⇒ = ⇒ = = 6

4
5

24
5 4 8/

می‌کنیم،  وصل   C به   E از   68 1

برابر  زاویۀ  دو  با   ACEو  ABD مثلث‌های 

متشابه‌اند. بنابراین:

                                           AB
AE

AD

AC
AD AE AB AC= ⇒ =. . ⇒ AD AE. = × =5 6 30

در  باشد.   d R R> + ′ باید باشند  ج  دایره متخار این‌که دو  برای   69 1

8 5 3> + ⇒ <R R نتیجه داریم:�

ج‌اند و  2 70 دو دایره دارای 3 مماس مشترک هستند، پس مماس خار

برقرار است، یعنی: d R R= + ′ رابطۀ

d R R x x x x= + ′ ⇒ = + + − ⇒ = ⇒ =7 2 1 2 6 3

ج‌اند،  متخار پس  هستند،  مشترک  مماس  چهار  دارای  دایره  دو   71 2

Oباشد: O R R1 2 1 2> + بنابراین باید

1 O O a a1 2
2 24 0 0 0 4 4 2 16 16 2= − + − = ⇒ > + − ⇒ − <( ) ( )

16 4 12− < ⇒ >a a
از طرفی شعاع دایره‌ها نیز باید عدد حقیقی باشد، بنابراین:

2 16 0 16− > ⇒ <a a
12 16< <a 2 خواهیم داشت:�  1 و  ک‌گیری از روابط  با اشترا

X
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دو  بر  مماس  دایرۀ  بزرگ‌ترین  قطر  72 4

MNاست: d R r= + + دایره همواره برابر با 
 

MN= + + =1 7 2 10
                            

بنابراین شعاع بزرگ‌ترین دایرۀ مماس بر هر دو دایره برابر 5 است. 

با: است  2 73 قطر  کوچک‌ترین دایرۀ مماس بر دو دایره همواره برابر با 

MN d R r= − − = − − =| | | |1 7 2 4
کوچک‌ترین دایرۀ مماس بر هر دو دایره برابر 2 است. بنابراین شعاع 

ج‌اند، بنابراین  4 74 دو دایره مماس خار

دو  شعاع  مجموع  برابر  طول‌خط‌المرکزین 
دایره است:

  OO r r r r′ = + ⇒ + = + ⇒ =3 2 1 3 2 �
بیش‌ترین فاصلۀ بین نقاط دو دایره برابر است با:

AB d R r= + + = + + =5 3 2 10

 OAT 2 75 مطابق شکل مثلث 
یک مثلث قائم‌الزاویه است به‌‌طوری‌که

 AT = 4 OTپس = 3 OAو = 5

است، از طرفی TH  ارتفاع وارد بر وتر است،  

                  بنابراین:  

  TH OA AT OT TH TH. . /= ⇒ × = × ⇒ = =5 4 3 12
5 2 4                                                           

حال اندازۀ پاره‌خط واصل بین نقاط تماس قابل محاسبه است:                     

TT TH′ = =2 4 8/

پس  است،  3π برابر دایره  مساحت   76 3

است. حال در مثلث قائم الزاویه  3 شعاع دایره

�رنگ شده خواهیم داشت:

tan( )
M OT

MT

M
M

� � �� �
2

3
3 2 30 60= = ⇒ = ⇒ = �

′MTTمتساوی‌الاضلاع است، بنابراین داریم:
∆

TT MT MT′ = = ′ = 3 �

3 77 می‌دانیم طول مماس‌های رسم شده از یک نقطه بر دایره برابرند 

نقاط از  که  مماس‌هایی  به  پس 

Mبر دایره رسم شده توجه  N P, ,

�می‌‌کنیم:

M

N P CD

A B

E F

PF PC NE ND MA ME MB MF= = = =, , ,

ABبرابر است. CD+ پس محیط مثلث MNP با مجموع 

AB CD AB CD= = ⇒ + =17 34

ج  O خار 4 78 از روابط طولی برای نقطۀ 

از دایرۀ بزرگتر استفاده می‌کنیم:

�
OT OP

2 4 25 100 10= = = ⇒ =.OQ ( ) OT

4 79 برای به‌دست آوردن طول مماس بر 

OP را  OAP مقدار  ابتدا در مثلث  بزرگتر  دایرۀ 

OP = + =6 2 402 2 پیدا می‌کنیم :  

دست  به  را  PBفیثاغورس کمک  به  و  OPB می‌رویم  حال به سراغ مثلث 

PB PO OB= − = − = =2 2 40 16 24 2 6 می‌آوریم:�  

که به مرکز  4 80 بلندترین وتر، وتری است 

که در P بر دایرۀ  دایره  نزدیکتر باشد، پس وتری 

کوچکتر مماس باشد، بلندترین وتر است.�                             

AP AO OP AB= − = − = ⇒ =2 2 2 25 1 2 6 4 6     

Lبه  d R R= − + ′2 2
( ) مشترک داخلی از رابطۀ مماس  طول   81 3

دست  می‌آید:
TT′= − + = − = =17 10 5 289 225 64 82 2

( )

نمایش دهیم، داریم: d گر طول خط‌المرکزین را با 4 82 ا

9 7 5 81 144 225 152 2 2 2= − + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =d d d d( )

نشان دهیم، داریم: θ گر زاویۀ بین مماس مشترک‌های داخلی را با 3 83 ا

sin sin
θ θ θ θ2 2

7 5
24

1
2 2 30 60= + ′

′
⇒ = + = ⇒ = ⇒ =° °R R

OO

Lبه  d R R= − − ′2 2
( ) مماس مشترک خارجی از رابطۀ طول   84 4

12 9 4 132 2= − − ⇒ =d d( ) دست می‌آید:�
بنابراین بیش‌ترین فاصلۀ نقاط دو دایره برابر است با:

d R r+ + = + + =13 9 4 26

باید طول خط‌المرکزین را با مجموع و تفاضل دو شعاع مقایسه کنیم: 85 2

TT d R R R d R R′ = − − ′ ⇒ = − −2 2 2 24 4( ) ( ) ⇒ =d R5

d است، ]طول خط‌المرکزین با مجموع شعاع‌ها برابر است[، پس دو  R R= +4 چون
ج هستند. دایره مماس خار

دایره  دو  خارجی  مشترک  مماس  طول  برای  شده  داده  رابطۀ  از   86 3

استفاده می‌کنیم:
L d R R d d= − − ′ ⇒ = − − ⇒ =2 2 2 215 14 6 17( ) ( ) �

�

1 87 به کمک زاویۀ بین مماس مشترک‌های خارجی دو دایره، طول خط‌المرکزین 

sin
60
2

1
2
13 3 20



= − ′ ⇒ = − ⇒ =R R

d d
d را پیدا می‌کنیم:�

A

B

P O O′
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1 177 بررسی تک تک موارد:

A همۀ اضلاع دو مثلث نظیر به نظیر موازی نیست، پس تبدیل T شیب‌پا نیست. 

دو مثلث همنهشت‌اند، یعنی تبدیل T طول‌پا است.  B

2 ساعتگرد است پس تبدیل T جهت‌پا نیست. 1 پادساعتگرد و شکل  C شکل 

F′ الزاماً هم‌مساحت یا هم هم‌جهت نیستند و حتی  F, 4 178 دو شکل

ممکن است اضلاع آن‌ها موازی نباشد اما در هر شرایطی زوایای دو شکل با هم 

برابر است.

نداشته  نگه  ثابت  نیز  را  اضلاع  شیب  و  نیست  ایزومتری   T 1 179 تبدیل 

عوض شده است. ′F F, است، ولی در تبدیلT جهت شکل

تبدیل  این  بنابراین  کرده،  تغییر   T تبدیل  توسط   1 شکل  اندازۀ   180 4

ایزومتری یا طول‌پا نیست، همچنین جهت شکل نیز توسط این تبدیل عوض 

شده بنابراین این تبدیل جهت‌پا نیست در ضمن شیب اضلاع نظیر در دو شکل 

با هم یکسان نیست، در نتیجه این تبدیل شیب‌پا نیز محسوب نمی‌شود. پس 

4 صحیح می‌باشد. گزینۀ 

3 181 در تبدیل طول پا، اندازۀ پاره‌خط، فاصلۀ بین نقاط و مساحت شکل 

کرد. ثابت می‌ماند ولی در مورد شیب خط نمی‌توان اظهارنظر 

موازی نیستند،  M
2

با اضلاع نظیرشان در مثلث M
1

3 182  اضلاع مثلث

پس تبدیل T شیب پا نیست.

4 183  مطابق شکل، نقطۀ A با بازتاب نسبت 

به قطر BD روی C تصویر  می‌شود یعنی داریم:
�	

AH HC= AB BC

AD DC

=
={                                      

بنابراین چهار ضلعی ABCD محیطی است.

که محور بازتاب باید عمود منصف پاره‌خطی باشد  کنیم  3 184 باید توجه 

3 چنین چیزی رعایت  گزینۀ  که هر نقطه و تصویرش را به هم وصل می‌کند. در 

نشده است.

2 185 باید نقطۀ A روی B تصویر شود، پس خط بازتاب باید عمود منصف 

AB باشد. این خط از مرکز دو دایره می‌گذرد.

وصل  ′A را به A 3 186 مطابق شکل نقطۀ

اندازۀ  و  است  ایزومتری  بازتاب  چون  می‌کنیم، 

زاویه را حفظ می‌کند پس:

′ = =
′ = + =





A B AB

ABA

4
45 45 90� � � �

S
ABA′ = × =4 4

2 8       

بازتاب   AB امتداد ضلع  به  را نسبت  3 187 مطابق شکل، 8 ضلعی منتظم 

می‌دهیم، بنابراین ضلع AB بر خودش منطبق است و شیب آن عوض نمی‌شود، 

ضلع EF نیز بر خطی موازی با خودش تصویر می‌شود، دو ضلع CD و GH بر محور 

بازتاب عمودند پس در تصویر آن‌ها شیب عوض نمی‌شود، پس در مجموع شیب

دقیقاً 4 تا از اضلاع تحت بازتاب، ثابت می‌ماند. 

]بازتاب تنها در صورتی شیب خط را حفظ می‌کند که 

خط موازی محور بازتاب یا عمود بر آن باشد.[

2 188 بررسی هر دو حالت:

1 در شکل مقابل دو ضلع AF و CD اضلاع 

با  که  هستند  منتظم  شش‌ضلعی  از  مقابل 
BE روی یکدیگر  بزرگ  به قطر  بازتاب نسبت 

تصویر می‌شوند.

AB و  در شکل مقابل نیز دو ضلع مجاور   2

AD ] که نیمساز زاویۀ  AF نسبت به قطر بزرگ 
بین این دو ضلع مجاور است[ ، روی یکدیگر تصویر 

می‌شوند.�

را  پاره‌خط‌هایی باشد که هر نقطه  باید عمودمنصف  بازتاب  محور   189 3

یافته  تغییر  جهت‌های  دارای  شکل  دو  همچنین  می‌کند،  وصل  تصویرش  به 

هستند بنابراین خط بازتاب باید در امتداد AO باشد.

شـکل را رسـم می‌کنیـم کـه بـا توجـه   190 2

قائم‌الزاویـه   OO O′ ′′ مثلـث اندازه‌هـا،‌  بـه 

بنابرایـن:  اسـت،     2 متساوی‌السـاقین بـه ضلـع 

S
OO O′ ′′ = × =2 2

2

2

                                               
O′′

O′

O

1

D C

BA

11

1

2 191 مطابق شکل خط بازتاب عمودمنصف 

A می‌گذرد همچنین دو مثلث  BC است که از 
ABD و ACE هم‌نهشت‌اند، بنابراین داریم:

AB AC

D E

BAD CAE

= =
= =

= =









4
45

15

� �
� �

�

�

ABC ACB� � �= = 60

بنابراین مثلث ABC متساوی‌الاضلاع است و طول ضلع BC نیز برابر 4 است.

زوایای  داخلی  1 192 می‌دانیم مجموع 

°180است، بنابراین: هر مثلث 

ACB� � � � �= − − =180 67 78 35
از طرفی محور بازتاب نیمساز زاویۀ بین خط 

و تصویرش است، پس AC نیمساز زاویۀ بین 

است و داریم: ′B C BC و
      

ACB� �′ = 35 ⇒ = − =′BB C� � � �90 35 55 	
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کنون مماس مشترک  d ا 2 193 خط 

محسوب  ′′C C, دایرۀ دو  خارجی 

طول  رابطۀ  سراغ  به  بنابراین  می‌شود، 

فرضی  ]شکل  مماس مشترک ‌می‌رویم: 

است[

C′′

O′

C

5 1
d

C′

L d R R d d d= − − ′ ⇒ = − − ⇒ = + = ⇒ =2
1

2 2 2 23 5 1 9 16 25 5( ) ( )

M با بازتاب نسبت  3 194 نقطۀ 

C′ تصویر  و ′A CD روی AB و  به 
عمودمنصف   AB پس  شده است،  
  CD پاره‌خط  همچنین  ′MAو 
′MC  است،    بنابراین: عمود منصف

 ′ ′= ′ + ′= + ′= + ′ =A C ADA M MC MH MH MH MH2 2 2 2( )

′ است‌، حال می‌توانیم نسبت مساحت‌ها را به  ′ =B D AB2 به همین ترتیب

دست آوریم:

 
S

S

A C B D

AB AD

AD AB

AB AD

A B C D

ABCD

′ ′ ′ ′ =
′ ′ ′ ′

= =
1
2

1
2 2 2

2
.

.

( )( )

.

حاصل‌ضرب  نصف  با  هم،  بر  عمود  قطرهای  با  چهارضلعی  هر  مساحت 

اندازۀ قطرها برابر است.

′ −A ( , )3 4 و بازتاب  ′ −A ( , )3 4 )Aنسبت به محور‌xها  , )3 4 2 195 بازتاب 

را  مثلث  ضلع  سه  طول  باید  حال  است.  ′′ − −A ( , )3 4 محورyها  به  نسبت 

AAبه دست آوریم:
A A
AA

′= + =

′ ′′= + =

′′= + =

0 8 8
0 6 6
6 8 10

2 2

2 2

2 2

محیط  = + + =8 6 10 24

و بازتاب ′A ( , )1 2 بع اول و سوم )Aنسبت به نیمساز ر , )2 1 1 196 بازتاب

است، بنابراین: ′ −B ( , )4 2 بع دوم وچهارم  )Bنسبت به نیمساز ر , )2 4−
′

′ −

A

B

( , )

( , )

1 2

4 2
| | ( ) ( )′ ′ = − + + =A B 4 1 2 2 52 2

2 197 چون عرض دو نقطه قرینۀ هم است، بنابراین نقطۀ A تحت بازتاب 

تصویر می‌شود. ′A نسبت به محور xها روی نقطۀ

است، بنابراین شیب آن عکس قرینۀ  AA′ 3 198 خط d عمود بر پاره‌خط 

است: AA′ شیب 
m

y

x
m

AA d′ = = − +
− = − ⇒ =∆

∆
6 4
3 2 2 1

2

2 199 محور بازتاب عمود منصف پاره‌خط AB است:

m
y

xAB
= = − −

− = −∆
∆

3 1
1 5 1( )                                    

M B

d

�
M

A B= + = + − =2
1 3 5 1

2 3 1( , ) ( , )
( , )

                 

بنابراین  M می‌گذرد،  از نقطۀ  و  AB است  قرینۀ شیب  و  d عکس  شیب خط 
y x y x− = − ⇒ = −1 1 3 2( ) معادلۀ آن به‌صورت مقابل است:�

1 200 باید وسط پاره‌خط‌ AB بر خط D منطبق شود.

M
A B a a a a= + = + − = − +
2

3 5
2

3
2

5
2

( , ) ( , )
( , )

a a a a+ = − + ⇒ + = − +5
2

3
2 2 5 3 4⇒ = ⇒ =2 2 1a a

Q تبدیل می‌شود، پس  M به  AC نقطۀ  4 201 در بازتاب نسبت به قطر 

3 درست نیست. در بازتاب نسبت به قطر BD نقطۀ Nبه نقطۀ  , 1 گزینه‌های 

2 درست نیست. اما  M تصویر می‌شود، پس گزینۀ 
PQ است، یعنی در بازتاب  BD عمودمنصف  قطر 

نسبت به قطر BD نقطۀ P به Q تبدیل می‌شود، 

4 درست است.� گزینۀ  پس 

گزینۀ   L ممکن است متقاطع نیز باشند، بنابراین  
2

و L
1

3 202 خطوط
 d هستند،خط  موازی   L

2
و L

1
که حالتی  در  ضمن  در  است.  نادرست   1

2 نیز نادرست است. از طرفی گزینۀ  L نیست، یعنی گزینۀ 
2

و L
1

نیمساز زاویۀ

بر هم منطبق باشند؛ پس  L
2

و L
1

4   تنها در حالتی می‌تواند درست باشد که

موازی   d خط  با  L
2

یا L
1

خط دو  از  یکی  گر  ا اما  است.  نادرست  نیز   4 گزینۀ

گزینۀ  قبول،  قابل  گزینۀ  تنها  بنابراین  است،  موازی  آن  با  نیز  دیگر  خط  باشد، 

3 است.

2 نادرست  ) هم‌اندازه نیست، پس گزینۀ  )b 4 203 پاره‌خط AB با پاره‌خط

) می‌تواند تصویر پاره‌خط AB باشد، )d گزینه‌ها نیز  فقط پاره‌خط است. در سایر 

 ′B و ′A ) را با )d گر دو سر پاره‌خط زیرا با توجه به شکل ا

و AA′ پاره‌خط دو  عمودمنصف‌های  نام‌گذاری  کنیم،  

′BB بر هم منطبق هستند ولی برای بقیۀ پاره‌خط‌ها، این 
اتفاق نمی‌افتد.

′d و d وسط که  خطی  فقط   204 1

قرار دارد و با آن‌ها موازی است می‌تواند خط 

بازتاب باشد. بنابراین فقط یک محور بازتاب 

وجود دارد.�

2 205 هر کدام از نیمسازهای زاویه‌های 

بین دو خط می‌توانند خط بازتاب باشند. 
پس دو خط بازتاب وجود دارد.�

2 206 دو خط داده شده دارای شیب‌های مختلف هستند، بنابراین متقاطع 

تصویر  هم  به  خط  دو  نیمسازهای  به  نسبت  بازتاب  تحت  نتیجه  در   هستند، 
می‌شوند. یعنی دو خط مختلف .

یکسان است و تحت بازتاب   y x y x= + = −3 5 3 1, 1 207 شیب دو خط 

بر هم تصویر می‌شود. یعنی یک محور بازتاب  y x= + + −3 5 1
2
( ) نسبت به خط

وجود دارد.
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که به نسبت ‌k تقسیم شده باشد،‌ از تجانس  2 359 برای رسم پاره‌خطی 

استفاده می‌شود.

که دو  DEFG را درون مثلث چنان در نظر می‌گیریم  2 360 مربع دلخواه 

رأس  D و E روی اضلاع AB و AC باشد و ضلع DE موازی قاعدۀ BC باشد 

 k مانند  مناسبی  ضریب  با  را  مربع  این 

F به روی  G و   منبسط می‌کنیم تا دو رأس 

این  در  واقع  در  شود،  منطبق   BC قاعدۀ 

نسبت با  و   A مرکز  به  تجانس  از  ما  فرآیند 

کرده‌ایم. استفاده  k G F

GF
= ′ ′

2 361 چون صحبت از رسم یک پاره‌خط با اندازۀ مشخص و موازی راستای 

 بخصوص است، انتقال جواب است. ] دایرۀ C را به طول داده شدۀ a در امتداد
وضعیت جدید  ′′C انتقال می‌دهیم. فرض کنیم
باشد.  ′C با ′′C C باشد و A و B نقاط تقاطع
که یکی از نقطۀ A بگذرد و   دو خط موازی با
دیگری از نقطۀ B، جواب‌های مسئله هستند.[

C

B

A

a

C′

C′′

a

�

تجانس  تبدیل  از  دیگر  شکل  یک  در  محاط  شکل  یک  رسم  برای   362 3

  3 2 1, , را شده  داده  خطوط  و   ABC را  شده  داده  ]مثلث  می‌شود.  استفاده 

  3 2 1, , می‌نامیم. مثلث LMN را طوری رسم می‌کنیم که ضلع‌هایش موازی با

 AB و CN نقطۀ برخورد خط‌های ′N باشد و L روی BC و M روی CA قرار بگیرد. اگر

، مثلث LMN را به مثلث مطلوب k CN

CN
= ′ باشد، آنگاه تجانس به مرکز C و نسبت

تبدیل می‌کند.[ ′ ′ ′L M N

                   

3 363 برای رسم پاره خط به طول معلوم و موازی راستای به خصوص از 

ABانتقال داده‌ایم تا دایرۀ
→

C را با بردار انتقال استفاه می‌شود. ]در شکل زیر دایرۀ 

 Nبه دست آید. دو دایره در نقطۀ ′ ′C O R( , )

BA رسم کنیم 
→

متقاطع‌اند و اگر از N موازی با

MN وتری  پاره‌خط  و  به‌دست می‌آید   M نقطۀ 

موازی و مساوی با AB است.[

می‌شود.  استفاده  دوران60° از  متساوی‌الاضلاع  مثلث  رسم  برای   364 2

به   60دوران با  را   ′d خط مقابل  ]در شکل 

d در  A تصویر کرده‌ایم، این تصویر با خط  مرکز 
AC را ضلع مثلث  C متقاطع است و اگر  نقطۀ 
B سومین  متساوی‌الاضلاع در نظر بگیریم، نقطۀ 
رأس از این مثلث است و مثلث رسم می‌شود.[

از  به‌خصوص  راستای  موازی  و  معلوم  طول  به  پاره‌خط  رسم  برای   365 4

انتقال استفاده می‌شود. 

تجانس  تبدیل  از  دیگر  شکل  یک  در  محاط  شکل  یک  رسم  برای   366 3

استفاده می‌شود.

که به نسبت ‌k تقسیم شده باشد،‌ از تجانس  3 367  برای رسم پاره‌خطی 

به  تجانس  در  را   d ]خط  می‌شود.  استفاده 

′d 2- تصویر می‌کنیم تا خط P و نسبت   مرکز 

d′ و دایره در نقطۀ M متقاطع‌اند.  به دست آید،  خط

اگر MP را امتداد دهیم تا خط d را در نقطۀ N قطع 

کند، طبق ویژگی‌های تجانس داریم[ :

 MP
NP

MP NP= ⇒ =2 2

d′ ، دایره را در نقطۀ  گر دقت کنید متوجه می‌شوید که در شکل فوق خط ا
هم دقیقاً صادق  ′M نیز قطع می‌کند که همۀ داستان‌ها برای ′M دیگری مانند
d′ و دایره نگاه می‌کنیم.  است. در مورد تعداد جواب‌های مسئله به وضعیت خط
d′ و دایره  گر خط و دایره متقاطع باشند،  مسئله دارای دو جواب و ا ′d گر خط ا

دایره را قطع نکند،  ′d گر خط مماس باشند، مسئله دارای یک جواب است و ا

مسئله بدون جواب است.

که نقطۀ وسط آن معلوم است  کنیم  4 368 چون قرار است پاره‌خطی رسم 

استفاده می‌شود.  البته این تبدیل دوران  k=−1از تجانس معکوس با نسبت

°180نیز به حساب می‌آید.
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کوچکتر  3 369  مطابق شکل، C زاویۀ 

کردن آن باید ابتدا AH را  است، برای پیدا 

به‌‌دست آوریم سپس تانژانت زاویۀ C را در 

کنیم: �مثلث AHC محاسبه 

AH BH HC AH AH
2 2 36 6= ⇒ = ⇒ =. �

حال در مثلث AHC اضلاع مقابل و مجاور به زاویۀ C معلوم است، بنابراین:

tanC
AH

CH

 = = =69
2
3

کمک رابطۀ فیثاغورس طول اضلاع را به دست می‌آوریم: 3 370  ابتدا به 

x x x x x
x

x
x x x x x

2 2 2 2

2 1 4 4

1 2 2 3 0 3

2 2 2

+ + = + ⇒ − − = ⇒ =
= −

+ + + + +

( ) ( )� �� �� ��� 11{   

3خواهد بود و داریم: 4 5, , xطول اضلاع مثلث برابر = به ازای3

α
 sin /α = =35 0 6 �



ث
مثل

در 
ی 

طول
طه 

راب
  | 

 3
ل 

ص
  ف

مۀ
خ ‌نا

اس
پ

135

در
ن 

لای
 آن

ید
خر

را به‌دست ‌می‌آوریم: C ابتدا زاویۀ 371 4

A B C C C� � � � �� � � � �+ + = ⇒ + + = ⇒ =180 45 75 180 60 �
حال با استفاده از قضیۀ سینوس‌ها داریم:

BC

A

AB

C

AB
AB

sin sin
= ⇒ = ⇒ =4

2
2

3
2

2 6 �

کردن زاویۀ  چون نسبت دو ضلع و یک زاویه معلوم است، برای پیدا  372 2

دیگر از قضیۀ سینوس‌ها استفاده می‌کنیم:

AB

C

AC

B

AB

AC

C

B

C

sin sin

sin

sin

sin= ⇒ = ⇒ =2 1
2

�

sinC
C

C A

A
= ⇒

= ⇒
= ⇒ =





=2
2

45
135 15

105�
� �

��

� �

�
�

کردن دو  یک ضلع و تمام زاویه‌های مثلث معلوم است، برای پیدا  373 3

ضلع دیگر می‌توانیم از قضیۀ سینوس‌ها استفاده ‌کنیم:
�

AC

B

AB

C

AC

sin sin sin sin
= ⇒ =

° °45
6
30

AC= × = × =6
1
2

2
2 12 2

2 6 2

با معلوم بودن دو زاویه، زاویۀ سوم قابل  374 2

به‌دست آوردن است:

4575
3

CB

A

�A� � � � �= − − =180 45 75 60                             
حال طبق قضیۀ سینوس‌ها داریم:

BC

A

AB

C

AB
A

sin sin
= ⇒ = ⇒ =3

3
2

2
2

6B �

با معلوم بودن دو زاویه، زاویۀ سوم قابل به‌دست آوردن است: 375 1

A C B� � �� � �= = ⇒ =120 15 45, �
حال طبق قضیۀ سینوس‌ها داریم:

AC

B

BC

A

AC
AC

sin sin
= ⇒ = ⇒ =

2
2

2 3
3
2

2 2 �

4 376 ابتدا به کمک قضیۀ سینوس‌ها طول ضلع AC را به‌دست می‌آوریم:

AC AB AC
AC

sin sin45 30 2
2

2
1
2

2 2
° °

= ⇒ = ⇒ = �

=A است،‌ارتفاع AH را  °105 حال چون

رسم می‌کنیم:

H

AHB BH AB

CH ACAHC

∆

∆
: .cos

: .cos

= =

= =

45 2

30 6





  BC= +2 6 �

بودن  معلوم  به  نیاز   x محاسبۀ  برای  377 4

ابتدا  بنابراین  داریم.   ABD مثلث  از   BD ضلع 

BD را به  BDC می‌رویم و ضلع  به سراغ مثلث 

دست می‌آوریم: 

     DBC� � � � �= − − =180 60 75 45

طبق قضیۀ سینوس‌ها در مثلث BDC داریم:

BD CD BD
BD

sin sin60 45 3
2

2 2
2
2

2 3
 

= ⇒ = ⇒ = �

حال  در مثلث ABD  داریم :

sin60 3
2

3
2 2 3 3° = ⇒ = = × =x

BD
BDx �

105° زاویۀ M در این مثلث 378 3

است، پس ارتفاع MH را رسم می‌کنیم، 

MHباشد،  x= کنیم  فرض  گر  ا حال 

در این صورت:
BA

30 45

3 x

2x

H

M

2x

x

x

MH x

AH x AM x

BH x MB x

AMH

BMH

= ⇒




= =

= =

∆

∆
: ,

: ,

3 2

2
�

با توجه به روابط فوق طول ضلع ‌AB بر حسب x قابل محاسبه است:�

AB x x x= + = ⇒ =
+

× −
−

= −3 20 20
3 1

3 1
3 1

10 3 1( )

�
بنابراین فاصلۀ هواپیما تا نزدیک‌ترین ایستگاه برابر است با:

MB= − × = −10 3 1 2 10 6 2( ) ( )

2 379 ابتدا اندازۀ زاویۀ A را به‌دست می‌آوریم:

A B C A A� � � � �� � � � �+ + = ⇒ + + = ⇒ =180 45 60 180 75
�A است از رأس A، ارتفاع AH را رسم می‌کنیم.  �= 75 حال با توجه به این‌که

است و ضلع AH رو به  30° در مثلث قائم‌الزاویۀ ACH، ضلعCH رو به زاویۀ

است، بنابراین: 60° زاویۀ

1
 
CH

AH

= × =

= × =

1
2 6 3

6 3 33
2

از طرفی دیگر مثلث ABH، مثلثی قائم‌الزاویه و متساوی‌الساقین است. بنابراین:

BH AH BC CH BH= = ⇒ = + = + = +3 3 3 3 3 3 3 1( )

سراغ  به  شده  داده  آن‌ها  مقابل  زوایای  و  اضلاع  بین  رابطۀ  چون  380 1

طرفین وسطین
قضیۀ سینوس‌ها می‌رویم:                               

b

B

c

C
b C c B

sin sin
sin sin

 

 = = →   

برقرار است،  بنابراین: b C c Bcos sin = از طرفی طبق فرض مسئله رابطۀ

 b C b C C Csin cos sin cos   = ⇒ = ⇒ = °C 45

2
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