
زها�یی دار یـم؟ ان چه چ�ی در کتاب کنکور گسسته و آمار جامع منت�شر

درس،  ه�ر  درس‌نامهء  از  بع�د 
پرس�ش‌های چهارگزینه‌ای مربوط 
به آن درس قرار می‌گی�رد. در این 
کتاب از تس�ت‌های غیراستاندارد 
پرهیز کرده‌ایم. به همین خاطر شما 
با کتابی روبه‌رو هس�تید که حجم 
کم‌تری نسبت به کتاب‌های تست 
گسس�ته و آمار دارد؛ اما کنکور را 
به بهترین شکل پوشش داده است. 
شمارهء تس�ت‌های هر درس در کل 

کتاب در ادامهء درس قبلی است.

کادر راهنم�ا برای آدرس‌دهی 
صفحهء پاسخ‌نامه 

ای�ن، یکی از تیتره�ای اصلی 
درس‌نامه‌ه�ا اس�ت. معمولاً به 
ازای هر یک از تیترهای اصلی 
در درس‌نام�ه، ی�ک تیت�ر در 

تست‌ها هم داریم. 

ه�ر فصل ب�ه چن�د درس 
تقس�یم شده اس�ت و هر 
درس ب�ا درس‌نامه ش�روع 
می‌ش�ود. ه�ر درس‌نام�ه 
ش�امل کلی نکت�ه، نمونه، 
مثال آموزش�ی و ... اس�ت 
که در درک مطالب به شما 

کمک می‌کند.

ه�ر فص�ل چن�د درس دارد 
که با یک س�ردرس ش�روع 
می‌ش�ود. س�ردرس ش�امل 
ش�مارهء فصل، اسم فصل )در 
این‌جا نظریهء اعداد( و شماره 
این‌ج�ا  )در  درس  اس�م  و 

استدلال ریاضی( است.



ب�ا ای�ن تیتره�ا، پاس�خ 
ج�دا  ه�م  از  فصل‌ه�ا 
ش�ده‌اند. در ای�ن تیترها، 
شمارهء فصل و اسم آن قرار 

می‌گیرد.

پاسخ تست‌ها پس از 
درس‌نامه و تست‌های 
در  فصل‌ه�ا  همهء 
قرار  کت�اب  انته�ای 
گرفته اس�ت. پاس�خ 
تس�ت‌ها را س�اده و 
ت�ا  نوش�ته‌ایم  روان 
موق�ع خواندن آن‌ها، 
هم خوب یاد بگیرید 
و هم از گسسته لذت 

ببرید.
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317   163  فصل 5: احتمال  

338   196  فصل 6: آمـار توصیفی 

351   222  فصل 7: آمـار استنباطی 
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درس دوم: بخش‌پذیری 
در اعداد صحیح 

در ادامهء فصل به بررسی خواص مجموعهء اعداد صحیح می‌پردازیم. بنابراین در سراسر این فصل، منظور از عدد، عدد صحیح است.

. در این صورت  b aq= عدد صحیح b بر عدد صحیح و مخالف صفر a بخش‌پذیر است، هرگاه عددی صحیح چون q وجود داشته باشد به طوری که
« و به صورت »عدد صحیح a، عدد صحیح b را عاد می‌کند« می‌خوانیم. a b| می‌نویسیم »

a می‌توان از بیان‌های زیر نیز استفاده کرد: b|  برای
 عدد صحیح b مضرب عدد صحیح a است.	 عدد صحیح a یک مقسوم‌علیه عدد صحیح b است.

 عدد صحیح a یک شمارندهء عدد صحیح b است.	 عدد صحیح a عدد صحیح b را می‌شمارد.
.5 21/| 21 باشد، پس 5= ´q 21 اما چون عدد صحیحی مانند q یافت نمی‌شود که 21| 3 و 21| ، 7 21| 21 می‌توان گفت 21 1 7 3= ´ = ´ مثلاً چون

a یعنی a به صورت یک عامل ضربی در b وجود دارد. b|  به زبان ساده می‌توان گفت وقتی
ab باشد، کدام گزاره درست است؟ cd==  اگر c ،b ،a و d اعداد صحیح ناصفر و

 ac bd| )4 	 b cd| )3 	 ab c| )2 	 b d| )1
b صحیح است، زیرا: cd| « می‌باشد، گزارهء a b b aq| Û =  گزینهء »3« با توجه به تعریف عادکردن که به صورت »

 
.k¹¨ïÂ¶  ÁpIM  Hn    y£ºq

ab cd cd ba b cd= Þ = Þ
­

| �

،  و  نادرست هستند. البته می‌توان از مثال‌های زیر به عنوان مثال نقض برای آن‌ها استفاده کرد. اما گزینه‌های 
 a c b d= = = =3 1, 	 a c b d= = = =1 3, 	 b c a d= = = =3 1,

 a a|  هر عدد صحیح غیرصفر بر خودش بخش‌پذیر است.�

 a am n| m، آن‌گاه داریم: � n£  اگر m و n دو عدد طبیعی باشند به طوری که
5 یا ... . 5

4 9| 2 یا 2
5 10| 3 یا 3

4 6| مثلاً
a گفته شد که a مخالف صفر است. این‌که صفر عدد صفر را می‌شمارد، به صورت یک قرارداد پذیرفته می‌شود. b|  در تعریف رابطهء

 کدام گزاره نادرست است؟

 75 15
4 10| )4 	 12 6

5 10| )3 	 12 18
7 12| )2 	 45 15

3 6| )1
 گزینهء »2« تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:

 45 15 3 5 3 5
3 6 6 3 6 6| |Þ ´ ´ �  12 18 2 3 2 3

7 12 14 7 12 24| |Þ ´ ´ 	

12. پس نیازی به بررسی سایر گزینه‌ها نیست. شما به عنوان تمرین، درستی گزینه‌های  و  را بررسی کنید. 18
7 12/| 2، بنابراین 2

14 12/| واضح است که

 a b a b a b a b| | | |, ,Þ - - - -  علامت در بخش‌پذیری تأثیری ندارد.�
- برقرارند. -3 12| 3 و 12|- ، -3 12| ، 3 12| مثلاً واضح است که تمام بخش‌پذیری‌های

 ±1| b 1± تمام اعداد صحیح را می‌شمارند.�

 a a|± Þ = ±1 1 1± فقط بر خودشان بخش‌پذیرند.�



 درس‌نامه و تست18

a برقرار است. مجموع مقادیر صحیح a کدام است؟ a b2 2 2-- -- |  به ازای هر عدد صحیح b رابطهء

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1
a برابر1± می‌باشد. بنابراین داریم: a2 2 2- - a عدد b را عاد می‌کند، پس حتماً a2 2 2- -  گزینهء »2« چون به ازای هر عدد صحیح b، عدد

 
a a a a a a

a a a a

2 2 2

2 2

2 2 1 2 1 0 1 0 1

2 2 1 2 3 0

- + = Þ - + = Þ - = Þ =

- + = - Þ - + = Þ

( )

jnHkº   Â£Ã£e  â¾zÄn
 cÃdÅ  oÄjI£¶  Ì¼µ\¶

ì
í
ï

îï
Þ =a 1 �

 a |0  صفر بی‌شمار مقسوم‌علیه صحیح دارد. به بیان دیگر صفر بر تمام اعداد صحیح بخش‌پذیر است.�
 اگر عددی بر صفر بخش‌پذیر باشد، حتماً آن عدد صفر است. به بیان ساده‌تر عدد صفر فقط مقسوم‌علیه صفر است. این مطلب را به عنوان قرارداد پذیرفته 
 0 0| a aÞ = بودیم. �

 کدام گزاره همواره درست است؟

1± را می‌شمارند. ۲( همهء اعداد صحیح، ۱( صفر، همهء اعداد صحیح را عاد می‌کند.	
۴( مربع هر عدد صحیح، آن عدد را عاد می‌کند. 		 ۳( صفر به صفر بخش‌پذیر است.

، گزارهء صحیح به صورت »همهء اعداد صحیح، صفر را عاد می‌کنند.«   گزینهء »3« می‌دانیم صفر بر صفر بخش‌پذیر است، بنابراین  صحیح است. در مورد 
، همهء اعداد صحیح را می‌شمارند.« صحیح است و در مورد  هم مثال‌های نقض زیادی مانند ۲، ۳ و ... وجود دارد. ±1« ، می‌باشد. در مورد 

a برقرار است. چند عدد طبیعی برای b وجود دارد؟ b b| 2
2 3-- --  برای هر عدد صحیح a، رابطهء

۴( بی‌شمار 3( صفر	 	2 )2 	1 )1

b می‌باشد، لذا داریم: b2
2 3 0- - = b بر هر عدد صحیح مانند a بخش‌پذیر است، پس b2

2 3- -  گزینهء »1« چون عدد

 b b b
b a c

2
2 3 0- - = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

= +

,³»j  ¾]nj   â¾²jI÷¶  ¸ÄH nj
.SwH  

== - =1 3, b  Þ فقط عدد ۳ عددی طبیعی است. �

2 بر صفر بخش‌پذیر است؟ 3 2
2n n-- --  به ازای چند عدد صحیح n، عدد

۴( بی‌شمار 3( صفر	 	1 )2 	2 )1
 گزینهء »2« تنها عددی که بر صفر بخش‌پذیر است، خود صفر است، پس:

 2 3 2 0 2 1 2 0
2n n n- - = Þ + - =( ) (n )  Þ = - = Þn n1

2
2, فقط یک عدد صحیح وجود دارد. �

 a b b a b| , | | | |¹ Þ £0  مقسوم‌علیه‌های هر عدد صحیح مخالف صفر، از نظر قدرمطلق از خود عدد کوچک‌تر و یا مساوی‌اند.�
} است دقت کنید. همهء اعضا که همگی مقسوم‌علیه‌های عدد 6 هستند از نظر  , , , }± ± ± ±1 2 3 6 مثلاً به مجموعهء مقسوم‌علیه‌های عدد 6 که مجموعهء

قدرمطلق از خود عدد 6 کوچک‌تر و یا مساوی‌اند.
 a b a b b| , | | | |> Þ =0  تنها عددی که مقسوم‌علیه‌هایش می‌توانند از نظر قدرمطلق از خودش بزرگ‌تر باشند، عدد صفر است:�

 a b b a a b a b| |, | | | |Þ = Þ = ±  اگر دو عدد صحیح بر هم بخش‌پذیر باشند، یا با هم برابرند و یا قرینهء یکدیگرند.�
n برقرار است؟ n2

3 9++ ++|  به ازای چند عدد صحیح n رابطهء
7 )4 	6 )3 	5 )2 	4 )1

n2 مثبت است، پس: 3+ | می‌باشد، از آن‌جایی که | | |n n2
3 9+ £ + n صفر نباشد، پس + 9  گزینهء »2« فرض می‌کنیم

 n n n n n n2 2
3 9 6 0 3 2 0+ £ + Þ - - £ Þ - + £( ) ( )  Þ - £ £2 3n �

حال nهای به دست آمده را در رابطه چک می‌کنیم:

 n = - Þ2 7 7|   �n = - Þ1 4 8|   	n = Þ0 3 9|   	

 n = Þ1 4 10|   �n = Þ2 7 11|   	n = Þ3 12 12|   	

n2 بخش‌پذیر است. 3+ n بر + 9 ، عدد  -9 ،3 ،0 ، -1 ، -2 n برقرار است. پس به ازای 5 عدد صحیح n2
3 9+ +| n صفر باشد، حتماً رابطهء + 9 از طرفی اگر

، آن‌گاه می‌توان عامل‌های b را زیاد یا تقویت کرد. a b|  اگر عدد a، عدد b را بشمارد، آن‌گاه هر مضرب صحیح عدد b را نیز می‌شمارد. به بیان دیگر اگر

 a b a mbm| |Î¾ ®¾¾ �a b a bn n| |Î¾ ®¾¾ 	
. 3 6

23| 3 و 6 57| ´ ، آن‌گاه 3 6| مثلاً چون
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a زیرا اضافه‌کردن c در حالت کلی نه عامل‌های b را زیاد و نه تقویت می‌کند و حتی  b c| + a نمی‌توان نتیجه گرفت که b|  واضح است که از
a نمی‌توان نتیجه گرفت که a حداقل یکی از دو عدد b و c را  bc| 2. هم‌چنین از رابطهء 4 3/ +| 2 ولی 4| ممکن است عامل‌های b را عوض کند. مثلاً

، واضح است 3 و 4 به کمک یکدیگر می‌توانند عدد 6 را در خود جای دهند. 6 4/| 6 و 3/| 6 در حالی که 3 4| ´ عاد می‌کند. مثلاً
، آن‌گاه می‌توان عامل‌های a را کاهش داد. a b|  اگر عدد a، عدد b را بشمارد، مقسوم‌علیه‌های a نیز عدد b را می‌شمارند. به بیان ساده‌تر اگر

 ma b a b| |Þ �a b a bn | |Þ 	
 عامل‌های a را با تفریق‌کردن نمی‌توان کاهش داد، چون در حالت کلی تفریق‌کردن باعث می‌شود عامل‌های a تغییر کنند.

 a b a c b| |Þ - �
 طرفین عادکردن می‌توانند به یک ‌اندازه تقویت شوند و یا به یک ‌اندازه عامل از دست بدهند.

 a b a bn n| |Þ �a b a bn n| |Þ 	a b ma mb| |Þ 	ma mb a bm| |¹¾ ®¾¾0 	

0 اما اگر صفر را از طرفین  7 0 3´ ´| توجه کنید هنگامی می‌توانید عددی را از طرفین بخش‌پذیری ساده کنید که مطمئن باشید آن عدد صفر نیست. مثلاً
. 7 3/| حذف کنیم

 کدام نتیجه‌گیری در حالت کلی نادرست است؟

 a b a b2 2 2 2| |Þ )4 	 a b a b| |Þ 2 )3 	 3 2a b a b| |Þ )2 	 a b a b| |Þ 2 )1

a2 و 3 عامل از دست داده و به a تبدیل شده و در  ابتدا 2a ،  گزینهء »3« تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم. در  عامل‌های b تقویت شده‌اند، در 
b2 به یک مقدار عامل از دست داده‌اند، سپس به طرفین عامل 2 اضافه شده است. بنابراین نتیجه‌گیری‌ها درست هستند، اما در  به a عامل اضافه شده است که نادرست 

 3 9 2 3 9| |Þ ´ می‌باشد. مثال نقض برای  به صورت مقابل است:�
 کدام گزاره درست است؟

 a b a b| |+ Þ +1 1
3 )4 	 a bc a c= Þ | )3 	 a b a b a+ Þ| | )2 	 24 18 4 3ab ac b c| |Þ )1

 گزینهء »4« تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:
6a تقسیم شده است، اما چون نمی‌دانیم که a حتماً مخالف صفر است یا خیر، پس چنین کاری مجاز نیست. 24 بر 18ab ac| در  طرفین رابطهء

a و = -3 a به b تبدیل شود باید از تفریق استفاده کنیم در حالی که نمی‌توان این کار را کرد. البته می‌توان مثال نقض هم ارائه کرد مثلاً اگر b+ در  برای آن‌که
b نادرست می‌باشد. a| a درست است ولی رابطهء b a+ | b باشد، رابطهء = 4

a برقرار است  bc= c باشند رابطهء = 3 b و = 2 ، a = 6 . به مثال نقض هم دقت کنید، مثلاً اگر a c| c نه a| a می‌توان نتیجه گرفت که bc= در  هم از تساوی
. 6 3/| در حالی که

 a b a b b a b| | |( ) (b )+ Þ + - + Þ +1 1 1 1
2 3 b عامل اضافه کرد. نگاه کنید:� اما  درست است زیرا می‌توان به1+

 a b c d ac bd| | |Ù Þ  طرفین دو رابطهء بخش‌پذیری را می‌توان در هم ضرب کرد.�
. a c b d+ +| c نمی‌توان نتیجه گرفت که d| a و b|  از روابط

. 3 4 9 12´ ´| 3 در حالی که 4 9 12+ +/| 3 ولی 9| 4 و 12| مثلاً می‌دانیم
 اگر عدد a، عدد b را بشمارد و b نیز c را بشمارد، آن‌گاه a، عدد c را می‌شمارد. به این خاصیت، خاصیت تعدی برای رابطهء عادکردن می‌گوییم.

 a b b c a c| | |Ù Þ �
، کدام نتیجه‌گیری نادرست است؟ b ac2 | a و b|  اگر b ،a و c اعداد طبیعی باشند و

 b c| )4 	 2b ac| )3 	 a c| )2 	 a b|2 3 )1
2 تبدیل شده است. از طرفی اگر طرفین رابطه‌های 3b ، در  عامل‌های b تقویت شده و به a b|  گزینهء »3«  درست است زیرا با توجه به فرض سؤال که

ab بوده و با تقسیم طرفین بر ab داریم: ¹0 b را در هم ضرب کنیم و سپس چون a و b طبیعی هستند، پس ac2 | a و b|
 a b b ac ab bac b cab| | | |, 2 2Þ ¾ ®¾¾ Þ¸ � صحیح است.

 a b b c a c| | |, Þ Þ حال با توجه به خاصیت تعدی در رابطهء بخش‌پذیری می‌توان گفت:� صحیح است.

 2b b اما دوباره عامل‌های b تقویت شده و به ac| b نتیجه گرفته شده که ac2 | بنابراین  نادرست است. البته می‌توان دلیل نادرستی  را نیز بررسی کرد. ابتدا از
تبدیل شده که کار اشتباهی است.

 اگر در سؤال عادکردن، اعداد b ،a و ... اعداد طبیعی باشند، احتمالاً دارد غیرمستقیم به ما می‌گوید که می‌توانید b ،a و ... را از طرفین رابطهء 
عادکردن ساده کنید چون حتماً صفر نیستند.
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 a b a bn m nm mn n m| |¢³ ¢ ¢ ¢¾ ®¾¾¾ n¢ اعداد طبیعی باشند، داریم:� m¢ و ،n ،m اعداد صحیح و b و a اگر 

یعنی زمانی با تغییر توان‌های دو طرف عادکردن، نتیجه‌ای درست به دست می‌آید که ضرب توان‌های دور بزرگ‌تر و یا مساوی ضرب توان‌های نزدیک باشد.

 a b a bn m

nm
mn

n m| |Þ

¢
¢

¢ ¢ �
« با خاصیت  قابل توجیه هستند. a b a bn n| |Þ « و » a b a bn n| |Þ  خاصیت‌های »

 کدام نتیجه‌گیری به ازای همهء مقادیر صحیح a و b برقرار است؟

 a b a b3 4 2 3| |Þ )4 	 a b a b4 3 3 2| |Þ )3 	 a b a b3 5 2 3| |Þ )2 	 a b a b2 3 3 4| |Þ )1

 گزینهء »4« تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:

 a b a b3 5 3 3 5 2 2 3| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾ a 	 غ‌ق‌ق b a b2 3 2 4 3 3 3 4| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾  غ‌ق‌ق

 a b a b3 4 3 3 4 2 2 3| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾ a 	 ق‌ق b a b4 3 4 2 3 3 3 2| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾  غ‌ق‌ق

 a b a c a mb nc| | |, Þ +  اگر b ،a و c اعداد صحیح باشند، برای هر دو عدد صحیح m و n داریم:�
. بنابراین داریم: c aq= ¢ a پس c| b و هم‌چنین چون aq= a یعنی b| توجه کنید وقتی

 mb nc maq naq a mq nq mb nc+ = + ¢ = + ¢ Þ +( ) a | �
b نیز یک ترکیب خطی b و c هستند، پس می‌توان گفت اگر عددی دو عدد صحیح  c± mb یک ترکیب خطی b و c می‌گویند. چون nc+  به
 a b a c a b c| | |, Þ ± را بشمارد، مجموع و تفاضل دو عدد را نیز می‌شمارد.�

 a b a mb na| |Þ + ، پس می‌توان گفت:� a a| a از آن‌جایی که b|  اگر
 خاصیت  و نتایج آن تنها خاصیت در بخش‌پذیری است که می‌توان از جمع و تفریق استفاده کرد، آن هم در سمت راست رابطهء بخش‌پذیری. 
می‌دانیم جمع و تفریق خاصیت عدد را عوض می‌کنند پس هر جا نیاز بود که ماهیت سمت راست بخش‌پذیری عوض شود، حتماً پای این خاصیت در میان 
○ دیدید و احساس کردید باید  �| است. البته همان‌طور که ملاحظه می‌کنید این خاصیت نیاز به دو بخش‌پذیری دارد. هرگاه یک بخش‌پذیری به صورت

 تعریف کنید. | از خاصیت ترکیب خطی بروید، بخش‌پذیری دوم را به صورت
، آن‌گاه کدام درست است؟ a b a-- |  اگر

 a b b- | )4 	 a b| )3 	 b a b| - )2 	 a a b| - )1
a در گزینه‌ها تغییر کرده است. پس حتماً پای  b a- |  گزینهء »4«  وقتی به گزینه‌ها نگاه می‌کنیم، متوجه می‌شویم ماهیت سمت راست رابطهء
 a b a b- -| خاصیت ترکیب خطی و نتایج آن در میان است. از آن‌جایی که در صورت سؤال فقط یک بخش‌پذیری در اختیار داریم، دومی را خودمان می‌سازیم که

می‌باشد. پس:
 
a b a

a b a b
a b a a b a b b

-

- -

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾ - - - Þ --|

|
| |( ) ( ) �

a تنها خاصیت در بخش‌پذیری است که می‌توان از جمع و تفریق استفاده کرد آن هم در سمت راست رابطهء  b a c a mb nc| | |, Þ +  می‌دانیم خاصیت
a )سمت چپ رابطهء عادکردن( با a یا b جمع و تفریق شود، در حالی که اصلاً چنین کاری  b- ،  و  درست باشند، باید عادکردن، پس برای آن‌که گزینه‌های 

مجاز نیست، پس حتماً  صحیح است.

،  و  می‌باشند. b مثال نقضی برای گزینه‌های  = 2 a و = 3

 اگر مقدار یک پارامتر در سمت چپ رابطهء بخش‌پذیری خواسته شد، باید سعی کنیم به کمک خاصیت ترکیب خطی در سمت راست رابطهء 
بخش‌پذیری پارامترهای موجود را حذف کنیم. در این لحظه عبارت پارامتری سمت چپ همان مقسوم‌علیه‌های عدد سمت راست بخش‌پذیری است.

6 بر عدد غیرصفر a بخش‌پذیر باشند، برای a چند جواب صحیح وجود دارد؟ 5m ++ 7 و 6m ++  اگر اعداد
۴( بی‌شمار 3( صفر	 	2 )2 	1 )1

، چون مقدار a یعنی پارامتر موجود در سمت چپ بخش‌پذیری را می‌خواهیم، باید سعی کنیم  a m|6 5+ a و m|7 6+  گزینهء »2« با توجه به صورت سؤال
در سمت راست، m را حذف کنیم:

 
a m a m

a m a m

| |
| |
7 6 42 36

6 5 42 35

6

7

+ ¾ ®¾ +

+ ¾ ®¾ +

ì
í
ï

îï

´

´
 ( ) | |( m ) ( m )-¾ ®¾¾ + - + Þ Þ = ±a a a42 36 42 35 1 1 �

بنابراین برای a دو جواب صحیح وجود دارد.
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، برای a چند جواب طبیعی وجود دارد؟ a n n|5 2 26
2 -- -- a و n| -- 3  اگر

8 )4 	4 )3 	2 )2 	1 )1
 n یعنی پارامتر سمت چپ رابطه‌های بخش‌پذیری را می‌خواهیم، باید سعی کنیم در سمت راست عادکردن، پارامتر a گزینهء »2« چون مقادیر ممکن برای 

را حذف کنیم:
 
a n a n n

a n n
a n

n| |
|

|( )- ¾ ®¾¾ -

- -

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾ - +

´
-3 5 15

5 2 26

13 26

5 2

2
�

a داریم: n| - 3 حال به کمک رابطهء به دست آمده و

 
a n

a n a n
a a

|
| |

|( )- +

- ¾ ®¾¾ -

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾ - Þ =

´
+13 26

3 13 39

13 1 13
13

IÄ �

 وقتی در دو رابطهء عادکردن، دنبال مقدار پارامتر سمت چپ عادکردن هستیم و حداقل یکی از عبارت‌های پارامتری سمت راست از درجهء اول 
است، در واقع عددی که در نهایت در سمت راست عادکردن تولید می‌شود، باقی‌ماندهء تقسیم یکی از عبارت‌های سمت راست بر یک عبارت درجه‌اول سمت 

راست عادکردن است، پس می‌توان از مطالبی که در حسابان خوانده‌‌ایم استفاده کنیم:

 

ax b f x

n ax b
n f x

n f b
a

+

­
+ì

í
î

Þ -

 oM  ´Ãv£U  â½kºI¶ïÂ¤IM( )

|
| |
( )

( )
�

f عددی گویا و غیرصحیح شد )عدد کسری شد(، ابتدا تا جایی که امکان دارد کسر را ساده کرده، سپس از مخرج آن صرف نظر می‌کنیم.  b
a( )- فقط اگر

دقت کنید مخرجی که تولید می‌شود به خاطر تفاوت حوزهء اعداد صحیح در ریاضیات گسسته و اعداد حقیقی در حسابان است. مثلاً حل دو تست آخر را 
با این روش ببینید:

 a m
a m

a a a a
|
| | | |( )
7 6

6 5
6

6

7
5

1

7
1 1

+
+

ì
í
î

Þ - + Þ - Þ - Þ = ± �

 اگر دو عبارت سمت راست عادکردن‌ها درجه‌اول بودند، فرقی نمی‌کند ریشهء کدام‌یک را در دیگری قرار دهید:

 a m
a m

a a a a
|
| | | |( )
7 6

6 5
7

5

6
6

1

6
1 1

+
+

ì
í
î

Þ - + Þ Þ Þ = ± �

حال حل تست بعدی را با این روش ببینید:
 
a n

a n n
a a

|
|

| |( ) ( )
-

- -

ì
í
ï

îï
Þ - - Þ
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5 2 26

5 3 2 3 26 13
2

2 Þ =a 1 13 یا �

3، برای n چند جواب صحیح وجود دارد؟ 2 1
2n n++ ++|  اگر

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1
 گزینهء »2«  باید n را در سمت راست حذف کنیم:

 
3 2 1 3 2 3 3

3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 3

2 2

2

n n n n

n n n n n
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n

+ + Þ + +

+ + ¾ ®¾ + +
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3 2 3 2 3 2 6 4

3 2
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n n n n
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n
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|(( ) ( ) , ,|6 4 6 9 3 2 13 3 2 1 13 1 5n n n n nn+ - - Þ + Þ + = ± ± ¾ ®¾ = - -Î �

ax داریم: b f x+ | ( ) ax و b ax b+ +| ax و ما مقدار x را بخواهیم به جای استفاده از دو رابطهء b f x+ | ( )  اگر

 ax b f f b
a

+ Þ + -| |(x) ax b ( ) �

f کسری شد، ابتدا تا جایی که امکان دارد ساده کنید، سپس از مخرج آن صرف نظر کنید. b
a

( )- توجه کنید که اگر

 با توجه به نکتهء فوق داریم:

 3 2 1 3 2
4

9
1 3 2

13

9
3 2 13 3 2 1 13

2

2

3n n n n n n n
n

+ + ¾ ®¾¾ + + Þ + Þ + Þ + = ± ± Þ
=-| | | | , == - -1 5, �

 گاهی ممکن است مسائل بخش‌پذیری را در قالب معادلهء یک منحنی مطرح کنند و بپرسند منحنی از چند نقطه با مختصات صحیح و یا طبیعی 

y درمی‌آوریم و سپس از بخش‌پذیری صورت بر مخرج، مقادیر ممکن را به دست می‌آوریم. توجه  =�○ یا ... می‌گذرد. در این موارد معادلهء منحنی را به فرم
کنید برای آن‌که y صحیح شود باید صورت کسر بر مخرج آن بخش‌پذیر باشد.



 درس‌نامه و تست22

4 از چند نقطه با مختصات صحیح می‌گذرد؟ 3 2 1 0
2x xy y-- -- ++ ==  منحنی

6 )4 ۳( صفر	 	3 )2 	2 )1

y درمی‌آوریم و سپس از بخش‌پذیری استفاده می‌کنیم: = �○  گزینهء »2«  ابتدا منحنی را به فرم

 4 1 3 2
4 1

3 2

3 2 4 1

3 2 3 2

3 2 3 4
2

2 2

x xy y y x
x

x x

x x
x+ = + Þ = +
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3 2 8 3
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x x
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|
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| |( ) ( ) ++ = ± ± ± Þ = - - - -2 1 5 25 1
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3

7

3
1
23

3
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 x xÎ¾ ®¾¾ = - -

1 1 9, , �

 3 2 4 1 3 2 4
2

3
1 3 2

25
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2

2

3 2x x x x
x

+ + ¾ ®¾¾ + - + Þ + Þ
=-| | |( ) 

 می‌توانیم به کمک ریشه‌گذاری رابطهء بخش‌پذیری را حل کنیم:�

هر عدد طبیعی و بزرگ‌تر از یک که هیچ شمارندهء مثبتی به‌جز یک و خودش نداشته باشد، عدد اول نامیده می‌شود. مجموعهء اعداد اول نامتناهی است که 
p می‌باشد. = { , , , , }2 3 5 7  به صورت

 a p a a p| Þ = Ú =1  با توجه به تعریف عدد اول، اگر p عددی اول و a یک عدد طبیعی باشد، داریم:�
aa کدام است؟ aa باشد، مجموع ارقام عدد ¹¹ 1 aa و |5 4n ++ aa و |13 3n ++  به ازای بعضی از مقادیر طبیعی n، اگر
12 )4 	11 )3 	10 )2 	9 )1

 گزینهء »2« کافی است پارامتر n را یا به کمک ترکیب خطی یا به کمک ریشه‌گذاری حذف کنیم:

 
a a

a a
a a a a| |

| |
|( )13 3 65 15

5 4 65 52

37 1 37
n n

n n

+ Þ +

+ Þ +

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾ Þ = =- IÄ ¹¹¾ ®¾¾ = Þ =1

37 10a ³I¤nH  Ì¼µ\¶ �

 a a a| | |( )5
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13
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13
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به کمک ریشه‌گذاری را نیز ببینید:�

 

صفحۂ پاسخ: 239

برای پاسخ‌گویی به تست‌های زیر باید ویژگی‌های عادکردن را درک کرده باشید. در بعضی تست‌ها، گزینه‌ها کمک می‌کنند که از کدام ویژگی یا ویژگی‌ها استفاده کنیم.
، آن‌گاه برای n چند مقدار صحیح وجود دارد؟4242 0 3 7 2

2| n n-- ++ اگر
4( صفر 	1 )3 	2 )2 	4 )1

y از چند نقطه با مختصات صحیح می‌گذرد؟4343
x

==
++
14

2 3
منحنی

2 )4 	4 )3 	5 )2 	8 )1
کدام گزارهء شرطی زیر درست است؟4444

 ac b a b| |Þ 3 )4 	 a b a b| | | | |Þ £ )3 	 a bc a b| |Þ )2 	 a b ac b| |Þ )1
کدام نتیجه‌گیری صحیح نیست؟4545

 a a b a a b2 2| |+ Þ - )4 	 a b a a b b2 2- Þ +| | )3 	 a a b a a b| |- Þ + )2 	 b c a b c a3 3+ Þ +| | )1

، کدام نتیجه‌گیری همواره صحیح است؟4646 a c|2 a و b c| ++ اگر

 2a b| )4 	 a b|2 )3 	 a c| )2 	 a b| )1
کدام نتیجه‌گیری درست است؟4747

 a c b a b c| |- Û - )4 	 ab a a b a| |2
1- Þ - )3 	 a b c a b a c| | |,+ Þ )2 	 a bc a b| |Þ a یا c| )1
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، کدام نتیجه‌گیری نادرست است؟4848 a bc| a و b c| ++ اگر b ،a و c اعداد صحیح باشند به طوری که

 a b c| 2 2+ )4 	 b c| )3 	 a b2 4| )2 	 a c3 8| )1
، کدام نتیجه‌گیری صحیح است؟4949 a c b c2 2-- ++| b و a c| ++ اگر b ،a و c اعداد صحیح باشند به طوری که

 a c a b- -| )4 	 b c| )3 	 a b| )2 	 c a b| + )1

، آن‌گاه کدام نتیجه‌گیری نادرست است؟5050 a b a2 2-- | اگر

 a b b a- -|3 2 )4 	 a b a b+ +|4 3 )3 	 a b b- | )2 	 a b b2 2 2- | )1

، کدام نتیجه‌گیری نادرست است؟5151 a b c2 | ++ a و b a2 2-- | اگر

 a b a c- +| )4 	 a b b2 2- | )3 	 a b c| + )2 	 a b b c- +| )1
مجموع دو عدد صحیح بر حاصل‌ضرب آن‌ها بخش‌پذیر است. کدام نتیجه‌گیری همواره صحیح است؟5252

4( قدرمطلق دو عدد صحیح برابرند. 3( هر دو عدد صحیح زوج هستند.	 2( مجموع آن‌ها عددی فرد است.	 1( دو عدد صحیح برابرند.	
، آن‌گاه کدام نتیجه‌گیری نادرست است؟5353 abc ab ac| ++ برای هر سه عدد طبیعی b ،a و c، اگر

 c b2 5| )4 	 a b c| + )3 	 b c| 2 )2 	 b c= )1
، کدام نتیجه‌گیری به ازای همهء مقادیر صحیح a و b درست است؟5454 a b3 4| اگر

 a b| )4 	 a b2 3| )3 	 a b4 5| )2 	 a b7 8| )1
، کدام نتیجه‌گیری نادرست است؟5555 b c2 3| a و b2 3| اگر

 a c| 3 )4 	 a c5 10| )3 	 a c2 5| )2 	 a c3 8| )1
، آن‌گاه کدام‌یک از عبارت‌های زیر همواره بر n بخش‌پذیر است؟5656 n b| ++ 7 n و a| -- 3 اگر

 ab -13 )4 	 ab + 21)3 	 ab -11)2 	 ab +14 )1
، آن‌گاه k کدام می‌تواند باشد؟5757 13 7 20 5| a b++ ++ 13 و | a b k++ -- اگر

5 )4 	3 )3 	2 )2 	 -1 )1
3، کدام نتیجه‌گیری درست است؟5858 2 4 7a b a b++ ++| اگر

 3 2 39a b b+ | )4 	 3 2 19a b b+ | )3 	 3 2 24a b b+ | )2 	 3 2 25a b b+ | )1
7 برقرار است؟5959 4

2 2| a mab b++ ++ 7، به ازای کدام مقدار m رابطهء 5 3| a b++ اگر
 -20 )4 	 -30 )3 	 -15 )2 	 -5 )1

، آن‌گاه m کدام می‌تواند باشد؟6060 25 16 28
2| k k m++ ++ 5 و 4 1| k ++ اگر

12 )4 	10 )3 	4 )2 	6 )1
)خارج 96(6161 14 بر 25 کدام است؟� 19 6

2n n++ ++ 2 بر 5 بخش‌پذیر باشد، باقی‌ماندهء عدد طبیعی به صورت 1n ++ اگر عدد طبیعی به صورت
4( صفر 	3 )3 	2 )2 	1 )1

b کدام است؟6262 c++ 24 بر 25 بخش‌پذیر است. مقدار 2n bn c++ ++ 5، آن‌گاه عدد 3 1| n -- اگر
4( صفر 	3 )3 	5 )2 	12 )1

در تست‌های زیر باید پارامتر را در سمت راست رابطهء عادکردن حذف کنید.
، آن‌گاه برای a چند مقدار طبیعی وجود دارد؟6363 a k k|2 3

2 -- ++ a و k k| 2
1++ -- اگر عددی صحیح مانند k وجود داشته باشد که

8 )4 	6 )3 	4 )2 	2 )1
، برای a چند جواب طبیعی وجود دارد؟6464 a n| -- 3 a و n n|5 2 1

2 -- ++ اگر
8 )4 	16 )3 	8 )2 	9 )1

7 را عاد می‌کند. چند جواب برای a وجود دارد؟6565 6n ++ 9 و 7n ++ عدد طبیعی a دو عدد
6 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1

aa چند جواب طبیعی وجود دارد؟6666 ، برای aa ¹¹ 1 aa و |8 3n ++ aa و |7 3n ++ اگر
6 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1

7 بر چند عدد طبیعی بخش‌پذیرند؟6767 3n -- 9 و 5n ++ به ازای هر عدد طبیعی n، اعداد
5 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1

m، آن‌گاه تعداد اعداد طبیعی و دورقمی m کدام است؟6868 ¹¹ 1 m و n|8 1-- m و n| -- 4 ، اگر nÎÎ به ازای بعضی از مقادیر
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1



 درس‌نامه و تست24

9 بر یک عدد طبیعی دورقمی بخش‌پذیرند؟6969 4n -- n و -- 5 به ازای چند عدد طبیعی و دورقمی n، عبارت‌های
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

a صدق می‌کند؟7070 b|7 1++ a و b| -- 4 به ازای چند عدد دورقمی b، فقط یک عدد طبیعی a در روابط
90 )4 	89 )3 	88 )2 	87 )1

n بخش‌پذیر است؟7171 -- 3 n3 بر 3-- به ازای چند عدد صحیح n، عبارت
8 )4 	16 )3 	12 )2 	14 )1

y از چند نقطه با طول و عرض صحیح در ربع اول دستگاه مختصات می‌گذرد؟7272 x
x

== ++
--

5 3

3
منحنی

4 )4 	9 )3 	12 )2 	6 )1
2 از چند نقطه با طول و عرض صحیح می‌گذرد؟7373 4 3 1 0

2x y xy-- -- ++ == منحنی به معادلهء
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

n برقرار است؟7474 n n2
5 3 3 2-- ++ --| به ازای چند مقدار صحیح n، رابطهء

4( صفر 	2 )3 	4 )2 	1 )1

) نمایش می‌دهیم  , ) da b = عدد طبیعی d را بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد صحیح a و b که حداقل یکی از آن‌ها صفر نیست، می‌نامیم و با
هرگاه:

 d a d b
m m a m b m d

a b d
| |

| |
,
, ,

( , )
" > Þ £

Û =
0

�

 a هم مقسوم‌علیه d در تعریف بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد که آن را به اختصار ب.م.م دو عدد نیز می‌گویند، شرط  می‌گوید که 
است و هم مقسوم‌علیه b، پس d مقسوم‌علیه مشترک a و b است و شرط  می‌گوید در بین تمام مقسوم‌علیه‌های مشترک دو عدد مانند d ،m از همه 

بزرگ‌تر است، پس d را بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک a و b می‌گویند.
 با توجه به تعریف ب.م.م دو عدد صحیح a و b می‌توان گفت:

 در واقع ب.م.م دو عدد صحیح، بزرگ‌ترین عددی است که می‌توان از دو عدد فاکتور گرفت و حتماً یک عدد طبیعی است.
 ( , ) ( , )18 12 3 26 6 6= ´ ´ = �( , ) ( , , )- - = - ´ - =6 15 2 53 3 3 	

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b a b a b a b= - = - = - -  علامت در ب.م.م مهم نیست.�
) تعریف‌نشده است. چون صفر بر تمام اعداد صحیح بخش‌پذیر  , )0 0  عبارت »دو عدد صحیح a و b که حداقل یکی از آن‌ها صفر نیست« تأکید می‌کند که

است و هیچ‌گاه نمی‌توانیم بزرگ‌ترین عدد صحیح که می‌توان از صفر‌ها فاکتور گرفت را معلوم کنیم.
 ( , ) | |0 a a= | است. قدرمطلق به خاطر این است که از طبیعی‌بودن ب.م.م مطمئن شویم.� |a  ب.م.م صفر و هر عدد طبیعی مانند a برابر
 از آن‌جایی که ب.م.م دو عدد صحیح، بزرگ‌ترین عددی است که می‌توان از دو عدد فاکتور گرفت، پس اگر دو عددی که می‌خواهیم ب.م.م آن‌ها را به 

دست آوریم، عامل مشترک مشخصی داشتند، ابتدا می‌توانیم از آن عامل مشترک فاکتور گرفته و سپس ب.م.م دو عدد باقی‌مانده را حساب کنیم.
 ( , ) | | ( , )ka kb k a b= �

| است، زیرا بزرگ‌ترین عددی است که می‌توان از a و b فاکتور گرفت و بالعکس. |a ، آن‌گاه ب.م.م دو عدد صحیح a و b برابر a b|  اگر
 a b a b a| ( , ) | |Û = �
) باشد، می‌توان گفت d بزرگ‌ترین عددی است که می‌توان از a و b فاکتور گرفت، پس می‌توان گفت که اگر عددی  , )a b d=  با توجه به این‌که اگر
دو عدد صحیح را عاد کند، حتماً ب.م.م دو عدد را نیز عاد می‌کند، و بالعکس. یعنی اگر عددی ب.م.م دو عدد را عاد کند، آن‌گاه هر کدام از دو عدد را نیز 
 m a m b m a b| | |, ( , )Û عاد می‌کند.�

 مقسوم‌علیه‌های مشترک دو عدد، مقسوم‌علیه‌های ب.م.م دو عدد هستند.
 بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد برابر ۲۰ است. آن دو عدد، چند مقسوم‌علیه مشترک طبیعی دارند؟

4 )4 	5 )3 	6 )2 	8 )1
 گزینهء »۲« مقسوم‌علیه‌های مشترک دو عدد، مقسوم‌علیه‌های ب.م.م دو عدد نیز هستند. پس کافی است مقسوم‌علیه‌های ۲۰ را پیدا کنیم که اعداد 1، 2، 4، 

۵، ۱۰ و ۲۰ می‌باشند و تعداد آن‌ها برابر ۶ تا است.
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دو عدد را به عوامل اول تجزیه می‌کنیم، ب.م.م دو عدد برابر است با حاصل‌ضرب عوامل مشترک با توان کم‌تر.
)) کدام است؟ , ) , ( , ))0 51 187 68  با توجه به نماد بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک، عدد

34 )4 	17 )3 	14 )2 	11 )1
 (( , ) , ( , )) ( , ) ( , )0 51 187 68 51 17 3 17 17 17

51 17

� ��� �� = = ´ = 68 می‌باشند، پس:� 2 17
2= ´ 187 و 11 17= ´ ، ( , )0 51 51=  گزینهء »3« می‌دانیم

 معمولاً تجزیه‌کردن اعداد کاری سخت و وقت‌گیر است. برای این‌که راحت‌تر ب.م.م دو عدد را به دست آوریم، از روش‌های زیر استفاده می‌کنیم:
 چون عدد زوج دارای عامل 2 است ولی عدد فرد عامل 2 ندارد، می‌توانیم تمام عامل‌های 2 عدد زوج را حذف کنیم 
، عدد 272 را آن‌قدر بر 2 تقسیم می‌کنیم تا تمام عامل‌های 2 آن از  ( , )221 272 و آن را تبدیل به یک عدد فرد کنیم. مثلاً برای به دست آوردن حاصل

 272
2

136
136

2
68

68

2
34

34

2
17= Þ = Þ = Þ = بین بروند:�

 ( , )13 17 17 17´ = ) را به دست ‌آوریم. کافی است بررسی کنیم که آیا 221 عامل 17 دارد یا خیر؟� , )221 17 حال حاصل
) می‌توانیم بگوییم 187 نه عامل 2 دارد و  , )1320 187  ایدهء فوق برای هر عاملی غیر از 2 نیز قابل اجرا است. مثلاً برای به دست آوردن حاصل

نه عامل 5، پس عامل‌های 2 و 5 عدد 1320 را از آن خارج می‌‌کنیم و داریم:
 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1320

10
187 132 187

132

4
187 33 187

3 11

= = =
­
´

�
. ( , )33 187 11= حال باید چک کنیم که 187 عامل‌های 3 یا 11 را دارد یا خیر، 187 بر 3 بخش‌پذیر نیست اما بر 11 بخش‌پذیر است، پس

 در محاسبهء ب.م.م دو عدد a و b یک ویژگی وجود دارد که همواره می‌توان مضارب صحیح یک طرف ب.م.م را به طرف دیگر 
 ( , ) ( , );a b a b ka k= + Î اضافه یا کم کرد بدون آن‌که حاصل ب.م.م تغییر کند؛ یعنی:�
b عددی زوج می‌شود )تفاضل  a- ) نوشته، در این صورت , )a b a- ) را به صورت , )a b بنابراین اگر دو عدد فرد باشند، می‌توانیم با توجه به ویژگی فوق
 ( , )357 629 دو عدد فرد، عددی زوج است( حال به کمک حالت اول )عامل‌های 2 را از عدد زوج برداریم( و ب.م.م دو عدد را به دست آوریم. مثلاً حاصل

برابر است با:

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )357 629 357 629 357 357 272 357 17

2

= - = =

.´ÃT{HjoM  Hn     ÁIÀï®¶Iø

= ´ ´ =( , )3 7 17 17 17 �

) تمام عامل‌های 2 مشترک دو عدد را بیرون بکشیم، حال به یکی از دو حالت  , ) | | ( , )ka kb k a b=  ابتدا به کمک ویژگی
) را ببینید: , )238 442 ) و , )198 156 قبلی می‌رسیم. مثلاً نحوهء به دست آوردن

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )198 156 2 99 78 2 99
78

2
2 99 39= = = = ´ ´ = ´ =2 3 11 3 13 2 3 6

2( , ) �

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )238 442 2 119 221 2 119 221 119 2 119 102= = - = = = = ´ ´ = ´ =2 119
102

2
2 119 51 2 7 17 3 17 2 17 34( , ) ( , ) ( , ) �

 اگر ب.م.م یک عدد و یک عبارت پارامتری را خواستند، باید ببینیم عدد چه فاکتورهایی می‌دهد، سپس چک کنیم عبارت پارامتری آن فاکتورها 
را درون خودش دارد یا خیر.

8 چند مقدار مختلف می‌تواند باشد؟ 3n ++ ، بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک 4 و nÎÎ  به ازای
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

8 را که نمی‌دانیم اما 4 به  3n + ، بزرگ‌ترین عددی است که می‌توان از دو عدد فاکتور گرفت. فاکتور 8 3n +  گزینهء »1« می‌دانیم بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک 4 و
8 به ما 2 یا 4 نمی‌دهد، پس بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک آن‌ها فقط 1 است. 3n + 8 عددی فرد است، پس مطمئناً 3n + ما فاکتور 1 یا 2 یا 4 می‌دهد. از آن‌جایی که مطمئنیم

32 کدام نمی‌تواند باشد؟ 2a 24ab و ، آن‌گاه بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد a b|  اگر a یک عدد طبیعی و

 32 2a )4 	 24 2a )3 	 16 2a )2 	 8 2a )1
 ( , ) ( , ( )) ( , )32 24 32 24 8 4 3

2 2 2a ab a a aq a q= = b است پس:� aq= a نتیجه می‌گیریم b|  گزینهء »3« از رابطهء
حال با توجه به مقادیر مختلف q، عدد ۴ فقط می‌تواند فاکتور ۱ یا ۲ یا ۴ بدهد، پس:

 8 4 3

8 1 8

8 2 16

8 4 32

2

2 2

2 2

2 2

a q

a a

a a

a a

( , ) =

´ =

´ =

´ =

ì

í
ïï

î
ï
ï

�

3q به ازای مقادیر مختلف q می‌تواند هر فاکتوری بدهد و محدودیتی ندارد. توجه کنید که

 اگر در سؤالی بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عبارت پارامتری را خواستند، روش کلی به این صورت است که ب.م.م آن‌ها را d فرض کنیم و واضح است 
که d هر دو عبارت را می‌شمارد. پس ب.م.م را به دو رابطهء بخش‌پذیری تبدیل کرده و به کمک ویژگی ترکیب خطی، پارامتر را حذف کنیم تا مقادیر d معلوم شود. 
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در واقع با این روش ب.م.م دو عبارت پارامتری را به ب.م.م یک عبارت پارامتری و یک عدد تبدیل می‌کنیم.

 ( ( ) , (n)) d
( )
( )
|
|f n g
d f n
d g n

= Þ
ì
í
î

Þ Þ Þ = d d|jkø مقسوم‌علیه‌های طبیعی عدد �

d برمی‌خوریم که می‌توان از مطالبی که در عادکردن فراگرفتیم استفاده کرد؛  g n| ( ) d و f n| ( ) همان‌طور که ملاحظه می‌کنید در قسمتی از روش فوق به
یعنی ریشهء یکی را در دیگری قرار دهیم و اگر عدد حاصل کسری شد، بعد از ساده‌کردن، از مخرج آن صرف نظر کنیم.

nÎÎ کدام است؟ 10 به ازای هر 1n ++ 5 و 3n ++  بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک عبارت‌های
4( 1 یا 3 	3 )3 2( 1 یا 5	 	1 )1

، ریشهء یکی را در دیگری قرار می‌دهیم و داریم: ( , )10 1 5 3n n+ +  گزینهء »1« برای به دست آوردن

 ( n , ) ( , ( ) ) ( , )10 1 5 3 10 1 5
1

10
3 10 1

25

10
+ + = + - + = +n n n

¾zÄn

= + = + =( , ) ( , )10 1
5

2
10 1 5 1 5n n IÄ �

10 هیچ‌گاه بر 5 بخش‌پذیر نیستند؛ بنابراین ب.م.م دو عبارت هیچ‌گاه نمی‌تواند 5 باشد. 1n + 5 و 3n + اما

 اگر دو عبارت داده‌شده برای محاسبهء ب.م.م، فاکتور عددی مشترکی داشتند، ابتدا باید از آن عدد فاکتور بگیریم، سپس ب.م.م عبارت‌های 
باقی‌مانده را حساب کرده و در آخر در عددی که فاکتور گرفتیم، ضرب کنیم.

) کدام است؟ , )6 3 9 6n n++ --  در مجموعهء اعداد طبیعی، حاصل
4( 7 یا 21 3( 1 یا 3	 2( 1 یا 3 یا 21	 1( 3 یا 21	

6 دارای عامل مشترک 3 هستند، پس: 3n + 9 و 6n -  گزینهء »1« دو عبارت

 ( , ) ( , ) ( ( ) , )6 3 9 6 3 2 1 3 2 3 2
2

3
1 3 2n n n n n+ - = + - = + - = - = - = ´ =3

7

3
3 2 3 7 3 2 3 1 7 3 21( , ) ( , ) ( )n n IÄ IÄ �

d باشد، مقدار d کدام است؟ ¹¹ 1 ) و , )5 2 12 7n n d-- ++ ==  اگر به ازای برخی از اعداد طبیعی n، حاصل
89 )4 	83 )3 	67 )2 	59 )1

 گزینهء »1« ریشهء یکی از عبارات را در دیگری قرار می‌دهیم و داریم:
 ( , ) ( , ( ) ) ( , )5 2 12 7 5 2 12

2

5
7 5 2

59

5
n n n n- + = - + = - = - =( , )5 2 59 1 59n IÄ �

d می‌باشد. = d است، پس59 چون در صورت سؤال گفته شده¹1

دو عدد صحیح a و b را نسبت به هم اول می‌گویند، هرگاه ب.م.م آن‌ها برابر 1 باشد. یعنی دو عدد نسبت به هم اول هیچ عامل مشترکی ندارند و بزرگ‌ترین 
 ( , )a b = Û1 a و b نسبت به هم اول‌اند. عددی که می‌توان از دو عدد فاکتور گرفت‌، عدد 1 است.�

 ( , )± =1 1a  هر عدد صحیح و1± نسبت به هم اول‌اند.�
 ( , )n n + =1 1  دو عدد صحیح متوالی نسبت به هم اول‌اند.�
 ( , )2 1 2 3 1k k+ + =  دو عدد فرد متوالی نسبت به هم اول‌اند.�
، p و q اعداد اول هستند. p q p q p qn m¹ Þ = =( , ) ,( , )1 1  دو عدد اول متمایز و هر توانی از آن‌ها نسبت به هم اول‌اند.�

 ( , )2 1 2 1k n+ = 2n نسبت به هم اول‌اند.�  هر عدد فرد و
5 نسبت به هم اول‌اند؟ 9n ++ 4 و 7n ++ ، در چند حالت دو عدد 1 50££ ££n  به ازای اعداد طبیعی

4( صفر 	50 )3 	49 )2 	47 )1
5 را حساب می‌کنیم تا ببینیم چه مقادیری می‌پذیرد: 9n + 4 و 7n +  گزینهء »3« ابتدا ب.م.م

 ( , ) ( , ( ) ) ( , ) ( , )5 9 4 7 5 9 4
9

5
7 5 9

1

5
5 9 1 1n n n n n+ + = + - + = + - = + - = �

بنابراین این دو عدد به ازای همهء مقادیر n نسبت به هم اول‌اند. پس 50 حالت وجود دارد.
3 نسبت به هم اول‌اند؟ 2n ++ n و -- 5  به ازای چند عدد طبیعی و دورقمی n، اعداد

90 )4 	84 )3 	85 )2 	86 )1
 (n , ) (n , ( ) ) (n , )- + = - + = - =5 3 2 5 3 5 2 5 17 1 17n IÄ  گزینهء »2« ابتدا ب.م.م دو عدد را به دست می‌آوریم:�

 n k n k kn- = Þ = + ¾ ®¾¾¾¾ =5 17 17 5 1 2 3 4 5
.SwH  Âµ¤n»j , , , , ابتدا بررسی می‌کنیم به ازای چند عدد دورقمی n، ب.م.م آن‌ها 17 می‌شود:�

90 عدد طبیعی و دورقمی n نسبت به هم اول‌اند. توجه کنید تعداد کل اعداد  5 85- = بنابراین به ازای 5 مقدار طبیعی n، دو عدد نسبت به هم اول نیستند، پس به ازای
طبیعی و دورقمی برابر 90 است.
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] نشان می‌دهیم، هرگاه: , ]a b c= عدد طبیعی c را کوچک‌ترین مضرب‌مشترک دو عدد صحیح و ناصفر a و b می‌نامیم و با

 a c b c
m a m b m c m

a b c
| |

| |
,
, ,

[ , ]
" > Þ £

Û =
0

�

 در تعریف کوچک‌ترین مضرب‌مشترک دو عدد که آن را به اختصار ک.م.م دو عدد نیز می‌گویند، شرط اول می‌گوید c هم مضرب a است و هم 
مضرب b، پس مضرب‌مشترک a و b است و شرط دوم می‌گوید در بین تمام مضرب‌مشترک‌های مثبت a و b، عدد c از همه کوچک‌تر است.

 با توجه به تعریف ک.م.م دو عدد صحیح a و b می‌توان گفت:
 در واقع ک.م.م دو عدد a و b کوچک‌ترین عدد طبیعی است که بر هر دو عدد بخش‌پذیر می‌باشد. مثلاً ک.م.م 18 و 12 برابر 36 است و 36 کوچک‌ترین 

عدد طبیعی است که هم بر 12 و هم بر 18 بخش‌پذیر می‌باشد.
 ک.م.م عدد صفر با هر عدد دیگر تعریف‌نشده است.

 a b a b b| [ , ] | |Û = | است و بالعکس.� |b a آن‌گاه ک.م.م دو عدد صحیح a و b برابر b|  اگر

 ( , ) [ , ]|a b a b  همواره ک.م.م دو عدد بر ب.م.م آن‌ها بخش‌پذیر است.�

 a n b n c n a b c n| | | |, , , [ , , , ] Þ  اگر عددی مضرب چند عدد مختلف باشد، حتماً مضرب ک.م.م آن اعداد است.�

دو عدد را به عوامل اول تجزیه می‌کنیم و ک.م.م برابر است با حاصل‌ضرب عوامل غیرمشترک در عوامل مشترک با توان بیشتر.
 [ , ] [ , ]24 28 2 3 2 7 2 3 7 168

3 2 3= ´ ´ = ´ ´ = مثلاً کوچک‌ترین مضرب‌مشترک 24 و 28 به صورت مقابل به دست می‌آید:�

 c d= ´| a b |  می‌توانیم برای به دست آوردن ک.م.م دو عدد صحیح a و b از رابطهء مقابل استفاده کنیم:�

] برابر است با: , ]24 28 مثلاً
 ( , ) [ , ]24 28 4 24 28
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توجه کنید رابطهء فوق فقط برای به دست آوردن ک.م.م دو عدد صحیح است؛ مثلاً اگر ک.م.م سه عدد صحیح را می‌خواستیم باید ابتدا ک.م.م دوتا از آن‌ها 
را حساب کنیم، سپس ک.م.م عدد حاصل و عدد سوم را به دست آوریم.

)] کدام است؟ , ) , ]72 180 108  با توجه به نمادهای بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک و کوچک‌ترین مضرب‌مشترک، حاصل
432 )4 	216 )3 	108 )2 	36 )1

 ( , ) ( , )72 180 4 18 45 4 9 36= = ´ = ) را به دست می‌آوریم:� , )72 180  گزینهء »2« ابتدا حاصل

] است. , ]36 108 108= ، پس 36 108| ] را می‌خواهیم. چون , ]36 108 حال حاصل

 a bq r r b= + £ <; 0 اگر a عددی صحیح و b یک عدد طبیعی باشد، آن‌گاه اعداد صحیح و منحصر‌به‌فرد q و r یافت می‌شوند به طوری که:�
0 شرط تقسیم  £ <r b ، به a مقسوم، به b مقسوم‌علیه، به q خارج قسمت، به r باقی‌مانده و به نامساوی a bq r r b= + £ <;0  در تقسیم

می‌گوییم.
 در درس سوم با هم‌نهشتی آشنا می‌شویم و خواهید دید که هم‌نهشتی، تقسیمی است که در آن خارج‌ قسمت و شرط تقسیم حضور ندارند. 
بنابراین در سؤال‌های تقسیمی که در صورت سؤال صحبت از خارج ‌قسمت نشده است، بهتر است که از هم‌نهشتی استفاده کنیم. ضمن این‌که در بعضی 

سؤالات تقسیم که در آن‌ها صحبت از خارج ‌قسمت شده، باز هم به هم‌نهشتی نیاز داریم که این مسائل را به طور مفصل در درس سوم بررسی می‌کنیم.
 اگر در تقسیمی ۹۰ واحد به مقسوم و ۴ واحد به مقسوم‌علیه اضافه کنیم، خارج ‌قسمت تغییر نمی‌کند اما از باقی‌مانده ۲ واحد کم می‌شود. در این 

تقسیم، خارج ‌قسمت کدام است؟
32 )4 	26 )3 	23 )2 	9 )1

a باشد. حال تغییرات را به این تقسیم اعمال می‌کنیم: bq r= +  گزینهء »2« فرض می‌کنیم تقسیم مورد نظر،

 a b q r bq r bq q ra bq r+ = + + - ¾ ®¾¾ + + = + + -= +
90 4 2 90 4 2( ) Þ = Þ =4 92 23q q �
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 در سؤالاتی که تعداد یا کوچک‌ترین و یا بزرگ‌ترین جزء یک تقسیم را می‌خواهند، باید سراغ شرط تقسیم برویم. به هر حال موارد خواسته‌شده 
باید از دل یک نامساوی استخراج شوند که نامساوی موجود در مسائل تقسیم همان شرط تقسیم است. توجه کنید در این مسائل باید حواسمان به صحیح 

یا طبیعی ‌بودن اجزای تقسیم باشد.
 در تقسیم عدد طبیعی a بر ۳۷، باقی‌ماندهء تقسیم از مربع خارج ‌قسمت آن ۲ واحد کم‌تر است. بزرگ‌ترین مقدار a، مضرب کدام عدد است؟

16 )4 	14 )3 	12 )2 	9 )1
 a q q

r

= + -37 2
2



 گزینهء »4« ابتدا صورت‌ مسئله را به زبان ریاضی می‌نویسیم:�

0 است استفاده کنیم، یعنی: £ <r b از آن‌جایی که بزرگ‌ترین مقدار a را می‌خواهیم، پس باید بزرگ‌ترین مقدار q را پیدا کنیم. برای این کار باید از شرط تقسیم که
 0 0 2 37 2 39

2 2£ < Þ £ - < Þ £ <r b q q Þ £ < Þ £ £1 6 2 6/ / q q �

 max( ) ( ) max( ) ka a= + - Þ = =37 6 36 2 256 16 a قرار می‌دهیم:� q q= + -37 2
2 حالا بزرگ‌ترین مقدار q یعنی ۶ را در رابطهء

 در تقسیم عدد طبیعی a بر ۳۵، باقی‌مانده نصف مکعب خارج ‌قسمت است. برای a چند جواب وجود دارد؟
1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1

 a q q q= + £ <35
1

2
0

1

2
35

3 3,  گزینهء »3« ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:�
حال برای آن‌که ببینیم برای a چند جواب طبیعی وجود دارد، باید ببینیم q چند مقدار طبیعی می‌پذیرد. پس سراغ شرط تقسیم می‌رویم:

 0 1

2
35 0 70 1 2 3 4

3 3£ < Þ £ < Þ =q q q , , , �

1 باید عددی صحیح باشد، پس q باید عددی زوج باشد، یعنی q فقط می‌تواند ۲ و ۴ را بپذیرد. چون دو مقدار برای q وجود دارد، پس 
2

3q از آن‌جایی که باقی‌مانده یعنی

q را کنار گذاشتیم. =0 دو جواب برای a وجود دارد. حتماً حواستان بود که چون a یک عدد طبیعی است ما
 در تقسیم عدد ۵۴۲ بر عدد طبیعی b، خارج ‌قسمت ۱۲ است. برای b چند جواب وجود دارد؟

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1
 542 12 0= ´ + £ <b r r b,  گزینهء »۴« ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:�

0 قرار می‌دهیم تا مقادیر ممکن برای b معلوم شود: £ <r bرا در نامساوی r مقدار ، 542 12= +b r حال از تساوی

 0 0 542 12
12 542 45

13 542 41
£ < Þ £ - < Þ
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 در تقسیم عدد ۱۶۵ بر عدد طبیعی b، خارج ‌قسمت، مجذور باقی‌مانده است. چند عدد b می‌توان یافت؟
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

165 می‌نویسیم. حال برای به دست آوردن b دو انتخاب داریم. انتخاب اول  0
2= + £ <br r r b;  گزینهء »2« ابتدا تقسیم داده‌شده را به زیان ریاضی یعنی

br2 و توجه به شرط تقسیم، مقادیر ممکن برای b را به دست آوریم که واضح است  این است که 165 را به صورت مجموع دو عدد بنویسیم و با نسبت‌دادن آن‌ها به r و
r بنویسیم و 165 را به صورت ضرب دو عدد نوشته و با نسبت‌دادن  br( )+1 br را به صورت r2 + باید حالت‌های زیادی را بررسی کنیم؛ اما انتخاب دوم این‌گونه است که

br و توجه به شرط تقسیم، مقادیر ممکن برای b را به دست آوریم. حتماً موافقید که این حالت، بسیار سریع و بهتر است. آن‌ها به r و1+
 r br( )+ = ´ = ´ = ´ = ´1 1 165 3 55 5 33 11 15 165 می‌باشد، داریم:� 3 5 11= ´ ´ با توجه به این‌که
r می‌باشد. لذا فقط حالت‌های زیر ممکن است اتفاق بیفتد. تک‌تک حالت‌ها را بررسی می‌کنیم: br< r است، پس می‌توان نتیجه گرفت که1+ b< r و از آن‌جایی که³0
 r br b b= + = Þ + = Þ =1 1 165 1 165 164,  �r br b b= + = Þ + = Þ =3 1 55 3 1 55 18,  	
 r br b= + = Þ + =5 1 33 5 1 33,  �r br b= + = Þ + =11 1 15 11 1 15,  	

b می‌باشند. =18 b و =164 بنابراین دو عدد برای b پیدا می‌شود که
 چند عدد طبیعی مضرب 9 وجود دارد که باقی‌ماندهء تقسیم آن‌ها بر 110 مجذور خارج ‌قسمت باشد؟

5 )4 	4 )3 	2 )2 	1 )1
a می‌باشد که در آن a مضرب 9 است. حال داریم: q q q= + £ <110 0 110

2 2;  گزینهء »2« ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم که به صورت
 a q q a q q= + Þ = +110 110

2 ( ) �0 110 0 10 0 10
2£ < Þ £ < Þ £ £q q q/ 	

 a 110 هر کدام مضرب 3 باشند، دقت کنید از آن‌جایی که+ q ) مضرب 9 باشد و یا این‌که q و )110+ q حال برای آن‌که a مضرب 9 شود یا باید q مضرب 9 باشد یا
 q = 6 q و = 3 +110 را مضرب 9 می‌کند. توجه کنید اگر q q نیز = 7 q غیر قابل قبول است، بنابراین فقط q ،9 را مضرب 9 می‌کند و =0 عدد طبیعی است پس
+110 مضرب 3 نمی‌شود. چون دو مقدار برای q به دست آوردیم، پس فقط دو عدد طبیعی با شرایط مسئله وجود دارد. q باشد، درست است که q مضرب 3 می‌شود اما

 قضیهء تقسیم یک تساوی بین مقسوم، مقسوم‌علیه، خارج قسمت و باقی‌مانده است، بنابراین اگر تغییری در یک جزء تقسیم داده شد، باید آن 
تغییر را خنثی کنید تا تساوی هم‌چنان برقرار باشد. از بین بردن اثر تغییر، باید کنار باقی‌مانده اتفاق بیفتد تا با در نظر گرفتن شرط تقسیم خواستهء مسئله 

به دست آید.



29  لصفف  دادعا ۀینظر

 در یک تقسیم، مقسوم‌علیه ۳۷ و باقی‌مانده ۱۳ است. اگر ۳۰ واحد به مقسوم اضافه کنیم، کدام نتیجه‌گیری درست است؟

۲( به خارج ‌قسمت ۱ واحد اضافه شده و از باقی‌مانده ۶ واحد کم می‌شود. 1( به خارج ‌قسمت ۲ واحد اضافه شده و از باقی‌مانده ۶ واحد کم می‌شود.	

۴( به خارج ‌قسمت ۱ واحد اضافه شده و از باقی‌مانده ۷ واحد کم می‌شود. ۳( به خارج ‌قسمت ۲ واحد اضافه شده و از باقی‌مانده ۷ واحد کم می‌شود.	

 a q+ += +30 3037 13���
kÄk]  â½kºI¶ïÂ¤IM

a است. حال اگر 30 واحد به مقسوم اضافه کنیم، داریم:� q= +37 13  گزینهء »4«  تقسیم مورد نظر به صورت
اما 43 نمی‌تواند باقی‌ماندهء تقسیم عددی بر 37 باشد، چون در شرط تقسیم صدق نمی‌کند، پس:

 a q a q+ = + Þ + = + +30 37 43 30 37 37 6 Þ + = + +a q30 37 1 6( ) �
همان‌طور که ملاحظه می‌کنید به خارج ‌قسمت 1 واحد اضافه شده و از باقی‌مانده 7 واحد کم می‌شود.

، به q مقدار صفر می‌دهیم، پس a می‌شود ۱۳. یعنی در تقسیم ۱۳ بر ۳۷ خارج ‌قسمت صفر و باقی‌مانده برابر ۱۳ است. حال ۳۰  a q= +37 13  در تقسیم
واحد به ۱۳ اضافه می‌کنیم و خارج ‌قسمت و باقی‌ماندهء تقسیم ۴۳ بر ۳۷ را به دست می‌آوریم:

 
43

37

6

37

1 1 6- Þ = =q r, �
همان‌طور که ملاحظه می‌کنید به خارج‌ قسمت یک واحد اضافه شده و از باقی‌مانده ۷ واحد کم می‌شود.

 اگر بعد از اعِمال تغییرات یک تقسیم، باقی‌مانده بزرگ‌تر از مقسوم‌علیه شد، باید مضارب ممکن مقسوم‌علیه را از باقی‌مانده خارج کنیم. اما اگر 
باقی‌مانده عددی منفی شود، باید از مضارب مقسوم‌علیه به آن اضافه کنیم تا باقی‌مانده در نامساوی شرط تقسیم صدق کند. توجه کنید تمام این تغییرات 

در باقی‌مانده با تغییر خارج‌ قسمت تقسیم همراه است.
 در یک تقسیم، مقسوم‌علیه ۳۵ و باقی‌مانده ۱۸ است. حداکثر چند واحد می‌توان به مقسوم اضافه کرد تا خارج ‌قسمت ۲ واحد افزایش یابد؟

53 )4 	86 )3 	87 )2 	52 )1
a است. حال فرض می‌کنیم حداکثر x واحد می‌توان به مقسوم اضافه کرد تا خارج ‌قسمت ۲ واحد  q= +35  گزینهء »۳« تقسیم مورد نظر به صورت18
 a qx x+ + + -= +35 182 70( ) افزایش یابد، پس:�
 0 18 70 35 52 87 86£ + - < Þ £ < Þ =x x xmax 18 است، پس باید در شرط تقسیم صدق کند؛ یعنی داریم:� 70+ -x در تقسیم جدید، باقی‌مانده

دقت کنید اگر سؤال می‌پرسید که حداقل چند واحد می‌توان به مقسوم اضافه کرد، آن‌گاه جواب ۵۲ می‌شد.
 در یک تقسیم، خارج ‌قسمت ۱۷ و باقی‌مانده ۴۰ است. اگر ۷ واحد به مقسوم‌علیه اضافه کنیم، حداقل باید چند واحد به مقسوم اضافه کنیم تا خارج 

‌قسمت تغییری نکند؟
79 )4 	78 )3 	76 )2 	75 )1

>40 می‌باشد. حال فرض می‌کنیم حداقل x واحد باید به مقسوم اضافه کنیم، پس  b a است که در آن b= +17  گزینهء »۴« تقسیم مورد نظر به صورت40
 a bx x+ + - ´ += ´ +( )7 7 1717 40 داریم:�

40 می‌باشد، پس باید در شرط تقسیم صدق کند: 7 17- ´ + x بنابراین باقی‌ماندهء تقسیم جدید،
 0 40 7 17 7 0 79 7 79£ - ´ + < + Þ £ - < + Þ ³x b x b x  Þ =xmin 79 �

 n است. در حالت خاص اگر هر دو مضرب n و m باشند، باقی‌مانده مضرب ب.م.م n و دیگری مضرب m یکی مضرب ،b بر a اگر در تقسیم 
باشند، باقی‌مانده نیز مضرب n است.

 در یک تقسیم، مقسوم مضرب ۱۵ و مقسوم‌علیه مضرب ۲۱ است. کدام گزینه می‌تواند باقی‌ماندهء تقسیم باشد؟
77 )4 	27 )3 	35 )2 	14 )1

) باشد که در گزینه‌ها فقط 27 این‌گونه است. حال یک بار هم دلیل آن را ببینید: , )15 21 3=  گزینهء »3« با توجه به نکتهء فوق، باقی‌مانده باید مضرب
 15 21 15 21 3 5 7k k q r r k k q r k k q

q

= ¢ + Þ = - ¢ Þ = - ¢
¢

( )� �� ��  Þ = ¢r q3 b می‌باشند، پس:� k= ¢21 a و k=15 a گفته شده bq r= + در تقسیم

در بین گزینه‌ها فقط ۲۷ مضرب ۳ است.

 mk mk mk mk m, , , , ( )+ + + -1 2 1

اعداد صحیح براساس باقی‌ماندهء تقسیم خود بر m، به m دستهء مقابل افراز می‌شوند:�
mk یعنی تمام اعداد صحیحی که باقی‌ماندهء تقسیم آن‌ها بر m برابر  +1 mk یعنی تمام اعداد صحیحی که باقی‌ماندهء تقسیم آن‌ها بر m برابر صفر است،
m است. مثلاً اعداد صحیح براساس باقی‌ماندهء تقسیم  mk یعنی تمام اعداد صحیحی که باقی‌ماندهء تقسیم آن‌ها بر m برابر1- m+ -( )1 1 است و ... و
 6 6 1 6 2 6 3 6 4 6 5k k k k k k, , , , ,+ + + + + خود بر 6، به 6 دستهء روبه‌رو افراز می‌شوند:�

2 هستند. 1k + 2k و یا اعداد زوج و فرد حاصل افراز اعداد صحیح در تقسیم بر 2 می‌باشد که به صورت‌های
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, حال در افراز  4! 4 می‌نویسیم 3 2 1´ ´ ´ 23 و به جای 2 می‌نویسیم 2 2´ ´  در ریاضی همواره سعی بر خلاصه‌نویسی داریم. مثلاً به جای
اعداد صحیح نیز می‌توان دسته‌ها را به طور خلاصه نوشت، مثلاً داریم:

 

6 6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6 1 6 2 6 3

6 2 6 1

k k k k k k k k k k
k k

, , , , , , , ,+ + + + + Þ ± ± +
- -

¯



,SwwH  oTzÃM  keH»  [¹Q ,   Joñ¶  ¦Ä  pH  ¾¨  Ájkø
.SwH  oUï´

6

¨̈  keH»  ¦Ä  Ák÷M    Joñ¶  pH   
 

6

�

2 نیز نمایش داد. 1k -  به همین دلیل است که اعداد فرد را می‌توان به صورت

 هرگاه بخواهیم یک حکم کلی در مورد فرم اعدادی خاص بدهیم، مثلاً بگوییم اعداد مربع کامل به فرم فلان هستند و ...، از افراز اعداد صحیح استفاده 
می‌کنیم. تشخیص این‌که از کدام نوع افراز برای مجموعهء اعداد صحیح استفاده کنیم، بستگی به مسئله دارد. چند مورد معروف را ببینید:

!n بخش‌پذیر است. چون از هر n عدد صحیح متوالی یکی از آن‌ها به فرم nk است، پس حتماً یکی مضرب  حاصل‌ضرب n عدد صحیح متوالی بر
n بخش‌پذیر است. n n n´ - ´ - ´ ´ ´ ´ =( ) ( ) !1 2 3 2 1 ) و ... و حداقل یکی زوج است، پس حاصل‌ضرب n عدد صحیح متوالی بر )n -1

6 است. می‌دانیم اعداد صحیح به یکی از صورت‌های 5k + 6 همان 1k - 6 است. توجه کنید فرم 1k - 6 یا 1k +  هر عدد اول بزرگ‌تر از 3 به فرم
6 نیستند، چون اعدادی که به این فرم‌ها  4k + ، 6 2k + ، 6k 6 هستند. اعداد اول هیچ‌گاه به فرم‌های 5k + 6 و 4k + ، 6 3k + ، 6 2k + ، 6 1k + ، 6k
6 و یا به فرم 1k + 6 مضرب 3 هستند، پس اول نیستند. بنابراین اعداد اول ناچارند یا به فرم 3k + هستند حتماً زوج می‌باشند. از طرفی اعداد به فرم

6 باشند. 5k +
24 است. 1k +  مربع هر عدد اول بزرگ‌تر از 3 به فرم

اعداد اول بزرگ‌تر از 3 حتماً فردند و هم‌چنین مضرب 3 نیستند، پس:
p k p k= + Þ = +2 1 8 1

2 8 است.(� 1k + )در درس اول دیده بودیم که مربع هر عدد فرد به فرم

 p k p k k p k
k k

= ± Þ = ± + Þ = +

±

3 1 9 6 1 3 1
2 2 2

3 3 2
2( )

��� �� �

نتیجه در  و   p k2
1 24- = بنابراین است.   24 یعنی   3 و   8 مضرب ک.م.م   p2 1- است، پس  3 مضرب  هم‌چنین  و   8 مضرب   p2 1- که آن‌جایی  از 

p است. k2
24 1= +

 در یک تقسیم هر اتفاقی که برای مقسوم بیفتد، برای باقی‌مانده هم می‌افتد. مثلاً اگر مقسوم را ۳ برابر کنیم، باقی‌مانده هم ۳ برابر می‌شود یا 
اگر مقسوم را به توان ۲ برسانیم، باقی‌مانده هم به توان ۲ می‌رسد. فقط در آخر باید باقی‌مانده را طوری تعیین کنیم که در شرط تقسیم صدق کند.

 a k a k a k= + Þ = + Þ = +2 1 8 1 8 1
2 4 2( ) = + + = +

+

64 16 1 16 1
2

16 4
2

k k k
k k( )

� �� ��
16 است.� 1k +  توان چهارم هر عدد فرد به فرم

240 است. 1k +  توان چهارم هر عدد اول بزرگ‌تر از 5 به فرم
 p k p k= + Þ = +2 1 16 1

4 می‌دانیم اعداد اول بزرگ‌تر از 5 نه مضرب 2 هستند، نه مضرب 3 و نه مضرب 5. بنابراین داریم:�

 p k p k p k= ± Þ = + Þ = +3 1 3 1 3 1
2 4 �

 
p k p k p k

p k p k p k p k

= ± Þ = + Þ = +

= ± Þ = + Þ = + Þ = +

ì
í
ï

îï

5 1 5 1 5 1

5 2 5 4 5 16 5 1

2 4

2 4 4
�

p است. k4
240 1= + p و در نتیجه k4

1 240- = p4 مضرب 16، 3 و 5 است، پس مضرب ک.م.م آن‌ها یعنی 240 است، بنابراین 1- از آن‌جایی که
 مجموع مربعات دو عدد طبیعی به کدام صورت نمی‌تواند باشد؟

 4 3k + )4 	 4 2k + )3 	 4 1k + )2 	 4k )1
4k داده‌ایم، ابتدا باید ببینیم مربع یک عدد طبیعی وقتی تقسیم بر ۴ می‌شود چه  +  گزینهء »۴« با توجه به این‌که در گزینه‌ها مجموع مربعات را به فرم 

باقی‌مانده‌هایی دارد: 
a k a k= Þ = ¢4 4

2 � a k a k= ± Þ = ¢+4 1 4 1
2 	a k a k= + Þ = ¢4 2 4

2 	
، بنابراین داریم:  4 1k + 4k است یا به فرم بنابراین مربع هر عدد طبیعی یا به فرم

a b k k q2 2
4 4 4+ = + ¢ = � a b k k q2 2

4 1 4 4 1+ = + + ¢ = + 	a b k k q2 2
4 1 4 1 4 2+ = + + ¢ + = + 	

4 نمی‌تواند باشد. 3k + پس مجموع مربعات دو عدد طبیعی به صورت
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 به دست آوردن بزرگ‌ترین شمارندهء یک عبارت پارامتری: منظور از بزرگ‌ترین شمارندهء یک عبارت پارامتری، بزرگ‌ترین عددی است که عبارت به 
ازای همهء مقادیر پارامتر، همواره بر آن بخش‌پذیر است، می‌باشد.

a کدام است؟ a4 2
4 27++ ++  اگر a یک عدد فرد سه‌رقمی باشد، بزرگ‌ترین شمارندهء عبارت

24 )4 	16 )3 	32 )2 	8 )1
16 است. در نتیجه: 1¢+k 8 و توان چهارم آن به فرم 1k +  گزینهء »3« چون a عددی فرد است، پس مربع آن به فرم

 a a k k k k4 2
4 27 16 1 4 8 1 27 16 32 32+ + = ¢ + + + + = ¢ + +( ) ( ) = ¢ + +16 2 2( )k k �

p کدام است؟ q4 2
5 6++ --  اگر p و q اعداد اول و متمایز دورقمی باشند، بزرگ‌ترین شمارندهء عبارت

24 )4 	60 )3 	120 )2 	240 )1
p است، هم‌چنین چون q عدد اول دورقمی می‌باشد، پس  k4

240 1= +  گزینهء »2« چون p عدد اول دورقمی است، پس حتماً بزرگ‌تر از 5 است و به فرم
q می‌باشد. حال داریم: k2

24 1= ¢ + مطمئناً از 3 بزرگ‌تر است و به فرم
 p q k k k k k k q4 2

5 6 240 1 5 24 1 6 240 120 120 2 120+ - = + + ¢ + - = + ¢ = + ¢ =( ) ( ) ( ) �
p برابر 120 می‌باشد. q4 2

5 6+ - پس بزرگ‌ترین شمارندهء عبارت

 در محاسبهء بزرگ‌ترین شمارندهء یک عبارت، اگر با فرم‌های معروف مواجه نشدیم، کافی است به پارامتر عبارت، دو عدد دلخواه بدهیم. ابتدا 
کوچک‌ترین عدد قابل پذیرش و سپس عدد قابل پذیرش بعدی، ب.م.م دو عدد حاصل همان بزرگ‌ترین شمارندهء عبارت است.

a2 را می‌شمارد، کدام است؟ 1-- ) باشد، بزرگ‌ترین عددی که همواره , )a 12 1==  اگر
48 )4 	24 )3 	16 )2 	12 )1

 گزینهء »3« به کمک نکتهء فوق داریم:
 ( , ) ( , )a

a

a
12 1

5 5 1 24

7 7 1 48

24 48 24

2

2
= Þ

= Þ - =

= Þ - =

ì
í
ï

îï
Þ = �

) است، پس a مضرب ۲ و ۳ نیست. بنابراین داریم: , )a 12 1= البته می‌توانستیم به کمک افراز اعداد صحیح، سؤال را حل کنیم. چون

 
a k a k a k

a k a k a k

= + Þ = ¢ + Þ - = ¢

= ± Þ = ¢¢ + Þ - = ¢¢

ì
í
ï

îï

2 1 8 1 1 8

3 1 3 1 1 3

2 2

2 2
 Þ - =a q2

1 24 �

صفحۂ پاسخ: 243

1
ابتدا تست‌های مربوط به محاسبهء ب.م.م دو عدد را ببینید.1

، آن‌گاه مجموع ارقام بزرگ‌ترین مقدار a کدام است؟7575 2 960a | 3 و 1080a | اگر
160 )4 	120 )3 	80 )2 	60 )1

مجموع ارقام بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد 429 و 1683 کدام است؟7676
7 )4 	6 )3 	4 )2 	2 )1

)) حداقل چند واحد از مربع کامل یک عدد کم‌تر است؟7777 , ) , )1178 836 57 با توجه به نماد بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک، حاصل
8 )4 	7 )3 	6 )2 	5 )1

)) کدام است؟7878 , ) , ( , ))221 357 357 629-- با توجه به نماد بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک حاصل
51 )4 	35 )3 	17 )2 	1 )1

محاسبهء ب.م.م یک عدد و یک عبارت پارامتری، شما را آمادهء محاسبهء ب.م.م دو عبارت پارامتری می‌کند.
) چند مقدار مختلف می‌تواند باشد؟7979 , )5 3 9n ++ ، حاصل nÎÎ اگر

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1
) باشد، برای d چند جواب وجود دارد؟8080 , )a a d2

3 3 8++ ++ == اگر
3 )4 	4 )3 	2 )2 	1 )1

1. در کنکور 99 از بحث ب.م.م و ک.م.م سؤالی مطرح شده بود که مربوط به نظام قدیم آموزشی بود. بنابراین تصمیم گرفتیم که آن سؤال و موضوع مربوط به آن را مطرح نکنیم 
چون در کتاب درسی مطرح نشده است و مطمئناً در کنکور تکرار نخواهد شد.
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حالا محاسبهء ب.م.م دو عبارت پارامتری؛ بعضی از سؤالات در مورد این موضوع نیاز به هم‌نهشتی دارد که در درس سوم خواهیم دید ...
) چند جواب وجود دارد؟8181 , )2 3 4a b a b++ ++ اگر a و b نسبت به هم اول باشند، برای

3 )4 	4 )3 	2 )2 	1 )1
5 نسبت به هم اول نباشند، آن‌گاه بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک این دو عدد، کدام است؟8282 2n -- 12 و 7n ++ اگر به ازای برخی از اعداد طبیعی n، دو عدد

89 )4 	83 )3 	67 )2 	59 )1
)خارج 99(8383 d باشد، عدد d کدام است؟� ¹¹ 1 ) و , )3 2 6 3 5

2n n n d-- ++ ++ == در مجموعهء اعداد طبیعی اگر
53 )4 	47 )3 	43 )2 	41 )1

n کدام است؟8484 n2
7 5++ ++ n و -- 5 اگر n مضرب 5 نباشد، بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد

4( 1 یا 5 یا 65 3( 1 یا 35	 2( 1 یا 17	 1( 1 یا 13	
n کدام است؟8585 ++ 7 n و n2

9 21++ ++ اگر عدد طبیعی n مضرب 7 نباشد، بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد
7 )4 3( 5 یا 1	 2( 7 یا 1	 	1 )1

n دارای مقسوم‌علیه مشترک غیر 1 باشند، تعداد اعداد دورقمی n کدام است؟8686 ++ 4 9 و 5n -- اگر n عدد طبیعی و دو عدد
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

7 به ازای مقادیر مختلف طبیعی n برابر 23 می‌شود؟8787 1n ++ 5n و a++ به ازای کدام مقدار a بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد
4 )4 	9 )3 	8 )2 	11 )1

an نسبت به هم اول هستند. مقدار a کدام است؟8888 ++ 5 5 و 3n ++ به ازای هر عدد طبیعی n دو عدد
10 )4 	9 )3 	8 )2 	7 )1

15 چند مقدار مختلف می‌تواند باشد؟8989 12n -- 15 و 3n ++ ، بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد nÎÎ اگر
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

11 نسبت به هم اول‌اند؟9090 4n ++ 25 و 9n ++ به ازای چند عدد طبیعی و دورقمی n، دو عدد به صورت‌های
90 )4 	89 )3 	87 )2 	86 )1

n0 کدام است؟9191 7 نسبت به هم اول‌اند. بزرگ‌ترین عدد 4n -- n و ++ 7 ، دو عدد n n££ 0 به ازای اعداد طبیعی
52 )4 	45 )3 	40 )2 	36 )1

)خارج 91(9292 ، مقسوم‌علیه مشترکی برابر 3 دارند؟� 11 2n ++ 7 و 5n ++ به ازای چند عدد طبیعی n، هر دو عدد
4( بی‌شمار 	2 )3 	1 )2 1( صفر	

در تست‌های زیر ترکیب ب.م.م با ویژگی‌های عادکردن را خواهید دید.
) کدام است؟9393 , )a b++ 4 ) باشند، حاصل , )b 4 2== ) و , )a 4 2== اگر

4 )4 	8 )3 	2 )2 	1 )1
، آن‌گاه کدام گزینه صحیح است؟9494 ac b| اگر b ،a و c اعداد طبیعی باشند و

 ( , )ac b a= )4 	 ( , )b c c= )3 	 ( , )a b b= )2 	 ( , )a c =1 )1
، آن‌گاه برای a چند جواب طبیعی وجود دارد؟9595 a c|5 17++ a و b c| ( , )3 اگر

4( صفر 	4 )3 	2 )2 	1 )1
، آن‌گاه کدام نتیجه‌گیری نادرست است؟9696 a b3 | اگر

 ( , ) | |3 3a b a= )4 	 ( , ) | |a b a3 3= )3 	 ( , ) | |a b a3 = )2 	 ( , ) | |a b a= )1

) کدام است؟9797 , )60 24
2ab b b و a فرد باشد، حاصل a| اگر

 12 | |ab )4 	 24 2a )3 	 12 2a )2 	 12 2b )1
کدام نتیجه‌گیری درست است؟9898

 ( , ) ( , )| |a b a c b cÞ )4 	 ( , ) | |a b c b cÞ )3 	 a b a c| | (b, )Þ )2 	 a b a c b| |( , )Þ )1
)) کدام است؟9999 , ) , ( , ))a c b c ، آن‌گاه حاصل a b| a و c| اگر b ،a و c اعداد طبیعی باشند،

a )4 	 a2 )3 	b )2 	1 )1
) کدام است؟10010 , ( , ))3a a b حاصل

 | |b )4 	 ( , )a b )3 	 | |a )2 	1 )1
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محاسبهء ک.م.م دو عدد و سپس ترکیب ک.م.م با ویژگی‌های عادکردن را در تست‌های زیر می‌بینید.
A کدام است؟10110 x x x== >>{ : , }| |0 24 28 کوچک‌ترین عضو مجموعهء

168 )4 	84 )3 	8 )2 	4 )1
عدد صحیح a بر اعداد 44 و 231 بخش‌پذیر است. کدام عدد زیر عدد a را می‌شمارد؟10210

846 )4 	968 )3 	924 )2 	1018 )1
)خارج 98(10310 )] کدام است؟� , ) , ]627 429 154 با توجه به نمادهای بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک و کوچک‌ترین مضرب‌مشترک، عدد

924 )4 	506 )3 	478 )2 	462 )1
ba بر 13 10410 )] باشد، باقی‌ماندهء تقسیم , ) , ]374 884 374 == abc با توجه به نمادهای بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک و کوچک‌ترین مضرب‌مشترک، اگر

کدام است؟
10 )4 	9 )3 	8 )2 	7 )1

7 به ازای مقادیر مختلف و طبیعی n نسبت به هم اول نیستند. کدام عدد می‌تواند کوچک‌ترین مضرب‌مشترک این دو عدد باشد؟10510 4n ++ 5 و 3n -- دو عدد
161 )4 	185 )3 	246 )2 	209 )1

10610 7 10n ++ n0 و 6++ 7 نسبت به هم اول نباشند، آن‌گاه کوچک‌ترین مضرب‌مشترک 1n ++ n و ++ 6 n0 کوچک‌ترین عدد طبیعی باشد که به ازای آن اعداد اگر
کدام است؟

246 )4 	248 )3 	238 )2 	242 )1

، آن‌گاه کدام نتیجه‌گیری همواره درست است؟10710 a b| a و bc| اگر b ،a و c اعداد طبیعی و

 [ , ] |b bc a )4 	 a b bc|[ , ] )3 	 a ( , )| b c )2 	 ( , ) |b c a )1

bn بخش‌پذیر باشد، کدام گزاره نادرست است؟10810 an بر اگر برای هر عدد طبیعی n، عدد

 [ , ] | |a b a= )4 	 ( , ) | |a b b= )3 	 [ , ]a b a2 2= )2 	 ( , )a b b2 2= )1

)] کدام است؟10910 , ) , ( , )]a a a b2 3 4 حاصل

 a2 )4 	 | |a5 )3 	 | |a3 )2 	 b4 )1

) کدام است؟11011 [ , ] , [ , ] )a a a b2 3 5 3 اگر a و b اعداد صحیح باشند، حاصل

 | |a b5 3 )4 	 | |b3 )3 	 | |a3 )2 	 a2 )1

167-- بر 19، مجموع خارج قسمت و باقی‌مانده کدام است؟11111 در تقسیم عدد

 -7 )4 	 -6 )3 	 -5 )2 	 -4 )1
در تقسیم عدد a بر b، خارج قسمت 5 و باقی‌مانده 17 است. اگر از مقسوم و مقسوم‌علیه 2 واحد کم کنیم، خارج قسمت تغییری نکرده و باقی‌ماندهء جدید11211

5 می‌شود. مقدار مقسوم‌ کدام است؟
7

b

192 )4 	190 )3 	186 )2 	182 )1

5 خارج قسمت باشد؟11311
6

چند عدد طبیعی وجود دارد که باقی‌ماندهء تقسیم آن بر 50، برابر

11 )4 	10 )3 	9 )2 	8 )1

1 مربع مقسوم‌علیه است. برای مقسوم‌علیه چند جواب طبیعی وجود دارد؟11411
9

در یک تقسیم، باقی‌مانده

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1
در یک تقسیم، مقسوم 200 واحد بیشتر از مقسوم‌علیه و باقی‌مانده 15 است. خارج قسمت تقسیم کدام می‌تواند باشد؟11511

12 )4 	8 )3 	6 )2 	5 )1
در تقسیم 312 بر عدد طبیعی b، خارج قسمت تقسیم برابر 11 است. کوچک‌ترین مقدار باقی‌مانده کدام است؟11611

8 )4 	6 )3 	4 )2 	2 )1
در تقسیم عدد صحیح a بر عدد طبیعی b، خارج قسمت و باقی‌مانده مساوی qاند. اگر 3 واحد از مقسوم‌علیه کم شود، 5 واحد به خارج قسمت اضافه شده 11711

و باقی‌مانده صفر می‌شود. مقادیر q کدام‌اند؟
4( 10 و 15 3( 10 و 5	 2( 9 و 4	 1( 8 و 5	



 درس‌نامه و تست34

در تقسیم عدد صحیح a بر عدد طبیعی b، خارج قسمت و باقی‌مانده برابرند. اگر 5 واحد از مقسوم‌علیه کم شود، 7 واحد به خارج قسمت اضافه شده و 11811
باقی‌مانده صفر می‌شود. مجموع ارقام بزرگ‌ترین مقدار a کدام است؟

14 )4 	13 )3 	12 )2 	11 )1
در یک تقسیم، مقسوم‌علیه 132 واحد از مقسوم کوچک‌تر است و باقی‌مانده برابر 25 می‌باشد. برای خارج قسمت چند جواب وجود دارد؟11911

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1
در تقسیم عدد 105 بر عدد طبیعی b، باقی‌مانده، مجذور خارج قسمت است. چند عدد b می‌توان یافت؟12012

1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1
در تقسیم عدد 102 بر عدد طبیعی b، خارج قسمت، سه برابر باقی‌مانده است. چند جواب برای b یافت می‌شود؟12112

1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1
در یک تقسیم خارج قسمت و باقی‌مانده برابر هستند. اگر مجموع همهء عوامل تقسیم برابر 53 باشد، برای مقسوم‌علیه چند جواب وجود دارد؟12212

1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1
رقم یکان بزرگ‌ترین عدد طبیعی که وقتی آن را بر 23 و 29 تقسیم می‌کنیم، خارج قسمت برابر باقی‌مانده می‌شود، کدام است؟12312

4( صفر 	3 )3 	2 )2 	1 )1
چند عدد طبیعی مضرب 7 وجود دارد که باقی‌ماندهء تقسیم آن اعداد بر 230 با مجذور خارج قسمت برابر باشد؟12412

7 )4 	6 )3 	5 )2 	4 )1
چند عدد طبیعی مضرب 11 وجود دارد که باقی‌ماندهء تقسیم آن اعداد بر 270 با سه برابر مجذور خارج قسمت برابر باشد؟12512

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1
)سراسری 99(12612 چند عدد طبیعی مضرب 9 وجود دارد که باقی‌ماندهء تقسیم آن اعداد بر 430 با مجذور خارج قسمت برابر باشد؟�

7 )4 	6 )3 	5 )2 	4 )1
1 مربع خارج قسمت است، چه مجموع ارقامی دارد؟12712

3
کوچک‌ترین عدد طبیعی مضرب 5 که باقی‌ماندهء تقسیم آن بر 200 برابر

17 )4 	21 )3 	18 )2 	16 )1
در تقسیم عدد طبیعی a بر عدد طبیعی b، خارج قسمت و باقی‌مانده به ترتیب 17 و 53 هستند. حداکثر چند واحد می‌توان به مقسوم‌علیه اضافه کرد به 12812

طوری که خارج قسمت تغییر نکند؟
5 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1

در یک تقسیم اگر 37 واحد به مقسوم و 5 واحد به مقسوم‌علیه اضافه کنیم، خارج قسمت تغییری نمی‌کند ولی از باقی‌مانده k واحد کم می‌شود.k کدام 12912
می‌تواند باشد؟

9 )4 	8 )3 	7 )2 	6 )1
باقی‌ماندهء تقسیم a بر 7 برابر 3 است. باقی‌ماندهء تقسیم a بر 28 کدام نمی‌تواند باشد؟13013

20 )4 	10 )3 	17 )2 	3 )1
5 کدام است؟13113 11

2 2a b++ اگر a و b اعداد صحیح و ab عددی فرد باشد، بزرگ‌ترین شمارندهء عبارت
8 )4 	16 )3 	36 )2 	44 )1

a4 را می‌شمارد، کدام است؟13213 1-- ) باشد، بزرگ‌ترین عددی که همواره , )a 90 1== اگر
480 )4 	324 )3 	288 )2 	240 )1

a به ازای مقادیر مختلف a کدام است؟13313 a2 -- اگر a یک عدد مربع کامل باشد، بزرگ‌ترین شمارندهء عبارت
12 )4 	6 )3 	4 )2 	3 )1
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 می‌دانیم صفر فقط مقسوم‌علیه صفر است، پس:4242

 3 7 2 0 3 1 2 0
2n n n n- + = Þ - - =( ) ( )  Þ

=

=

ì
í
ï

îï

n

n

1

3

2

¡ï¡ïù �

باید 4343 به عدد صحیح شود  14 تبدیل 

2 3x +
برای آن‌که کسر  

مخرج کسر، صورت آن را عاد کند، یعنی:
 2 3 14 2 3 1 2 7 14x x+ Þ + = ± ± ± ±| , , �

2 همواره فرد است، پس: 3x + از آن‌جایی که
 
2 3 7 2 5

2 3 1 1 2

x x
x x

+ = ± Þ = -
+ = ± Þ = - -

ì
í
î

,
,

�

 Þ منحنی از ۴ نقطه با مختصات صحیح می‌گذرد. �
ac ابتدا از عامل‌های ac کم می‌کنیم 4444 b|  در رابطهء عادکردن

 ac b a b a b| | |Þ Þ 3 و سپس عامل‌های b را تقویت می‌کنیم:�
اما دلیل نادرستی گزینه‌های دیگر را ببینید:

 a bc| ، عامل‌های a تقویت شده است و در  و در رابطهء a b| در  در رابطهء
b باشد، برقرار است. ¹0 عامل‌های bc کم شده و به b تبدیل شده است.  هم اگر

 تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:4545

 b c a b c b bc c a b c a3 3 2 2+ Þ + - + Þ +| | |( ) ( ) �



 پاسخن‌امه240

 
a a b

a a a b a b
a a

| | |
|

( )
-ì

í
ï

îï
Þ - - Þ �

 
a b

a a b
a a

| |
|

ì
í
ï

îï
Þ + �

 a b a a b a b a a b a2 2- Þ - + Þ +| | |( ) ( ) �

 
a b a

a b a b a a b b
a b a b

+ì
í
ï

îï
Þ + + - Þ +

+ +

| | |
|

( ) �

b است. =15 a و = 3 ، بنابراین  نادرست است. مثال نقض برای 
 در گزینه‌ها در سمت راست b یا c وجود دارد، پس باید از دو 4646

رابطه، b یا c را حذف کنیم:

 
a b c a b c

a c
a b c c

| |
|

| ( )
+ ¾ ®¾ +ì

í
ï

îï
Þ + -

´2 2 2
2

2 2 2  Þ a b|2 �

a عامل از دست داده است، پس  c|2 دقت کنید که در  سمت راست رابطهء
،  نادرست است چون سمت راست  a b|2 نادرست می‌باشد. با توجه به رابطهء
عامل از دست داده است. هم‌چنین  نیز نادرست است، زیرا هم سمت راست 

عامل از دست داده و هم سمت چپ تقویت شده است.
می‌توان 4747 برای   است.  داده  دست  از  عامل   ،bc در    

3 را به عنوان مثال نقض ارائه کرد. در  طرفین  5 1 3 5 3 1| | |,+ Þ مثال
، عادکردن بر a تقسیم شده است اما نمی‌دانیم که a حتماً صفر نیست. اما در 
c در1- ضرب شده است و می‌دانیم علامت در بخش‌پذیری تأثیری ندارد. b-

a و4848 b c| +   با توجه به گزینه‌ها باید به کمک
، به روابطی دست پیدا کنیم که فقط b یا فقط c وجود داشته باشد: a bc|

 a b c
a bc c

a bc
a cc| |

|
|+ ¾ ®¾

+ì
í
ï

îï
Þ´

2
2 �

 a b c
a b bc

a bc
a bb| |

|
|+ ¾ ®¾

+ì
í
ï

îï
Þ´

2
2 �

حالا تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:
 a c a c| |2 1 8 2 3 3 8´ ³ ´¾ ®¾¾¾ �

 a b a b| |2 2 2 4 ·H¼U¾ ®¾¾ )البته می‌توانستیم مانند  بررسی کنیم.( �

 a b a c a b c| | |,2 2 2 2Þ + �
c است. با این مقادیر  = 6 b و = 4 ، a = 2  می‌توانستیم فرض کنیم

 نادرست است.
 به کمک ویژگی‌های بخش‌پذیری داریم:4949

 a c b c b c
a c b c

b a c
2 2- + Þ - + + Þ

+ +

+

ì
í
ï

îï
| | |

|
(a c) (a c) �

 Ák÷U¾ ®¾¾
+

Þ + - Þ
b b c

b b
b b c b b c

|
|

| |( ) �

،  و 5050 با توجه به ویژگی‌های عادکردن درستی گزینه‌های   
 را نشان می‌دهیم:

 a b a a b a b a
a b a

a b a b
2 2- Þ - + Þ

-ì
í
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îï - -
| | |

|
( )( ) �

 ( ) | |( )-¾ ®¾¾ - - - Þ -a b a a b a b b  �
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a b a b
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3 3
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 a b a a b a b a
a b a

a b a b
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- Þ - + Þ
-ì

í
ï

îï - -
| | |
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 ( ) | |( ) a b-¾ ®¾¾ - - - Þ - -a b a a b b a3 3 3 2 �
 با توجه به ویژگی‌های بخش‌پذیری داریم:5151

 
a b a a b a b a a b a

a b c a b c
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 Ák÷U¾ ®¾¾ - +a b b c| �
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a b a a b a b a a b a

a b c a b c
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a b b c

a b b c a b a b a c
a b a b
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اما درستی  را نمی‌توان به کمک داده‌های سؤال نشان داد.
، بنابراین داریم:5252 ab a b| +  صورت سؤال به زبان ریاضی می‌شود:

 ab a b
a a b a b

b a b b a
a b a b| | |

| |
| | | |+ Þ

+ Þ

+ Þ

ì
í
ï

îï
Þ = ± Þ = �

و 5353 نمی‌باشد  صفر  حتماً  پس  است،  طبیعی  عدد   a چون   
می‌توانیم طرفین رابطهء داده‌شده را بر a تقسیم کنیم:

 abc ab ac bc b c| |+ Þ + �

 Þ
+ Þ

+ Þ

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾¾¾ =

b b c b c

c b c c b
b cc b| |

| |
,.kºHïÂ÷ÃLö �

 c b c b| |1 5 1 2 2 5´ ³ ´¾ ®¾¾¾  	 b c b c| |1 2 1 1 2´ ³ ´¾ ®¾¾¾  

اما با توجه به داده‌های سؤال نمی‌توان  را ثابت کرد.
 تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:5454

 a b a b3 4 7 83 8 4 7| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾  �

 a b a b3 4 4 53 5 4 4| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾  �

 a b a b3 4 2 33 3 2 4| ´ ³ ´¾ ®¾¾¾  �
بنابراین نیازی به بررسی  نیست.

 در گزینه‌ها رابطه‌های بین a و c داده شده است، پس ابتدا 5555

b یک رابطهء عادکردن بین a و c به دست می‌آوریم: c2 3| a و b2 3| به کمک

 
a b a b

b c b c
a c

2 3 4 6

2 3 6 9
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a تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم: c4 9| حالا به کمک

 a c a c4 9 3 84 8 9 3| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾  �

 a c a c4 9 2 54 5 2 9| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾  �

 a c a c4 9 5 104 10 9 5| |´ ³ ´¾ ®¾¾¾  �
بنابراین نیازی به بررسی  نیست.
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 با توجه به گزینه‌ها باید در سمت راست، ab ایجاد کنیم، پس 5656
به کمک ویژگی‌های بخش‌پذیری داریم:

 
n a n ab b

n b n b
n ab

b| |
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 سعی می‌کنیم a و b را از سمت راست بخش‌پذیری‌ها حذف 5757
کنیم:

 
13 7 20 5

13 13 7 7 7

13 13 5 7
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| |

|a b

a b k a b k
b k
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13 بنابراین داریم: 13| b می‌دانیم

 
13 13 5 7

13 13

13 5 7 3
|
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|b k

b
k k

+ +
Þ + Þ = �

را 5858  a راست،  سمت  در  می‌کنیم  سعی  گزینه‌ها  به  توجه  با   
، پس: 3 5 3 5a b a b+ +| حذف کنیم. می‌دانیم

 
3 2 4 7 3 2 12 21

3 2 3 2 3 2 12 8

3

4

a b a b a b a b

a b a b a b a b
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 Þ + + - + Þ +3 2 12 21 12 8 3 2 13a b a b a b a b b| |( ) ( ) �
 ´¾ ®¾ +3

3 2 39a b b| �

7 سعی 5959 4
2 2| a mab b+ + با توجه به رابطهء   

b2 ایجاد کنیم: 4 و 2a می‌کنیم در سمت راست،

 
7 5 3

7 21

7 5 5 3 21 7 4 15
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حال داریم:
 
7 4 15

7 45

7 4 15 45
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 Þ - + Þ = -7 4 30 30
2 2| a ab b m �

پس  است،  برقرار   7 5 3| a b+ رابطهء باشند،   b =10 و  a اگر1=  

b برقرار باشد: =10 a و 7 نیز به ازای1= 4
2 2| a mab b+ + باید رابطهء

 7 4 1 10 100 7 104 10 3| |( )( )+ + Þ + ¾ ®¾¾¾¾ = -m m mIÀï¾¹Äq¬  ¾M  ¾]¼U  IM
00 �

6060 ۲ توان  به  را   5 4 1| k + رابطهء طرفین  ابتدا    

 5 4 1 25 4 1 25 16 8 1
2 2| | |( )k k k k+ Þ + Þ + + می‌رسانیم:�

25، داریم: 16 28
2| k k m+ + با توجه به رابطهء به دست آمده و

 
25 16 8 1
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 5 25
5 20 1

| |¾ ®¾¾ + -k m �
، عدد k را در سمت  5 20 1| k m+ - 5 و 4 1| k + حال کافی است از دو رابطهء

راست حذف کنیم:
 
5 4 1
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5 20 1 5 4 1
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 Þ - ¾ ®¾¾¾¾¾ =5 6 6|m mIÀï¾¹Äq¬  ¾M  ¾]¼U  IM �
 k =1 5 برقرار است، پس به ازای 4 1| k + k باشد، رابطهء =1  اگر

25 برقرار باشد، پس: 16 28
2| k k m+ + نیز باید رابطهء

 25 16 28 25 44 6| |+ + Þ + ¾ ®¾¾¾¾¾ =m m mIÀï¾¹Äq¬  ¾M  ¾]¼U  IM �

، حال سعی 6161 5 2 1| n +   با توجه به صورت سؤال
14 کنیم: 19 6

2n n+ + می‌کنیم سمت راست عادکردن را شبیه
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2
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 Þ + + + + + +25 4 4 1 10 5 10 5
2 2| ( ) ( ) ( n )n n n n �

 Þ + +25 14 19 6
2| n n �

14 برابر صفر است. 19 6
2n n+ + بنابراین باقی‌ماندهء

5 برقرار است. پس باقی‌ماندهء تقسیم 2 1| n + n رابطهء = 2  به ازای
 14 19 6

2n n+ + n به دست می‌آوریم. = 2 14 بر 25 را به ازای 19 6
2n n+ +

n برابر 100 می‌شود که باقی‌ماندهء تقسیم آن بر 25، صفر است. = 2 به ازای
 به کمک ویژگی‌های عادکردن، داریم:6262
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 Þ - + + - + -25 9 6 1 15 5 15 5
2 2| ( ) ( ) ( )n n n n n �

 Þ + - Þ = = - Þ + =25 24 4 4 4 4 0
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 باید سعی کنیم در سمت راست، k را حذف کنیم:6363

 
a k k

a k k
a k k k k
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2 3
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2 3 2 1
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ì
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 Þ - +a k| 3 5 )*( �
حال اگر بتوانیم در سمت راست، یک عبارت درجه‌اول دیگر برحسب k ایجاد کنیم 

خیلی خوب می‌شود:
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با توجه به روابط )*( و )**( داریم:
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ï

îï
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3 5

8 3

8 3 5 3 8 3 31 �

 Þ = =a a1 31IÄ �
  باید سعی کنیم در سمت راست، n را حذف کنیم:6464
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îï
Þ + - -

´
�

 Þ a |40 �
بنابراین a می‌تواند اعداد 1 یا 2 یا 4 یا 5 یا 8 یا 10 یا 20 یا 40 باشد. پس برای 

a، 8 جواب طبیعی وجود دارد.
  

 
n ax b

n f x
n f b

a
|
|

|
( )

( )
+ì

í
ï

îï
Þ - �

f کسری شد تا جایی که امکان دارد ساده می‌کنیم، سپس از مخرج کسر  b
a

( )- اگر
صرف نظر می‌کنیم.
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5 3 2 3 1 40
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 Þ =a 1 40 یا 20 یا 10 یا 8 یا 5 یا 4 یا 2 یا  �
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  سعی می‌کنیم n را در سمت راست بخش‌پذیری 6565
حذف کنیم:
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a n n a a
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 ریشهء یکی را در دیگری قرار می‌دهیم:
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  باید سعی کنیم در سمت راست بخش‌پذیری‌ها 6666
n را حذف کنیم:

 
a a
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|7 3 56 24

8 3 56 21
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n n
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 ریشهء یکی را در دیگری قرار می‌دهیم:
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a
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 Þ - Þ - Þ = =a a a a| |3

7
3 1 3IÄ �

6767 a n|9 5+  باید ببینیم به ازای چند مقدار طبیعی برای a روابط

a برقرارند، پس: n|7 3- و

 
a n

a n
a a

|
|

| | |( ) a
7 3

9 5

9
3

7
5

62

7
62

-

+
Þ + Þ Þ �

 Þ = Þa 1 2 31 62IÄ IÄ IÄ 4 مقدار �
 ابتدا سعی می‌کنیم در سمت راست n را حذف کنیم:6868

 
m n m n

m n
m m m

| |
|

|- Þ -

-
Þ Þ = ± = ±

4 8 32

8 1

31 1 31IÄ �

 Âµ¤n»j  »  Â÷ÃLö m m¾ ®¾¾¾¾¾ = 31 �
9 بر عدد دورقمی6969 4n - n و - 5  فرض می‌کنیم عبارت‌های

a بخش‌پذیرند، پس:
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a
a a a a

|
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5

9 4

9 5 4 31 1 31IÄ �

 Âµ¤n»j a a¾ ®¾¾¾ = 31 �
n مضرب 31 است و داریم: - 5 بنابراین

 31 5

5 31 36

5 62 67

5 93 98
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- = Þ =
- = Þ =
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 ابتدا در سمت راست رابطهء عادکردن b را حذف می‌کنیم:7070

 
a b

a b
a a a a

|
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| |( )
-

+

ì
í
ï

îï
Þ + Þ Þ = =

4

7 1

7 4 1 29 1 29IÄ �

برای آن‌که فقط یک عدد طبیعی برای a یافت شود باید bهایی را پیدا کنیم که 
7 را عاد کند، پس ابتدا bهایی را پیدا  1b + b و - 4 فقط عدد 1 بتواند هر دو عدد

7 بر 29 بخش‌پذیر می‌شوند: 1b + b و - 4 می‌کنیم که هر دو عدد

 29 4

4 29 33

4 58 62

4 87 91

| b
b b
b b
b b

b- ¾ ®¾¾¾
- = Þ =
- = Þ =
- = Þ =

ì

í
ï

î
ï

Âµ¤n»j �

7 بر 29 بخش‌پذیر  1b + b و - 4 بنابراین به ازای سه عدد دورقمی b هر دو عدد
90 عدد  3 87- = می‌شوند، پس می‌توانند بر 1 نیز بخش‌پذیر باشند اما به ازای

7 فقط بر عدد طبیعی 1 بخش‌پذیرند. 1b + b و - 4 طبیعی دورقمی دو عدد

7171 ، n n- -3 33| رابطهء در  کنیم  سعی  باید    
پارامتر n را در سمت راست حذف کنیم:
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( ) ( ) �

 Þ - - - - Þ -n n3 9 3 9 27 3 24| |( ) ( n ) n �

 Þ - = ± ± ± ± ± ± ± ± Þn 3 1 2 3 4 6 8 12 24 16, , , , , , , nHk£¶ �

 x a f x x a f a- Þ -| |( ) ( )  همواره داریم:�
با توجه به یادآوری فوق داریم:

 n n n n- - Þ - - Þ -3 3 3 3 3 3 24
3 3| | |( ) �

 Þ - = ± ± ± ± ± ± ± ± Þn 3 1 2 3 4 6 8 12 24 16, , , , , , , nHk£¶ �

x و در نتیجه داریم:7272 x- +3 5 3|  باید

 x x x x- + Þ - + Þ -3 5 3 3 5 3 3 3 18| | |( ) �

 Þ - = ± ± ± ± ± ±x 3 1 2 3 6 9 18, , , , , �
از آن‌جایی که منحنی باید از ربع اول بگذرد، فقط xهایی قابل قبول هستند که 

5 باشند، پس 6 جواب قابل قبول وجود دارد. 3

3
0

x
x

+
-

> x و هم - >3 0 هم

درمی‌آوریم، 7373  y = ○� صورت به  را  داده‌شده  معادلهء  ابتدا   

� مقادیر صحیح x را به دست می‌آوریم: ○| سپس به کمک رابطهء

 2 4 3 1 0 2 1 4 3
2 2x y xy x y xy- - + = Þ + = + �
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2 1 4 3
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3 4
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 باید n را در سمت راست حذف کنیم:7474

 n n n n n n2 2 2
5 3 3 2 5 3 3 2- + - Þ - + -| | ( ) �

 Þ - + - +n n n n2 2
5 3 9 12 4| �

، بنابراین داریم: n n n n2 2
5 3 5 3- + - +| از طرفی می‌دانیم
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در نتیجه می‌توان گفت:

 
n n n

n n n
n n n n
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5 3 33 23

5 3 3 2
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 Þ - + - Þ - + = ±n n n n2 2
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n را به دست  n2
5 3 1- + = - n و n2

5 3 1- + = حال باید جواب‌های صحیح
آوریم:

 

n n n n2 2
5 3 1 5 2 0- + = Þ - + =
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 ابتدا دو رابطهء عادکردن را ساده می‌کنیم:7575

 3 1080 360 2 960 480
3 2a a a a| | | |,¸ ¸¾ ®¾ ¾ ®¾ �

با توجه به روابط به دست آمده، a مقسوم‌علیه مشترک 360 و 480 است که بزرگ‌ترین 
a همان بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک 360 و 480 است، پس:

 ( , ) ( , )360 480 8 45 60 8 15 120= = ´ = �
 چون هر دو عدد فرد هستند، داریم:7676

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1683 429 1683 429 429 1254 429 627 429= - = = �
حال دوباره با دو عدد فرد مواجه‌ایم، پس:

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )627 429 429 198 429 99 429 3 11 429
2- = = = ´ �

 = ´ = Þ =3 11 33 6³I¤nH  Ì¼µ\¶ �

) را به دست می‌آوریم:7777 , )1178 836  ابتدا حاصل

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1178 836 2 589 418 2 589 209 2 589 209 209= = = - �

 = = = = ´ =2 380 209 2 95 209 2 19 209 2 19 38

9

( , ) ( , ) ( , )���
.´Ã¹¨ïÂ¶  ýme  55 5 5 209  pH  Hn    ®¶Iø  uQ  ,jnHkº    ÓI÷õ¤ 

�

 ( , ) ( , )38 57 19 57 19= = ) را به دست می‌آوریم:� , )38 57 حال حاصل
5 می‌باشد کم‌تر است. 25

2 = عدد 19 حداقل 6 واحد از مربع کامل یک عدد که

دست 7878 به  را   ( , )-357 629 و  ( , )221 357 حاصل ابتدا   
می‌آوریم. می‌دانیم علامت در ب.م.م تأثیری ندارد.

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )221 357 221 357 221 221 136 221 17 17= - = = = �
 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )- = = - =357 629 357 629 357 629 357 357 272 �
 = =( , )357 17 17 �

) است. , )17 17 17= )) برابر , ) , ( , ))221 357 357 629- بنابراین حاصل
نیز 7979  5 3n + که بدهد  یا 9  یا 3  فاکتور 1  ما  به  می‌تواند   9  

n حاصل  می‌تواند به ازای nهای مختلف این فاکتورها را داشته باشد. مثلاً به ازای1=
n حاصل برابر 9 خواهد شد. = 3 n حاصل برابر 3 و به ازای = 6 برابر 1، به ازای

نظر 8080 در   a a
a a

2

1 2

3 2 1+ + +
+ +( )( )
� �� �� صورت به  را   a a2

3 3+ + اگر  
بگیریم، می‌توان گفت:

 ( , ) ( ( ) ( )

!

a a a a2

2

3 3 8 1 2+ + = + +
Â²H¼T¶  jkø  »j  Joò

.SwH  Joñ¶

� �� ��� + = + =1 8 2 1 8 1, ) ( , )k �

) باشد، بنابراین داریم:8181 , )2 3 4a b a b d+ + =  فرض می‌کنیم
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.

| |( , ) ( , )

jnHkº  ÁoÃYáIU  ³.³.J  nj  S¶°ø

Þ - Þ - Þd a b d a b5 5 5

1

��� dd d|5 1 5Þ = IÄ �

) را به دست می‌آوریم:8282 , )5 2 12 7n n- +  ابتدا حاصل

 ( , ) ( , ( ) ) ( n , )5 2 12 7 5 2 12
2

5
7 5 2

59

5
n n n- + = - + = - �

 = - =( , )5 2 59 1 59n IÄ �
12 نسبت به هم اول نیستند، پس ب.م.م آن‌ها  7n + 5 و 2n - با توجه به این‌که

59 است.
می‌آوریم:8383 دست  به  را   ( , )3 2 6 3 5

2n n n- + + حاصل  

 ( , ) ( ( ) ( ) , )3 2 6 3 5 3
5

3
2

5

3
6 3 5

2 2n n n n- + + = - - - + + �

 = + = + =( , ) ( , )53

3
3 5 53 3 5 1 53n n IÄ �

d است. = d است، پس53 چون در صورت سؤال گفته شده¹1

) را به دست می‌آوریم:8484 , )n n n- + +5 7 5
2  ابتدا حاصل

 ( , ) ( , ( ) ) (n , )n n n n- + + = - + + = -5 7 5 5 5 7 5 5 5 65
2 2 �

n نیز عامل 5 ندارد، پس: - 5 چون n مضرب 5 نیست، پس
 ( , ) ( , )n n- = - =5 65 5 13 1 13IÄ �

) را به دست می‌آوریم:8585 , )n n n+ + +7 9 21
2  ابتدا حاصل

 ( , ) ( , ( ) ( ) )n n n n+ + + = + - + - +7 9 21 7 7 9 7 21
2 2 �

 = + =( , )n 7 7 1 7IÄ �
n هم مضرب 7  + 7 n مضرب 7 نیست، پس چون در صورت سؤال گفته شده 

نیست، پس ب.م.م دو عدد نمی‌تواند 7 باشد.
) را به دست می‌آوریم:8686 , )n n+ -4 9 5  ابتدا حاصل

 ( , ) ( , ( ) ) ( , )n n n n+ - = + - - = + - =4 9 5 4 9 4 5 4 41 1 41IÄ �
چون در صورت سؤال گفته شده دو عدد مقسوم‌علیه مشترک غیر 1 دارند، پس 
حتماً ب.م.م آن‌ها نمی‌تواند 1 باشد و ب.م.م آن‌ها 41 است. می‌دانیم زمانی ب.م.م 

دو عدد 41 می‌شود، دو عدد مضرب 41 هستند. پس:
 n k n k kn+ = Þ = - ¾ ®¾¾¾ = Þ4 41 41 4 1 2 2

Âµ¤n»j jkø , �
8787 5n a+ و  7 1n + عدد دو  مشترک  مقسوم‌علیه  بزرگ‌ترین   

باید برابر 23 باشد، پس:

 ( , ) ( , ( ) ) ( , )7 1 5 7 1 5
1

7
7 1

7 5

7
n n a n a n a+ + = + - + = + - �

7 برابر 23 شود، ب.م.م دو عدد نیز 23 می‌شود: 5a - بنابراین اگر
 7 5 23 7 28 4a a a- = Þ = Þ = �

و8888  5 3n + عدد دو  مشترک  مقسوم‌علیه  بزرگ‌ترین  باید   
an برابر 1 باشد، پس: + 5

 ( , ) ( , ( ) ) ( n , )5 3 5 5 3
3

5
5 5 3

25 3

5
n an n a a+ + = + - + = + - �

25 برابر 1 باشد، آن‌گاه ب.م.م دو عدد برابر 1 می‌شود، پس: 3- a اگر
 25 3 1 8- = Þ =a a �

) را به دست آوریم. برای 8989 , )15 12 15 3n n- +  باید حاصل
اجتناب از جواب‌های اضافی ابتدا عامل مشترک دو عدد را خارج می‌کنیم و داریم:

 ( , ) ( , ) ( , ( ) )15 12 15 3 3 5 4 5 1 3 5 4 5
4

5
1n n n n n- + = - + = - + �

 = -3 5 4 5( , )n �
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5 بر 5 بخش‌پذیر نیست،  4n - ) به نظر می‌رسد که 1 یا 5 باشد اما , )5 4 5n - حاصل
) فقط برابر 3 است. , )15 12 15 3n n- + پس فقط می‌تواند 1 باشد، بنابراین حاصل

) را به دست می‌آوریم:9090 , )11 4 25 9n n+ +  ابتدا حاصل

 ( , ) ( , ( ) ) ( , )11 4 25 9 11 4 25
4

11
9 11 4

1

11
n n n n+ + = + - + = + - �

 = + =( , )11 4 1 1n �
بنابراین این دو عدد همواره نسبت به هم اول‌اند، پس تعداد nهای مطلوب 90 تا است.

) را به دست می‌آوریم:9191 , )7 4 7n n- +  ابتدا حاصل

 ( , ) ( ( ) , ) ( , n )7 4 7 7 7 4 7 53 7 1 53n n n- + = - - + = - + = IÄ �
حال کوچک‌ترین عدد n را به دست می‌آوریم تا ب.م.م دو عدد 53 شود:

 n k n k nk+ = Þ = - ¾ ®¾¾ ==
7 53 53 7 46

1 �
7 نسبت به هم  4n - n و + 7 بنابراین کوچک‌ترین عدد طبیعی n که دو عدد
n دو عدد نسبت به هم اول‌اند و  £ n است، پس به ازای45 = 46 اول نیستند،

n است.
0

45= این یعنی
بزرگ‌ترین 9292  می‌دانیم مقسوم‌علیه مشترک دو عدد، شمارندهء 

ابتدا بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو  مقسوم‌علیه مشترک دو عدد است. پس 
11 را به دست می‌آوریم: 2n + 7 و 5n + عدد

 ( , ) ( , ( ) ) ( , )11 2 7 5 11 2 7
2

11
5 11 2

41

11
n n n n+ + = + - + = + �

 = + =( , )11 2 41 1 41n IÄ �
چون ب.م.م دو عدد 1 یا 41 است، پس دو عدد به ازای هیچ مقدار n مقسوم‌علیه 

مشترک 3  ندارند.

9393 ، ( , ) | | ( , )ka kb k a b= ویژگی کمک  به    

 ( , ) ( , ) ( , )a a a a k4 2 2
2
2 2

2
2 1

2
2 1= Þ = Þ = Þ = + داریم:�

 Þ = +a k4 2 �

 ( , ) ( , ) ( , )b b b b k4 2 2
2
2 2

2
2 1

2
2 1= Þ = Þ = Þ = ¢ + �

 Þ = ¢ +b k4 2 �
 ۲ بر  حتماً   b و   a پس  می‌باشند،   ( , )b 4 2= و  ( , )a 4 2= چون کنید  دقت 

b2 اعداد صحیح هستند. حال داریم: a2 و بخش‌پذیرند، لذا مطمئناً

 ( , ) ( , ) ( , )a b k k k k+ = + + ¢ + = + ¢ +4 4 2 4 2 4 4 4 4 4 �
 = + ¢ + = ´ =4 1 1 4 1 4( , )k k �

b باشند، پس: = 2 a و = 2  کافی است فرض کنیم
 ( , ) ( , ) ( , )a b+ = + = =4 2 2 4 4 4 4 �

چون9494  ، c b| و  a b| که گرفت  نتیجه  می‌توان   ac b| از  

) است. , )b c c= c پس b|
، بنابراین داریم:9595 a c| ، پس a c|(b , )3  چون

 
a c

a c a c
a a

|
| |

|( )5 17

5

17 1 17
5

+

¾ ®¾

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾ Þ =

´
- IÄ �

 تک‌تک گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:9696

 ( , ) | | |a b a a b= Þ �a b a b3 | |Þ 	

 (a , b) | a | a |3 3= Þ b �a b a b a b3 3| | |Þ Þ 	

 ( , ) | | |a b a a b3 3 3= Þ �

 ( , ) | | |3 3 3a b a a b= Þ �a b a b a b3 3| | |Þ Þ 	

a و در 9797 bq= a  می‌توان گفت b| رابطهء  از    
ضمن چون a عددی فرد است، پس b و q نیز اعدادی فرد هستند. بنابراین:

 ( , ) ( , ) b ( , )60 24 60 24 12 5 2 12 1
2

60

2 2 2

2

ab b bq b b q b
b q

= ´ ´ = = ´� �� �� �
joÎ

==12 2b �

 ، b a و1= = 3  این تست را از راه عددگذاری هم می‌توان حل کرد. مثلاً
b برابر ۱۲ است. 12 به ازای1= 2b ) و در گزینه‌ها , )180 24 12= در نتیجه

که9898 گرفت  نتیجه  می‌توان   a b| از پس   ، (a ,c) |a چون  
. (a ,c) | b

 می‌دانیم وقتی عددی دو عدد را عاد می‌کند، حتماً ب.م.م دو 9999
a b a c a b c| | |, ( , )Þ عدد را نیز عاد می‌کند. پس:�

a پس داریم: b c|( , ) ) و چون , )a c a= ، پس a c| بنابراین چون
 (( , ) , ( , )) ( , ( , ))a c b c a b c a= = �

پس10010  ، ( , ) |a b a3 نتیجه در  و   ( , ) |a b a می‌دانیم  
a)) می‌باشد. , ) , ) (a , b)b a3 =

 کوچک‌ترین عضو مجموعهء A، کوچک‌ترین عددی است که 10110
بنابراین  و 24 می‌باشد،  است، پس ک.م.م 28  و هم مضرب 28  هم مضرب 24 
 [ , ] [ , ]24 28 2 3 2 7 2 3 7 168

3 2 1 3= ´ ´ = ´ ´ = داریم:�
  می‌دانیم وقتی a بر اعداد 44 و 231 بخش‌پذیر 10210

پس: است.  بخش‌پذیر   231 و   44 مضرب‌مشترک  کوچک‌ترین  بر   a عدد  باشد، 
 [ , ] [ , ]231 44 3 7 11 2 11 2 3 7 11 84 11 924

2 2= ´ ´ ´ = ´ ´ ´ = ´ = �
 می‌توانیم بررسی کنیم که کدام گزینه بر 44 و هم بر 231 بخش‌پذیر 

است که 924 این‌چنین است.
) را به دست می‌آوریم:10310 , )627 429  ابتدا حاصل

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )627 429 627 429 429 198 429 99 429 3 11 33= - = = = ´ = �
] را به دست می‌آوریم: , ]33 154 حال حاصل

 [ , ]3 11 2 7 11 2 3 7 11 462´ ´ ´ = ´ ´ ´ = �
) را به دست می‌آوریم:10410 , )374 884  ابتدا حاصل

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )374 884 2 187 442 2 187
442

2
2 187 221= = = �

 = - = = =2 187 221 187 2 187 34 2 187
34

2
2 187 17( , ) ( , ) ( , ) ( , ) �

 = ´ =2 17 34 �

 34 374 34 374 374| [ , ]Þ = ] را به دست می‌آوریم:� , ]34 374 حال حاصل

تقسیم باقی‌ماندهء  بنابراین  است.   b = 7 و  a = 3 است، پس  abc = 374 چون

ba بر 13 برابر است با: = 73

 
73

65

8

13

5- �

و10510  5 3n - عدد دو  مشترک  مقسوم‌علیه  بزرگ‌ترین  ابتدا   
7 را به دست می‌آوریم: 4n +

 ( , ) ( , ( ) ) ( , )5 3 7 4 5 3 7
3

5
4 5 3

41

5
n n n n- + = - + = - �

 = - =( , )5 3 41 1 41n IÄ �
چون در صورت سؤال گفته شده دو عدد نسبت به هم اول نیستند، پس ب.م.م آن‌ها 
41 است. از طرفی کوچک‌ترین مضرب‌مشترک دو عدد بر بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه 
مشترک آن‌ها بخش‌پذیر است، در گزینه‌ها فقط 246 بر 41 بخش‌پذیر می‌باشد، 

پس 246 می‌تواند کوچک‌ترین مضرب‌مشترک این دو عدد باشد.



245  لصفف  دادعا ۀیرظن

) را به دست می‌آوریم:10610 , )2 1 6n n+ +  ابتدا حاصل

 ( , ) ( ( ) , ) ( , n )7 1 6 7 6 1 6 41 6 1 41n n n+ + = - + + = - + = IÄ �
چون در صورت سؤال گفته شده دو عدد نسبت به هم اول نیستند، پس ب.م.م آن‌ها 

n0 را به دست می‌آوریم: 41 است. حال

 n k n k nn
k+ = Þ = - ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ ==6 41 41 6 35

1 0

 Â÷ÃLö  jkø  ¸ÄoUï¦a¼¨ �
7 برابر است با: 1

0
n + n و

0
6+ بنابراین کوچک‌ترین مضرب‌مشترک

 n
0

35 246 41
246 41

41
246= Þ = ´ =[ , ] �

نتیجه 10710 می‌توان   a bc| از پس   ، bc b bc|[ , می‌دانیم[  

 . a b bc|[ , ] گرفت که
10810 , b an n| bn بخش‌پذیر است، یعنی an بر  چون گفته شده

b حال داریم: a b a a bn n| | [ , ] | a |oü¯  ´À  IM¾ ®¾¾¾ Þ = Þ  �

 b a b a a| | [b ,a ]Þ Þ = Þ2 2 2  �

 b a a b b| ( , ) | |Þ = Þ  �

، اما: b a2 | ) باشد، یعنی , )a b b2 2= در مورد  دقت کنید که اگر

 b a b a| |½k{  ¡Ia  ,oü¯¾ ®¾¾¾¾ 2 غ‌ق‌ق  �

) است. حال داریم:10910 , )a a a2 3 2= ، پس a a2 3|  می‌دانیم

 [( , ) , ( , )] [ , (a , b )]a a a b a2 3 4 2 4= �

 [ , (a , b )] aa2 4 2= یعنی این  و   ( , ) |a b a4 پس2  ، a a| 2 می‌دانیم طرفی  از 

b4 باعث از دست دادن عامل‌های a شده است. می‌باشد. دقت کنید ب.م.م‌گرفتن a با

داریم:11011 پس   . a a3 3| زیرا است،   [ , ]a a a2 3 3= می‌دانیم  

 ([ , ],[a , ]) (| | , [ , ])a a b a a b2 3 5 3 3 5 3= �

a و سمت چاق با ک.م.م‌گیری  a3 5| ، زیرا a a b3 5 3|[ , ] از طرفی واضح است که

 (| a | ,[a , ]) | |3 5 3 3b a= چاق‌تر نیز شده است. پس:�
 در تقسیم یک عدد منفی بر یک عدد طبیعی باید حواسمان 11111

باشد که باقی‌مانده باید نامنفی و کوچک‌تر از مقسوم‌علیه باشد:
 - = - + Þ = - = Þ + = -167 19 9 4 9 4 5( ) ,q r q r �

حالا 11211 است.   a b= ´ +5 صورت17 به  ابتدا  در  تقسیم   
تغییرات را به این تقسیم اعمال می‌کنیم:

 a b b b ba b- = - ´ + ¾ ®¾¾¾ + - = - += +
2 2 5

5

7
5 17 2 5 10

5

7

5 17(b ) �

 Þ = Þ = ´ Þ =25
5

7
5 7 25 35

b b b �

b مقدار مقسوم یعنی a را به دست می‌آوریم: = حال به ازای35

 a b a ab= + ¾ ®¾¾ = ´ + Þ ==
5 17 5 35 17 192

35 �
 فرض می‌کنیم عدد طبیعی مورد نظر a باشد، پس داریم:11311

 a q q q= + £ <50
5

6
0

5

6
50, �

اگر به کمک شرط تقسیم، تعداد qها را پیدا کنیم، تعداد aها معلوم می‌شود، پس:

 0 5

6
50 0 60 6 12 18 54£ < Þ £ < Þ =q q q , , , ,  Þ nHk£¶ 9 �

5 عددی صحیح 
6
q توجه کنید که باقی‌مانده عددی صحیح است، پس برای آن‌که

شود باید q مضرب ۶ باشد. حواستان هم هست می‌خواهیم a عدد طبیعی باشد، 
q قابل قبول نیست. =0 پس

 ابتدا تقسیم مورد نظر را به زبان ریاضی می‌نویسیم:11411

 a bq b b b= + £ <1

9
0

1

9

2 2, �

واضح است که از شرط تقسیم به راحتی می‌توانیم تعداد bها را پیدا کنیم:

 0 1

9

1

9
9 0

2

1

9
0

2 2

2

£ < ¾ ®¾¾ < Þ - <
³

b b b b b b
b

�

 Þ - < Þ < <b b b( )9 0 0 9 �

 1
9

2b اما تمام bهای به دست آمده، باقی‌مانده را عددی صحیح نمی‌کنند. برای آن‌که
b قابل قبول  = 6 b و = 3 عددی صحیح شود، باید b مضرب ۳ باشد، پس فقط

هستند. بنابراین دو جواب طبیعی برای 6 وجود دارد.
 ابتدا تقسیم مورد نظر را به زبان ریاضی می‌نویسیم:11511

 b bq b+ = + <200 15 15, �
 bq b b q- = Þ - = ´ = ´185 1 1 185 5 37( ) حال داریم:�

q دو حالت رخ می‌دهد: بنابراین برای b و1-

 
b
q q
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q q
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185

1 1 2

37

1 5 6
�

و  b است. پس حالتی که1=  b >15 تقسیم به شرط  توجه  با  که  کنید  توجه 
b باشد قابل قبول نیست. = 5

 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:11611
 312 11 0= ´ + £ <b r r b, �
تساوی به  توجه  با  آوریم،  دست  به  را   r مقدار  کوچک‌ترین  آن‌که  برای  حال 

، کافی است بزرگ‌ترین مقدار b مشخص شود، پس: r b= -312 11

 0 0 312 11
312 11 28

312 12 26
£ < Þ £ - < Þ

³ Þ £
< Þ >

ì
í
î

r b b b
b b
b b

/ �

 Þ =b 27 28, �
 r = - =312 11 28 4( ) بنابراین کوچک‌ترین مقدار باقی‌مانده برابر است با:�

 ابتدا صورت ‌مسئله را به زبان ریاضی می‌نویسیم: 11711

 
a bq q
a b q

bq q bq b q
= +
= - + +

ì
í
î

Þ + = + - -
( ) ( )3 5 0

5 3 15 �

 Þ = - Þ = - Þ = Þ4 5 15 4 5 3 5

5

q b q b q k( )
SwH    Joñ¶
��� ��  �

q به این معنی نیست که q می‌تواند ۱۵ و ۲۰ و ... هم باشد،  k= 5 دقت کنید که
زیرا:

 4 5 3
5

3 4
5 4 3q b

q k
b k

k kr b= - Þ
=
- =

ì
í
î

¾ ®¾¾ < +<( ) �

 Þ < Þ = Þ =k k q3 1 2 5 10, , �
 ابتدا صورت ‌مسئله را به زبان ریاضی می‌نویسیم:11811

 
a bq q
a b q

bq q bq b q
= +
= - +

ì
í
î

Þ + = + - -
( ) ( )5 7

7 5 35 �

 Þ = - Þ
=
- =

ì
í
î

6 7 5
7

5 6
q b

q k
b k

( ) �

q است، پس: b< a شرط تقسیم به صورت bq q= + در تقسیم
 q b k k k k< Þ < + Þ < Þ =7 6 5 5 1 2 3 4, , , �
حال چون بزرگ‌ترین مقدار a را می‌خواهیم، باید بزرگ‌ترین مقدار b و بزرگ‌ترین 

مقدار q را در یکی از تقسیم‌ها جای‌گذاری کنیم:

 a b q aq
bmax

= - + ¾ ®¾¾¾ = - + ==
=( ) ( ) ( ) ( )max

max5 7 29 5 28 7 840
28

29

 Þ = + + =³I¤nH  Ì¼µ\¶ 8 4 0 12 �



 پاسخن‌امه246

 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم و داریم:11911

 a bq b b bqb a= + < ¾ ®¾¾¾ + = += -
25 25 132 25

132, �
 Þ = - Þ - = ´107 1 1 1 107b q b q( ) ( ) �
 b b q b q>¾ ®¾¾ = - = Þ = =25

107 1 1 107 2, , �
بنابراین یک جواب طبیعی برای q وجود دارد.

 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:12012

 
.SwH  nHo¤oM  ½nH¼µÀ

105 0 105
2 2 2= + £ < Þ = + <

­
bq q q b q b q q b, ( ) ,

�

105 است، پس حالات زیر را داریم: 3 5 7= ´ ´ از آن‌جایی که
 q b q( )+ = ´ = ´ = ´ = ´1 105 3 35 5 21 7 15 �

حال تک‌تک حالت‌ها را بررسی می‌کنیم:
 q b q b b= + = Þ + = Þ =1 105 1 105 104,  �
 q b q b b= + = Þ + = Þ =3 35 3 35 32,  �
 q b q b b= + = Þ + = Þ =5 21 5 21 16,   ( )q b2 £ �
b و در نتیجه b کوچک‌تر می‌شود و  q+ واضح است که هر چه q بزرگ‌تر شود،
q برقرار نیست، پس دو مقدار برای عدد طبیعی b یافت می‌شود. b2 < دیگر شرط

 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:12112
 102 3 0 102 3 1 0= + £ < Þ = + £ <b r r r b r b r b( ) , ( ) , �

102 است، پس حالات زیر را داریم: 2 3 17= ´ ´ از آن‌جایی که

 r b b= + = Þ =1 3 1 102
101

3
,  �

 r b b= + = Þ =2 3 1 51
50

3
,  �

 r b b= + = Þ =3 3 1 34 11,  �

 r b b= + = Þ =6 3 1 17
16

3
,  �

بنابراین فقط یک جواب برای b یافت می‌شود.
 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:12212

 a br r r b= + £ <,0 �
از طرفی مجموع عوامل تقسیم برابر ۵۳ است. پس:

 a b r r br r b r ra br r+ + + = ¾ ®¾¾¾ + + + + == +
53 53 �

 Þ + + = Þ + + =br r b r b b3 53 3 53( ) �
 +¾ ®¾ + + + = +3

3 3 53 3r b b( ) Þ + + =( ) ( )b r3 1 53 �
r می‌باشد. بنابراین داریم: b+ < +1 3 r است، پس b< چون

 ( ) ( )b r+ + = ´ = ´ = ´ = ´3 1 1 56 2 28 4 14 7 8 �
 r b r b+ = + = Þ = =1 1 3 56 0 53, ,  �
 r b r b+ = + = Þ = =1 2 3 28 1 25, ,  �
 r b r b+ = + = Þ = =1 4 3 14 3 11, ,  �
 r b r b+ = + = Þ = =1 7 3 8 6 5, ,  �

 در هر تقسیم خارج ‌قسمت برابر باقی‌مانده است، پس:12312
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Þ =
23 5 23 4

29 4 29 7
4

max

max
max حال داریم:�

 Þ = = ´ =a qmax max ( )24 24 5 4 480 �
بنابراین رقم یکان برابر صفر است.

 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم و داریم:12412

 a q q q= + £ <230 0 230
2 2; �

0 است، داریم: 230
2£ <q چون

 0 230 0 15 0 15
2£ < Þ £ < Þ £ £q q q/ �

 a q q a q q= + Þ = +230 230
2 ( ) �

 q = 7 +230. به ازای q برای آن‌که a مضرب 7 باشد یا باید q مضرب 7 باشد یا
عبارت  q =15 و  q = 8 ، q ازای1= به  و  می‌شود   7 مضرب   q  ، q =14 و

+230 مضرب 7 می‌شود، پس 5 عدد طبیعی a وجود دارد. q
 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:12512

 a q q q= + £ <270 3 0 3 270
2 2; �

0 است، داریم: 3 270
2£ <q چون

 0 3 270 0 90 0 9 3 90
2 2£ < Þ £ < Þ £ £ = +q q q a q q, ( ) �

ازای به   .90+ q یا باشد  3q مضرب 11  باید یا  باشد  a مضرب 11  برای آن‌که 
 90+ q q عبارت = 9 3q مضرب 11 نمی‌شود ولی به ازای 0 هیچ‌گاه 9£ £q

مضرب 11 می‌شود. پس فقط یک عدد طبیعی وجود دارد.
 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:12612

 a q q q= + £ <430 0 430
2 2; �

0 است، داریم: 430
2£ <q چون

 0 430 0 20 0 20 430
2£ < Þ £ < Þ £ £ = +q q q a q q/ , ( ) �

و  q یا  و   430+ q یا است   9 مضرب   q یا  پس  است   9 مضرب   a چون  حال 
 9 مضرب   q که  است  واضح   q = 9 18, ازای به  هستند.   3 مضرب   430+ q
+430 مضرب 9 می‌شود. اگر q مضرب  q q عبارت = 2 11 20, , می‌شود. به ازای

+430 هیچ‌گاه مضرب 3 نمی‌شود، پس 5 عدد طبیعی وجود دارد. q 3 باشد،
 ابتدا تقسیم را به زبان ریاضی می‌نویسیم:12712

 a q q q= + £ <200
1

3
0

1

3
200

2 2; �
0 است، داریم: 1

3
200

2£ <q چون

 0 1

3
200 0 600 0 24 0 24

2 2£ < Þ £ < Þ £ < Þ £ £q q q q/ �

چون باقی‌مانده باید عددی صحیح باشد، پس q باید مضرب 3 باشد، یعنی:
 q = 3 6 9 12 15 18 21 24, , , , , , , �

a مضرب 7  برای آن‌که  a است، پس  q q= +( )200
1

3
این‌که به  با توجه  حال 

 q است  واضح   q = ازای21 به   .200 1

3
+ q یا باشد   7 مضرب  باید   q یا  باشد 

200 مضرب 7 می‌شود. بنابراین  1

3
+ q q عبارت = 9 مضرب 7 است و به ازای

q تولید می‌شود: = 9 کوچک‌ترین عدد طبیعی a به ازای

 a = + = Þ =200 9
1

3
9 1827 18
2( ) ( ) ³I¤nH  Ì¼µ\¶ �

12812 53 < b a است که در آن b= +17 53  تقسیم مورد نظر
می‌باشد. حال فرض می‌کنیم حداکثر x واحد می‌توان به مقسوم‌علیه اضافه کرد، 
 a b a= + Þ = ++ -17 53 17 53 17(b )x x بنابراین داریم:�
باید در شرط تقسیم صدق  53 است و  17- x برابر باقی‌مانده  در تقسیم جدید، 
 0 53 17 53 17 0 3£ - < + Þ - ³ Þ £x b x x x / کند. پس:�
 Þ =xmax 3 �
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حال 12912 باشد،   a bq r= + نظر مورد  تقسیم  می‌کنیم  فرض   
تغییرات گفته‌شده را به این تقسیم اعمال می‌کنیم و داریم:

 a b q r k+ = + + -37 5( ) �

 a bq r bq r bq q r k k q= +¾ ®¾¾¾ + + = + + - Þ + =37 5 37 5 �
+37 مضرب 5 می‌شود. k k باشد، = 8 با توجه به گزینه‌ها اگر

a است. حال باقی‌ماندهء 13013 q= +7 3  با توجه به صورت سؤال
از صورت‌های به یکی  q می‌تواند  از آن‌جایی که  را می‌خواهیم.  بر 28   a تقسیم 

4 باشد، داریم: 3k + و 4 2k + ، 4 1k + ، 4k
 q k a k a ka q= ¾ ®¾¾¾ = + Þ = += +

4 7 4 3 28 3
7 3 ( ) �

 q k a k a ka q= + ¾ ®¾¾¾ = + + Þ = += +
4 1 7 4 1 3 28 10

7 3 ( ) �
 q k a k a ka q= + ¾ ®¾¾¾ = + + Þ = += +

4 2 7 4 2 3 28 17
7 3 ( ) �

 q k a k a ka q= + ¾ ®¾¾¾ = + + Þ = += +
4 3 7 4 3 3 28 24

7 3 ( ) �
همان‌طور که ملاحظه می‌کنید باقی‌مانده نمی‌تواند 20 باشد.

 چون ab عددی فرد است، پس a و b اعداد فرد هستند. 13113
8 است، پس: 1k + می‌دانیم مربع هر عدد فرد به فرم

 5 11 5 8 1 11 8 1 5 8 11 8 16
2 2a b k k k+ = + + ¢ + = ´ + ´ ¢ +( ) ( ) k �

 = + ¢ + =8 5 11 2 8( )k k q
q

� ��� ��� �

13213 ، ( , )a 90 1= چون می‌باشد،   90 2 3 5
2= ´ ´ می‌دانیم  

قابل  اولین عدد  بنابراین  نه مضرب 5،  و  نه مضرب 3  نه مضرب 2 است،   a پس 
a4 را صفر نمی‌کند عدد 7 و عدد بعدی 11 است: 1- پذیرش برای a که عبارت

 
a a

a a

= Þ - = - = - + = ´ ´

= Þ - = - = -

7 1 7 1 49 1 49 1 2 3 5

11 1 11 1 121 1

4 4 5 2

4 4

( )( )

( )(1121 1 2 3 5 61
4+ = ´ ´ ´

ì
í
ï

îï )
�

 Þ = ´ ´ =d 2 3 5 240
4 �

13313 a = a و عدد بعدی9 = 4  کوچک‌ترین عدد قابل پذیرش
است، پس:

 
a a a

a a a

= Þ - = - =

= Þ - = - =
Þ =

ì
í
ï

îï

4 16 4 12

9 81 9 72

12 72 12

2

2
( , ) �
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