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هندسه يعنی هارمونی. می گويند اگر قلبت با اين دنيا هم نوا و هم ريتم باشد، يک اتفاق های خوبی برای خودت و آدم های 

برت می افتد دورو
قلبت را جای چيزهايی كه خوب نيست نكن!   



به كتاب هندسه ۱ خيلی سبز خوش آمديد.

نحوۂ استفاده از کتاب:
اگر به مدرسه يا كلاس می رويد در مورد استفاده از كتاب حتماً از معلمتان بپرسيد. ما به شدت اعتقاد داريم كه «درس 
معلم زمزمۀ محبت و موفقيت است»، با راهنمايی معلمتان در مورد ترتيب خواندن درس نامه ها و حل كردن تست ها و بررسی 

پاسخ ها، برنامه ريزی و اجرا كنيد.
اول درس نامه را خوب و كامل بخوانيد.  اگر به شكل خودآموز از كتاب استفاده می كنيد توصيۀ ما اين است كه: 
يک بار  چيزهايی از درس نامه كه مهم است را مشخص كنيد، يا برای خودتان يادداشت برداريد و خلاصه كنيد. 
برويد سراغ تست ها، پاسخ تست ها را اول از پاسخ نامۀ كليدی چک كنيد و  ديگر فقط تست های درس نامه را حل كنيد. 

بعد برويد پاسخ های تشريحی را بخوانيد.

ساختار کتاب:
درس نامه:

داريم:  و   ، در درس نامه آيكن های 
نشان دهندۀ نكته ای است كه يا يادگرفتنش لازم است يا باعث می شود تست را سريع تر و بهتر حل كنيد.

نشان دهندۀ يک اشارۀ كوچک به مطلب، مفهوم، توضيح يا مثالی است كه باعث می شود مطلب را بهتر بفهميد 
و يا برای جلوگيری از اشتباه فهميدن يک مطلب است.

نشان دهندۀ يک تعريف، فرمول، مقدار يا ... از درس های قبلی يا سال های قبل است.
در درس نامۀ كتاب سعی كرده ايم از جدول، دسته بندی و هر چيزی كه باعث می شود درس را بهتر و مؤثرتر ياد بگيريد 

استفاده كنيم. حواستان باشد كه برای بررسی بعضی از جدول ها بايد حسابی وقت بگذاريد.
تک تک مثال ها و تست های درس نامه به گونه ای انتخاب شده اند كه اولاً كاربرد نكته ها و مفاهيم گفته شده را ببينيد و ياد 
بگيريد و ثانياً مفاهيم و تمارين كتاب درسی و هر آن چه كه به فهم بيشتر مطالب كتاب درسی كمک می كند را ديده باشيد. 
نمونه های اصلی و پرتكرار تست های كنكور را ببينيد. باز هم توصيه می كنيم بعد از اين كه درس نامۀ هر درس را خوب و كامل 

خوانديد برگرديد و يک  بار ديگر تست های درس نامه را حل كنيد.

تست ها:
تست ها را با وسواس خيلی زيادی چيده ايم تا روند تسلط شما بر مطالب آسان تر شود، پس حتماً سعی كنيد با همان 

ترتيب تست ها را حل كنيد.
تمامی تمارين و مثال های كتاب درسی و كنكور سال های اخير را در كتاب خواهيد ديد، حتماً توجه ويژه ای به آن ها 

داشته باشيد.



به شدت به تغيير فضای تست های كنكور توجه داشته ايم و سعی كرديم تا حد امكان شما را با ذائقۀ طراحان كنكور در 
سال های اخير آشنا كنيم.

و ... را داريم كه نشان دهندۀ روش های   ، در حل تست ها چه در درس نامه و چه در پاسخ ها نمادهای 
متداول ترين راه حل و يا سريع ترين آن ها آمده است.متداول ترين راه حل و يا سريع ترين آن ها آمده است. مختلف حل يک تست است. معمولاً در 

اشارات:
در انتهای هر كدام از فصل ها يک آزمون داريم. توصيۀ شديد و اكيد داريم كه تا وقتی همۀ مطالب فصل را خوب ياد 

نگرفته ايد و تست های فصل را حل و دوره نكرده ايد سراغ آزمون نرويد.
توصيۀ ما برای استفاده از پاسخ نامه اين است:

تعداد مشخصی تست برای يک نشست انتخاب و حل كنيد (مثلاً ۳۰تا). 
درستی پاسخ ها را از روی پاسخ نامۀ كليدی بررسی كنيد.

برگرديد و سعی كنيد تست هايی را كه جواب نداده ايد يا غلط زده ايد دوباره حل كنيد.
برويد سراغ پاسخ نامۀ تشريحی، اول پاسخ تست هايی را كه جواب نداده ايد و يا غلط زده ايد ببينيد و بعد از اين كه اين ها 
ها و    ،  ، را خوب فهميديد و ياد گرفتيد شروع كنيد از اول نگاهی به همۀ پاسخ ها بيندازيد. بررسی 

 ها باعث می شود به همۀ نكته ها و ريزه كاری های درس مسلط شويد.
و حرف آخر هم اين كه:

برای اين كه اين كتاب بهترين باشد كلی كار كرده ايم. به نظر خودمان خيلی خوب شده است  و اميدواريم نظر شما 
هم همين باشد.

اگر اشتباه، غلط، جابه جايی يا ... در كتاب ديديد حتماً برايمان بفرستيد تا هم اصلاح و هم تشكر كنيم.
تشكر بسيار ويژه از دكتر كميل نصری برای تمام دلسوزی هايش و شرايط فوق العاده ای كه در روند تأليف برايمان ايجاد كرده.

از مهندس نويد شاهی عزيز كه در تمام مراحل كتاب با وسواس و دقت بی نظيرشان همراه ما بودند تشكر می كنيم.
از تمامی دوستان و همكارانمان در انتشارات خيلی سبز، خصوصاً خانم الهه آرانی و خانم مليكا مهری كه زحمت پيگيری 

تمام امور اين كتاب را داشتند، تشكر می كنيم.

  @mathmohsenimanesh 
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برای رسم شكل های هندسی، معمولاً از تعريف آن ها و ويژگی نقاط روی شكل كمک می گيريم. در اين بخش، با ترسيم شكل های سادۀ هندسی آشنا می شويم.
مجموعه نقاطی از صفحه كه دارای يک ويژگی مشترک هستند را مكان هندسی می ناميم.

مجموعه نقاطی از صفحه كه از نقطۀ ثابت A به فاصلۀ r باشند، روی دايره ای به مركز A و شعاع r قرار می گيرند:  
AM صدق می كنند، بايد دايره ای به مركز A و شعاع r رسم كنيم. r= پس برای ترسيم مجموعه نقاطی مانند M كه در ويژگی

DD نباشد، x كدام می تواند باشد؟ 3 است. اگر هيچ نقطه ای به فاصلۀ ۱۱ از نقطۀ A روی 1x -- DD برابر با فاصلۀ نقطۀ A از خط 
۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۵ (۱
 D نقاطی كه از A به فاصلۀ ۱۱ هستند، روی دايره ای به مركز A و شعاع ۱۱ واقع اند، اين دايره نبايد با خط
 3 1 11 3 12 4x x x- > Þ > Þ > نقطۀ مشترک داشته باشد، تا آن چه سؤال گفته اتفاق بيفتد، پس: 

x قابل قبول است.  = 5 پس در بين گزينه ها

از اين موضوع ساده، ممكن است سؤال های جدی تری هم ببينيم، مثل تست بعد.

روی محيط يک مستطيل، n نقطه وجود دارد كه از محل تقاطع قطرهای آن به يک فاصله اند. مجموعۀ مقادير قابل قبول برای n، چند عضو دارد؟
۵ (۴  ۴ (۳  ۸ (۲  ۳ (۱

 O هستند، برای اين منظور دايره ای به مركز r به فاصلۀ O متقاطع اند و می خواهيم نقاطی را پيدا كنيم كه از O فرض كنيد قطرهای مستطيل در فرض كنيد قطرهای مستطيل در فرض كنيد قطرهای مستطيل در
و شعاع r رسم می كنيم. بسته به مقدار r، حالت های زير امكان پذير است:

پس n، می تواند پنج مقدار متفاوت (۰، ۲، ۴، ۶ و ۸) را بپذيرد.

r¢ هستند، در اين حالت بايد به تعداد نقاط برخورد دو دايره فكر كنيم. مركز دايره ها  فرض كنيد دنبال نقاطی می گرديم كه از A به فاصلۀ r و از B به فاصلۀ
r¢ و به پاره خط AB خط المركزين دو دايره می گوييم. A و B و شعاع آن ها به ترتيب r و

حالت های زير را داريم:
شکلرابطۀ بین خط المرکزین و شعاعتعداد نقاط مشترک

فاقد نقطۀ مشترک
فاصلۀ مركزها از جمع شعاع ها بيشتر است:

AB r r> + ¢

(M) يک نقطۀ مشترک
فاصلۀ مركزها با جمع شعاع ها برابر است:

AB r r= + ¢



هندسه دهم ـ فصل اول ۸

شکلرابطۀ بین خط المرکزین و شعاعتعداد نقاط مشترک

(M و N) دو نقطۀ مشترک
r است: r- ¢ ¢ و +r r فاصلۀ مركزها بين

| |r r AB r r- ¢ < < + ¢

(M) يک نقطۀ مشترک
است:  شعاع ها  اختلاف  برابر  مركزها  فاصلۀ 

 AB r r= - ¢| |

فاقد نقطۀ مشترک
فاصلۀ مركزها از اختلاف شعاع ها كم تر است:

AB r r< - ¢| |

3 قرار دارند. اگر دو نقطه در صفحه موجود باشد كه از A به فاصلۀ ۲ و از B به فاصلۀ ۳ باشند، كدام مقدار  1m -- دو نقطۀ A و B به فاصلۀ
برای m مناسب است؟

 1 1/ (۴   2 3/ (۳  ۳ (۲   0 6/ (۱
؛  | |3 2 3 1 3 2- < - < +m | برقرار باشد، پس داريم: |r r AB r r- ¢ < < + ¢ با توجه به وجود ۲ نقطه، دايره ها بايد متقاطع باشند و شرط
1 را  1/ 2 تا ۲ برای m مناسب اند، كه در گزينه ها

3
؛ يعنی مقادير بين 2

3
2< <m 2 و بنابراين 3 6< <m 1 كه از آن نتيجه می شود 3 1 5< - <m يعنی

انتخاب می كنيم.

 در دو طرف آن هستند:   قرار داشته باشند، روی دو خط موازی نقاطی از صفحه كه به فاصلۀ d از خط

نقطۀ O روی خط L قرار دارد. چند نقطه در صفحه وجود دارد كه از نقطۀ O به فاصلۀ ۳ و از خط L به فاصلۀ ۲ باشند؟
۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲ ۱) صفر 

 L و شعاع ۳ است و نقاطی كه از خط O به فاصلۀ ۳ هستند، دايره ای به مركز O خُب نقاطی كه از نقطۀ
به فاصلۀ ۲ هستند، دو خط موازی خط L به فاصلۀ ۲ از آن خواهند بود. نقاط تلاقی اين دو خط و دايره، هر دو ويژگی 

مورد نظر را دارند. (حتماً خط ها دايره را قطع می كنند؟!)
 

فاصلۀ يک نقطه، از يک پاره خط، در واقع فاصلۀ آن نقطه از امتداد آن پاره خط است، مثلاً در فاصلۀ يک نقطه، از يک پاره خط، در واقع فاصلۀ آن نقطه از امتداد آن پاره خط است، مثلاً در 
شكل روبه رو، فاصلۀ M از پاره خط AB، برابر با طول MH است.

 

3 باشد؟ 2 روی محيط مثلثی به طول اضلاع ۵، ۵ و ۶، چند نقطه وجود دارد كه از بزرگ ترين ضلع، به فاصلۀ
۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

مثلث، متساوی الساقين است و بزرگ ترين ضلع آن، ضلع به طول مثلث، متساوی الساقين است و بزرگ ترين ضلع آن، ضلع به طول مثلث، متساوی الساقين است و بزرگ ترين ضلع آن، ضلع به طول ۶ كه قاعدۀ آن است. در مثلث  
متساوی الساقين ارتفاع وارد بر قاعده، ميانۀ وارد بر آن هم هست با توجه به شكل و استفاده از قضيۀ فيثاغورس در 

 AH AB BH2 2 2
25 9 16= - = - = مثلث قائم الزاويۀ ABH، داريم:

 3 2 ، يعنی نقاطی كه از BC به فاصلۀ 3 2 4 2 2 1 4 / /> AH:´ÄnHj, AH. از آن جا كه = 4 پس
d¢ قرار می گيرند كه با محيط مثلث ABC، هيچ نقطۀ مشتركی ندارند. هستند، روی دو خط d و

 



۹ترسیم های هندسی و استدلال

 بين دو خط و به  d¢ به يک فاصله هستند، روی خطی مانند نقاطی از صفحه كه از دو خط موازی d و
فاصلۀ يكسان از آن ها قرار دارند.

 

d¢¢ به يک  2 است. اگر A نقطه ای روی خط d باشد، چند نقطه در صفحه وجود دارد كه از d و d¢¢ برابر  فاصلۀ بين دو خط موازی d و
0 باشد؟ 5/ فاصله و از A به فاصلۀ

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 
فاصله  يک  به   ¢d و  d از  كه  نقاطی  پس   ، 1

2
2 0 7 / داريم  2 1 4 / اين كه به  توجه  با 

 0 5/ ) و نقاطی كه از A به فاصلۀ 1 از هر دوی آن ها قرار دارند (خط
2

2 0 7 / هستند، روی خطی به فاصلۀ
 0 قرار دارند. همان طور كه در شكل می بينيد، اين دايره با خط 5/ هستند، روی دايره ای به مركز A و شعاع

نقطۀ مشتركی ندارد.
 

در شكل روبه رو، Oz نيمساز زاويۀ xOy است. اگر M نقطه ای واقع بر Oz باشد، دو مثلث قائم الزاويۀ OMH و
MH، بنابراين: MH= ¢ ¢OMH بنا به حالت وتر و يک زاويۀ حاده همنهشت هستند، پس  

هر نقطه روی نيمساز يک زاويه از دو ضلع آن زاويه به يک فاصله است.

حالا فرض كنيد نقطه ای مانند N داريم كه می دانيم از دو ضلع زاويۀ xOy به يک فاصله است. اگر از N به O وصل كنيم، 
، بنابراين: Æ ÆO O

1 2
= اين بار دو مثلث ONH و ONK بنا به حالت وتر و يک ضلع زاويۀ قائمه همنهشت هستند، پس

هر نقطه كه از دو ضلع يک زاويه به يک فاصله باشد، روی نيمساز آن زاويه قرار دارد. 

در شكل روبه رو فاصلۀ بين دو نقطۀ H و K كدام است؟ 
 1 5/ (۱

۲ (۲
 2 5/ (۳

۳ (۴
نقطۀ A روی نيمساز زاويۀ xOy قرار دارد، پس دو مثلث OAH و OAK بنا به حالت وتر و يک زاويۀ حاده همنهشت هستند و داريم:

AH AK x y
OH OK x y x y x y

y y y xx y= Þ = +
= Þ - = + Þ =

ì
í
î

Þ = + Þ = ¾ ®¾¾ ==1

2 2 3
3 1

1

2

3

2

3  

HOKÆ است، اين مثلث متساوی الاضلاع است، پس: = 60
 OH، مثلث OHK متساوی الساقين است و از آن جا كه يكی از زاويه های آن OK= به دليل آن كه

 HK OK x y= = + = + = =2
3

2

2

2

5

2
2 5/  

در تست قبل، نيمساز به وضوح ديده می شد، اما موضوع تست بعد، اين است كه بدانيد اگر نقطه ای از دو ضلع يک زاويه به يک فاصله بود، بر نيمساز آن 
زاويه واقع است.

 H رسم می كنيم تا آن را در BC عمودی بر M قرار دارد. از نقطۀ AC روی ضلع M نقطۀ ( Æ , Æ )A C== ==90 40
   ABC در مثلث قائم الزاويۀ

MH، آن گاه زاويۀ AMB چند درجه است؟ AM== قطع كند. اگر
 75 (۴   115 (۳   100 (۲   65 (۱

به شكل خيره شويد! در واقع فاصلۀ نقطۀ M از ضلع های AB و BC برابر است، پس M روی 

M1 برابر است با: ، پس زاويۀ Æ ÆB B
1 2

50

2
25= = =



 نيمساز زاويۀ B قرار دارد، بنابراين

                ABM M
D
: Æ

1
90 25 65= - =    

 
خاصيت نيمساز، بسيار مستعد اين است كه در تست ها، با مساحت تركيب شود، پاسخ تست بعد را خوب بخوانيد تا دستتان بيايد اين مدل 

سؤال ها چه جوری هستند.
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در شكل روبه رو فاصلۀ نقطۀ A از BC، چند برابر y است؟ 
 1 2/ (۱
 1 3/ (۲
 1 4/ (۳
 1 5/ (۴

يعنی است،  فاصله  به يک   AC و   AB از   D است، پس   A زاويۀ  نيمساز   AD به شكل،  توجه  با 
DK و داريم: DL y= =

 S ABC S ABD S ACD S ABC DLAB DK AC( ) ( ) ( ) ( ) . .= + Þ = +1

2

1

2
 

 Þ = + = + =S ABC y y y y y( ) ( ) ( )1

2
2

1

2
4 2 3  

 

فاصلۀ A از BC، همان طول ارتفاع AH در مثلث ABC است، پس داريم: 

 S ABC AHBC y AH AH y( ) . / y= Þ = ´ Þ = =1

2
3

1

2
5

6

5
1 2  

برای رسم نيمساز يک زاويه، با خط كش و پرگار، با روشی كه كتاب درسی گفته است، به صورت زير عمل می كنيم:
) و شعاع دلخواه، كمانی می زنيم تا اضلاع زاويه را در A و B قطع كند. )O گام اول: به مركز زاويه

 
گام دوم: به مركز A و B، دو كمان با شعاع مساوی می زنيم تا يكديگر را در W قطع كنند. (دقت كنيد شعاع اين 

دو كمان بايد از نصف طول AB بيشتر باشد تا همديگر را قطع كنند.)

 
) وصل می كنيم. OW نيمساز زاويۀ O است. )W گام سوم: بالأخره از رأس زاويه به محل تلاقی

 

،FACÆ == 17
 در شكل روبه رو، كمان هايی به شعاع برابر و به مركزهای C ،B ،A و D رسم شده اند. اگر

آن گاه زاويۀ BAF چند درجه است؟
  42 5/ (۲   ۳۴ (۱

۵۱ (۴    47 5/ (۳

 DAFÆ =17 ، آن گاه FACÆ =17 بنا به آن چه در مورد روش نيمساز گفتيم، AE نيمساز زاويۀ BAC و AF نيمساز زاويۀ EAC است، پس اگر

 BAF BAE DAF= + = + =Æ Æ 34 17 51
   DAC، پس:  BAEÆ Æ= = ´ =2 17 34

  و

، از اين دو خط به يک فاصله است.  ¢d هر نقطه روی نيمسازهای زاويه های بين دو خط متقاطع d و
همان طور كه در شكل می بينيد، برای دو خط متقاطع، دوتا خط نيمساز (يكی برای زاويۀ كوچک و يكی برای زاويۀ 
d¢ به يک فاصله است. مثلاً  بزرگ) رسم می شود، اين دو نيمساز بر هم عمودند و هر نقطه روی آن ها از دو خط d و

d¢ به يک فاصله اند: نقطۀ M و نقطۀ N چون روی نيمساز هستند، از دو خط d و
 MH MH= ¢ Û M روی نيمساز است.   
 NQ NQ= ¢ Û N روی نيمساز است.   
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فاصله اند،  یک  به   ¢d و  d متقاطع  خط  دو  از  که  نقاطی  پیدا کردن  برای 

نیمسازهای زاویه های بین دو خط را رسم می کنیم: 

) بر هم عمودند. ¢
  و دقت کنید که این دو نیمساز (یعنی دو خط

 

¢¢ به يک فاصله و از نقطۀ O به فاصلۀ ۲ باشند؟ 
  و در شكل روبه رو، چند نقطه وجود دارد كه از

۴ (۲   ۲ (۱
۴) بی شمار   ۸ (۳

¢ باشد و روی دايره به مركز O و شعاع ۲ هم باشد. 
  و نقطه يا نقاط مورد نظر بايد روی يكی از نيمسازهای

با توجه به شكل، ۴ نقطۀ N ،P ،Q و M جواب هستند. (راستی اين نقاط رئوس يک مربع به قطر ۴ هستند.)

 

اگر دنبال نقاطی می گرديم كه از دو نقطۀ A و B به فاصلۀ مساوی باشند، كافی است عمودمنصف پاره خط AB را بكشيم. هر نقطه روی اين عمودمنصف 
جواب ما است؛ پس:

نقاطی كه از A و B به يک فاصله باشند، روی عمودمنصف AB هستند. 

 NA NB MA MB PA PB= = =, ,  
هر نقطه ای كه روی عمودمنصف AB باشد، از A و B به يک فاصله است. ضمن آن كه: 

دو پاره خط AB و DC مطابق شكل در نظر گرفته شده اند. چند نقطه وجود دارد كه از نقاط A و B به يک 
فاصله و از نقاط C و D هم به يک فاصله باشد؟

۱ (۲ ۱) صفر  
 ۳ (۴   ۲ (۳

نقاطی كه از دو سر پاره خط AB فاصله های مساوی دارند، همگی روی عمودمنصف اين پاره خط قرار دارند و 
نقاطی هم كه از دو سر پاره خط DC به يک فاصله اند، روی عمودمنصف پاره خط DC قرار دارند؛ پس نقطه ای را می خواهيم 

كه هم روی عمودمنصف AB باشد، هم روی عمودمنصف DC باشد.
تنها نقطه با اين ويژگی، محل برخورد عمودمنصف هاست؛ پس فقط يک نقطه با اين ويژگی وجود دارد. 

را در  ببينيد كه مشابه آن  را  تست زير  با مسائل محاسبۀ زاويۀ مجهول است، مثلاً  پاره خط، خوراکِ تركيب شدن  خاصيت عمودمنصف 
كنكورهای اخير هم داشته ايم.

 APB قطع كرده است. زاويۀ P را در نقطۀ BC قاعدۀ ،AC عمودمنصف ضلع ، ( , Æ )AB AC A== == 112
  ABC در مثلث متساوی الساقين

چند درجه است؟
۷۴ (۴  ۷۲ (۳  ۷۰ (۲  ۶۸ (۱

شكل را خوب نگاه كنيد! 
PA و در  PC= نقطۀ P روی عمودمنصف ضلع AC است، پس از دو سر پاره خط به يک فاصله است، يعنی

ÆA داريم: =112 Æ و ÆB C= Æ است. در مثلث اصلی با توجه به ÆA C1 = = a نتيجه
Æ ÆB C= = - = Þ =180 112

2
34 34

 

 a  

 APC
D

= زاويۀ خارجی در = + = = ´ =APB C AÆ Æ Æ
1

2 2 34 68a   پس: 
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برای رسم عمودمنصف پاره خط AB با خط كش و پرگار به روشی كه كتاب درسی گفته، به صورت زير عمل می كنيم: 
گام اول: پرگار را به اندازۀ بيش از نصف AB باز می كنيم.

گام دوم: به مركزهای A و B دو كمان می زنيم تا يكديگر را در P و Q قطع كنند.
گام سوم: نقاط برخورد اين كمان ها را به هم وصل می كنيم. PQ عمودمنصف پاره خط AB است.

مثلاً برای رسم عمودمنصف پاره خط AB به طول ۸ بايد دو كمان با شعاع بيش از ۴ بزنيم و نقاط برخورد را به هم وصل كنيم.

در شكل روبه رو، دو كمان با شعاع های برابر ولی بيشتر از نصف PQ به مركزهای P و Q رسم شده اند. 
كدام گزينه را در حالت كلی، نمی توان پذيرفت؟

UV (۱ عمودمنصف PQ است.
PQ (۲ عمودمنصف UV است.

PUQV (۳ مربع است.
۴) دو مثلث PUQ و PVQ همنهشت اند. 

با وصل كردن آن ها به هم،  با توجه به شكل، U و V هر دو از دو سر پاره خط PQ به يک فاصله اند، پس روی عمودمنصف PQ قرار دارند و 
.( عمودمنصف به دست می آيد (

 .( دو مثلث PUQ و PVQ به حالت (ض ض ض) با هم همنهشت اند (
در مثلث متساوی الساقين PM ،PUV ارتفاع وارد بر قاعده است، پس بر عمودمنصف قاعده واقع است، يعنی PQ عمودمنصف 

.( UV است (
اما چهارضلعی PUQV لوزی است، چون چهار ضلع آن با هم مساوی هستند ولی دليلی برای مربع بودن آن نداريم.

ميدان يك شهر به صورت دايره است. مى خواهيم مركز آن را يافته و در آن جا مجسمه اى قرار دهيم. به كمك وسايل ترسيم و 
ترسيم هاى مقدماتى، مركز اين دايره را بيابيد.

 CD و AB مى دانيم كه مركز دايره روى عمودمنصف هاى وترهاى آن قرار دارد. دو وتر دلخواه
(كه باهم موازى نباشند) را مى كشيم و عمودمنصف هاى آن ها را رسم مى كنيم، محل برخورد اين عمودمنصف ها 

مركز دايره را نشان مى دهد.

حالا كه رسم عمودمنصف را ياد گرفتيم، می توانيم رسم های زير را انجام دهيم:

جوابشکلتعداد استفاده از خط کش و پرگارشرح مراحلهدف

الف) رسم خطی 
عمود بر يک خط از 

نقطه ای روی آن.

دلخواه  شعاع  و   A مركز  به 
را   d خط  تا  می زنيم  كمان 
حالا  كند.  قطع   C و   B در 
عمودمنصف BC را می كشيم.

۴
(۳ كمان و يک خط)

ب) رسم خطی 
عمود بر يک خط از 
نقطه ای بيرون آن.

A و شعاع بزرگ تر از  به مركز
 d كمان می زنيم تا خط AH
و C قطع كند. حالا   B را در
عمودمنصف BC را می كشيم.

۴
(۳ كمان و يک خط)

پ) رسم خطی 
موازی يک خط از 
نقطه ای بيرون آن.

از نقطۀ  ابتدا مانند حالت (ب)، 
رسم   d خط  به  عمودی   A
). حالا از روی نقطۀ   می كنيم (
رسم   (  ) خط  بر  عمودی   A
d¢ جواب نهايی است. می كنيم.

۸
(۶ كمان و ۲ خط)
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در رسم خطی موازی با خط داده شده از يک نقطۀ غيرواقع بر آن، كدام يک از موارد زير به كار نمی رود؟
۲) در صفحه، دو خط عمود بر يک خط، با هم موازی اند. ۱) دو خط موازی با يک خط، با هم موازی اند. 

۴) از يک نقطۀ غيرواقع بر يک خط، می توان خطی عمود بر آن رسم كرد.  ۳) از يک نقطه روی يک خط، می توان خطی عمود بر آن رسم كرد. 
 ،A سپس از نقطۀ .( A¢ می ناميم ( نقطۀ A و خط d در صفحه را در نظر می گيريم، ابتدا از نقطۀ A خطی بر d عمود كرده و نقطۀ تقاطع را

  .( ¢AA رسم می كنيم ( d¢ را عمود بر خط
.( ¢AA عمود هستند؛ بنابراين با هم موازی اند ( d¢ هر دو بر خط دو خط d و

) استفاده نشده است. تنها از مورد بيان شده در (

دقت كنيد كه مسائل ترسيم بسيار متنوع و بعضی از آن ها بسيار سخت هستند. ما در اين قسمت فقط يک سری حالت خاص را كه با معلومات كتاب درسی 
قابل حل هستند، بررسی می كنيم، اما بدانيد كه مسائل رسم، محدود به اين حالت ها نيستند و بسيار گسترده تر هستند!

در ابتدا چند حالت ساده تر در رسم مثلث را بررسی می كنيم و سپس به سراغ حالت های دشوارتر می رويم.

اگر بخواهيم مثلثی با طول اضلاع ۲، ۴ و ۵ بكشيم چه كار می كنيم؟
پاره خطی به طول يک ضلع می كشيم، مثلاً به طول ۵:

سپس از يک سر آن بايد دايره به شعاع ۲ و از سر ديگر دايره به شعاع ۴ رسم كنيم، محل برخورد اين دو 
 دايره، رأس سوم مثلث است:

حالا اگر اضلاع مثلث b ،a و c باشند، ابتدا پاره خطی به طول ضلع a می كشيم. سپس به مركز يک سر 
پاره خط دايره به شعاع b و به مركز سر ديگر پاره خط دايره به شعاع c می زنيم، محل برخورد اين دو دايره 

رأس سوم مثلث است.
A بنا به حالت (ض ض ض) همنهشت هستند  BC2 A و BC1 در شكل رسم شده، دو مثلث

و در واقع يک مثلث محسوب می شوند.
، پس می توان گفت: b c a+ < راستی شرط اين كه دايره های به شعاع b و c متقاطع باشند، اين است كه

برای آن كه مثلثی به طول اضلاع b ،a و c قابل رسم باشد، بايد طول هر كدام از ضلع ها از مجموع دو تای ديگر كم تر باشد، يعنی بايد نامساوی های 
c برقرار باشد. a b< + b و c a< + , a b c< +

در صورتی که طول ضلع های یک مثلث را بدانیم، اگر طول بزرگ ترین آن ها از مجموع دوتای دیگر کوچک تر باشد، مثلث قابل 

رسم است، یعنی دو نامساوی دیگر خودبه خود برقرارند و لازم نیست برقراری آن ها را بررسی کنیم.

در هر كدام از حالت هاى زير مشخص كنيد مثلثى كه طول سه ضلع آن داده شده است، قابل رسم است يا خير؟
3 و3  ، 2   2، 3 و 5  

، پس مثلثى به طول اضلاع 2،  5 2 3< + بزرگ ترين عدد از ميان 2، 3 و 5، عدد 5 است كه مجموع آن از دو تاى ديگر كم تر نيست
3 و 5 وجود ندارد.

3 قابل رسم است. ، 3 و 2 3 و در نتيجه مثلثى به طول اضلاع 2 3< + ، پس 3 1 7 / 2 و 1 4 / مى دانيم

با حل يک مثال، قشنگ دستتان می آيد كه در اين حالت، بايد چه كار كنيد:

 ،AB == 2 AM ميانۀ وارد بر اين ضلع است. اگر == 2 5/ BC و == 3 در مثلث ABC، مى دانيم
روش رسم اين مثلث را توضيح دهيد و بگوييد با اين اطلاعات چند مثلث قابل رسم است؟

آن كه به  توجه  با  مى گيريم،  نظر  در  را  داريم.)  را  آن  بر  وارد  ميانۀ  كه  (يعنى ضلعى   BC = 3 پاره خطپاره خط
AM، رأس A روى  = 2 5/ AB، رأس A روى دايره اى به مركز B و شعاع 2 قرار دارد و با توجه به اين كه = 2
2 قرار دارد، پس نقطۀ برخورد اين دو دايره، رأس A است، همان طور كه  5/ دايره اى به مركز M (وسط BC) و شعاع
A به حالت  BC2 A و  BC1 ) متقاطع اند، اما به دليل آن كه دو مثلث  A A1 2» مى بينيد، اين دو دايره در دو نقطۀ (

(ض ض ض) همنهشت هستند، مسئله يك جواب دارد.
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مثل حالت قبل، با حل يک مثال ببينيد كه در اين حالت بايد چه كار كنيم:

ha (ارتفاع وارد بر ضلع a) توضيح دهيد و بگوييد با اين اطلاعات،  == b و1 == 2 ، a == 3 روش رسم مثلث ABC را با معلومات
چند مثلث قابل رسم است؟

اول بگوييم كه در هندسه قرارداد مى كنيم كه در مثلث ABC، طول هر ضلع را با حرف كوچك رأس 
AB. ضمن آن كه ارتفاع و ميانه را به ترتيب با h و  c= AC و b= ،BC a= روبه روى آن نشان مى دهيم، يعنى
mb ميانۀ وارد بر ضلع به طول b است. ha ارتفاع وارد بر ضلع به طول a و منظور از m نشان مى دهيم، مثلاً منظور از

حالا به سراغ حل سؤال برويم: 
اين كه به  توجه  با  نظر مى گيريم.  در  را  داريم.)  را  آن  بر  وارد  ارتفاع  (يعنى ضلعى كه طول   BC a= = 3 ضلع

 ،AH ha= = 1 AC، رأس A روى دايره اى به مركز C و شعاع 2 قرار دارد و با توجه به اين كه b= = 2
يعنى فاصلۀ رأس A از BC برابر با 1 است، پس رأس A روى دو خط موازى با BC و به فاصلۀ 1 از آن قرار 
 A BC4 دارد. همان طور كه مى بينيد، اين دو خط، دايره را در چهار نقطه قطع مى كنند، اما به دليل آن كه دو مثلث

A نيز با هم همنهشت هستند، مسئله دو جواب دارد. BC3 A و BC2 A با هم و دو مثلث BC1  و

حالا می خواهيم دو حالت مشكل تر را بررسی كنيم. ابتدا توجه كنيد كه در مسائل پيش رو، به دليل سخت ترشدن مسائل ترسيم، حتماً بايد ابتدا مسئله را 
حل شده فرض كنيم تا اولاً تصوير درستی از آن چه قرار است رسم شود داشته باشيم و ثانياً روابط موجود در شكل را بيابيم. 

مثال را ببينيد:

AH معلوم است. مثلث را رسم كنيد.  ha== AC و طول ارتفاع b== AB و c== از مثلث ABC اندازۀ ضلع هاى

ابتدا مسئله را حل شده فرض مى كنيم؛ يعنى فرض مى كنيم مثلث ABC با اطلاعات مذكور به 
صورت مقابل رسم شده است. حال بايد روش ايجاد چنين مثلى را بيابيم.

 را عمود بر d خارج  روش رسم: خط دلخواه d را در صفحه رسم مى كنيم. از نقطۀ دلخواه H روى خط، خط
 را در A قطع كند؛ سپس به مركز A دايره اى به شعاع c مى زنيم  ha مى زنيم تا مى كنيم. از H كمانى به اندازۀ
 d دايره اى رسم مى كنيم تا خط b و اين بار به شعاع A قطع نمايد. به همين ترتيب به مركز ¢B تا d را در نقاط B و
¢ABC مثلث هاى  AB و C¢  ،AB C¢ ¢  ،ABC قطع كند. مطابق شكل روبه رو، چهار مثلث ¢C را در C و

AB، پس دو نوع مثلث ايجاد مى شود كه يك نوع،  C ABC¢ @ ¢
D D

ABC و AB C
D D

@ ¢ ¢ مطلوب اند ولى چون 
حاده الزاويه و نوع ديگر، منفرجه الزاويه است.

ha دارند، حالت های زیر می تواند رخ بدهد: در مثال قبل با توجه به مقادیر مختلفی که c ،b و

 برقرار باشند، دو نوع مثلث حاده الزاویه و منفرجه الزاویه 
b c
h b ca

¹
<

ì
í
î ,

اگر دو شرط

ایجاد می شود.
       

؛ یک نوع مثلث متساوی الساقین ایجاد می شود. 
b c
h b ca

=
<

ì
í
î ,

اگر

 

 یک نوع مثلث قائم الزاویه ایجاد می شود.
b c
h b h ca a

¹
= =

ì
í
î IÄ

اگر

       

شکل،  مطابق  زیرا  نمی شود؛  تشکیل  مثلثی  هیچ  h؛  ca > یا  h ba > اگر
دایره هایی به شعاع b و c خط d را قطع نمی کنند یا به عبارتی دیگر، وتر هیچ گاه 

از ضلع قائمه کوچک تر نمی شود.
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به كاری كه در نكتۀ صفحۀ قبل انجام داديم، بحث در تعداد جواب های مسئلۀ ترسيم گفته می شود.

ha چند مقدار صحيح می تواند داشته باشد؟ ha، دو نوع مثلث ايجاد شده است. b و == 3 ، c == 10 در رسم مثلث ABC با معلومات
۴) بی شمار  ۶ (۳  ۲ (۲ ۱) صفر 

 h h ha a a< < Þ < <3 10 0 3,  لذا داريم: 
b c
h b ca

¹
<

ì
í
î ,

برای اين كه مسئله ۲ جواب متمايز داشته باشد، بايد

درست است. ha می تواند باشد؛ پس  = 2 ha يا = كه اين بازه دارای ۲ مقدار صحيح است؛ يعنی1

 
ma رسم كنيم. اساس كار در اين حالت،  فرض كنيد می خواهيم مثلث ABC را با معلوم بودن دو ضلع b و c و ميانۀ
A¢ به C وصل كنيم، آن گاه دو  A¢ امتداد داده و از ma را از طرف نقطۀ M به اندازۀ خودش تا اين است كه اگر ميانۀ 
¢ACA مثلثی  ، يعنی ¢ =AC c ACM¢ بنا به حالت (ض ز ض) همنهشت خواهند بود، در نتيجه مثلث ABM و
¢ACA،  می توانيم مثلث ABC را  2ma است كه طول اضلاع آن را داريم، به كمک رسم مثلث به طول اضلاع c ،b و

هم رسم كنيم، مثال بعد را ببينيد تا خوب دستتان بيايد.

ma معلوم اند، روش رسم مثلث را توضيح دهيد و بگوييد مسئله چند  == 2 5/ c و ميانۀ == 4 b و == 2 از مثلث ABC، دو ضلع
جواب دارد؟

A¢ امتداد دهيم،  اول مسئله را حل شده فرض مى كنيم. اگر ميانۀ AM را از طرف M به اندازۀ خودش تا
¢ را داريم كه قابل  =AC 4 AC و = 2  ، AA¢ = 5 با توجه به آن چه در بالا گفتيم، مثلثAAC¢ به طول اضلاع

( 5 2 4< + رسم است. (چون طول ضلع بزرگ تر آن از مجموع دو ضلع ديگر كم تر است
پس مثلثAAC¢ را با معلوم بودن طول سه ضلع آن رسم مى كنيم. (روش رسم مثلث را با معلوم بودن طول سه ضلع آن 
) وصل كرده، به اندازۀ خودش امتداد دهيد تا به نقطۀ B برسيد  AA¢ بلديد.) حالا كافى است از رأس C به نقطۀ M (وسط

و از B به A وصل كنيد تا مثلث ABC رسم شود.
رسم مثلث ABC وابسته به رسم مثلثAAC¢ است، چون يك مثلثAAC¢ مى توانيم رسم كنيم، پس يك مثلث ABC هم قابل رسم است.

در مورد ويژگی های متوازی الاضلاع، در فصل سوم همين كتاب، به طور مفصل صحبت خواهيم كرد. در اين قسمت از يک ويژگی متوازی الاضلاع كه در 
سال نهُم آن را خوانده ايد استفاده می كنيم: 

ويژگی: قطرهای هر متوازی الاضلاع، همديگر را نصف می كنند و هر چهارضلعی ای كه قطرهای آن همديگر را نصف كنند، متوازی الاضلاع است.

اين معلومات، چند متوازى الاضلاع  با  6 است، توضيح دهيد و بگوييد  4 و  روش رسم متوازى الاضلاعى را كه طول قطرهاى آن 
مى توان رسم كرد؟ 

ابتدا AB را به طول 4 رسم مى كنيم. سپس دايره اى به مركز O (وسط AB) و شعاع 3 رسم مى كنيم. 
قطر دلخواه CD را نگاه كنيد. با وصل كردن C ،B ،A و D به همديگر، يك چهارضلعى به وجود مى آيد كه قطرهايش 

منصف يكديگرند پس متوازى  الاضلاع است. اندازۀ قطرهايش هم كه 4 و 6 است.
CD هر قطر ديگرى از اين دايره (البته غير از قطر گذرنده از A و B!) باشد، باز هم چهارضلعى ABCD متوازى الاضلاعى 
به طول قطرهاى 4 و 6 است، پس با توجه به اين كه دايره بى شمار قطر دارد، بى شمار متوازى الاضلاع به طول قطرهاى 

4 و 6 مى توانيم رسم كنيم.

البته خيلی وقت ها، اين كه مسئله را حل شده فرض كنيد و يک شكل فرضی برای تحليل سؤال رسم كنيد، بسيار به شما كمک می كند.

چند متوازی الاضلاع به طول قطرهای ۴ و ۶ وجود دارد كه طول يكی از ضلع های آن ۵ باشد؟
۴) بی شمار ۳) صفر   ۲ (۲  ۱ (۱

مسئله را حل شده فرض می كنيم، بايد شكل روبه رو را داشته باشيم.  مسئله را حل شده فرض می كنيم، بايد شكل روبه رو را داشته باشيم.  
اگر بتوانيم مثلث OCD را رسم كنيم با امتداد دادن OC و OD از طرف O به اندازۀ خودشان به ترتيب A و B پيدا 
می شوند و می توانيم متوازی الاضلاع ABCD را رسم كنيم. اما با معلوماتی كه سؤال داده، مثلث OCD قابل رسم نيست 

، پس متوازی الاضلاع مورد نظر هم قابل رسم نيست. 5 2 3/< + چون
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اگر ضلع های يک متوازی الاضلاع با هم برابر باشند، اسم آن را می گذاريم لوزی. در لوزی قطرها عمودمنصف هم هستند.
اگر زاويه های يک متوازی الاضلاع با هم برابر باشند، (يعنی هر چهارتا قائمه باشند)، اسم آن را می گذاريم مستطيل. در مستطيل قطرها با همديگر برابرند.

مربع، متوازی الاضلاعی است كه هر چهار زاويۀ آن با هم برابرند (يعنی قائمه اند) و هر چهار ضلع آن هم با هم برابرند، پس هم خاصيت مستطيل را مربع، متوازی الاضلاعی است كه هر چهار زاويۀ آن با هم برابرند (يعنی قائمه اند) و هر چهار ضلع آن هم با هم برابرند، پس هم خاصيت مستطيل را 
دارد، يعنی قطرهايش با هم برابرند و هم خاصيت لوزی را دارد، يعنی قطرهايش عمودمنصف هم هستند.

البته باز هم تأكيد می كنيم هرچند كه سال قبل اين ها را خوانده ايد، اما در فصل سوم همين كتاب، به طور كامل تر در مورد اين ويژگی ها صحبت 
می كنيم، فعلاً در حدی كه نيازمان را در مسائل ترسيم برآورده كند، اين چند ويژگی را در مورد متوازی الاضلاع های خاص (يعنی مستطيل، لوزی و مربع) 

يادآوری كرديم.
حالا با هم مثالی در مورد رسم مستطيل حل می كنيم.

چگونه مى توان مستطيلى به طول ضلع 2 و طول قطر 6 رسم كرد؟

BC را در نظر گرفته، به مركزهاى B و C، كمان هايى به شعاع 3 رسم مى كنيم تا همديگر را  = پاره خطپاره خطپاره خطپاره خط2
در O قطع كنند، حالا از B به O وصل كرده، پاره خط حاصل را از طرف O به اندازۀ خودش امتداد مى دهيم تا D به دست 
آيد، به همين ترتيب با امتداد CO از طرف O به اندازۀ خودش A به دست مى آيد. در چهارضلعى ABCD، قطرها همديگر 

 را نصف مى كنند و با هم برابرند، پس اين چهارضلعى مستطيل است.
يک تست هم در مورد رسم لوزی حل كنيم.

چند لوزی به طول ضلع ۲ و قطر ۶ می توان رسم كرد؟
۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

می دانيم كه قطرهای لوزی عمودمنصف يكديگرند، پس ابتدا پاره خطی به طول می دانيم كه قطرهای لوزی عمودمنصف يكديگرند، پس ابتدا پاره خطی به طول ۶ می كشيم و عمودمنصف آن را 
رسم می كنيم. حالا دايره ای به مركز D و شعاع ۲ رسم می كنيم. محل برخورد اين دايره با عمودمنصف BD، جای دو رأس 
ديگر را تعيين می كند. اما دقت كنيد كه دايره ای به شعاع ۲ اصلاً نمی تواند اين خط را قطع كند، پس با اين اندازه ها لوزی 

 قابل رسم نيست!

طول یک ضلع و طول قطر مستطیل، (به شرط این که طول  طول قطرهای لوزی،  طول قطر مربع،  با داشتن 

قطر، از طول ضلع بیشتر باشد!) این چهارضلعی ها به صورت منحصربه فرد، قابل رسم هستند.

چند مربع به طول قطر ۲ می توان رسم كرد؟
۴) بی شمار  ۴ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
با توجه به نكتۀ بالا، با معلوم بودن طول قطر مربع، مربع به طور منحصربه فرد قابل رسم است. اما شايد دوست 

داشته باشيد روش رسم را هم بدانيد:
AB را در نظر گرفته، عمودمنصف آن را رسم می كنيم تا AB را در O قطع كند، حالا سوزن پرگار را روی O قرار  = 2 پاره خط
داده، پرگار را به اندازۀ OA (يا OB) باز می كنيم و كمانی رسم می كنيم تا عمودمنصف را در C و D قطع كند، چهارضلعی 

ABCD دو قطر برابر دارد كه همديگر را نصف كرده و بر هم عمودند، پس مربع است.

(برگرفته از كتاب درسى) - ۱ در شكل زير، فاصلۀ A از خط d برابر با ۱ سانتی متر است. چند نقطه روی خط d وجود دارد كه از نقطۀ A به فاصلۀ ۲ سانتی متر باشد؟ 
۱ (۲ ۱) صفر  
 ۳ (۴   ۲ (۳
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) را طوری رسم كنيم كه مساحت آن ۱۲ باشد و دو رأس - ۲ )AB AC==  ABC قرار دارد. می خواهيم مثلث متساوی الساقين d به فاصلۀ ۴ از خط A نقطۀ
آن روی خط d باشد، برای يافتن دو رأس مثلث، دايره ای به مركز A و به چه شعاعی بزنيم؟

۳ (۴  ۶ (۳  ۵ (۲   4 5/ (۱
دو نقطۀ P و Q به فاصلۀ چهار سانتی متر از هم در يک صفحه قرار دارند. چند نقطه در اين صفحه وجود دارد كه به فاصلۀ دو سانتی متر از P و فاصلۀ - ۳

(برگرفته از كتاب درسى)  سه سانتی متر از Q هستند؟ 
۴ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

پاره خط PQ به طول ۸ سانتی متر مفروض است. برای پيدا كردن نقطه ای كه از P به فاصلۀ دو و از Q به فاصلۀ شش واحد باشد، حداقل چند كمان بايد - ۴
رسم كنيم؟

۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
۵ - a به فاصلۀ ۴ باشد. مجموع مقادير ممكن برای Q به فاصلۀ ۲ و از P مفروض است. می دانيم كه فقط يک نقطه وجود دارد كه از a به طول PQ پاره خط

كدام است؟
۱۲ (۴  ۱۰ (۳  ۸ (۲  ۶ (۱

اگر دو نقطه يافت شود كه از نقطۀ M به فاصلۀ ۲ و از نقطۀ N به فاصلۀ ۷ باشند، فاصلۀ بين دو نقطۀ M و N كدام می تواند باشد؟- ۶
۹ (۴  ۷ (۳  ۵ (۲  ۳ (۱

نقاطی از صفحه كه فاصلۀ آن ها از نقطۀ O واقع در اين صفحه، از ۱ بيشتر و از ۳ كم تر است، تشكيل يک شكل هندسی می دهند. مساحت اين شكل - ۷
كدام است؟ 

۸ (۴  ۱ (۳   8p  (۲   p (۱
x صدق می كند، تشكيل چه - ۸ AM x££ ££ ++2

1 فاصلۀ نقطۀ A از خط d برابر با عدد مثبت x است. مجموعه نقاطی مانند M از خط d كه در رابطۀ
(آزمون خيلى سبز 1401)  شكلی می دهند؟ 

۴) يک نيم خط ۳) سه نقطه  ۲) دو پاره خط  ۱) يک پاره خط 
در مثلث ABC، دو رأس B و C ثابت و طول ميانۀ AM برابر با ۲ است. رأس متغير A روی كدام شكل قرار می گيرد؟- ۹

M به فاصلۀ ۲ از BC ۲) خطی عمود بر ۱) خطی موازی با BC به فاصلۀ ۲ از آن 
۴) دايره ای به قطر ۲ ۳) دايره ای به قطر ۴  

۱۰ - ،B ،A به فاصله های ۶ و ۸ هستند. مساحت چهارضلعی ای كه B و A به ترتيب از Q و P به فاصلۀ ۱۰ واحد از هم قرار دارند و دو نقطۀ B و A دو نقطۀ
P و Q رأس های آن هستند، كدام است؟

۵۰ (۴  ۳۶ (۳  ۶۰ (۲  ۴۸ (۱
A ناحيه ای درون مربع باشد كه هر نقطۀ درون آن ناحيه، فاصله اش از تمام رأس های مربع بيشتر از يک باشد، - ۱۱ مربعی به ضلع ۴ مفروض است. اگر 

مساحت ناحيۀ A كدام است؟
 p

4 (۴   p (۳   16 2- p (۲   16 - p (۱
روی محيط مربعی به طول ضلع ۴، دو نقطه وجود دارد كه از يک رأس آن به فاصلۀ ۵ هستند. فاصلۀ بين اين دو نقطه كدام است؟- ۱۲

 3 (۴   5 (۳  ۲ (۲   2 (۱

1 باشد؟- ۱۳ 5/ نقطۀ A روی خط d قرار دارد. چند نقطه در صفحه وجود دارد كه از نقطۀ A به فاصلۀ ۳ و از خط d به فاصلۀ
۴) بی شمار  ۴ (۳  ۲ (۲ ۱) صفر 

3 مفروض است. چند نقطه روی محيط مربع وجود دارد كه فاصله اش از قطر AC برابر با ۲ باشد؟- ۱۴ 2 مربع ABCD به ضلع 
۴) صفر  ۱ (۳  ۲ (۲  ۴ (۱

در مثلث ABC، دو رأس B و C ثابت اند. اگر طول ارتفاع AH برابر با ۲ باشد، رأس متغير A روی كدام شكل قرار می گيرد؟- ۱۵
BC ۴) دو خط موازی با   BC ۳) يک خط عمود بر ۲) دايره ای به شعاع ۱  ۱) دايره ای به شعاع ۲ 

DD¢¢ برابر با ۲ است، تشكيل چه شكلی می دهند؟- ۱۶ DD و DD¢¢ برابر با ۴ است. نقاطی كه اختلاف فاصله های آن ها از DD و فاصلۀ بين دو خط موازی
، بين آن ها ¢D D و ۲) يک خط موازی با    ¢D D و ۱) چهار خط موازی با

D¢ يكی بين آن ها، ديگری خارج آن ها D و ۴) دو خط موازی با ، بين آن ها  ¢D D و ۳) دو خط موازی با
1 باشد؟- ۱۷ 5/ DD¢¢ به فاصلۀ DD به فاصلۀ ۱ و از خط DD¢¢ متقاطع اند، چند نقطه در صفحۀ اين دو خط وجود دارد كه از خط  DD و دو خط

۴ (۴  ۳ (۳  ۱ (۲ D¢ دارد.  D و ۱) بستگی به زاويۀ بين
1 واحد از خط d مفرض است. چند نقطه در صفحه يافت می شود كه از A به فاصلۀ ۲ واحد و از d به فاصلۀ ۴ واحد باشد؟- ۱۸ 5/ نقطۀ A به فاصلۀ

(آزمون خيلى سبز 1401)  ۴) صفر   ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱



هندسه دهم ـ فصل اول ۱۸

چند نقطۀ متمايز برای رأس C در مثلث ABC واقع در صفحۀ مختصات می توان يافت كه فاصلۀ رأس C از نقطۀ A و پاره خط AB به ترتيب ۷ و ۵ واحد باشد؟ - ۱۹

(خارج رياضى 99)  ۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
2 و از d به فاصلۀ ۲ هستند، رأس های يک چهارضلعی هستند. مساحت اين چهارضلعی كدام است؟- ۲۰ 5/ نقطۀ M روی خط d قرار دارد. نقاطی كه از M به فاصلۀ

 12 5/ (۴  ۱۲ (۳  ۱۰ (۲   10 5/ (۱

۲۱ - O قطع كنند. نقطۀ O رسم كنيم تا همديگر را در AC و AB عمودهايی به N و M و از AN AM== مثلث ABC را مطابق شكل در نظر بگيريد. اگر

همواره روی ............... واقع است.
 BC ۱) ميانۀ وارد بر
BC ۲) ارتفاع وارد بر

 A ۳) نيمساز زاويۀ
 BC ۴) عمودمنصف

در مثلثی وسط يكی از ضلع ها، از دو ضلع ديگر به يک فاصله است. اين مثلث لزوماً ............... است.- ۲۲

۴) متساوی الاضلاع ۳) متساوی الساقين  ۲) قائم الزاويه  ۱) قائم الزاويۀ متساوی الساقين 
AB در نظر بگيريد، روی خطی كه ضلع BC بر آن واقع است، چند نقطه وجود دارد كه از دو ضلع - ۲۳ AC== مثلث متساوی الساقين ABC را كه در آن

AB و AC يا امتدادهای آن ها به يک فاصله باشد؟

۴) بی شمار ۳) صفر   ۲ (۲  ۱ (۱
در مثلث ABC، نيمسازهای دو زاويۀ داخلی A و B در نقطۀ O متقاطع اند. كدام گزينه در مورد نقطۀ O درست است؟- ۲۴

۲) می تواند روی محيط مثلث ABC باشد. ۱) می تواند بيرون مثلث ABC باشد.  
۴) از هر سه ضلع مثلث ABC به يک فاصله است. ۳) از هر سه رأس مثلث ABC به يک فاصله است. 

، اين خطوط را به ترتيب در A و B قطع كرده است. نقطۀ - ۲۵ DD d¢¢ موازی اند. خط متغير دو خط ثابت d و
B1 همواره روی ............... است. A1 و تلاقی نيمساز زاويه های

. ¢d ۲) خطی موازی با d و   . ¢d ۱) خطی متقاطع با d و
 . ¢d ۴) دو خط موازی با d و    . ¢d ۳) خط عمود بر d و

درون چهارضلعی محدب ABCD، چند نقطه وجود دارد كه از سه ضلع BC ،AB و CD به يک فاصله باشد؟- ۲۶
۴) هيچ ۳) حداكثر يک  ۲) حداقل يک  ۱) دقيقاً يک 

با توجه به شكل روبه رو، طول OM كدام است؟ - ۲۷
۵ (۱

۱۰ (۲
 5 2  (۳
 10 2 (۴

CD، آن گاه اختلاف - ۲۸ == 5 AD و == 3 ، نيمساز زاويۀ داخلی B، ضلع AC را در D قطع می كند. اگر ÆA == 90
 در مثلث قائم الزاويۀ ABC كه در آن

(آزمون خيلى سبز 1401)  طول های دو ضلع AB و BC كدام است؟ 

۳ (۴  ۴ (۳  ۵ (۲  ۲ (۱
(آزمون خيلى سبز 1401) - ۲۹ در شكل روبه رو، نيمسازهای دو زاويۀ B و D روی AC همديگر را قطع می كنند؛ طول AC كدام است؟ 

 5 (۱
 2 2 (۲

۳ (۳
 1 2+ (۴

 
AC برابر با ۲ است. اگر نيمساز داخلی زاويۀ A، ضلع BC را در D قطع كند، فاصلۀ D از ضلع AB كدام است؟- ۳۰ == 3 AB و == 2 مساحت مثلث ABC به اضلاع

 0 75/ (۴   0 9/ (۳  ۱ (۲   0 8/ (۱
(سراسرى تجربى 95) - ۳۱ در مثلث قائم الزاويۀ به اضلاع قائم ۳ و ۷، طول نيمساز زاويۀ قائمه كدام است؟ 

 2 1 2/ (۴   2 8/ (۳   2 1/ (۲   1 4 2/ (۱



۱۹ترسیم های هندسی و استدلال

در شكل مقابل، قطر AC نيمساز زاويۀ A است. مساحت چهارضلعی ABCD كدام است؟ - ۳۲
۱۸ (۱
۲۰ (۲
۲۲ (۳
۳۰ (۴

، ابتدا كمانی به شعاع R رسم كرده ايم كه Ot و Ou را به ترتيب در T و U قطع كند. شعاع كمان هايی كه به - ۳۳ tOuÆ == 60
 برای رسم نيمساز زاويۀ

مركزهای T و U رسم می شوند، بايد حتماً بيش از ............... باشند.

 R 2 (۴   R 3

2
(۳   R (۲   R

2  (۱

۳۴ - AB كمان هايی با طول بيشتر از نصف B و A قطع كند. حال به مراكز B و A را در نقاط xOy كمان دلخواهی رسم می كنيم تا دو ضلع زاويۀ O به مركز
(برگرفته از كتاب درسى) رسم می كنيم تا اين كمان همديگر را در نقطۀ C درون زاويه قطع كنند. در اين صورت كدام گزينه درست نيست؟ 

۲) مثلث ABC متساوی الاضلاع است. OC (۱ از وسط AB می گذرد.  
OC (۴ عمود بر پاره خط AB است. OC (۳ نيمساز زاويۀ xOy است.  

مركز دايره هايی كه بر دو خط متقاطع مماس هستند، تشكيل چه شكلی می دهند؟- ۳۵

۴) دو خط موازی ۳) دو خط عمود بر هم  ۲) يک خط  ۱) يک دايره 
روی محيط يک چهارضلعی محدب، چند نقطه وجود دارد كه از قطرهای آن به يک فاصله باشد؟- ۳۶

۴ (۴  ۱ (۳ ۲) صفر  ۱) بی شمار 
d¢¢ به يک فاصله است، - ۳۷ d¢¢ و نقطۀ A را در نظر می گيريم. اگر بدانيم k نقطه وجود دارد كه از نقطه A به فاصلۀ r و از دو خط d و دو خط متقاطع d و

 (r )>> 0 چند مقدار قابل قبول برای k امكان پذير است؟ 
۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۵ (۱

خط d و پاره خط AB بر هم عمود نيستند. چند نقطه روی خط d وجود دارد كه از دو نقطۀ A و B به يک فاصله باشد؟- ۳۸

۴) بی شمار  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 
(آزمون خيلى سبز 1401) - ۳۹ تعداد نقاطی كه از خط مفروض d به فاصلۀ واحد و از دو نقطۀ A و B به يک فاصله باشند، كدام نمی تواند باشد؟ 

۴) بی شمار ۳) صفر   ۲ (۲  ۱ (۱
مطابق شكل، رأس های مثلث STU روی محيط يک دايره واقع اند. مركز اين دايره نقطۀ ............... است. - ۴۰

(برگرفته از كتاب درسى)  U و T ۱) برخورد نيمسازهای دو زاويۀ خارجی
۲) روی نيمساز زاويۀ TSU واقع

 TS و TU ۳) برخورد عمودمنصف های
۴) امتداد ميانۀ وارد بر TU واقع 

دو پاره خط AB و CD را مطابق شكل مقابل در نظر بگيريد. نقطه ای را كه از دو نقطۀ A و B به يک فاصله باشد و از دو نقطۀ - ۴۱
C و D نيز به يک فاصله باشد، O می ناميم. اگر نقطۀ O روی عمودمنصف BC باشد، كدام گزينه همواره صحيح است؟

۲) نقطۀ O از دو پاره خط AB و CD به يک فاصله است. AC (۱ و BC بر يكديگر عمودند.  
۴) نقطۀ O از دو پاره خط AD و BC به يک فاصله است.  ۳) نقاط C ،B ،A و D روی يک دايره واقع اند. 

، نيمساز زاويۀ B و عمودمنصف وتر در نقطۀ N روی ضلع AC متقاطع اند. تفاضل دو زاويۀ حادۀ اين مثلث چند - ۴۲ (ÆA )== 90
  ABC در مثلث قائم الزاويۀ

(آزمون خيلى سبز 1402)  درجه است؟ 
۳۰ (۴  ۱۵ (۳   22 5/ (۲ ۱) صفر 

مثلث ABC يک مثلث حاده الزاويه است. عمودمنصف ضلع BC و نيمساز زاويۀ B در نقطۀ M خارج مثلث متقاطع اند. كدام گزينه درست است؟- ۴۳

(خارج رياضى 1400)   Æ ÆB C< 2  (۴   Æ ÆB C> 2  (۳   Æ ÆB A< (۲   Æ ÆA B> (۱
NBCÆ باشد، اندازۀ - ۴۴ == 54

 در مثلث متساوی الساقين ABC، نقطۀ M وسط ساق AB و عمودمنصف آن، ساق AC را در نقطۀ N قطع می كند. اگر
(رياضى نوبت اول ـ 1402) MNBÆ چند درجه است؟  زاويۀ 

۷۸ (۴  ۶۶ (۳  ۵۶ (۲  ۴۸ (۱



به مركز A دايره ای به شعاع . ۱
۲ رسم می كنيم. همان طور كه می بينيد، اين 

دايره خط d را در ۲ نقطه قطع می كند.
 

اگر مسئله را حل شده فرض و . ۲  .
شكل مثلث را رسم كنيم، از آن جا كه مساحت 

مثلث برابر ۱۲ واحد است، پس داريم:

S AH BC BC= Þ = Þ =12
1

2
12

1

2
4 12( )( ) ( )( )  

Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = =BC BH HC6 3
.SwH  ¸Ã¤Iv²HïÁ»IvT¶  W±X¶  

حالا در مثلث قائم الزاويۀ AHB می توانيم بنويسيم:

AH BH AB AB AB2 2 2 2
16 9 5+ = Þ + = Þ =  

AB برابر ۵ است و بنابراين بايد دايره ای به مركز A و  AC= پس طول ضلع
به شعاع ۵ رسم كنيم.

روی . ۳ هستند   O نقطۀ  از   r فاصلۀ  به  كه  نقاطی  فاصلۀ می دانيم  به  كه  نقاطی  می دانيم 
محيط دايره ای به مركز O و شعاع r قرار دارند؛ پس برای يافتن نقاط به فاصلۀ 
۲ سانتی متر از نقطۀ P كمانی به مركز P و شعاع ۲ سانتی متر رسم می كنيم و 
برای يافتن نقاط به فاصلۀ ۳ سانتی متر از نقطۀ Q كمانی به مركز Q و به شعاع 

۳ سانتی متر رسم می كنيم.
با توجه به شكل، اين دو كمان يكديگر را در دو 
نقطۀ M و N قطع می كنند؛ پس دو نقطه با اين 

ويژگی ها داريم.

 

چون مجموع ۲ و ۶ می شود ۸، پس فقط يک نقطه روی پاره خط . ۴  .
PQ وجود دارد كه اين ويژگی را داشته باشد: 

 Q و شعاع ۲ يا كمانی به مركز P را می توانيم با رسم كمانی به مركز M اين نقطۀ
و شعاع ۶ پيدا كنيم، پس رسم يک كمان كافی است.

نقطه . ۵ يک  فقط  اين كه  برای  زير،  شكل های  به  توجه  با 
وجود داشته باشد كه از P به فاصلۀ ۲ و از Q به فاصلۀ ۴ باشد بايد دايره به 
مركز Q و به شعاع ۴ و دايرۀ ديگر به مركز P و به شعاع ۲ فقط در يک نقطه 
a و در حالت (ب) PQ= = + =4 2 6 بر هم مماس باشند. در حالت (الف)

a است؛ پس مجموع مقدارهای ممكن برای x برابر است  PQ= = - =4 2 2

. 6 2 8+ = با 

        

شكل های زير را ببينيد:. ۶

      

باشد،   ۹ يا   ۵  ،N و   M بين  فاصلۀ  اگر 
با  M و شعاع ۲  به مركز  دايره ای  آن گاه 
دايرۀ به مركز N و شعاع ۷، در يک نقطه 
 ،N و M مشترک اند؛ پس بايد فاصلۀ بين
اين دو دايره  تا  باشد  بين ۵ و ۹  عددی 

همديگر را در دو نقطه قطع كنند:
می تواند درست باشد.می تواند درست باشد. پس فقط 

و . ۷ از ۱  بيشتر   O از  فاصله شان  نقاطی كه  به شكل،  توجه  .با 
كم تر از ۳ باشد در ناحيه ای محدود به دايره به شعاع ۱ و 
۳ قرار می گيرند و مساحت اين ناحيه برابر است با تفاضل 
(مساحت   .9 8p p p- = يعنی دايره  دو  اين  مساحت 

pr2 حتماً يادتان هست؟!) دايره را كه می شد
قبل از اين كه شروع به حل سؤال كنيم، توجه كنيد كه می دانيم . ۸ قبل از اين كه شروع به حل سؤال . 

يعنی  ، x x2 2
1< + پس ؛  x x2 2

1< + داريم  ،x حقيقی  عدد  هر  برای 

. x x< +2
| و داريم1 |x x= | كه اگر x مثبت باشد، آن گاه |x x< +2

1

ــورت دو نامعادله  ــه ص ــه را ب ــالا رابط ح
ــم نقاطی  ــی می گويي ــيم؛ يعن می نويس
ــم كه ــط d را می خواهي ــد M از خ مانن

.AM x£ +2
1 x و AM£

نقاطی كه از نقطۀ A به فاصلۀ x هستند، روی دايره ای به مركز A و شعاع x واقع اند 

x2 واقع اند،  1+ و به همين ترتيب نقاطی كه روی دايره ای به مركز A و شعاع

x2 هستند؛  1+ از A به فاصلۀ
پس اگر نقطه ای مانند M واقع بر 
در  باشد،  آن ها  بين  يا  دايره  اين 

 x AM x£ £ +2
1 ــۀ رابط

 A از نقطۀ d صدق می كند. خط
به فاصلۀ x است، پس بر دايرۀ به مركز A و شعاع x مماس است. پس با توجه 
، مجموعه نقاطی مانند M از خط d است كه در رابطۀ M M

1 2
به شكل، پاره خط

x صدق می كنند.  AM x£ £ +2
1



هندسه دهم ـ فصل اول ۴۴

دو رأس B و C ثابت اند؛ پس نقطۀ M وسط BC هم نقطه ای ثابت . ۹  .
 A يعنی فاصلۀ نقطۀ متغير ،AM = است. از آن جا كه2
از نقطۀ ثابت M برابر ۲ است؛ پس A روی دايره ای به مركز 
است. واقع   (۴ قطر  ديگر  عبارت  به  (يا   ۲ شعاع  و   M

برای يافتن P و Q، دايره ای به مركز A و شعاع ۶ و دايره ای به مركز . ۱۰  .
B و شعاع ۸ رسم می كنيم، نقاط برخورد آن ها P و Q را مشخص می كند. اين چهارضلعی 
از دو مثلث قائم الزاويۀ همنهشت PAB و QAB تشكيل شده است (دقت كنيد كه در 
كافيست  پس  10)؛  6 8

2 2 2= + يعنی است،  برقرار  فيثاغورس  رابطۀ  مثلث،  دو  اين 
دو  يافته،  را  مثلث ها  از  يكی  مساحت 

برابر كنيم:
S APBQ S PAB
S APBQ

( ) ( )
( )

=
⇒

2

= = × =2
1

2
6 8 48( . )AP BP

از . ۱۱ يكی  از  فاصله شان  كه  مربع  سطح  از  نقاطی  شكل،  طبق 
رأس های مربع كوچک تر يا مساوی ۱ واحد است، 
درون چهار ربع دايره به مركز هر كدام از رأس ها و 
به شعاع ۱ واحد قرار دارند؛ پس نقاط خارج از اين 

ربع دايره ها همان ناحيۀ A را تشكيل می دهند.
بايد مساحت   A ناحيۀ  پيدا كردن مساحت  برای 

4 دايره از مساحت مربع كم كنيم: 1

4
1´ = چهار ربع دايره يا

A مساحت ناحيۀ = - = - = -S SÍMo¶ ½oÄHj 4 1 16
2 2p p( )  

به مركز رأس C، كمانی به شعاع ۵ رسم می كنيم، همان طور . ۱۲
كه می بينيد، اين كمان AD و AB را به ترتيب در P و Q قطع می كند. حالا 

مثلث قائم الزاويۀ CDP را ببينيد، وتر اين مثلث
CD يک ضلع زاويۀ قائمه آن  = 4 PC و = 5
ضلع  فيثاغورس،  قضيۀ  از  استفاده  با  پس  است، 
DP؛ بنابراين = 3 ديگر زاويۀ قائمۀ آن می شود

.AP AD DP= - = 1
مثلث  در  فيثاغورس  قضيۀ  از  استفاده  با  و   AQ = داريم1 ترتيب  همين  به 

. PQ = 2 APQ، داريم

1 هستند، روی دو . ۱۳ 5/ در شكل زير، نقاطی كه از خط d به فاصلۀ  .
1 از آن هستند، قرار دارند و نقاطی كه از  5/ d2 كه موازی d و به فاصلۀ خطd1 و

نقطۀ A به فاصلۀ ۳ هستند، روی 
دايره ای به مركز A و به شعاع ۳ قرار 
 d2 دارند. اين دايره و دو خطd1 و
نقطه چهار  در  را  يكديگر 
قطع   ( , , , )M M M M

4 3 2 1

می كنند؛ پس چهار نقطه با اين ويژگی داريم.

(چون. ۱۴ است   ۶ آن  قطر  طول  و   3 2 مربع ضلع  طول   .
AC)، پس فاصلۀ O تا نقاط  AB BC2 2 2= +
6 يعنی ۳ است. نقاطی كه از قطر 

2
D و B برابر با

AC به فاصلۀ ۲ هستند، دو خط موازی با AC و به 
دو خط  اين كه  به  توجه  با  آن هستند.  از  فاصلۀ ۲ 
موازی با AC مربع را در ۴ نقطه قطع می كنند، پس 

مسئله ۴ جواب دارد.

دو رأس B و C ثابت اند، اگر خط . ۱۵
اين كه به  توجه  با  بناميم،   D را  C و   B از  گذرنده 
 A برابر ۲ است؛ پس D AH، فاصلۀ A از خط = 2
D و به فاصلۀ ۲ از آن قرار دارد. روی دو خط موازی با

نقاط مورد نظر، نمی توانند بيرون . ۱۶  .
ناحيۀ بين اين دو خط باشند، چون در اين صورت 
با فاصلۀ  برابر   ¢D D و از اختلاف فاصله های آن ها 
در شكل مقابل  ، يعنی ۴ است؛ مثلاً  ¢D D و بين
| |AH AK KH- = = 4 داريم: 

شرايط سؤال را داشته  ¢D D و حالا اگر نقطۀ B بين
، x در  D باشد، با توجه به شكل اگر فاصلۀ آن را از

نظر بگيريم، داريم:

| BM BN | | ( x) x | | x |- = Þ - - = Þ - =2 4 2 4 2 2  

Þ - = ±4 2 2x  Þ
- = Þ =
- = - Þ =

ì
í
î

4 2 2 1

4 2 2 3

x x
x x

 

، ۱ يا ۳ است؛ پس B يا روی  D يعنی فاصلۀ B از
D قرار دارد، يا روی خط d به فاصلۀ ۱ واحد از

. D d¢ به فاصلۀ ۳ واحد از
D به . ۱۷ D¢ متقاطع اند. نقاطی كه از  D و در شكل زير دو خط  .

D و به فاصلۀ ۱ از آن قرار دارند و نقاطی كه  فاصلۀ ۱ هستند روی دو خط موازی
1 از آن  5/ D¢ و به فاصلۀ 1 هستند، روی دو خط موازی 5/ D¢ به فاصلۀ از خط

قرار دارند. اگر اين خط ها را 
رسم كنيم، با توجه به شكل 
مقابل هر كدام از اين خط ها 
دو  در  را  ديگر  خط  جفت 

M) متقاطع اند؛  , , , )
1 2 3 4
M M M نقطه قطع می كنند، پس در كل در ۴ نقطه 

پس ۴ نقطه با اين دو ويژگی داريم.
نقاطی كه از نقطۀ A به فاصلۀ ۲ واحد هستند، روی دايره ای به . ۱۸  .

در شكل   C دايرۀ) دارند.  قرار  و شعاع ۲   A مركز
واحد  فاصلۀ ۴  به   d از خط كه  نقاطی  رسم شده) 
هستند، روی دو خط موازی با d و به فاصلۀ ۴ واحد 
شكل  در   ¢D و  D خط (دو  دارند.  قرار  آن  از 
به   d خط  از   A نقطۀ  كه  گفته  سؤال  رسم شده) 
1 است و نقاطی را می خواهيم كه هم روی  5/ فاصلۀ
D¢ قرار  D و دايرۀ C و هم روی يكی از دو خط
دارند، همان طور كه در شكل می بينيد دايرۀ C هيچ 

D¢ ندارد؛ يعنی هيچ نقطه ای وجود ندارد كه از نقطۀ A به  D و نقطۀ مشتركی با
فاصلۀ ۲ و از خط d به فاصلۀ ۴ باشد.

روی . ۱۹  C آن گاه  باشد،  برابر ۷   A نقطۀ  از   C نقطۀ  فاصلۀ  اگر   .
دايره ای به مركز A و شعاع ۷ قرار 
دارد و اگر فاصلۀ C از AB برابر ۵ 
باشد، آن گاه C روی دو خط موازی 
با AB و به فاصلۀ ۵ از آن قرار دارد. 
ــل)  مقاب ــكل  ش در   D2 و  D1)
با دايره  اين  می بينيد،  كه  همان طور 
، C1 ) نقطه  چهار  در   D2 و  D1

است؛  مشترک   ( C4 و  C3 ، C2
، چهار نقطۀ متمايز می توان يافت.پس برای رأس C، چهار نقطۀ متمايز می توان يافت.
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همان طور كه می بينيد، نقاطی كه از d به فاصلۀ ۲ هستند، روی . ۲۰  .
2 هستند،  5/ D¢ به فاصلۀ ۲ از خط d و نقاطی كه از M به فاصلۀ D و دو خط

 2 5/ و شعاع  M به مركز  دايره ای  روی 
در  دايره  اين  و  خط  دو  اين  دارند،  قرار 
چهار نقطۀ C ،B ،A و D متقاطع اند و 
چهارضلعی ABCD مستطيل است.حالا 
ببينيد، را   BCD قائم الزاويۀ  مثلث 

BC يک ضلع زاويۀ قائمه است؛ پس با استفاده از قضيۀ  = 4 BD وتر و = 5
CD و در نتيجه: = 3 فيثاغورس داريم

S ABCD BC CD S( ) . (ABCD)= ⇒ = × =4 3 12  
از A به O وصل می كنيم، . ۲۱

دو مثلث قائم الزاويۀ AMO و ANO بنا به 
حاده  زاويۀ  ضلع  يک  و  وتر  تساوی  حالت 
؛ بنابراين  Æ ÆA A

1 2
= همنهشت هستند، پس

AO نيمساز زاويۀ A است، يعنی O همواره 

روی نيمساز زاويۀ A قرار دارد.
شكل را ببينيد، طبق فرض . ۲۲  .

سؤال M وسط BC است؛ پس AM می شود 
ميانۀ وارد بر ضلع BC. از طرفی فاصلۀ M از 
AB و AC، يعنی دو ضلع زاويۀ A با هم برابر 

و   A زاويۀ  نيمساز  می شود   AM پس  است؛ 
مثلثی كه در آن ميانه و نيمساز وارد بر يک ضلع 
با هم يكی هستند، لزوماً متساوی الساقين است.

نقطۀ برخورد قاعده با نيمساز زاويۀ روبه روی قاعده (�ه ارتفاع . ۲۳
وارد بر قاعده هم هست)، نقطه ای از قاعده است كه از دو ساق به يک فاصله است.

از  كه  ندارد  وجود  نقطه ای   BC امتداد  روی  اما 
AB و AC به يک فاصله باشد، چون در مثلث 

روبه روی  زاويۀ  خارجی  نيمساز  متساوی الساقين، 
قاعده با قاعده موازی است (به اين دليل كه Ax و 
BC هر دو بر AH عمودند؛ پس با هم موازی اند). 

يعنی Ax با امتداد BC نقطۀ مشترک ندارد.
متساوی الساقين،  مثلث  در 
قاعده،  روبه روی  زاويۀ  خارجی  نيمساز  هميشه 

با قاعده موازی است.
مثلث، . ۲۴ داخلی  نيمساز  هر   .

هميشه داخل مثلث قرار دارد؛ پس نقطۀ برخورد 
دو نيمساز داخلی هم هميشه داخل مثلث است 
حالا  نيستند.  درست  و  گزينه های  و 

شكل روبه رو را ببينيد، داريم:
نقطۀ O روی نيمساز زاويۀ A واقع است؛ بنابراين از دو ضلع آن به يک فاصله 
 OH OL= است: 
نقطۀ O روی نيمساز زاويۀ B واقع است؛ بنابراين از دو ضلع آن به يک فاصله 
 OH OK= است: 
OH، يعنی O از سه ضلع مثلث ABC به يک فاصله است. OL OK= = پس

روی . ۲۵ نقطه  هر  روی می دانيم  نقطه  هر  می دانيم 
يک  به  زاويه  ضلع  دو  از  زاويه،  يک  نيمساز 

فاصله است؛ پس:
OA نيمساز زاويۀA1 و OB نيمساز زاويۀ
B1 است. با توجه به خاصيت نيمساز داريم:

Æ

Æ
A OA OH OH

B OB OH OH
OH OH1

1

pIvµÃº

pIvµÃº

Þ = ¢

Þ = ¢¢

ü
ý
ï

þï
Þ ¢ = ¢¢  

 O به يک فاصله است؛ بنابراين ¢d يعنی O نقطه ای است كه از دو خط موازی d و
d¢ و به فاصله ای برابر از آن ها قرار دارد. روی خطی موازی با d و

اگر نقطه ای از دو ضلع AB و BC به يک فاصله باشد، روی . ۲۶
روی  باشد،  فاصله  يک  به   CD و   BC از  نقطه ای  اگر  و   ABC زاويۀ  نيمساز 
نيمساز زاويۀ BCD قرار دارد؛ پس نقطۀ مورد نظر ما، محل برخورد نيمسازهای 
اين دو زاويه است، اين نقطه كه در شكل های زير آن را E ناميده ايم، می تواند 

درون يا بيرون چهارضلعی ABCD يا حتی روی محيط آن واقع باشد.

   

۲۷ . ÆO M روی نيمساز زاويۀ
 OBM و   OAM مثلث  دو  دارد، پس  قرار 

همنهشت اند و در نتيجه داريم:

3 2
3

2

2 1 4 2
3

2
1 4 1

3

2

3

2

x y y x

y x x x x y
y x

= Þ =
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پس طول OM برابر است با:
OM x y2 2 2 2 2

3 2 1 3 4 9 16 25= + + = + = + =( ) ( ) Þ =OM 5
از آن جا كه D روی نيمساز زاويۀ B واقع است، اگر از D، عمود . ۲۸  .

DH را بر BC وارد كنيم، دو مثلث ABD و HBD همنهشت خواهند بود؛ پس:

. حالا مثلث قائم الزاويۀ HCD را ببينيد كه با استفاده از قضيۀ 
BH AB c
DH AD

= =
= =

ì
í
î 3

CH؛ پس: = - =5 3 4
2 2 فيثاغورس در آن داريم 

BC c
BC AB
BC AB

= +
Þ = +
Þ - =

4
4
4

 

 
ــازهای . ۲۹ نيمس ــع  تقاط ــۀ  نقط  .

زاويه های B و D را E می ناميم، داريم: 
ÆB است، پس:  BE نيمساز

ABE HBE BH AB
D D

@ Þ = = 1  
ÆD است، پس: DE نيمساز

 CDE HDE DH CD
D D

@ Þ = = 2  

 ABDC در ذوزنقۀ BH با رسم ارتفاع .BD = 3 پس:

 BHD و استفاده از قضيۀ فيثاغورس در مثلث قائم الزاويۀ

BH؛  = - = =3 1 8 2 2
2 2 داريم: 

.AC BH= = 2 2 پس
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نقطۀ D روی نيمساز . ۳۰  .
ضلع  دو  از  بنابراين  است؛  واقع   A زاويۀ 
 D از اگر  يعنی  است،  فاصله  به يک  آن 
 AC و AB را بر DK و DH عمودهای
 .DH DK x= = وارد كنيم، آن گاه 

 ⇒ + =S ABD S ACD( ) ( ) 2 S؛ پس:  ABC( ) = 2 حالا سؤال گفته كه

⇒ + = ⇒ + =x AB x AC x AB AC. . ( )
2 2

2
2

2

5

��� �� ⇒ = =x 4

5
0 8/  

می توانيم. ۳۱ قبل،  سؤال  حل  روش  با  ببينيد؛  را  شكل 
را   DH DK x= =

حساب كنيم:

S ABD S ACD ABC x AB x AC ABAC( ) ( ) S( ) . . .+ = ⇒ + =2 2 2  

Þ + =x AB AC ABAC
2 2( ) . Þ ´ = Þ =x x

2
10

21

2
2 1/  

حالا مثلث قائم الزاويۀ AHD را جداگانه ببينيد: 

حادۀ  زاويۀ  پس  دارد؛   45 حادۀ زاويۀ  يک  مثلث  اين 
متساوی الساقين  مثلث  يعنی  است،   45 هم آن  ديگر 
AH. بنا به قضيۀ فيثاغورس در  DH x= = است و

اين مثلث داريم:

AD AH DH AD x x2 2 2 2 2 2= + Þ = +  

Þ = Þ =AD x AD x2 22 2 x AD=¾ ®¾¾ =2 1
2 1 2

/ /  

نيمساز . ۳۲  AC
به  توجه  با  پس  است؛   A زاويۀ 
نيمساز  روی  نقطه  هر  اين كه 
فاصله اش از دو ضلع زاويه يكسان 
 CD CH= = 4 است، داريم: 

AC و  = + =3 4 5
2 2 ACD داريم فيثاغورس در مثلث  به كمک قضيۀ 

AH و در نتيجه AD= = 3 از همنهشتی مثلث های ACH و ACD داريم

S ABCD S ACD S ABC( ) ( ) ( )= + BH. حالا داريم: AB AH= - = 5

⇒ = × + × = × + × =S ABCD AD CD AB CH( )
2 2

3 4

2

8 4

2
22  

با . ۳۳ داديم،  توضيح  درس نامه  در  را  زاويه  نيمساز  رسم  روش 
توجه به شكل، كمان به مركز O و شعاع Ot ،R و Ou را در T و U قطع كرده 
OT؛ پس مثلث OTU، مثلث متساوی الساقينی است كه زاويۀ OU R= = و
TU. حالا شعاع كمان هايی  R= 60 دارد، يعنی متساوی الاضلاع است، پس

می شوند،  رسم   U و   T مركزهای  به  كه 
 ( R

2 بايد بيش از نصف طول TU (يعنی
از  و  شوند  متقاطع  هم  با  تا  باشند 
 ،O به  آن ها  تقاطع  نقطۀ  وصل كردن 

نيمساز زاويۀ tOu رسم شود.

ابتدا شكل مناسب را رسم می كنيم:. ۳۴  .
ÆO است،  صورت سؤال نحوۀ رسم نيمساز زاويۀ
ÆO است، از طرفی در  پس OC نيمساز زاويۀ
نيمساز   OH  ،OAB متساوی الساقين  مثلث 
بر  وارد  ارتفاع  است، پس  قاعده  روبه روی  زاويۀ 

 ، قاعده هم هست، يعنی OC بر پاره خط AB عمود است؛ بنابراين گزينه های 
درست نيست، چون مثلث ABC متساوی الساقين  درست اند اما  و 

AC اما لزوماً متساوی الاضلاع نيست. BC= است؛ يعنی
با توجه به شكل روبه رو . ۳۵  .

 d2 و  d1متقاطع خط  دو  بر  دايره ای  اگر 
 d1 مماس باشد، فاصلۀ مركز دايره از دو خط

d2 با هم برابر است. و
پس مركز دايره های مماس بر دو خط متقاطع 
نقاطی هستند كه فاصله شان از اضلاع زاويۀ بين 

دو خط متقاطع با هم برابر است؛ بنابراين مركز دايره ها روی نيمساز زاويه های دو 
خط متقاطع قرار می گيرند و می دانيم نيمسازهای دو خط متقاطع بر هم عمودند؛ 

پس شكل حاصل از اين نقاط، دو خط عمود بر هم است.
متقاطع . ۳۶ حتماً  (�ه  چهارضلعی  يک  قطرهای  از  كه  نقاطی 

هستند) به يک فاصله اند، روی نيمسازهای زاويه های بين دو قطر قرار دارند (دو 
روبه رو).  در شكل   ¢d و  d هم  بر  عمود  خط 
d¢ در چهار نقطه  همان طور كه می بينيد، d و
يعنی چهار  با محيط چهارضلعی مشترک اند، 
محدب  چهارضلعی  محيط  روی  نقطه 
ABCD وجود دارد كه از قطرهای آن به يک 

(E )
4 3 2 1
E E E،،، فاصله اند. 

نقاطی از A به فاصلۀ r هستند، روی دايره ای به مركز A و . ۳۷
d¢ به يک فاصله هستند، روی  شعاع r واقع اند و نقاطی كه از دو خط متقاطع d و
در   ¢D و  D هم بر  عمود  خط  (دو  واقع اند   ¢d و  d بين  زاويه های  نيمسازهای 

اين  نقاط مشترک  تعداد  ما  و  زير)  شكل های 
به  بسته  می خواهيم.  را   ¢D و  D با  دايره 
 ¢d اين كه A در چه موقعيتی نسبت به d و
 k قرار داشته باشد، حالت های رسم شده برای

امكان پذير است:

همۀ نقطه هايی كه از A و . ۳۸
B به يک فاصله هستند، روی عمودمنصف اين 
پاره خط قرار دارند. چون AB و d بر هم عمود 
نيستند، عمودمنصف AB خط d را دقيقاً در 

يک نقطه قطع می كند.
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D و . ۳۹ عمودمنصف عمودمنصف AB را
 δ خط هايی كه از d به فاصلۀ واحد هستند را

δ′ می ناميم. و
d و D با حالا بايد ببينيم تعداد نقاط مشترک

d¢ چه حالت هايی می تواند داشته باشد:
تعداد  نباشد،  موازی   ¢d و  d با  D اگر  (۱

نقاط قابل قبول، دوتاست. 
بر  و  باشد  موازی   ¢d و  d با  D اگر  (۲
هيچ كدام از آن ها منطبق نباشد، تعداد نقاط 

قابل قبول، صفر است.

d¢ موازی  d و D با يكی از دو خط ۳) اگر
قابل  نقاط  تعداد  باشد،  منطبق  ديگری  بر  و 

قبول، بی شمار است.

 
هر . ۴۰ عمودمنصف  می دانيم  هر .  عمودمنصف  می دانيم 

از مركز آن دايره می گذرد، پس برای  وتر دايره، 
است  كافی  دايره  يک  مركز  پيدا كردن 
عمودمنصف های دو وتر از آن را رسم كنيم، نقطۀ 

برخورد اين دو عمودمنصف، مركز دايره است.
۴۱ . ،BA روی عمودمنصف O با توجه به شكل زير، وقتی نقطۀ

حتماً  پس  دارد،  قرار   CD و   BC
اگر  يعنی   ،OA OB OC OD= = =

رسم   OA شعاع  به  و   O مركز  به  دايره ای 
كنيم، اين دايره از سه نقطۀ C ،B و D نيز 
می گذرد؛ پس چهار نقطۀ C ،B ،A و D روی 

يک دايره واقع اند.

۴۲ . NB NC= نقطۀ N روی عمودمنصف BC قرار دارد، پس

 . Æ ÆB C1 = = a NBC متساوی الساقين است؛ در نظر می گيريم
D

و در نتيجه
. ÆB2 = a از آن جا كه طبق فرض BN نيمساز زاويۀ B است، داريم 

، آن گاه: ÆA = 90
 مجموع زوايای داخلی هر مثلث180 است؛ بنابراين اگر

Æ ÆB C+ = Þ =

Þ =

90 3 90

30

 



a

a
 

و تفاضل دو زاويۀ حاده می شود:

 | Æ Æ|B C- = =a 30  
مطابق شكل، نيمساز زاويۀ مطابق شكل، نيمساز زاويۀ B و عمودمنصف ضلع BC در . ۴۳

نقطۀ M خارج مثلث متقاطع اند.
هر نقطه روی عمودمنصف يک پاره خط 
از دو سر آن پاه خط به يک فاصله است، 
پس اگر از M به C وصل كنيم، داريم
 MBC مثلث  پس  MB؛  MC=

متساوی الساقين است و داريم:
MCB B MCB BÆ Æ Æ Æ

(*)= Þ =2 2  

از طرفی زاويۀ C، بخشی از زاويۀ MCB است؛ پس داريم:

MCB C B C B CÆ Æ Æ Æ Æ Æ( )> ¾ ®¾ > Þ >*

2 2  

D عمودمنصف AB است و می دانيم كه . ۴۴ مطابق شكل، خطمطابق شكل، خط
هر نقطه روی عمودمنصف يک پاره خط، از دو سر آن پاره خط به يک فاصله است، 

داريم كنيم،  وصل   B به   N از  اگر  پس 
 NAB مثلث  يعنی   ،NA NB=
مثلث  اين  در  است.  متساوی الساقين 
متساوی الساقين NM ارتفاع وارد بر قاعده و در 
يعنی قاعده،  روبه روی  زاويۀ  نيمساز  نتيجه 
MNBÆ، آن گاه = a اگر ANBÆ است؛ پس 

.ANMÆ = a

MBNÆ = -90
 a در مثلث قائم الزاويۀ MBN داريم: 

ABC متساوی الساقين است، داريم:
D

از آن جا كه
Æ Æ (C B= = + - ) = -54 90 144

  a a  
زاويۀ ANB، برای مثلث NBC، زاويۀ خارجی است؛ پس:

ANB C NBCÆ Æ Æ ( )= + Þ = - +2 144 54a a   
Þ = Þ =3 198 66a a   

با توجه به شكل، داريم:. ۴۵  .

ABC A B C
D
: Æ Æ Æ+ + =180  

Æ ÆB C= =¾ ®¾¾¾ + =

Þ =

a a

a

80 2 180

50

 



 

M روی عمودمنصف AC است، پس:

MA MC MAC= Þ = =Æ a 50
 Þ = - = - =g aÆA 80 50 30

    
زاويۀ   ،AMN مثلث  زاويۀ  كوچک ترين  است،  معلوم  شكل  در  كه  همان طور 
MANÆ = - = - =a g 50 30 20

   MAN است و داريم: 

، شكل های زير را ببينيد:. ۴۶ و  در مورد گزينه های   .

         
نقطۀ O می تواند درون، بيرون يا اصلاً روی محيط مثلث ABC باشد، بعداً در مورد 
درست است، چون: O روی عمودمنصف  اين موضوع بيشتر صحبت می كنيم. اما 

 O از طرفی ،OA OB= AB واقع است، پس 
پس است،  واقع   AC عمودمنصف  روی 

 ،OA OB OC= = بنابراين  .OA OC=

يعنی O از سه رأس مثلث به يک فاصله است.
همان طور كه در سؤال قبل . ۴۷  .

گفتيم، نقطۀ برخورد عمودمنصف های دو ضلع هر 
مثلث، از هر سه رأس آن به يک فاصله است؛ يعنی

مثلث های  نتيجه  در  و   OA OB OC= =

پس هستند،  متساوی الساقين   AOC و   AOB
اگر  حالا   ، Æ ÆA C

2 1
= = b و  Æ ÆA B1 1= = a

OA را از سمت O امتداد دهيم، داريم:
AOB O

AOC O

D

D

Â]nIi  â¾Ä»Hp:

Â]nIi  â¾Ä»Hp:

Æ

Æ

1

2

2

2

= + =

= + =

ì

í
a a a

b b b

ïï

î
ï
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