
هندسه در بین شاخه‌های مختلف ریاضی از جایگاه والایی برخوردار است. از نظر تاریخی این علم را به 
اقلیدس، ریاضی‌دان یونانی نسبت می‌دهند ولی سال‌ها قبل از اقلیدس وجود داشته است و مورد استفاده 

قرار گرفته و در واقع اقلیدس اولین کسی بود که هندسه را مدون کرد.
اقلیدسی تعداد بسیار زیادی مسئله و قضیه وجود دارد که حاصل سال‌ها تلاش و تفکر  در هندسه 
اندیشمندان بسیار زیادی بوده و اکنون گنجینه‌ای عظیم از تفکر بشری به دست ما رسیده ولی افسوس 
که این نسل شتابزده فرصت استفاده کافی از آن‌را ندارند. از آنجا که مخاطب این کتاب دانش‌آموزان 
رشته ریاضی بوده و غالباً قصد ادامه تحصیل در رشته‌های مهندسی را دارند، بد نیست اشاره کنیم به واژة 
مهندسی، به معنای شخصی است که هندسه می‌داند و این خود بیانگر اهمیت این درس در رشته‌های 
مهندسی و علوم مرتبط می‌باشد متأسفانه در کتاب‌های درسی جدید از تعمق هندسه کاسته شده و 
کتاب‌ها به‌صورت سطحی و گذرا مفاهیم هندسه را بررسی می‌کنند و این باعث می‌شود تا دانش‌آموزان 
با قدرت و زیبایی استدلال در هندسه، آن‌چنان که شایسته این علم است آشنا نشوند. در این کتاب که با 
هدف جمع‌بندی مطالب هر سه کتاب هندسه در ماه‌های نزدیک به کنکور تألیف شده، سعی شده تمام 
مطالب هندسة دبیرستانی به همراه تمامی تست‌های کنکور‌های قبلی به‌طور کامل بررسی شود و در عین 
فشرده بودن مطالب به حدی جامع باشد که برای استفاده دانش‌آموزان از ابتدای سال تحصیلی هم مناسب 
باشد. از طرف دیگر تجربة سال‌ها تدریس اینجانب در رشته‌های ریاضی و آماده‌سازی دانش‌آموزان برای 
کنکور سراسری باعث شده تا این کتاب در عین جامع بودن، از نکات اضافی که خارج از چارچوب‌های 

کتاب درسی و طرح سوال برای کنکور سراسری هستند پرهیز شود.

ساختار و ويژگی‌های كتاب

این کتاب در 10 فصل و به‌صورت موضوعی در کم‌ترین حجم، تمامی مباحث کنکور را پوشش می‌دهد 
که شامل قسمت‌های زیر است:

 درسنامه: تمامی مطالبی که در کنکور به آن نیاز دارید را به صورت عمیق توضیح داده‌ایم و در این قسمت 
تست‌هایی قرارداده‌ایم و کنار هر تست آیکون‌هایی وجود دارد که میزان اهمیت و نزدیکی به سؤالات کنکور 

را از طریق کم یا زیاد شدن آنتن نشان می‌دهد. )آنتن پر به معنی مهم بودن تست است.(

مقدمهمقدمه



 پرسش‌های چهار گزینه‌ای: شامل تست‌های تألیفی و تست‌های کنکور دهة 90 است.

 پاسخنامة تشریحی: به تمامی سؤالات به‌صورت کاملًا دقیق و مفهومی پاسخ داده‌ایم.

 فرمول نامه: تمامی فرمول‌های مورد نیاز را گردآوری کردیم.

سپاس و قدردانی

 در این‌‌جا لازم است از تمامی عزیزانی که در آماده‌سازی این کتاب تلاش کرده‌اند، قدردانی کنم:
 جناب آقای احمد اختیاری مدیر فرهیختة انتشارات
 جناب آقای محمدحسین انوشه مدیر شورای تألیف
 جناب آقای عباس اشرفی مدیر محترم گروه ریاضی

مخدوم  هستی  و  غنی‌فرد  آزاده  رضوی،  مهرنوش  خانم‌ها  ویراستاری،  مسئول  لعل  احسان  آقای  جناب   
ویراستاران علمی کتاب

 سرکار خانم مریم تاجداری مدیر تولید، جناب آقای میلاد صفایی مدیر فنی تولید و سرکار خانم رویا طبسی 
و جناب آقای مجتبی حسنی صفحه‌آرایان کتاب

علی سعیدی زاد �

بهار 1399 �



هندسه 1 )پایهء دهم(

کتاب هندسه )1( پایة دهم، 4 فصل اول این کتاب را به خود اختصاص می‌دهد.
فصل اول »ترســیم‌های هندسی« شامل بخش‌هایی از هندســه مانند تعاریف، قضایا و 

مکان‌های هندسی است.
در فصل دوم علاوه بر بیان قضیة تالس و تشــابه مثلث‌ها، به بررســی قضیة فیثاغورس 
و خــواص مثلث قائم‌الزاویه نیز می‌پردازیم. در فصل ســوم به منظور گســترش مفهوم 

چندضلعی، انواع چندضلعی‌ها و خواص آن‌ها را مطالعه می‌کنیم.
و نهایتاً در فصل چهارم به دلیل اهمیت هندسة فضایی در پرورش قوای تفکر، به بررسی 
تجســم چندوجهی‌های فضایی و اشــکال حاصــل از برش آن‌ها، هم‌چنین توســعة تفکر 

تجسمی از طریق مشاهدة یک جسم فضایی از زوایای مختلف می‌پردازیم.
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فصل دوم

ءقضیه تالس، تشابه و کاربردهای آن ها

 

نسبت و تناسب١
  

a(bعبارت است از كسر bبه عدد aنسبت عدد )
b

≠0.  
  تـساوي دو نـسبت را يـك        .بايد از يك واحد باشـند      bو a يعني دو عدد   ، واحد ندارد   دو مقدار،  نسبت

a  .گويند تناسب مي c , bdb d= ≠0  

  خواص تناسب
a  :طرفين وسطين c ad bc

b d
= ⇔ =  

a  :معكوس كردن c b d
b d a c

= ⇔ =  

a  :تعويض وسطين c a b
b d c d

= ⇔ = 

a  :تعويض طرفين c d c
b d b a

= ⇔ =  

a  :تركيب در صورت c a b c d
b d b d

+ += ⇔ =  

a  :تفضيل در صورت c a b c d
b d b d

− −= ⇔ =  

a  :تركيب در مخرج c a c
b d a b c d

= ⇔ =
+ +

  

a  :تفضيل در مخرج c a c
b d a b c d

= ⇔ =
− −

  

a  :تركيب در صورت و تفضيل در مخرج c a b c d
b d a b c d

+ += ⇔ =
− −

  

a :تركيب يا تفضيل يك طرف c a a c a c a a c,
b d b b d b d b b d

− += ⇔ = = ⇔ =
− +

   

  واسطة هندسی (میانگین هندسی)
aاگر bc=2 گاه عدد مثبت آن ،باشدa هندسي دو عدد مثبتة را واسطc وb گويند مي.  

هندسي ة گاه آن عدد واسط  آن،به بيان ديگر اگر در يك تناسب طرفين دو عدد يكسان و مثبت باشند
  .اند داد مثبتي است كه در وسطين تناسب قرار گرفتهاع
a هندسية واسطb وc است.  a c a bc

b a
=  =2   
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aحاصل. است bسه برابر bو aهندسي دو عدد مثبتة واسط 
b

2
  كدام است؟ 2

1 (9  2 (81  3(1
9   4(1

81   
  :گاه بناميم، آن cرا bو aهندسية  اگر واسط

  a ac ab ( b) ab b ab a b b b
=  =  =  =  =  =

22 2 2
23 9 9 9 81   

  

aاگر   b=3    كدام رابطه درست است؟،دو عدد مثبت باشند bو aو 7

1(a b
a b

+ =
−

3
7   2(a b

b
+ = 3

10   3(a
b a

=
−

4
7   4(a b

b
− =3 6   

a طبق فرض
b

= 7
  :پردازيم ها مي  به بررسي گزينههاي تناسب بنابراين طبق ويژگي 3

a)تركيب در صورت و تفضيل در مخرج(   b
a b

+ += = =
− −

7 3 10 5
7 3 4   »1«گزينة :2

a)يب در صورتترك(   b
b
+ += =7 3 10

3   »2«گزينة : 3

a)تفضيل در مخرج(  
b a

= = −
− −

7 7
3 7   »3«گزينة : 4

  a a a b
b b b

− −=  =  = =7 3 7 3 7 1 63 1   »4«گزينة :1
  

aاگر   c kb d= kو = > aگاه حاصل ، آن0 c
b d

+
+

2 2
2 2

2 3
2 3

  كدام است؟ 

1(k   2(k−   3(
k
1   4(

k
− 1   

  :هاي تناسب داريم طبق ويژگي

  a c a c a ck k kb d b d b d
= = ⇔ = =  = =

2 2 2 22 2
2 2 2 2

2 3
2 3

   

  a c a ck k
b d b d

+ + =  =
+ +

2 2 2 22
2 2 2 2

2 3 2 3
2 3 2 3

   
  

قضیة تالس٢
 

 دو ضـلع    ،وازي با يـك ضـلع مثلـث       اگر خطي م  
گاه نـسبت      آن ،ديگر و يا امتداد آنها را قطع كند       

شود  هايي كه بر روي آن اضلاع ايجاد مي خط  پاره
  .يكسان است

  AM AN
MB NC

=  
  . تالس نيز برقرار استة عكس قضي
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  :ر بنويسيم تالس را به صورت زيةتوانيم قضي هاي تناسب مي با استفاده از ويژگي 

  AM AN MN
AB AC BC

= =   
  است و مثلثهاي دو ضلع يك مثلث را به هم وصل كند حتماً موازي ضلع سوم خطي وسط اگر پاره  :نتيجه
  .باشد و برعكس آن نصف طول ضلع سوم مثلث مية انداز

  

AD DB
DE BC , DE BC

AE EC
=  = =

1
2

            
  

EFرو روبــهدر شــكل   CD،DF BC و 
AD BD= =2     كدام است؟ AEخط  طول پاره. باشند مي6

1 (2    2 (3    
3 (4    4 (5  

  
AF   :گيريم نتيجه مي EFو DCاز موازي بودن AE

AC AD=   

AF  :گيريم نتيجه مي BCو DFاز موازي بودن AD
AC AB=   

AEبنابراين AD
AD AB= و درنتيجه:  AD AB.AE=2   

ADطبق فرض = 6،BD = ABو 3 = + =3 6 AE  : بنابراين .9 AE=  =26 9 4   
  

الزاويه رسم   ارتفاع هر سه مثلث قائممقابلدر شكل  
  ؟كدام است xةانداز. شده است

1 (54/4    2 (36/5    
3 (76/5    4 (75/6  
  

    
CE  :شود نتيجه مي ADو EFاز موازي بودن CF

CA CD=   

CE  :شود نتيجه مي ABو DEاز موازي بودن CD
CA CB=     

  :توان نتيجه گرفت بنابراين مي
  CD CF CD CF CBCB CD=  = ×2   

  ( x) x /×= − ×  − = = = =×
2 8 8 22 16 2 2 216 16 25 16 10 2425 25 25 4   

  x / x /− =  =16 10 24 5 76   
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  :، داريمGDCاكنون در مثلث

  ( )GAB GAB GAB

ABCD
GDC GDC GAB

S S S
GA ( )

S GD S S S
Zoh¶ nj ®ÃñÿUΔ Δ Δ

Δ Δ Δ
= = = ⎯⎯⎯⎯→ =  =

− −

2
22 4 4 4

3 9 9 4 5   

  ABCD
GAB

S SΔ = 4
5   

ABCD  :داريم(*) با توجه به  ABCD
GAF

S ( S ) SΔ = =2 4 8
5 5 25   

  .درصد مساحت ذوزنقه است 32كه
  

 
  

ــكل  .1 ــهدر ش ــررو روب BE اگ CF،CE DF،AB = BCو5 = 3 
  كدام است؟CDةگاه انداز آن ،باشند

1 (5/4    2 (8/4  
3 (4/5    4 (6/5  

  
.  متشابه است و دو مثلث قابل انطباق نيستند3 و 4 ،5 با مثلثي به اضلاع 3و  b،a مثلثي به اضلاع.2

  )۹۰ ریاضی(  بيشترين محيط از مثلث اول كدام است؟
1 (5/13  2 (9  3 (10  4 (2/7  

  )۸۸تجربی (  بين اضلاع اين مثلث كدام است؟ة رابط. است Bةزاوية دو برابر انداز Aةزاوية انداز ABC در مثلث.3

1(a bc=2   2(b ac=2   3(a b bc− =2 2   4(a c bc− =2 2   
    است؟ 10چند برابر MAةفاصل.  سه مربع به اضلاع واحد كنار هم قرار دارندزير در شكل .4

1(1
3     2(1

4   

3(2
9     4(1

5   
    )۹۱ ریاضی(  چقدر است؟ xمقدار. اند قائمه Bو Aة دو زاويزير در شكل .5

1(1 32   2 (2 33     

3 (4
3   4(3

2   
  

ها را به هم وصل  ده وسط قاعةواحد و طول پاره خطي كه دو نقط 6و 9هاي يك ذوزنقه قاعدهة انداز .6
    تر چقدر است؟  كوچكةتلاقي دو قطر اين ذوزنقه از وسط قاعدة نقطة فاصل. واحد است 12رابركند ب مي

  )۸۵ریاضی (  4/5) 4  8/4)3  2/4) 2  6/3) 1
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مساحت . تر آن است  كوچكةتر ذوزنقه دو برابر قاعد بزرگة  قاعد.7
    )۸۷خارج ریاضی (  كل ذوزنقه چند برابر مساحت سايه زده است؟

1 (7    2 (8  
3 (9    4 (10  

ة  واحد و انداز9 و 15ها  الساقين طول قاعده متساوية در يك ذوزنق .8
ة تلاقي دو ساق اين ذوزنقه از قاعدة نقطة فاصل.  واحد است5ها  ساق

  )۸۵خارج ریاضی (  تر چند واحد است؟ كوچك
1 (5    2 (6  
3 (7    4 (8  

ADو BCموازي ضلع  DEخط پاره ABCدر مثلث  .9 DB= 4
5 

 EBDچنـد برابـر مـساحت مثلـث        EBCمساحت مثلث . است
  )۹۳ریاضی (  است؟

1 (2    2 (25/2  
3 (5/2    4 (75/2  

  طول ضلع اين مربع كدام است؟. ايم  مربعي محاط كرده،الاضلاع به ضلع واحد تساوي در مثلث م.10
1(−2 2 2   2(−2 3 3   3(−3 1   4(−4 2 3   

 
  

  »2«ة  گزين.1

AB  : شود نتيجه مي CFو BEاز موازي بودن AE
AC AF=  

AC  :شود نتيجه مي CEو DFاز موازي بودن AE
AD AF=   

  

  AB AC AC AB AD ( ) AD AD /AC AD =  = ⋅  + =  =2 25 3 5 12 8 ,      

  CD / ( ) /= − + =12 8 5 3 4 8   
  »2«ة  گزين.2

 يكي از دو حالت زير ،اند و چون قابل انطباق نيستند  پس اضلاع آنها متناسب،چون دو مثلث متشابه هستند
=  .دهد رخ مي + + =9 153 94 aمحيط 4 , ba b= =  = = 3 4 5 9 15

3 4 4   

  /= + + =9 12 3 7 25 aمحيط 5 , ba b= =  = = 3 4 5 9 12
3 5 5   

  .باشد  مي9ترين مقدار محيط برابر بنابراين بيش
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  »3«ة  گزين.3
  .كنيم را رسم مي Aةنيمساز داخلي زاوي

  .متشابه هستند DACو ABCهاي مثلث

  
ˆ ˆC C CA AD CDCAD CBAˆ ˆ CB AB ACCAD B

 =   = =
=

 
   

  
b a d b a ada bb d a d

a c b b d ad bc a b bca c

− =  = −−= = 
 =  =  − =


2 2

2 2
   

  »2«ة ين گز.4
  .متشابه هستند MBDو MACدو مثلث

  
MA MC ACMAC MBD MB MD BD = =

 


  
MA AC MA MA ABMB BD MA MB= =  =  = = + =+

2 2 101 1 1 1 1 33 4 4 4 4   

    »2«ة  گزين.5
  .اند  متشابه،اندازه داشته باشند  همةحادة الزاويه كه يك زاوي دو مثلث قائم

  AD AO DOADO BCO BC BO CO
Δ Δ

 = =   

  x x=  = = 2 31 2
2 33 3

   

  »3«ة  گزين.6
  .متشابه هستند COFو AOEهاي مثلث

  AO OE AEAOE COF CO OF CF = =
 

   

  OE OE
OF OE OF=  =+ +

6 6
9 6 9   

  OE OE /× =  = =6 6 4 4 812 15 5   

  »3«ة  گزين.7
بنابراين ارتفـاع وارد    . هستندمتشابه   CDOو ABOهاي  مثلث

 ABدو برابر ارتفاع وارد بر ضـلع       ODCدر مثلث  DCبر ضلع 

ABCD  .است OABدر مثلث
h(a a) ahS += =3 2 9

2 2  

   ABCD
OAB

OAB

Sh(a)S S=  = 92   



مطالب کتاب هندسه )2( پایة یازدهم، فصل 5، 6 و 7 این کتاب را به خود اختصاص می‌دهند.
در فصل پنجم به بررســی خواص دایره می‌پردازیم که همــواره یکی از پرتکرارترین مباحث 

هندسه در کنکورهای سراسری است.
در فصل ششــم با اســتفاده از تبدیلات هندســی، روش‌های ســاده‌تری برای حل مسائل 

پیچیدة هندسی ارائه می‌دهیم.
در فصل هفتم به بررســی روابط طولی در مثلث می‌پردازیم که كاربرد زیادی در رشــته‌های 

مهندسی و همین‌طور رشتة‌ معماری دارد.

هندسه 2 )پایهء یازدهم(
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فصل پنجم

دایره
 

مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره١
 

  . ثابت به يك مقدار ثابت باشدةها از يك نقط آن ةمكان هندسي نقاطي از صفحه است كه فاصل :دايره
وتري كه از مركز بگذرد قطر دايره . شود خطي كه دو سر آن روي دايره است وتر ناميده مي  پارههر :وتر دايره
برابر شعاع و آن دةشود و انداز رسم ميترين وتري است كه در آن دايره  قطر يك دايره بزرگ. شود ناميده مي
  .دايره است

ویژگی های وترهای دایره
  

 ها  هاي متناظر آن    اندازه باشند، كمان    در هر دايره اگر دو وتر هم       
  .اند و برعكس اندازه نيز هم

   AB CD AB CD= ⇔ =   
  

 اش از مركز دايره كمتـر       تر است كه فاصله     در هر دايره وتري بزرگ     
  .و برعكس

  AB CD OH OH′> ⇔ <    
  

 در هر دايره قطر عمود بر يك وتر، آن وتر و كمان متناظرش را              
  .كند نصف مي

  
  

    
ها  ترين آن ها قطر است و كوچك ترين آن گذرد كه بزرگ شمار وتر مي از هر نقطه درون دايره بي 

  . بر قطر گذرنده از آن نقطه عمود باشدكه است وتري
  

 با هم موازيهاي محصور بين دو وتر   كمانةدر هر دايره انداز   
  .برابر است

   AE CD AD EC =   
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انواع زاویه در دایره
  

اي است كه رأس آن روي مركز دايره و     زاويه : مرکـزیةزاوی 
 مركـزي برابـر بـا       ة زاوي ةانداز. هايي از دايره است     اضلاع آن شعاع  

ˆAOB  .  كمان مقابلش استةانداز AB=      
  

اي است كه رأس آن روي محيط دايره   زاويه: محاطیةزاوی 
 محـاطي نـصف     ة زاوي ـ ةانـداز . و اضلاع آن وترهايي از دايره است      

    .كمان مقابلش است
ABˆACB = 2       

  

 اي است كه رأس آن بر روي محيط دايره، يك زاويه : ظلیةزاوی 
 ةزاوي ةانداز. ر دايره است  ضلع آن وتر دايره و ضلع ديگرش مماس ب        

  .ظلي نصف كمان مقابلش است

  
ABˆBAC = 2        

    
 بين دو وتر متقاطع در درون دايـره برابـر اسـت بـا نـصف                ةزاوي) الف

  .مجموع دو كمان مقابلش
 AB CDM̂ += 2    

  
سـت بـا نـصف     بين دو وتر متقاطع در خـارج دايـره برابـر ا          ةزاوي) ب

  .تفاضل دو كمان مقابلش
 AB CDM̂ −= 2  

  
      

.  است EF وسط كمان  Mة نقط مقابل ر شكل د 
ˆةانداز ˆB D+    چند درجه است؟1
1(160    2(175   
3(180    4(230   
  

  

  : است، پسEF وسطMچون  MF ME= 

  
    CM CF MF CF MEˆ ˆB D+ += = = = 22 2 2  

  ˆ ˆ ˆ ˆD D B D+ = °  + = °2 1 1180 180  
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AB اگررو روبهدر شكل   FC ،CD BE،AB = °60،CD = °40 
EFو =   ؟ چقدر استFCDة زاويةگاه انداز  باشد، آن°110

1(°90    2(°55    
3(°70    4(°80   

 .اندازه هستند هاي محصور بين دو وتر موازي هم  كمان
    

  x x+ ° + ° + ° = ° = °3 60 40 110 360 50  
  ˆFCD ° + °= = °110 50 802  

  

  

Âمركز دايره و O،در شكل مقابل  = B̂ و°65 =  .باشد  مي°35
   چند درجه است؟Ĉةزاوي
1(60    2(61    
3(62    4(63  

  Â TB= °  = °65 130  
   TE TBE BE = °  = − = °180 180 130   قطر است 50

   ˆB̂ AT C ° + °= °  = °  = = °70 5035 70 602  
  

رو روبهدر شكل   40AC = BD و° = yحاصل. باشد مي °160 x− 
  ؟چند درجه است

1(30    2(40    
3(45    4(50   

  

 

  
ŷ

y x
x̂

° + °= = °
 − = °

° − °= = °

160 40 1002 40160 40 602
  

  

ABبرابـر شـعاع دايـره و       ABدر شكل زيـر، وتـر       CD ،
2βزاوية = α وCX    كمان. مماس بر دايره استBD    چند درجـه
  )۹۸ریاضی (  است؟

1(50     2(60  
3(70     4(75   
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  AB = °60   

  
 AC ACα =  = α22   

  
   AB|| CD AC BD = = α2   

  
 CD CD= α = α2 42   

   α + ° = ° α = °8 60 360 2 75   
  

  

اند، اگر   بر دايره مماس   Bو Aهاي  در شكل زير، اضلاع زاويه     
  چند درجه است؟ EDFزاوية. برابر شعاع دايره باشد CDوتر

  )۹۸خارج ریاضی (   30)2   25)1
3(35   4(40   

  
  

برابر با شعاع  CDكه اندازة وتر با توجه به اين 
CDدايره است، پس =   :اكنون داريم )چرا؟. (است °60

  
( y x) zÂ

( z x) yB̂

° + + − = ° = °
 ° + + − = ° = °


6080 802
6050 502

   

xˆx  :از جمع اين دو تساوي داريم x EDF
(ÂöId¶)

°° + = ° = ° = = = °7060 130 70 352 2   
روابط طولی در دایره٢  

  
 از يـك    CD و ABهاي شـامل دو وتـر       هرگاه خط 

درون يـا   (Mاي بـه نـام   دايره همـديگر را در نقطـه      
    : گاه ، آنقطع كنند)  بيرون دايره

  MA.MB MC.MD=  
مركز  تا Mةدر اين حالت اگر فاصل. ر نظر بگيريد كه يكي از وترها از مركز دايره عبور كند حالتي را د:نتيجه

  : نمايش دهيم، داريمr و شعاع دايره را باdدايره را با
  MC d r,MD d r= − = +  

  MA.MB MC.MD (d r)(d r)
MA.MB d r

= = − +
 = −2 2  



سه فصل پایانی این کتاب را به  کتاب هندسه )3(، پایة دوازدهم اختصاص داده‌ایم.
در فصل هشتم به معرفی و بررسی خواص ماتریس‌ها می‌پردازیم که یکی از پرکاربردترین 

ابزارهای ریاضی امروزی هستند. 
در فصل نهم به معرفی مقاطع مخروطی و مکان‌های هندسی، هم‌چنین بررسی معادلات 
دایره و سهمی و نیز توصیف بیضی و بررسی برخی ویژگی‌های آن‌ها می‌پردازیم که همواره 

از مباحث پرتکرار کنکورهای سراسری بوده‌اند.
و نهایتــاً در فصل پایانــی به معرفی بردارها در فضای ســه‌بعدی می‌پردازیم و انواع ضرب‌ 
بردارها را بررسی می‌كنیم و كاربرد آن‌ در ریاضیات عمومی رشته‌های مهندسی و پیش نیاز 

ورود مباحث درس حسابان به فضای سه بعدی می‌باشد.

هندسه 3 )پایهء دوازدهم(
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  فصل دهم

بردارها
 

 

�3 معرفی فضای١
 

دستگاه مختصات سه بعدي از سه محور دو بـه دو عمـود بـر               
اگـر چهـار     كه  تشكيل شده به طوري    Ozو Oyو Oxهم

ها قرار داده و بـه      xانگشت دست راست را در جهت محور      
انگشت شست جهـت مثبـت      ها خم كنيم،    yسمت محور 

  .دهد ها را نمايش ميzمحور
ناحيـه تقـسيم     8 كل فـضا را بـه      بعدي  سه دستگاه مختصات    

  .هر سه مؤلفه مثبت هستند Oxyzكند كه فقط در كنج مي

نمایش یک نقطه در فضا
  

اي در فضا باشد، بـراي تعيـين مختـصات آن سـه               نقطه Mاگر
اـ     ، بر سه محور مختصات عمود مي      Mصفحة گذرنده از   كنيم ت

 .قطع كند Cو A،Bها را به ترتيب در نقاط آن

 m m mx | OA | y | OB | z | OC |= = =
  

)بــا مختــصات M نقطــةرو روبــه در شــكل  , , )1 2 در  3
  .دستگاه مختصات سه بعدي نمايش داده شده است

)به صورت N مختصات نقطة , , )1 2   .باشد مي 0
 نقـاط  ةقرار دارد و معادلة كلي ـ    xyدر صفحة  N نقطة 

zاين صفحه به صورت   .باشد مي 0=
  : معادلة صفحات مختصات به صورت زير است

  

xy : z
xz : y
yz : x

¾à dÿÅ
¾à dÿÅ
à¾dÿÅ

=
=
=

0
0
0       

z

y

x

yz

xz

xy

  

z

y

x

O

z

y

x

O
1

2

3

M

N
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xفصل مشترك دو صفحة    MNخط  yو 1= = است  2

xو معادلة آن به صورت
y

=
 =

1
  .شود نوشته مي 2

    
 
 
 

 قرینهٔ نقطه نسبت به صفحات و محورهای مختصات
  

  .ه نسبت به صفحات و محورهاي مختصات بايد مؤلفة غايب را قرينه كنيمبراي تعيين قرينة يك نقط
)  :برابر است با yOzنسبت به صفحة (x,y,z) قرينة نقطة x,y,z)−  
,x)  :برابر است با  xOzنسبت به صفحة (x,y,z) قرينة نقطة y,z)−  
,x,y)  :برابر است با xOyنسبت به صفحة (x,y,z) قرينة نقطة z)−  

,x)  :رابر است باب Oxنسبت به محور (x,y,z)قرينة نقطة  y, z)− −  
)  :برابر است با Oyنسبت به محور (x,y,z)قرينة نقطة  x,y, z)− −  
)  :برابر است با Ozنسبت به محور (x,y,z)قرينة نقطة  x, y,z)− −  
)  :نسبت به مبدأ مختصات برابر است با (x,y,z)قرينة نقطة  x, y, z)− − −  

 تصویر یک نقطه روی صفحات و محورهای مختصات
  

  .گذاريم براي تعيين تصوير يك نقطه روي صفحات و محورهاي مختصات به جاي مؤلفة غايب صفر مي
,x,y)نقطة xOyروي صفحة (x,y,z)تصوير نقطة    .باشد مي 0(
,x)نقطة xOzروي صفحة (x,y,z)تصوير نقطة  , y)0 باشد مي.  
)نقطة yOzروي صفحة (x,y,z)تصوير نقطة  ,y,z)0 باشد مي.  
,x)نقطة Oxروي محور (x,y,z)تصوير نقطة  ,   .باشد مي 00(
)نقطة Oyروي محور (x,y,z)تصوير نقطة  ,y, )0   .باشد مي 0
)نقطة Ozروي محور (x,y,z)تصوير نقطة  , ,z)00 باشد مي.  

 فاصلهٔ یک نقطه از صفحات و محورهای مختصات
  

  :اي در فضا باشد نقطه A(x,y,z)اگر
|  :برابر است با xOyاز صفحة Aفاصلة نقطة  z |  
|  :برابر است با xOzاز صفحة Aفاصلة نقطة  y |  
|  :برابر است با yOzاز صفحة Aفاصلة نقطة  x |  

y  :برابر است با Oxاز محور Aفاصلة نقطة  z+2 2  

x  :برابر است با Oyاز محور Aفاصلة نقطة  z+2 2  
y  :برابر است با Ozاز محور A فاصلة نقطة x+2 2  
x  :از مبدأ مختصات برابر است با A فاصلة نقطة y z+ +2 2 2  

1

2

z

y

x

M

N
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 فضا، مختصات وسط یک فاصلة دو نقطه در 
 :ای دیگر هـه نسبت به نقطـخط و قرینة یک نقط پاره
A(xاگر ,y ,z )1 1 B(xو 1 ,y ,z )2 2  دو نقطه در فضا باشند، 2
  :گاه آن

|  :برابر است با ABخط طول پاره  AB | (x x ) (y y ) (z z )= − + − + −2 2 2
1 2 1 2 1 2   

  :برابر است با ABخط وسط پاره Mمختصات نقطة 

  x x y y z zA BM M ( , , )
+ + ++=  = 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2   

A  :برابر است با Bنسبت به نقطة Aقرينة نقطة  B A′ = −2   

AMچنان قرار داشته باشد كه ABخط روي پاره Mاگر نقطة 
MB

α=
β

گاه مختصات  آن 
  :آيد از رابطة زير به دست مي Mنقطة

  

B AAM M
MB

α +βα=  =
β α +β

  
 

  

A(aاگر نقطة   , , c )+ +1 2 )Bقرينة نقطة  5 , b , )−4 3  ها باشـد،  yنسبت به محور   7
a b c+   كدام است؟ +

1(−22   2(−12   3(−17   4(17   
  .ايد مساوي باشدها ب آن yهاي بايد قرينه هم باشند و مؤلفه Bو Aنقاط zو xهاي مؤلفه 

  
a a
c c a b c
b b

+ = −  = −
 + = −  = −  + + = −
 − =  =

1 4 5
5 7 12 12
3 2 5

  

  
)Aفاصلة نقطةاگر   , m , )− −1 3   ؟كدام است mواحد باشد، حداكثر 3از مبدأ مختصات برابر 2
1(1   2(3   3(5   4(7   

  ( ) (m ) ( ) (m )− + − + =  − + =2 2 2 21 3 2 3 3 5 9   
  (m ) m m mIÄ − =  − = ±  = =23 4 3 2 5 1   

 
)Aنقطة  , , )−2 1 بر روي  Aتصوير ′′Aو Oyنسبت به محور Aقرينة ′Aاگر. مفروض است 3
Aخط طول پاره. باشد xOyصفحة A′   كدام است؟ ′′

1( 2  2(3   3(4   4(5   
)به صورت ′Aمختصات  , , )− − −2 1 )به صورت ′′Aو مختصات 3 , , )−2 باشد،  مي 10
Aخط بنابراين طول پاره A′ |  :برابر است با ′′ A A | ( )′ ′′ = + + =2 22 2 3 5  

  

A

B

M
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)Aنقاط   , , )−2 1 2،B( , , )−1 1 )Cو 2 , , )5 3   كدام است؟ AM طول ميانة. رئوس يك مثلث هستند 6
1(37   2(.2  3(3   4(4   

  :آوريم را به دست مي BCوسط ضلع Mابتدا مختصات نقطة 

  ( , , ) ( , , )B CM ( , , )− ++= = =1 1 2 5 3 6 3 1 42 2  

  | AM | ( ) ( ) ( )= − + + + − =2 2 23 2 1 1 4 2 3   
 

)A قرينة نقطة , , )−1 1 )Bنسبت به نقطة 2 , , )−2 3   كدام است؟ 1
1(( , , )−5 3 4   2(( , , )−5 5 4   3(( , , )−3 5 4   4(( , , )3 5 4   

  .است ′AAخط وسط پاره Bگاه باشد، آن Bنسبت به Aقرينة ′Aاگر 

  A AB A B A ( , , ) ( , , ) ( , , )′+ ′=  = − = − − − = −2 2 2 3 1 11 2 5 5 42   
 

Aاگر  ( , , )= −3 1 Bو 4 ( , , )= 2 6  قرار داشته ABخط روي پاره Mدو نقطه در فضا باشند و نقطة 9

AMباشد، به طوري كه
MB = 2

  كدام است؟ Mگاه مختصات آن ،3

1(( , , )1 3 6   2(( , , )−1 3 6   3(( , , )−1 3 6   4(( , , )−1 3 6   
  

  ( , , ) ( , , ) ( , , )AM B AM ( , , )MB
+ − −+=  = = = = −2 2 6 9 3 3 1 4 5 15 302 2 3 1 3 63 5 5 5  

  
2به ترتيب Ozو Oyو Oxاز سه محور Aاگر فاصلة نقطة  2و 5 4و 5  باشد، فاصلة 2
   از مبدأ مختصات كدام است؟نقطهاين 

1(10
14

   2(4   3(5   4(6   

  Ox y z y zn¼d¶ pH ¾±ÅIÎ = + =  + =2 2 2 22 5 20   

  Oy x z x zn¼d¶ pH ¾±ÅIÎ = + =  + =2 2 2 22 5 20   

  Oz x y y xn¼d¶ pH ¾±ÅIÎ = + =  + =2 2 2 24 2 32   

  x y z x y z x y z + + =  + + =  + + =2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 72 36 6   

 ابتداي A.نامند  را يك بردار ميمقابلدار به شكل  خط جهت هر پاره :بردار 
 را طول بردار Bو Aشود و فاصلة دو نقطة انتهاي بردار ناميده مي Bبردار و

  .نامند مي

M

A

B

C

A

B



هم
ل د

ص
ف

 بردارها

245

 ارز گوييم هرگاه طول     دو بردار را مساوي يا هم      :تساوی بردارها 
  .ان باشدها يكس و جهت آن

BCهر بردار دلخواه


ارزي دارد كه از مبدأ مختصات شروع  بردار هم 
را داشته    مختصات نقطة انتهايي آنشود و براي نمايش آن كافيست مي

OAرا به صورت  گاه آن بناميم آن Aاگر نقطة مورد نظر را. باشيم


aيا 
 

  .دهيم نمايش مي
 هاي بردار گاه مؤلفه باشند، آن AB ي بردار نقاط ابتدا و انتهاBو A اگر نقاط:نمایش یک بردار 
AB


B  :شوند  ميمحاسبه مقابلل آن به صورت و طو  A B A B AAB (x x ,y y ,z z )= − − −


   

  B A B A B A| AB | (x x ) (y y ) (z z )= − + − + −2 2 2
   

a(x,y,z)اگر
 برداري در فضا باشد:  

aرهاي بردا را مؤلفه zو x،yمقادير 
 يا تصاوير بردارa

 ناميم مي.  
iبردارهاي  ( , , )= 100


jو  ( , , )= 010


kو  ( , , )= 001


را بردارهاي يكه    

  .ناميم محورهاي مختصات مي
aبردار 

 توان به صورت  ميراa x i yj zk= + +
  

  .نيز نمايش داد 

a تصوير بردار 
 روي محورهاي مختصاتx i


yjو 


zkو 


  .باشد مي 

a تصوير بردار 
 بر روي صفحات مختصات برابر است با:  

  
xOy : x i yj

xOz : x i zk

yOz : yj zk

Á»n oÄ¼~U
Á»n oÄ¼~U
Á»n oÄ¼~U

+

+

+

 

 

 
   

aطول تصاوير بردار 
 روي سه صفحة مختصات برابر است با:  

  
xz : x z

xy : x y

yz : y z

Á»n oÄ¼~U
Á»n oÄ¼~U
Á»n oÄ¼~U

+

+

+

2 2

2 2

2 2

   

aطول بردار 
برابر است با :  | a | x y z= + +2 2 2   

جمع بردارها (برایند بردارها)
  
ها را نظير به نظير با هـم      هاي آن   براي محاسبة برآيند دو بردار كافيست مؤلفه      

 قطـر  ،مبـدأ   جمـع دو بـردار هـم        از نظر هندسي حاصل   . جمع كنيم 
  .شود  است كه روي دو بردار ساخته ميالاضلاعي متوازي

مبدأ برداري است كه دو انتهاي بردارها   تفاضل دو بردار هم:بردار تفاضل
  .كند و جهت آن به سمت بردار اول است  وصل ميرا به هم

O

a
A

B

C

a

b a b+

a

b
a

b-
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الاضلاع قطرها همديگر را نصف  كه در متوازي با توجه به اين :1 نتيجة
aجمع دو بردار  حاصل،كنند مي

 وb


است دو برابر بردار ميانة مثلثي  ،
a  .شود ها ساخته مي كه روي آن b m+ = 2

    
اگر دو يا چند بردار به صورتي باشند كه ابتداي هر كدام بر انتهاي بردار قبلي باشد، براي رسم بردار  :2نتيجة 

  .كنيم برآيند، از ابتداي اولي به انتهاي آخري وصل مي

  

b

a

a b c d
+ + +

c

d

    

b

a

a b+  
ABگاه بردار مبدأ مختصات باشد آن O اگر:3نتيجة 


  :توان به صورت زير تجزيه كرد را مي 

  AB OB OA= −
  

   
  

AF تظم شكل زير حاصلدر شش ضلعي من  DE CB+ +
  

  كدام است؟ 
1(OD2


     2(DO2


   

3(OC2


     4(CO2


   
    

DEبــا توجــه بــه شــكل، بردارهــاي 


BAو 


 
  :ارز هستند، بنابراين هم

  AF DE CB CB BA AF CF CO+ + = + + = = 2
       

   
  

AB در شش ضلعي منتظم شكل زير  AC AD AE AF+ + + +
    

ADچند برابر 


  است؟ 
1( 4      2(3   

3(5
2     4(5     

  :گيريم با توجه به شكل نتيجه مي 
  AB AE AD+ =

  
AFو  AC AD+ =

  
   

AB  :بنابراين AC AD AE AF AD+ + + + = 3
     

   
  

)aاگر بردارهاي   , , )2 2 4 وb( , , )1 0 2


  دو ضلع يك مثلث باشند، طول ضلع سوم مثلث كدام است؟ 
1(3   2(5   3(7   4(4   

  بنابراين ضلع سوم مثلثتصات است،طبق تعريف ابتداي بردارها بر روي مبدأ مخ 
  .باشد ها مي  بردار تفاضل آنارز هم

     
  a b ( , , ) | a b |− =  − = + + =2 2 21 2 2 1 2 2 3

     
  

a b
m

A

CF

D

B

E

a

b
a

b-
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